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Résumé :

Nous étudions la séparation thermogravitationnelle des constituants d’un mélange de fluide binaire
saturant une couche poreuse horizontale, en présence de l’effet Soret. Les parois horizontales de la cavité
sont imperméables a la matiére et maintenues a des températures constantes et différentes. Le systeme
d’équations régissant le probleme admet une solution d'équilibre avec une stratification verticale de la
température et de la concentration. Cette solution perd sa stabilité via une bifurcation stationnaire pour
des valeurs du facteur de séparation, ¥'> ¥ et pour ¥'< ¥, elle perd sa stabilité via une bifurcation de
Hopf. Pour un chauffage par le bas, [’écoulement issu de la bifurcation stationnaire devient
monocellulaire a partir d’une certaine valeur de ¥ = W o, > 0 et conduit a une séparation des espéces
entre les deux extrémités de la cellule. On se propose de déterminer si la perte de stabilité de
I’écoulement monocellulaire a lieu apres [’optimum de séparation.

Abstract :

We study the thermogravitational separation of the components of a binary fluid mixture saturating a
horizontal porous layer, in the presence of the Soret effect. The horizontal walls of the cavity are
impermeable and maintained at constant and different temperatures. The system of equations governing
the problem admits an equilibrium solution with a vertical stratification of temperature and
concentration. This solution loses its stability via a stationary bifurcation for values of the separation
ratio ¥'> ¥ and for ¥ < ¥, it loses its stability via a Hopf bifurcation. For a cavity heated from below,
the flow resulting from the stationary bifurcation becomes monocellular beyond a certain value of
WY oo and leads to a separation of the species between the two ends of the cell. We propose to
determine if the monocellular flow loses its stability after the optimum of separation.

Mots-clefs :
Convection, Effet Soret , Stabilité linéaire
1  Introduction

Un fluide binaire placé dans le champ de la pesanteur et soumis a un gradient thermique,
est le siege non seulement des mouvements convectifs mais aussi de la thermodiffusion qui se
manifeste par un gradient de concentration induit par le gradient thermique. Dans ce cas le

vecteur densité de flux de matiére J , du constituant le plus lourd de fraction massique C est
donné par la relation suivante :

J=-pDVC - pC(1-C)D,VT (1)
D désigne le coefficient de diffusion massique, Dy le coefficient de thermodiffusion et p la
masse volumique.
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La combinaison de la convection et de la thermodiffusion s’appelle thermogravitation, elle
est utilisée pour la séparation des constituants d’un mélange binaire.

Ce sont Furry et al. (1939) qui les premiers ont développé la théorie de la thermodiffusion
pour interpréter les processus expérimentaux de séparation d’isotopes. Ils ont utilisé pour cela
une cavité parallélépipédique verticale de grand rapport d’aspect, différentiellement chauffée.
Ensuite plusieurs auteurs ont essayé d’améliorer ce dispositif pour augmenter la séparation.
Emery et al. (1963) ont proposé d’introduire un milieu poreux dans la cavité, Platten et al.
(2003) ont proposé d’incliner la cavité d’un certain angle par rapport a la verticale pour
augmenter la séparation. Elhajjar et al. (2006) ont proposé d’utiliser une cavité horizontale avec
des gradients thermiques imposés sur les parois horizontales pour disposer de deux parameétres
physiques indépendants qui permettent de mieux contrdler la séparation.

Le phénoméne de la double-diffusion dans un milieu poreux di aux gradients de
température et de concentration a été largement étudié en raison de ses nombreuses applications
fondamentales et industrielles. Un bilan des recherches récentes dans ce domaine a été fait par
Nield et Bejan (1998).

2  Formulation mathématique

On considére une cavité de longueur L et de hauteur H remplie d’un milieu poreux et
saturée par un mélange binaire. Le domaine étudi¢ est défini par: (x, z) € 2= [0, L] x [0, H].
Les parois horizontales sont maintenues a des températures constantes et différentes 7 et 75, les
parois verticales sont adiabatiques et toutes les parois sont imperméables a la matiére. On utilise
les hypothéses suivantes :

e Les différences de température sont suffisamment faibles pour pouvoir utiliser
I’approximation de Boussinesq.
e  On néglige I’effet de Dufour.

La masse volumique en fonction de la température et de la fraction massique du

constituant le plus lourd est donnée par :

p=pl-B(T-T)-B.(C-C)] 2)
Pret Be sont les coefficients d’expansion thermique et massique, 7, et C, sont la température et
la fraction massique de référence.

La formulation mathématique adimensionnelle du probléme est donnée par :
VV=0
VP+V =Ra(T +wC)e.

M yyr=ver

ot

ex9 s yve="Lvic-1)
ot Le

Les équations (3) sont rendues adimensionnelles en utilisant les grandeurs de référence
suivantes : H pour les longueurs, A*/(H(pc); ) pour la vitesse, ((pc)*H’)/ A* pour le temps,
(A*w/(K(pc); ) pour la pression, AT=T;-T, pour la température, et AC=-ATC;(1-C;) (D7*/D*)
pour la fraction massique.

Le probléme considéré dépend de cinq paramétres adimensionnels: le nombre de Rayleigh
thermique, Ra= (Kgf:HAT)/(a*V), le facteur de séparation ¥= (-B7/Lc)(Dr*/D*)Ci(1-C)), le
nombre de Lewis Le=a*/D*, la porosité normalisée £*=&(pc)/(pc)* et le rapport de forme 4.
Ou v est la viscosité cinématique du fluide, K la perméabilité du milieu poreux, (pc)* la
capacité calorifique volumique équivalente, (pc); la capacité calorifique volumique du fluide,

3)
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A* la conductivité thermique équivalente, a* la diffusivité thermique équivalente, £ la porosité
du milieu poreux, D* et Dr* les coefficients de diffusion massique et de thermodiffusion en
milieu poreux et C;la fraction massique initiale du constituant le plus lourd.

Les conditions aux limites du probléme sont données par :

T=1pourz=0;T=0 pour z=1
VCii=VTii pour z=0,

0T /dx=0C/dx=0 pour x=0, 4
Vi=0VM e 9Q

“

Ce systeme d’équations admet une solution d’équilibre(7;,C,,V)=(1-z,cste—z,0).
Sovran et al. (2001) ont étudi¢ la stabilité¢ linéaire de cette solution, ils ont trouvé
analytiquement le Rayleigh critique a partir duquel cette solution perd sa stabilité. Ils ont montré
que pour ¥ > ¥, avec ¥.,0=1/((40/51)Le-1), cette solution perd sa stabilité via une
bifurcation stationnaire conduisant a un écoulement monocellulaire et que le Rayleigh critique
associé est : Ra.,=12/(Le¥).

Dans un premier temps nous allons déterminer analytiquement le champ de vitesse, de
température et de concentration associés a cet écoulement monocellulaire pour ensuite étudier sa
stabilité.

3 Solution analytique de I’écoulement monocellulaire

Nous allons nous intéresser a une cellule de grand rapport d'aspect 4 et nous utilisons
I’hypothése d’écoulement paralléle utilisé par Ouriemi et al. (2006). L’écoulement de base
indicé 0 est alors pris sous la forme :

Vo =Uy(2)é; T, =bx + f(2); Cy = mx+g(2) )
A T’état stationnaire, en utilisant les hypotheéses déja citées et les conditions aux limites on
obtient les profils de vitesse, de température et de concentration.
I,=1-z
Uy=RamW¥(1/2-2z2)
C,=mx+(m°RaLe¥(3z>—22°))/12—z—(m’ RaLe'P)/ 24+ (1—mA)/2

m=+.,/(10 Le Ra¥ —120) /(LeRa'P)

Trois remarques sont a faire au niveau de 1’expression du paramétre m dans le champ de
concentration de base. L’expression sous la racine doit étre positive soit Ra>12/(Le¥) ce qui
correspond au Rayleigh critique de déclenchement de la convection. m est négatif ou positif
suivant que 1’écoulement est dans le sens des aiguilles d’une montre ou dans le sens contraire et
les deux écoulements sont possibles suivant la condition initiale. La séparation est définie
comme la différence des fractions massiques du constituant le plus lourd entre les deux
extrémités gauche et droite de la cellule : S=mA, il s’ensuit que La séparation maximale est
obtenue pour Ra=24/(Le ¥).

(6)

La figure 1 montre la variation de la séparation en fonction du nombre de Rayleigh Ra. On
remarque que la séparation admet un maximum, ce maximum correspond au couplage optimal
entre la thermodiffusion et la convection. Si Ra est petit, la convection est faible et la séparation
se fait principalement par thermodiffusion et dans ce cas elle est faible. Si Ra est grand, la
convection est intense et 1’écoulement ne permet pas d’obtenir une séparation suffisante. On
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notera que 1’adimensionnalisation de la fraction massique conduit a des valeurs de S supérieures
al.

4  Etude de la stabilité linéaire de I’écoulement monocellulaire de grande extension

Pour étudier la stabilité de cette solution monocellulaire, on introduit les perturbations de
la vitesse, v, de la température, 8 et de la concentration, c.
V=V-V,,0=T-T,,c=C-C,, p=P-P,.
En négligeant les termes du second ordre, on obtient les équations linéaires aux
perturbations.
Pour simplifier la prise en compte des conditions aux limites de la température et de la

concentration en z=0,/, on introduit la nouvelle fonction : 7=c-6. En développant les

(lkx+or)

perturbations en modes normaux (w,8,17)=(W(z),0(z),n(z))e , on obtient le systéme

d’équations suivant :
(D* —k*)w=—Rak*(6(1+¥)+¥n)
00-w+1kOU,=(D*-k*)0 (7
eclk(n+6)—k’U,(n+86)—mDw+I1kwDC, =(1/Le)l k(D* —k*)n

Ou D désigne 9/0z, k le nombre d’onde dans la direction horizontale ox , o=0,+I0; et FP=-1.
Les conditions aux limites correspondantes sont :

w=0,0=0,?}—n=0 en z=0,1 (®)

74

On étudie la stabilité marginale de la solution de base, par la méthode de Galerkin a I’ordre
5. Pour cela les fonctions (w(z), 6(z), 17(z)) sont écrites sous la forme dun développement de
fonctions polynomiales vérifiant les conditions aux limites.

N N N-2
w=Ya,(z=1)z', 0= b(z-1z', n=c, +c,(z> =22 /3)+ Y ¢, (z=1)* "
i=1 i=1 i=1
Nous avons obtenu et comparé les valeurs critiques conduisant aux régimes stationnaire et
instationnaire. Nous avons obtenu, pour les valeurs de ¥ et de Le étudiées que le nombre de
Rayleigh conduisant a la transition instationnaire est toujours inférieur a celui conduisant a la
bifurcation stationnaire. Nous présentons principalement dans cette étude les valeurs des
nombres d’ondes critiques k., des Rayleigh critiques Ra. et des pulsations critiques @.. Le
nombre de Lewis Le est fixé a 10 dans ce cas ¥, = 0.146. On détermine les diagrammes de
stabilité, Ra.=f (V), k.=f (V) et .= f (¥). Les résultats sont illustrés sur les figures 2, 3, et 4
pour le cas Le=10, £¥=0.5. Pour une couche chauffée par le bas, on peut noter que Ra. admet un
maximum pour ¥=0.33 alors que k. admet un minimum pour #=0.44. La pulsation critique
augmente toujours avec ¥. L’analyse de la stabilité nous a permis de définir I’intervalle de
variation de Ra ou I’écoulement monocellulaire reste stable permettant ainsi d’assurer la
séparation des espéces.

5  Simulation numérique

Le systéme (3) avec les conditions aux limites (4) est résolu par un code d’éléments finis
(Comsol). On a utilis¢ des maillages en quadrangles mieux adaptés pour la forme rectangulaire
de la cellule utilisée. On retrouve avec un bon accord les résultats de séparation trouvés
analytiquement pour Le=10, w=0.2, €¥=0.5 et pour un rapport de forme 4=10 (FIG. 1).
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La figure 5 montre les isoconcentrations et les lignes de courant obtenus par la simulation
numérique pour Le=10, ¥=0.2, Ra=8§ et £*=0.5. On observe un écoulement monocellulaire :
dans ce cas par thermodiffusion le constituant le plus lourd du mélange se dirige vers la paroi
froide du haut et 1’autre constituant se dirige vers la paroi chaude du bas (¥ > 0) puis
1I’écoulement monocellulaire entraine 1’un des constituants du mélange vers la partie droite de la
cavité et I’autre constituant vers la partie gauche. Ceci se traduit par une concentration élevée de
I’un des constituants dans la partie gauche de la cellule et une concentration élevée de 1’autre
constituant dans la partie droite, ce qui conduit a une stratification horizontale du champ de
concentration.

Les résultats de la stabilité donnent Ra.=36.61 et k.=2.53 pour Le=10, ¥=0.2 et €¥*=0.5

dans une cellule infinie. Par le code d’¢éléments finis, pour un rapport d’aspect A=10, on trouve
Ra um=35.1 et 9 cellules convectives ce qui correspond & k., =2.8 (kewin =(n7)/4A o n est le
nombre de cellules convectives). Les différences entre les valeurs trouvées par la méthode de
Galerkin et par le code d’éléments finis peuvent résulter soit des approximations faites lors de la
détermination de la solution analytique, soit du rapport de forme choisi pour la simulation
numérique. En effet la stabilité linéaire a été faite pour une cellule infinie. Pour montrer
I’influence du rapport de forme sur les résultats, on a fait d’autres simulations numériques pour
une cellule de rapport de forme A=50.
Pour Le=10, y=0.2, et £€*=0.5, on a trouvé Ra.=35.2 et 43 cellules convectives ce qui
correspond a k.,,,=2.69. On peut remarquer que les différences entre les valeurs trouvées
numériquement pour les rapports d’aspect /0 et 50 sont faibles, ce qui montre que les
différences observées entre les valeurs analytiques et numériques sont principalement dues aux
approximations faites lors de la détermination de la solution analytique décrivant 1’écoulement
monocellulaire.

6 Conclusions

Nous avons ¢étudié 1’écoulement monocellulaire apparaissant a la naissance de la
convection en fluide binaire dans une cellule horizontale chauffée par le bas et remplie d’un
milieu poreux. Dans le cas ou le facteur de séparation est positif et supérieur a une certaine
valeur, nous avons montré qu’il est possible de réaliser la séparation des constituants du
mélange entre les deux extrémités de la cellule. De plus 1’écoulement monocellulaire obtenu
apres la perte de stabilité de la solution d’équilibre et qui permet la séparation, reste stable au-
dela du nombre de Rayleigh assurant la séparation optimale.
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