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Rue de Saint Maudé, BP 92116, 56321 Lorient Cedex, France
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Résumé :

Cet article traite de I'amélioration du calcul de la courlides éléments SFE. Ce sont des éléments finis coques
a trois degrés de liberté par noeud, qui se révélent inténetsspour des problémes en transformation finie, et
ayant un temps de calcul réduit par rapport aux éléments esglassiques. Une limitation de ces éléments est
la sensibilité a la distorsion du maillage. En effet pour deaillages d’éléments de taille irréguliére, le calcul de

la courbure se dégrade fortement. Afin de pallier a ce proklémois nouvelles formulations de la courbure ont
été élaborées : une interpolation linéaire de la normalee umterpolation polyndmiale et une interpolation de
Sibson. Elles ont été comparées a la formulation actuell@sux maillages de courbure connue. Ceci a montré
que l'interpolation polynémiale peut étre une solution paméliorer la précision du calcul de la courbure.

Abstract :

This article deals with the improvement of curvature catioin of the SFE thin shell finite elements. This element
has only three degrees of freedom in translation per noderder to calculate the curvature, tranlastions at nodes
of adjacent elements are needed. So, this element is c8lemi~Finite Element". The effeciency of computation
depends on the accuracy of curvature calculation. Three ciawature formulations are studied : normal linear
interpolation, polynomial interpolation and Sibson irgetants. Then they are compared with the current formu-
lation on two meshes that curvature is known. The resultevshquite good accuracy of the formulation based on
polynomial interpolation.

Mots-clefs :

Elément fini coque sans degré de rotation ; Interpolation desoisins naturels ; Courbure

1 Introduction

Cet article présente le calcul de la courbure d’'un élémeanie SFE et différentes tentatives
pour améliorer cette interpolation.

Les éléments SFE sont une famille d’éléments coques mineegtilaires a trois degrés
de liberté en translation par noeud, formulés en coordanm&érielles entrainées. Plusieurs
éléments coques sans degré de liberté en rotation ont édodpeés par Brunett al. (2006)
et Ofate et al. (2005). Nous considérerons ici I'élément SFE développélLparent et al.
(2001). Ces €éléments se révélent intéressants pour ddgmexben transformation finie, avec
un temps de calcul réduit par rapport aux éléments coqussigiges. Une limitation de ces
éléments est la sensibilité a la distorsion du maillage. figt, dorsque la taille des éléments
est tres irréguliere, le calcul de la courbure se dégraderfant. Afin de palier a ce probléeme,
plusieurs possibilités pour améliorer le calcul de la catelont été étudiées. Dans un premier
temps, la formulation de I'élément coque est détaillée.dasdonnées matérielles entrainées
sont présentées, ainsi que quelques notions mathématigunesrnant les tenseurs. Ensuite, la
cinématique de coque utilisée est décrite. Puis, le caleuadourbure de I'élément SFE est
présenté en détails, ainsi que les différentes interpmiatenvisagées. Enfin, les résultats des
différentes interpolations sont comparés sur deux maflap courbure connue.
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2 Théorie de coque non-linéaire

Les éléments coques SFE sont basés sur la théorie des copees et formulés en coor-
données matérielles entrainées. Nous rappelons quelgaes bur ces formulations, pour une
présentation détaillée se référer a Laurenal. (2001).

2.1 Coordonnées matérielles entrainées, préliminaires rtt&&matiques

Les coordonnées matérielles sont une application du paragescurviligne. Ce paragraphe
présente brievement quelques notions de géométrie difféle. Un solide continu tel qu’une
de ces dimensions géométriques est beaucoup plus petiteggdeux autres est appaléque
et est caractérisé par sa surface moyenne et son épaissplus(petite de ces dimensions).

Introduisons un systéme de coordonnées curvilighés= 1,2, 3), tel que#® = 0 définisse
la surface moyenne. Le repérage d’un point matévielte la coque est donné par son vecteur
position :OM (t) = X*(6")I,. Celui-ci permet de définir les vecteussde la base naturelle
(ou covariante), les vecteugsd de la base duale (ou contravariante) et les composaptes’
8OM = 0X (,9 )Ia = X%,

S0 00" :
et G=ygi;g'®g’=9"9i®g; =0;9:®g’.

Un point quelconquéM de la coque est tel gu'’il existe un poift de la surface moyenne
et une épaisseur permettant son repérage dans l'espace :

du tenseur métriqueg; =

OM = OP + #has (1)
En tout pointP de la surface moyenne, la base naturelle est constituéeedesivs
a, = % = %ﬁ:Ia (« = 1,2). Le repérage d’'un point dans I'épaisséuest faite par la

coordonnéd?, suivant le vecteua (avec%1 <03 < %). Le tenseur métriqud de la surface
moyenne, également appelé premiere forme fondamentatesieface, est alors défini par :

A:aaﬁao‘®aﬁ

Ses composantes sont le produit scalaire entre les vectesitsases naturelle et duale
Uop = Qo - ag €ta™’ = a* - aP.
Le tenseur de courbure de la surface, également appelédeetmme fondamentale de la
surface, a pour expression :
B = baﬁ a® & CLB

Les composantes du tenseur de courbBreontb,; = —a. - a3 g. Les valeurs propres du
tenseur de courbure sont les courbures principales de feceumoyenne, et sont notéeset
po (ce sont les inverses des rayons de courbure; %). Les deux invariants communément

retenus pour le tenseur de courbure sont : {fBde= p; + p2 = Ril + R%, appelée courbure

moyenne et d¢B) = p1p2 = 7- 7, appelé courbure totale.

2.2 Cinématique de coque mince

Le modéle de coque est fondé sur les hypotheses de Kirchboe#; une définition de la
déformation d’Almansi est présentée. Le repérage est dpankequation 1, les composantes
du tenseur des déformations d’Almansi en grandes défoomsasiont :

Cas = Xag + 0P KL + (0K, )

2
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Le termeyx,zs est le tenseur de déformations de la surface moyenne etsegpeé!’effet

de membrane. Les terméésﬁ) et Kfﬁ) sont liés au changement de courbure de la surface
moyenne et représentent la déformation due a la courbusetelmes du tenseur de courbure
interviennent dans le calcul du tenseur de déformationgréeision du calcul de la courbure
intervient donc directement dans le calcul des déformatibou I'intérét de I'étude présentée.

3 Elément fini coque SFE sans degré de liberté en rotation, cdoure et fonction d’'inter-
polation

Les éléments SFE sont une famille d’éléments coques mintressadegres de liberté en
translation par noeud, qui s’appuie sur une technique dedifférence finie $emi-Finite Ele-
men) avec les éléments adjacents a I'élément considéré powemr la courbure.

M4

Elément adjacent m

M3

Elément principal

Elément adjacent Elément adjacent m

M5

M6

M1

FiG. 1 — élément SFE triangulaire entouré de ses 3 voisins

Dans notre étude, nous considérons I'élément SFE triaing\td figure 1) qui est défini par
les 3 noeuds, 2 et3, mais aussi par les noeudls et6 qui interviennent dans la formulation de
la courbure. Afin d’améliorer leur précision du calcul de daubure sur un maillage distordu,
nous présentons différentes méthodes d’interpolatio@ésagvoir introduit la prise en compte
des conditions aux limites.

3.1 Conditions aux limites

Une attention particuliére est portée sur les élémentsramgiére du domaine. En effet, ces
éléments n'ont pas d’éléments adjacents. Pour calculerdebare sur des frontiéres libres ou
fixes, un élément virtuel adjacent est considéré, ce qui gedmtroduire des conditions aux
limites. C’est un point important a prendre en compte damfariaulation de la déformation de
I’élément fini coque SFE (équ. 2).

3.2 Calcul de la courbure d'un élément SFE

La méthode SFE3 estissue des travaux de G. RIO et H. LAUREMUréntet al. (2001)) et
s’appuie sur les normales adjacentes, une interpolatiéailie, I'introduction de point&; sur
les arétes du triangle et sur la définition de nouveaux vestamgents. En effet, une normale
est calculée en chaque poitif sur les arétes du triangle principal. Ensuite les vecteyrsont
calculés en utilisant les fonctions d'interpolatippaux pointsH; (avecy;(H,) = 6;;).

3
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3.3 Interpolation Linéaire de la Normale (ILN)

Cette méthode est basée sur l'interpolation linéaire deotanale (ILN) aux centres de
gravité des éléments adjacents L'élément SFE est projeté dans le plan de I'élément praicip
n en conservant les longueurs des arétes des triangles maidjaceci afin de réaliser le calcul
des fonctions d’interpolation des centres de gravité. Em$anormaleas est calculée a partir
de I'interpolation des normales des éléments

3.4 Interpolation polynémiale

Le principe de cette méthode est de calculer la courburédeltiune fonction polynémiale.
En se plagant dans le plan de I'élément principal, une seirést construite par une fonction
d'interpolationz = f(z,y) aux 6 points de I'élément SFE. Un polynéme de degré 2 ehen
y a été choisi comme fonction d’interpolatiofi(z, y) = a12* + axy? + azzy + asx + asy + ag.
Un point M est repéré par ses coordonnéesy, = = f(x,y)). Les vecteurs de la base
naturelle ont donc pour expressiom; = (1,0,0,f(z,y)) etas = (0,1,0,f(z,y)) et la

normale est obtenue avec la formules: = %.

3.5 Interpolation de Sibson

Les fonctions d’interpolation de Sibson sont des fonctabimgerpolation dont le nombre de
points varie en fonction de la géométrie. Ces fonctions sotamment utilisées pour interpoler
un grand nombre de données géophysiques espacées ineégei#, comme la température
(Braun et al. (1995)). Certaines méthodes meshless, comniNataral Element Methodti-
lisent ces fonctions comme fonctions d’interpolation &kt et al. (2006)). Une description
détaillée est réalisée par Sukumar al. (1998). Les fonctions d’interpolation de Sibson font
parties de la famille de fonctions d’interpolation des ushaturels.

3.5.1 Présentation

Ces fonctions sont fondées sur le diagramme de Voronoi,sjwiree décomposition parti-
culiere d’'un espace métrique déterminée par les distanaesasemble discret de noeuds, et
sur la triangulation de Delaunay. Les cellules de Voronopor définition :

Ty ={z € R*: d(x,z;) < d(x, ),V # I}

Deux noeuds sont voisins naturels si leurs cellules de \@ront une aréte en commun. La
triangulation de Delaunay est obtenue en connectant lasdsagyant une aréte commune de
leurs cellules de Voronoi. Par extension, des cellules dend d’ordre2 sont définies, ce sont
les régions de I'espace ou chaque point a comme plus prodsia i@noeud.; et comme plus
proche second voisin le noeug :

Try={z €R*: d(x,z;) < d(z,v;) < d(x,vx),VK #1,J}

Pour calculer les fonctions de Sibson, un pathest introduit et une nouvelle triangulation
est réalisée avec ce nouvel ensemble de noeuds, différent@ndienne seulement au niveau
des voisins naturels du poiX. Les coordonnées des voisins naturels sont le rapport entre
I'intersection de leurs cellules de Voronoi avec la surideda cellule de Voronoi d& :
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¢z’(X) = %é;;

ou S;(X) est la surface de la cellule du second ordre de VoronaXdet du noeudr;, S(X)
est la surface de la cellule du premier ordre de VoronaXde

3.5.2 Calcul de la courbure avec les fonctions de Sibson

Dans un premier temps, les triangles adjacents sont psajetes le plan de I'élément prin-
cipal en conservant les longueurs des arétes des triandjseats. Ensuite les fonctions de
Sibson sont calculées avec les nouvelles coordonnées dedsau milieu de chaque aréte. On
en déduit des vecteurs de la base naturelle & chaque aréteo&mnéalise une interpolation de
ces vecteurs au centre de gravité du triangle principal.

4 Comparaison des différents modeles d’interpolation de laourbure

Les différentes maniéres de calculer la courbure sont codepaur deux maillages, dont la
courbure est connue.

Le premier maillage est sphérique. Les noeuds d’un éléntehtsBnt placés sur 1/8éme de
sphére de rayor® (figure 2). La position des point® 4 et M5 peut varier grace au parametre
a, longueur des cotésl, M, et M, Ms. Ceci permet de faire varier la distorsion de I'élément.
Un deuxiéme maillage est un cylindre de ray®nOn considére les noeuds d’'un élément SFE
placés sur 1/8éme de cylindre de rayBm I'aide du méme parametie de distorsion. La
position des pointd/4 et M5 peut encore varier.

FIG. 2 — Géométrie du maillage pour la sphére

Les tenseurs de courbure de chaque modeéle ont été évalugpemtiparticulier : le centre
de gravité de I'élément central L'erreur commise sur la courbure est évaluée en compaaant |
trace des tenseurs de courbure. La trace est calculée adgaldi formule :

trace(B) =05 =a® - asg
Les figures 3 et 4 représentent I'erreur commise sur la tragelps différents modéles. Le
modele utilisant la fonction polyndmiale donne les meilgerésultats : I'erreur sur la trace est
trés proche dé quand le rayon augmente et est peu sensible a la distorsion.
5 Conclusions

Les éléments SFE sont des éléments finis coques sensibleisdoision. Différents mo-
déles d’'interpolation de la courbure ont été comparés s géométries particuliéres de cour-

5



18®MeCcongres Frangais de Mécanique Grenoble, 27-31 ao(it 2007

20

T T T 300 ——
modele polynomiale modele polynomiale
— modele SFE3 ~ 250 | modele SFE3
815+ modele ILN . ) modele ILN o
o modele Sibson 8 200 f o modele Sibson o
g g b
=] s
s 10 s 150
5 5
5 § e e e ] 100
2 \e 3 5
5 o N 5 50 .
0 S - PO T N MO s e S S -
0 N - -
0 5 10 15 20 25 0051 152253 35 4 455
distorsion a (r=10.5) rayon r (a=1.08)

FiG. 3 — Erreur sur la trace en fonction du rayon et du parametcistiersion pour la sphére (éh)
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FIG. 4 — Erreur sur la trace en fonction du rayon et du parametdistiersion pour le cylindre (e%)

bures connues. L'étude du calcul de la courbure montre dguierpolation polynémiale peut
étre une solution pour améliorer la précision de la courlies résultats obtenus avec les fonc-
tions de Sibson, fonctions d'interpolation pour des poggpacés irrégulierement n'ont pas
été a la hauteur des attentes, di au nombre trop faible désgmis en compte (4 en géné-
ral) contrairement & leur utilisation classique dans leeatts méthodes meshlesss ou leurs
utilisations s’averent performantes. Il restera a confirogs premiers résultats sur des calculs
classiques en éléments finis.
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