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Résumé :

Dans cette étude, nous présentons une méthode multi-€goeif 'homogénéisation des matériaux hétérogenes,
hyperélastiques, en grandes déformations. Une méthodisntéts finis multi niveaux est utilisée en tandem avec
une méthode de réduction de modéle de type POD pour allégaroléts liés aux nombreux problémes non li-
néaires qu'il est nécessaire de résoudre aux points de Galmsextension de cette technique en vue de traiter les
instabilités au niveau microscopique est proposée, pardss lo’'une technique de perturbation avec continuation.
Dans les différentes approches, chaque probleme non iméasocié a I'échelle microscopique est remplacé par
un probléme de petite taille (quelques dizaines de degrdibeeé). Des gains significatifs en temps de calculs
liés a 'assemblage et la décomposition des matrices targesont obtenus, ainsi qu’un gain de place mémoire
lié & la réduction de la taille de la base décrivant I'histeides différentes domaines micro.

Abstract :

In this work, a multi-scale method for homogenization oflm@ar heterogeneous elastic solids undergoing finite
strains is presented. We use a classical computational gemiration technique in tandem with a model reduction
based on POD to alleviate the costs associated with the di@stelinear problems. An extension of the technique
for handling buckling and snap-through in microstructuiegrovided by introducing a perturbation technique
with continuation. In the different techniques, the fulhtinear problems are reduced to a few degrees of freedom
problems, and significant gains associated with storagsembly, and decomposition of the tangent matrices are
obtained, as well as the size of the database describingisberi of the microscopic domains.

Mots-clefs :

Réduction de modele ; multi-échelles ; grandes déformatian

1 Introduction

Le calcul des propriétés effectives des matériaux hétéexyayperélastiques en grandes
déformations est crucial dans certaines applicationgstejue I'étude des tissus biologiques
ou des mousses polyméres. Récemment, le développementldels caulti niveaux (FE)
Feyel et al. (2000), a offert de nouvelles perspectives pour obtend fiois une description
détaillée de I'échelle microscopique et macroscopiquesida type de technique, les propriétés
homogénéisées sont obtenues en résolvant des problémenédinis non-linéaires imbriqués
aux différentes échelles, incluant I'échelle ou le comgrent est connu dans les différentes
phases. Cependant ce type d’approche nécessite un effatadéimportant. Dans I'approche
proposée, nous projetons les équations du probleme lgg&associé au probleme non linéaire
microscopique sur une base réduite, obtenue par le biagsrdéthode POD (Proper Orthogonal
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Decomposition) Holmegt al. (1996). Ceci permet de réduire radicalement la taille (nende

degrés de liberté) du probleme, de méme que la place ménsmiessaire pour stocker I'histoire
associée a chacun des points de Gauss. Dans cette étudgréseistons la méthode multi-
échelle avec réduction de modeéle et proposons une extedaimle contexte d’'une méthode
de perturbation pour gérer les éventuelles instabilitg®iets limites au niveau microscopique.

2 Formulation hyperélastique multi-échelles en grandes dérmations

Nous considérons un solide hétérogéne de comportementetggiique occupant dans la
configuration de référence un domaiflg dont le bordoS), est composé d’'une partie ol les
conditions de Dirichlet sont imposées, ainsi que d’'unei@agsociée aux conditions de Neu-
mann. La microstructure est supposée périodique et casEépar un volume élémentaire
représentatif (VER)), dans le configuration de référence.

\
@ |—o
O /' Reduced
QO @ / basis

4 projection

-
* ~ -

u
FiG. 1 — Représentation schématique de la stratégie multi-échelles avec rédeatimaléle.

Nous utilisons une procédure de type éléments finis mutgaix (FE), telle que chaque
point matériel de la structure macroscopique (point de §aest associé a un modele élément
fini de VER. Au niveau microscopique, la loi de comportemenicesnue dans chaque phase
Qé” et supposée suivre une loi de comportement hyperélastigiygpe Mooney-Rivlin com-
pressible dont la fonction densité d’énergie de déformatit exprimée par :

U0 = (] = 1)2 = d") log(J) + (1 = 3) + (1 — 3) (1)

tel que le premier tenseur de Piola-Kirchhoff microscopidusoit donnée paP(X) =
U (F)/9F et ou les différents coefficient&), d™, " etc{” caractérisent la phage). Dans
le contexte d’une procédure multi-niveaux, le tenseur desraintes macroscopique recherché
P est obtenu en chaque point de Gauss en appliquant des oosditiix limites appropriées
faisant intervenir le tenseur macroscopique du gradiea déformationF sur le VER et en
résolvant le probléme non-linéaire associé au VER. Les amtérs macroscopiquéd sont
alors obtenues par moyenne sur le VER. Les différentes @msadissociées au probléme multi-
échelles sont résumeées dans la Table 1.

_ Echelle macro Echelle micro (point de Gauss)
Forme faible [5 P(u) : Vx(du) = dWey Jo, P(u,) : Vx(du) = sWE,
Couplage P = o Jo, P(u,)d9 Boundary conditions oA, via F(X)

TAB. 1 — Equations du modele multi-échelles
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3 Méthode multi-échelle avec réduction de modeéle et extensigour les problemes de
flambement

3.1 Procédure basée sur I'algorithme de Newton-Raphson

Dans le contexte de I'approche proposée, chaque problemén@aire associé a I'échelle
microscopique est remplacé par un probleme de taille rédtiimpliquant gu’un faible nombre
de degrés de liberté (d.d.l). Les degrés de libertés (déplants) d’'un probléme microscopique
particulier sont exprimés sous forme de série en utilisadEicomposition propre orthogonale
(Proper Orthogonal Decomposition ou POD) sous la forme :

Q") = B+ D 6,6l @

ou ¢,,(t) sont des coefficients arbitraire ét, i = 1,..., M sont lesM premiers vecteurs
propres de la matrice de correlati@h construite a partir de vecteurs solutiong&) "échan-
tillonnés" au cours de simulations préliminaires pour dasddions aux limites représentant
différents états de chargement "représentatifs” (voir Ywanet al. (2007)) pour plus de dé-
tails) :

1
Q= uu’ 3)
U ={q(¢,) —q,a(¢y) — q,-,a(ls) — a} (4)

ou¢,:=1,....5, sont des vecteurs associés a des parametres décrivantdédenfiemps,
conditions aux limites, etc.). En introduisant I'approzition POD pour les incréments de dé-
placements

M
A =3 ¢, A (5)
m=1

et pour les fonctions test dans la forme faible linéariséprdbleme a I'échelle microsco-
pique, on obtient un systeme de la forme :

BTKEDAL S = BT [fa — £l ()] (6)

ou la matrice@TKﬁcb est seulement de taille/ x M, avecM << N, N étant la nombre
total de degrés de liberté du probleme complet a I'échell@aacopique et sont des coef-
ficients arbitraires, actualisés pgli™' = £* + A¢"™. Si I'on considére le nombre de points
d’intégration du modeéle éléments finis macroscopique eblrabre de degrés de liberté du
modeéle microscopique, I'introduction de la POD permet wthuction drastique du nombre de
d.d.l. total induit par la procédure multi-échelle. On éwiinsi d’assembler et de décomposer
des matrices de tailles importantes en chaque point de GAagslus, la taille de la base de
donnée décrivant I'histoire de tous les domaines micragc@sq” nécessaire pour I'incrément
de Newton-Raphson macroscopique suivant est aussi redaiten ne stocke alors plus que
les variables réduiteg”. De nombreux exemples numériques illustrant la méthodequeétre
trouvés dans Yvonneet al. (2007) ou Monteiroet al. (2007).
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3.2 Approche par méthode asymptotique

La méthode asymptotique numérique (MAN) offre un cadreiquat pour traiter les pro-
blemes d'instabilités et de points limites. Ainsi, les éiintes variables du problende =
{u, P, A}, ou\ est un parametre de chargement, sont développées en sésda forme :

N
q"a)=q" + ) ad’q, (7)
p=1
En introduisant I'approximation (7) dans la forme faibls@sée au probléme a I'échelle
microscopique, on obtient une série de problemes linégesa 'ordrep prennent la forme
L(u,,0u) = X\, ¥, (du) + F7'(du). En développant les termes asymptotiquget du par la
POD, on obtient une approximation de la foraie™ (a) = ® {5” +30, apgp} qui conduit a
une série de problémes linéaires de tailles réduites poé@uanrésolus par la procédure décrite
ci-dessous :

ordre 1

0 . ordre p
¢={oTK.®) @7t gl = {aTK,®) @ty
)\ — +1 N
v w-n e e ®
£ = \é £, =26 + &)
=&, 1y, =1, w =\¢E w, =@, uplyg, =0

4 Exemple numérique

La figure 2 montre la compression d’'une microstructure tahe de type Kelvin. Le modéle
élément fini implique 25344 d.d.l.. Nous testons ici la ¢pgadie la solution avec réduction de
modele en présence de flambement. Dans cet exemple, setilEhmandes ont été retenus par
la procédure de type POD. Les réponse homogénéisées desaletions sont comparées dans
la figure 3.

Dans la figure 4 un exemple de calcul en base réduite sur uretst cellulaire est repreé-
senté. On étudie ici la réponse macroscopique (homog@)déiseda cellule en contraintes pour
des modes de chargement notés A,B,C et D, induisant le flanmtefastique des parois des
cellules. Ces modes combinent de la compression, du cisaifie et de la traction dans les
différentes directions spatiales et ne coincident pas kgemodes utilisés pour construire la
base réduite. Nous comparons la solution du modele rédud.(2l) avec la solution du modéle
complet (4064 d.o.f.). Nous reproduisons la solution dérexfce avec une qualité raisonnable,
au vu du gain en terme de degrés de libertés. D'importantest@ns de temps de calculs (jus-
qu'a 90% sont obtenues, associées a lI'assemblage et a la décormpdgs matrices tangentes.

5 Conclusions

Une procédure multi-échelle avec réduction de modéle deRypD a été présentée. Latech-
nique permet des gains significatifs en termes de place mémssociée au stockage de I'his-
toire des problemes microscopiques, et des gains en tengadalis associés a I'assemblage et
a la décomposition des matrices tangentes des problemesscopiques. Une extension per-
mettant I'analyse du flambement au niveau microscopiquateoduisant un développement
asymptotique a également été proposée.



18®MeCongres Frangais de Mécanique Grenoble, 27-31 ao(it 2007

°
*
T
o o
% ©
T

'“

z
s o
S &
T
v

z
s o =
S &
T
Vv

FIG. 2 — Flambement d& x 2 x 2 cellules de Kelvin en compression uniaxiale.
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FiG. 3 — Contraintes homogénéisés ; Comparaison entre solutions complétastetsrpour le probleme
impliquant2 x 2 x 2 cellules de Kelvin en compression uniaxiale.
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FIG. 4 — Réponse macroscopique en contraintes pour une microstructureedeitly d’abeille pour
différents modes de chargements notés A,B,C et D ; comparaison entretlarselubase réduite et la
solution du probléme complet.
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