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Modélisation des milieux élastiques avec nhanopores satwgé

Vincent Pensée, Qi-Chang He & Hung Le Quang

Université de Marne-la-Vallée
Laboratoire de Mécanique
5 Bd Descartes, 77454 Marne-la-Vallée Cedex 2
pensee@univ-miv.fr

Résumeé :

L'objet de ce travail est d’étendre les équations de la plasiécité linéaire au cas de matériaux comportant des
nanopores. On considére un modéle de microstructure deaypemblage sphéres creuses saturées par un fluide.
La phase solide a un comportement élastique linéaire ipetrbes pores sont supposeés de tailles nanométriques,
il est alors nécessaire de tenir compte des contraintesrfioles. Pour ce faire, on utilise le modéle d'Young-
Laplace. On met en évidence les effets de taille des pords smodule de compressibilité effectif, le coefficient
et le module de Biot. Lorsque les pores sont suffisammentlgrées relations classiques de la poroélasticité sont
retrouvées.

Abstract :

The purpose of this work is to extend the equations of thadiperoelasticity to the case of materials with
nanopores. We consider a model of microstructure whichesprond to an assemblage of hollow spheres saturated
by a fluid. The solid phase is isotropic linearly elastic. &pmare assumed to be of hanometric size, it is then
necessary to hold account of the surface stresses. Withintgistion, we use the Young-Laplace model. The
nanovoids size effects on the effective bulk modulus, oBittenodulus and on the biot coefficient are shown.
When the pores are sufficiently large, the classical retaiof the linear poroelasticity are found.

Mots-clefs :

Poroélasticité, Equation d’Young-Laplace, Modélisatiomrmulti-échelle

1 Introduction

Dans la théorie classique de poroélasticité, les surfagepdres du squelette d’un milieu
poreux sont supposées dénuées de contraintes supedic@ite hypothese doit étre remise
en question quand les pores du milieu sont essentiellengetdille nanométrique. En effet,
dans ce dernier cas, le rapport surface/volume des porssgeand que les effets de surface ne
soient plus négligeables.

L'objectif du travail est double, tout d’abord, c’est uneemiére tentative de formulation
des équations constitutives d’un milieu poroélastique patiant des nanopores. Par ailleurs,
au travers d’'un modele de microstructure particulier,dg de mettre en évidence les effets de
la taille des vides sur les propriétés poroélastiques tafees

Pour atteindre ces objectifs, on considere un modéle deostiacture de type assemblage
de spheres composites proposé par Hashin (1962). Les icwesrauperficielles sont prises
en compte par l'utilisation d’'un modéle de Young-Laplacau@eworth (1950); Povstenko
(1993); Bottomley et Ogino (2001)) a la surface des pores.
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FiG. 1 — Sphere creuse saturée par un fluide sous pregsion

2 Modeéle de microstructure

Le modele de microstructure utilisé correspond a I'assagelde sphéres composites de
Hashin (1962). Chaque sphere composite est constituée dpirere creuse saturé par un fluide
sous pressiop (cf. figure 1). La phase solide est un matériau élastiqueapet, les pores étant
de trés petite taille, on introduit une loi d’interface d@ayYoung-Laplace a la surface des
pores.

On noteR, le rayon des pores d€t,, le rayon extérieur de la sphere creuse. On introduit un
systeme de coordonnées cartésierineg, ) associé a une base orthonorrgég, e, , e, }. Par
ailleurs, on définit un systéme de coordonnées sphériguesp) tel que (cf. figure 1) :

/ 2 + 2
r=+\/z2+y>+ 22, tanﬁzu, tamp:g (1)

V4 X
et la base orthonormée sphérigus, ey, e, } associée

e, = sinf cos pe, + sin 0 sin e, + cosbe., (2)
ey = cos 0 cos pe, + sin 0 sin pe, — sinfe.,

€, = — sl pe; + Cos pe,.

La phase solide étant supposée élastique, linéaire ebjegtta loi de comportement de la
matrice s’écrit :

o = (3cJ+2uK) : e avec J :%I®I et K=1I-] 3)

oul et I sont les tenseurs identité respectivement du quatrieme stabnd ordre.

La surface des pores est modélisée par une interface raprésgar une surface orientée
au travers de laquelle le champ de déplacement est contisucpie la partie tangentielle du
tenseur des contraintes. Par ailleurs, la surfa@st considéré comme un milieu déformable
bidimensionnel. On introduit la déformation surfacigtfeet la contrainte surfacique®, ces
deux quantités sont reliees par une loi d’interface de typenyg-Laplace. En supposant un
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comportement isotrope de l'interface, on a:

O Ks+ s Ks — s 0 E0o
Oop | = | Ks—Hs Kstps 0 € | - 4)
Tpy 0 0 I €y

L'équilibre de I'interface conduit a I'équation de Youngyhlace :

[ovr]] €r + [[ove]] €0 + [[ovy]] € = — div, o7 ()
ou div, o® désigne la divergence surfacique du tenseur des consaltiteterface étant sphé-
rique, il vient :

Ogp T+ Ufw

divio® = ——— e, (6)
r

1 8059 1 805@ s s
+ - { 70 + Snd 0y + (099 —UW) cotd » ey
1 (9o, N 1 dog,
00 sinf Oy
A I'échelle macroscopique, le matériau est supposé avocaimportement poroélastique li-
néaire, isotrope. Ainsi, le comportement macroscopiqud@mé par
o = 3™ J+2u'K) : € — f*pl (7)

ou k*, u*, B* sont respectivement le module de compressibilité effdetimodule de cisaille-
ment effectif et le coefficient de Biot effectif qui doiverit&déterminés.

- + 203, cot 9} €.

3 Propriétés poroélastiques effectives

Considérons que la sphére creuse définie plus haut estitéellar un chargement radial
uniforme appliqué sur les surfaces intérieures et extageCompte tenu de la géométrie sphé-
rique du probléme, le champ de déplacement dans la phase ssli nécessairement radial et
peut étre écrit sous la forme (p. ex. Love (1944)):

b
up(r) = ar + o (8)
Les composantes non nulles du tenseur de déformation satdnnées par
8ur Uy
Epp = =a—2— et ey=cpob=—=0a+ —. 9
or r3 o vy r3 ©)

En utilisant la loi de comportement locale (3), on déduitdesiposantes non-nulles du tenseur
des contraintes :

b b
Orp = 3KG — 4,LL§ et op = 0, = 3ka + 2u§. (10)

La détermination des propriétés poroélastiques nécetsitere les conditions de continuité
du vecteur contraintes a la surface des pores et la coiduivecteur contrainte et du champ
de déplacement sur la surface extérieure de la sphéere creuse

On étudie tout d’abord les conditions a la surface des péregait de la continuité du champ
de déplacement au traversdeon a :

S _ S — — —
€p9 = €pp = €00 = Epp = O+ oz

s et gy, =¢ep,=0. (12)
P
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En introduisant (11) dans (4), il vient :

b
Ogy = Oy = 2K (a + —3) et o, =0. (12)
RP
L’équation de Young-laplace (5), en utilisant (6), implgu
K b
)] = —4— — 13
o) = =7 (o+ ) (13)
avec[|o,,]| = o, + p. En introduisant I'expression (10) de,, on déduit
K 4 K
3k+d—)a——(p—-—=)b=— 14
(e 07z )« R,%(“ m)o= 4
Les conditions sur la surface extérieure s’écrivent
Urr<Rm) =0, (15)
1
r m) = —— (0 * 5 16
ur(B) = 5= (7 +p8) (16)
et il s’ensuit
3Ka — 4Rigb -7 (17)
b R, .
aRm+R—2— P (@ +pB) (18)

Le module de compressibilité effectif est obtenu en pogast 0 et en résolvant le systeme
constitué par (14), (17) et (18), il vient

3ntdf b (n-%) 0 ]a 0
3k —4k —1 b|=10]. (19)
R & w7l Do

Pour que ce systéme ait une solution non nulle, il est néicestasuffisant que :
i (u - ;—) — dep <3/~£ + 4;—;)
3 c<3l-€+4§—;) +4<u—§—;>

ou I'on a introduit la porosité = (R,/R,,)®. On notera la dépendance geavec le rayon des
poresR,. LorsqueR, est suffisament grand, on a :

. Arp(l—o
K= ———=~
3rc+4p

*

K

(20)

(21)

De fagon équivalente, le coefficient de Biot effectifest obtenu en posasit= 0 et en résolvant
le systéme constitué par (14), (17) et (18). AifiSiest solution de

3+ 45 —Rig(u—g—;) 1 u 0
3K 4t 0 bl=|0], (22)
R = — 3+ fim p 0
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une solution non triviale est obtenue si et seulement si

3c(3k + 4p) .

g = K (23)

12k (,u — ;—2) —4duc <3I<L + 4;—2)

soit en injectant I'expression de& donné par (20)

. c(3x +4
c<3/€+4g—;> +4<u— g-p)
Si R, est suffisament grand, on obtient :
c(3k +4p)
et S 25
& 3rc+4p (25)

Dans ce dernier cas (pores de taille micrométriquesgt 5 donnés respectivement par (21)
et par (25) vérifient la relation classique (cf. par exempberbieux et al. (2002)) :

*

gr=1-= (26)
K

On notera que dans le cas de pores de taille nanométrigiues;* définis respectivement par
(20) et par (24) ne vérifient pas (26). Il est nécessaire blliétane relation plus générale enite
et 3* qui fait intervenir la loi de comportement de la surface da®p (cf. He et Pensée (2007)).

Enfin, la détermination du module de Biot nécessite de aaniget la variation de porosité
oc en fonction des parameétres de chargemegttp. Par définition, on a

b= (Rim (Fy + w(&)))g - (%) = g () 27)

La détermination de la variation de porosité nécessite terméner le champ de déplacement
et donc les constantesetb. En résolvant le systéeme constitué par (14) et (17), il vient

cup+7 (u - E—) -
a_3(1—c)ﬁu—g—;(3/€+4u0) (28)
1 3kp+ (3/{ + 4;—;) o . (29)
43(1 — c)kp — g—;(3/€+4uc) P

b:

En introduisant ces expressions dans (27), la variatiorodesfié est donnée par

4 4p)o
S — ¢ (3K + uc)p:— (3k 4+ 4p)T (30)
41 — ¢)kp — SH (3K + 4pc)

On en déduit I'expression du module de Biot effedtif, en identifiant (30) a la seconde loi
d’état de la poroélasticité qui s’écrit :
1 ﬁ*?
- ) p (31)

B
60——0+(M* e

/{:*
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Il vient alors )
1 3 4 *
. (8 + dyuc) 45 (32)
M~ 41 — o)kp — 31 (3k 4+ 4pc) — 3K*

Lorsque les pores sont de tailles mictométriques, le matdkiBiot effectif est donné par :

1 (Be+4uc) p*

= — 33
M~ 04(1 — )kl 3K (33)
et I'on a la relation classique (cf. Dormiewat al. (2002)) :
1 6" —c
= 34
M~ K (34)

avecs* et M* définis respectivement par (25) et ( 33). Dans le cas ou lessont de tailles na-
nomeétriques, la relation (34) doit étre généralisée de @mnari tenir compte de la loi d’interface
(cf. He et Pensée (2007)).
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