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Variations sur un théeme de Biot - Une nouvelle formulation d@lacement
pour les matériaux poreux

Olivier Dazel, Bruno Brouard, Stéphane Griffiths & Claude Dépollier

Laboratoire d’Acoustique de I'Université du Maine
UMR CNRS 6613
Avenue O. Messiaen
olivier.dazel@univ-lemans.fr

Résumeé :

Une nouvelle formulation du modéle de Biot pour les matérigaroélastiques est ici proposée, cette formulation
differe par le choix des coordonnées généralisées. Elleiscbmisies de maniére a simplifier I'expression de I'éner-

gie de déformation. Il est a noter qu’aucune hypothese supghtaire n’est ainsi formulée. Cette simplification

du formalisme est étendue aux résultats classiques de dai¢hde Biot. Une adaptation rigoureuse des modéles
fluide équivalent et limp découle alors naturellement duveaw formalisme. Il est aussi montré que dans le cas
particulier de matériaux acoustiques, des simplificatiadditionnelles du formalisme peuvent étre obtenues.

Abstract :

This paper proposes an alternative formulation of Biotretar model for poroelastic materials. Its advantage is
to simplify the formalism of the model without making anyuagstion. The main difference between the method
proposed in this paper and the original one is in the choicehef generalized coordinates. In the proposed
approach, the generalized coordinates are chosen in omeirhplify the expression of the strain energy, which
is expressed as the sum of two decoupled terms. A rigorougatien of equivalent and limp models is then
proposed. It is finally shown that for the particular case obastical materials, additional simplifications of the
formalism can be obtained.

Mots-clefs :

Matériaux poreux ; Modéle de Biot

1 Introduction

Le but de ce papier est de proposer une écriture alternaileetbléorie de Biot [Biot (1956)]
qui sert a modéliser la déformation de solides poroélasticgaturés par un fluide visqueux
compressible. Cette formulation est de nos jours la réé&r@our la modélisation du compor-
tement dynamique des milieux poreux saturés. Le principshdantage de cette théorie est sa
lourdeur formelle impliguant des formules analytiques ptares. Ceci est souvent dissuasif et
empéche bien souvent I'obtention de nouveaux résultagdyiiues ou numériques), en parti-
culier lorsque les structures poreuses sont couplées agitas composants. Il est aussi bien
connu que les modéles numériques basés sur les équatiornd derid complexes et impliquent
des besoins de calculs énormes. Ainsi, il semble nécesiaireuver des solutions alternatives
et il est donc naturel de se concentrer en premier lieu sutdeations de Biot elles-mémes
puisqu’elles sont le point de départ de toutes ces difféeemiodélisations.

Dans ce papier, une formulation alternative en déplacepumntle modele de Biot est pro-
posée. Ses avantages sont de simplifier les équations duetiodaire sans faire d’hypothéses
supplémentaires. L'originalité de ce papier est la singaifon du formalisme en particulier
dans le cas de matériaux acoustiques.
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2 Formulation a énergie de déformation déformation découpe

Les coordonnées cartésiennes sont nofégsaveci = 1,2, 3. Le déplacement vectoriel

de la phase homogénéisée solide (resp. fluide) estufoféesp.u’). Pour tous les champs
U;

de déplacement, la dérivée par rapport a I'espace est npjée- o La déformation est
€Lj
1 . ) . ) )
€ = 5 (us; + ;) et la dilatation de la phase solide et fluide sont respectvem= u;; et

€= ulfz avec la convention des indices répétés. Le tenseur deswhifons est noté sous forme
tensorielles.

Posonau; et u, un jeu de coordonnées généralisées adapté. Sans perteéaliggnles
relations linéaires suivantes peuvent étre écrites :

u® =au; +buy , U =cuy + du,.

L'énergie de déformatiofi’, s'écrit alors :

2 2
Wa = < (Aa® + Re* +2Qac) + 2 (AW + Rd? +2Qbd)

+ eres (Aab + Red 4+ Q(ad 4 be)) + 2N (a’ejiey; + bPe) el + 2abee?;) .

Afin de simplifier I'écriture, il semble naturel d’élimineed termes;;c;; et<;e7; ce qui im-
plique queb = 0 est un bon choix. De plus le termege, est également éliminé gi= ok
ainsi nous obtenons :

1§50

2 2
Wy :a2A%+ d2R%+2Na251.51

2
avecA = ( — %) Les termes: et d pouvant étre choisi arbitrairement, un bon choix est
donca = 1 afin queu;, = u’ etd = ¢!, choix qui s’avérera simplifiant la suite des dévelop-
pements. Les nouvelles coordonnées généralisées sortenmintotalement déterminées et la

nouvelle formulation généralisée est appelée formulationu'’' } avec

u'" :¢(uf+%us>,

et
Aez CQ 5 _s W R
W2 = AE + Keq? + 2N€Zj€2_] y C = Vu y Keq = E
K., correspond a la compressibilité du modele de fluide equitvalea relation contrainte-
déformation s’écrit alors :

&fj = 2N€fj + Aeéij s by =— eqC

L'énergie de déformation fait apparaitre 3 termes au lied dans les formulations de Biot.
Remarguons que chaqgue contrainte est associée a son dépha®njugué et que la pression
py s'exprime a partir de la divergence d&’, faisant apparaitre une similitude avec les fluides
classiques. Dans le cas d’une phase solide immobile, oarabiff” = ¢u’/ etu” correspond
donc a la moyenne du déplacement microscopique du fluide simiiime total du poreux. En
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exprimant le tenseur des contraintes totales, cela fadrajijpe un coefficient’ interessant qui
joue un réle central dans la suite du papier :

. Q
Tij = 0 — VD 7’=¢<1+§ '

3 Energie cinétique et équations du mouvement
Les équations du mouvements s’obtiennent a I'aide du laggaret nous devons donc en-

core écrire I'énergie cinétique. Celle-ci est obtenue dsttwant les expressions dé dans
I'expression donnée par Biot. On obtient :

h=20? 4+ B0y yata®
2 2
ou
_¢<@_Q) - (9)2_ "
= o R v Ps = P11 P2 R P12 ey
avec

p=0=9)ps . p2=0¢p; , p2=—9pslae —1),
P22
P11 =pP1— P12 , P2=pP2 P12 , PquE-
ou p; est la densité du solide; est la densité du fluidey, est un terme de couplage inertiel
relié a la tortuositev., et p., est la densité du modele de fluide équivalent.

Les équations du mouvement peuvent donc s’écrire :
V.6 (U5) = pol° + pe "V et Koy VI = pegyl® 4 pegi” . (2)

Ces équations sont équivalentes a celle proposées par Bistiinm’y a pas de terme de
couplage élastique, chaque tenseur de contraintes estrstl fonction du déplacement cor-
respondant et la symétrie est préservée pour les terméiser

4 Adaptation des résultats classiques de Biot

Biot et Willis [Biot et al. (1957)] ont présenté quatre expériences pensées penhtb-
tenir des expressions pour les coefficients élastiquegaigpant dans la théorie de Biot. L'ap-
plication de ces trois expériences pensées permet d'olitesiexpressions plus simples des
coefficientsA4, N, K., ety apparaissant dans le modele simplifié ici présenté. Cesierpés
peuvent étre adaptées a notre formalisme et nous donneraesiiement les résultats :

P K K Ky K
A:Kb,’}//:]_——b et Keq:Kf/ ¢+(1_¢) I

K, K, K2 ®)

ou K et K, sont respectivement le module d’'incompressibilité du kteset le module d'in-
compressibilité de I'airNV reste inchangé. Il est interessant de noter que premietemar
dépend pas d&’; contrairement au coefficient de Biot et deuxiemement est indépendant
la compressibilité du fluide et il est possible d’expriméf par :

K K
" =oul + (1 - — 2wt =ut — 2

u®.
K, K,
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ouu’ est le déplacement total du matériau poreux. Il est monitouie le déplacement total est
en fait indépendant de la porosité.

Pour obtenir les nouvelles expressions des nombres d’aeBgt, on réécrit les déplace-
ment en terme de potentiels. Les potentiels scalairescigssaux ondes de compression, sont
solutions d’'un probleme aux valeurs propres dont les nosnébi@ndes constituent les valeurs
propres et s’écrivent :

52 [ s+ 02) £ (0% + 62, —453(1531}/2,

al'aide des 3 nombres d’ondes intrinséques suivant

Peq P Ps 2
Oeqg = — , g = = , Jp= — et = ps — eq- 4
¢ =W K., 1 w”P 2 w“P P=Ps =7 Peq (4)

Ces expressions sont équivalentes a celles obtenues pard[AL993)] et on peut également
obtenir les relations de symétrie. Les vecteurs proprd@igi@ar les rapportg!” peuvent étre
exprimés sous les deux formes équivalentes :

u" 67 — o2 o
:“zW: 327(2 22):72 qz‘
u 682_681 6i_6eq

Il est également intéressant d’introduire les rapportgsus :

w 62 52
/ :uz eq PR
i = avec  (i,j) € {1,2}.
NZW - :uj 5 52
La méme démarche a partir d’un potentiel vecteur pour I'aheleisaillement nous permet
d’obtenir les expressions suivantgs= w+/p/N etul = —v.

5 Modeles de fluide équivalent et modéle limp

Le modéle de fluide équivalent correspond a une phase satiebile (4* = 0). L'équa-
tion (2) devient une simple équation de propagation dansuisteft

2, W W
K,Vou™ = pe,l

dont le nombre d'onde (resp. 'impédance caractéristigse,, (resp.Z., = ps/ ||V =
\ PeqBeq)-

Le modéle limp est également un modeéle avec une seule onaerge&ssion mais contrai-
rement au modéle précédent, la phase solide n’est pas sansment. Le modeéle limp (souple
en anglais) prend en compte l'inertie du squelette et nédgigigidité de celui-ci. Il est adaptée
aux matériaux dont la raideur est négligeable (laine minégare, coton...)

L'énergie de déformation de la phase solide est négligeabmparaison des autres phé-
nomenes. Cela impliqué ~ 0 ~ N donc le terme de compressidi.o peut étre négligé dans
(2) ce qui donne la relation suivante

psU” = _peq’YUW
Elle peut étre injectée dans (2) afin d’obtenir I'équatiopdspagation suivante pout" :

2

S

4
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La différence entre les deux modeles est donc dans la défirde la densité :

531 ?
Plimp = Pegq (5_2 .

Le nombre d’onde peut s’exprimer comme une fonction des 3tmesnd’ondes intrinseques

définis en (4)
Plimp 531
d imp — ww / = 66 <
tmp Keq I 532

et l'impédance caractéristique s'échit,., = py/ |V"V|| = \/PrimpKeq-

6 Avantages de la formulation{u®, u"'} pour les matériaux acoustiques

Pour les matériaux acoustiques, la grande rigidité de l#epsolide du matériau implique :
‘Kb) < ‘KS et )Kf‘ < )Ks ce qui simplifie les expressions dé ~ 1 et deu’” ~ u.

Par conséquent’” correspond au déplacement total dans le matériau poreus. I[Bsuite du
papier, tous les exposariis seront donc remplaceés par

Il est également possible de simplifﬁret f(eq dans (3) de la maniére suivante :

_E;
-4

En ce qui concerne les relations de continuité, les simatifios suivantes apparaissent. Le
couplage avec un milieu élastique (exposgre’écrit :

R=0¢K; , K.

t

u.n=u.n , ut=ut et o°.n=(6.n—pn) , ot=0o"1,

celui avec un milieu fluide (exposady :

t

u.n=u.n, et p,=p; , o°.n=0,

et celui entre deux milieux poreux :

t t A ~
uj=u; , ui.n=u,n. et p;=p;o , O] =0
Dans les équations précédenteslésigne la normale a I'interface esa tangente. Ces simpli-
fications concernent a la fois les déplacements et les ¢otasa

Une expression simplifiée de I'impédance de surface d’urérizat collé sur un sol rigide
en incidence normale est maintenant donnée. Gréace a la llotorenulation proposée, I'ex-
pression des conditions aux limites permet d’aboutir déeent a I'expression de I'annulation
d’un déterminant qui méne a I'expression suivante :

Ke / /
z==4 g—jtan(ég )+ g—lltan(al D,
ou ., est défini par I'équation (4). Cette expression est tréslsietgl a été montré qu’elle four-
nissait des résultats identiques a ceux obtenus a partaldel€ a I'aide de matrice de transfert.
On peut d’ailleurs le remarquer sur la figure 1. Des exprassadternatives plus simples pour
les coefficients de réflexion et transmission d’une couch@@dence normale ont également
été obtenues [Dazedt al. (2007)].
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FiG. 1 — Impédance de surface sur fond rigide

7 Conclusions

Une nouvelle formulation des équations poroélastique d¢ 8eté proposeée. Elle permet
une expression plus simple des différents parametres délmde Biot grace a un choix de
coordonnées généralisées qui permet un découplage deiéde déformation dans le poreux.
Les termes de couplage en contraintes disparaissent detiég du mouvement. L'expression
des coefficients constitutifs est plus simple. La formolatest bien adaptée a la définition du
modéle de fluide équivalent et du modele limp. Des simplificetsupplémentaires peuvent étre
faites pour les matériaux utilisés en acoustique menarg @jeessions beaucoup plus simples
des indicateurs classiques tels que 'impédance de sutfane couche de matériau poreux par
exemple. Cet acte avait pour but de présenter en détaildéeseéits relatif a I'obtention de la
formulation. Des compléments sur celle-ci ainsi que degltas physiques supplémentaires
peuvent étre trouvés dans [Dazt al. (2007)].
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