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Résumé :

Ce papier propose des techniques efficaces d’'obtentionwettitgs effectives lors du calcul des réponses vibra-
toires moyennes fréquences de structures complexesaethst impliqguant des paramétres stochastiques relatifs
a la présence d’'une hétérogénéité. Le premier ingrédidhséiest une approche dédiée a la résolution des pro-
blemes moyennes - fréquences : la théorie variationneiealens complexes (TVRC). La TVRC, qui exploite des
fonctions de base a deux échelles vérifiant exactementtigude la dynamique et la relation de comportement,
peut étre vue comme un moyen d’exprimer I'équilibre des feupulssance aux différentes interfaces entre les
sous-structures. Le deuxieme ingrédient introduit dangageer est I'utilisation de la décomposition sur le chaos
polynomial (PCE) pour calculer la réponse aléatoire. Coma®seuls paramétres aléatoires sont ceux qui ap-
paraissent dans la caractérisation de I'hétérogénéité@aledqui, dans I'application proposée est constituée d’'une
masse concentrée), cette approche conduit a des calcslpéng colteux.

Abstract :

This paper proposes efficient techniques to obtain effecfiiantities when dealing with complex structures (in-
cluding stochastic parameters, such as heterogeneityrpaters) in medium-frequency vibrations. The first ingre-
dient considered is the use of a dedicated approach - theatanal Theory of Complex Rays (VTCR) - to solve
the medium-frequency problem. The VTCR, which uses twe-sicape functions verifying the dynamic equation
and the constitutive relation, can be viewed as a means oésging the power balance at the different interfaces
between substructures. The second ingredient is the use ¢fdlynomial Chaos Expansion (PCE) to calculate
the random response. Since the only uncertain parameterthase which characterize the heterogeneity (which,
in this application, is a concentrated mass), this approletds to very low computation costs.

Mots-clefs :

moyennes fréquences ; hétérogénéités ; incertitudes

1 Introduction

Aujourd’hui, les principales techniques de modélisationmd’analyse des vibrations moyen-
nes fréquences sont toutes basées sur des approches pantéléms ou par éléments de fron-
tieres. Pour représenter des phénomenes a petite londoadedians des structures complexes
ces techniques nécessitent un nombre tres élevé de dedi@srtie De plus, les solutions ob-
tenues sont tres sensibles aux hétérogénéités strustusabe propriétés du matériau et aux
conditions aux limites. La variabilité des données estésgmtée par une approche probabi-
liste. L'enjeu est d’obtenir, a moindre codlt, la réponseatibire stochastique de la structure et
les grandeurs effectives pertinentes.

L'utilisation d’approches hautes fréquences, comme dlétatatistique de I'énergie (SEA)
initiée dans Lyon et Maidanik (1962) ou de ses développesnsatrévele peu adaptée aux
vibrations moyennes fréquences : le comportement vibreagst décrit de maniére trop globale
et, en général, le facteur de pertes par couplage ne peutrpa=mulé de facon prédictive. Ce
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papier propose des techniques efficaces d’obtention degitfisaeffectives lors du traitement
de structures complexes impliquant des parametres stupesrelatifs a une hétérogéneité.

La premiere technique utilisée est une approche dédiée&adéution des problemes moyen-
nes - fréequences : la théorie variationnelle des rayons Exap (TVRC) décrite dans Ladeveze
et al. (2001). Basée a l'origine sur I'hypothése selon laquellgnacture était un assemblage
de sous-structures homogenes, la TVRC a été étendue de enamiérmettre au concepteur de
prendre en compte des hétérogénéités locales dans &lah¢2003). La deuxieme technique
introduite ici est la décomposition de la réponse aléatairde chaos polynomial (PCE) décrite
dans Ghanem (1991). Comme les seuls paramétres aléatoite®sr qui apparaissent dans la
caractérisation de I'hétérogénéité locale, cette apgroohduit & des calculs trés peu colteux.
Dans I'exemple proposé, la méthode est appliquée a unegfaatant un accélérometre piézo-
électrique utilisé pour des mesures de vibrations. Cet @&aréktre est modélisé par une masse
concentrée. La réponse vibratoire de ce systeme dans lemmoes moyennes fréquences est
tres sensible a une telle discontinuité dans la structuta giaque. Notre objectif est de quan-
tifier ce phénomene avant de choisir un modéle particulies dme gamme d’accélérométres
possibles.

2 Le probléme de vibration forcée en moyennes fréquences paa TVRC

2.1 LesbasesdelaTVRC

La théorie variationnelle des rayons complexes est uneoapprdédiée pour le calcul des
vibrations moyennes fréquences. Elle peut étre résuméewenpbints majeurs. La premiere
caractéristique de cette approche est I'utilisation d’forenulation variationnelle qui permet
d’utiliser a priori des approximations indépendantes par sous-structuresteEres conditions
de transmission en déplacement et en effort aux interfattes ous-structure n’ont pas besoin
d’étre vérifiées exactement mais seulement de facon fa#lsle dne formulation variationnelle.
La deuxieme caractéristique de la TVRC est I'introductionsain de chaque sous-structure
d’approximations a deux échelles avec un sens mécaniquel&osolution est supposée loca-
lement bien décrite dans le voisinage d’un point comme la&gsition d’un nombre infini
de modes de vibration locaux. Ces modes de base, qui peuverte®t modes intérieurs, des
modes de bord ou des modes de coin, vérifient exactementlati@ts de la dynamique et les
relations de comportement de chaque sous-structure. sTtagalirections de propagation des
ondes sont prises en compte et les inconnues sont des atvplitiscrétisées par exemple en
les choisissant constantes pour toutes les directionsapagation comprises dans un secteur
angulaire donné. Ces grandeurs étant par constructioniéssax I'échelle lente des phéno-
menes, la résolution du probleme porte sur un systeme ladaipetite taille. La faisabilité et
les performances de cette méthode sont montrées dans zedédwad (2001).

2.2 Extension de la TVRC pour le traitement de structures héténgénes

L'accélérometre est modélisé par une masse ponctuellayic qustifie par la petite taille
du capteur devant les longueurs caractéristiques desiseaet des phénomeénes étudiés. D’'un
point de vue mécanique, pour une fréquence d’excitatioméenla masse crée une perturba-
tion de la réponse vibratoire de la structure testée. En elie génére une force concentrée
qui dépend du déplacement sous I'accélérometre. Pour erctenpte la stratégie consiste a
enrichir I'espace des champs servant a modéliser la steucton instrumentée : le nouveau
champ décrit le comportement d’'une plaque infinie soumiseedarce unitaire. Son amplitude
est une inconnue supplémentaire du probléme qui est liéamupitudes des autres champs
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par la condition d’équilibre de la masse. Le probléme dissé&elatif aux structures hétéro-
genes est donc contraint, ce qui peut s’exprimer pour ldutéso a I'aide d’'un multiplicateur
de Lagrange.

3 Prise en compte de l'incertitude sur la masse du capteur

Dans le probleme traité, tous les paramétres du modéle stetnainistes en dehors de la
masse du capteur : le caractére aléatoire de la réponseprovi comportement aléatoire de la
masse concentrée du capteur, modélisée par une variaateisdedu second ordré/ (9), avec
¢ appartenant a I'espaée des événements élémentaires. La variable aléaidi® conduit,
dans I'espace discrétisé, au systéeme linéaire

K(M(0) A0) = avec A(B) = uli(£(0) (1)

ouV; (£(0)) sont des polynémes des variables aléatoires gaussiemmeseseréduite$; (0) },
lesquels forment une base compléte dans I'espace de Hilkesariables aléatoires du second
ordre selon Cameron (1947). Le nombre de polynomegpend de I'ordre de la décomposi-
tion sur le chaos et du nombrfede paramétres stochastiques d’entréel(iet 1). Le systeme
devient :

P L
ZZC,‘ijiuj = 50kf k= 0,1,P (2)
7=0 =0
ou les coefficients;;;, ne sont calculés qu’une seule fois. Les inconnuesont obtenues par la
résolution de ce systéme linéaire de taflfe+ 1) n x (P + 1) n, n étant le nombre de degrés
de liberté du systéme linéaire déterministe associe.

4 Application
Nous étudions l'influence d’'une incertitude sur la valeudalenasse du capteur sur la ré-

ponse vibratoire d’une plaque d’acier rectangulaire dgleurl. = 1m, de largeul = 0.8 m
et d’épaisseuh = 0.8 mm (figure 1). Le capteur est fixé au centre de la plaque. Les igtégr

FiG. 1 — Géometrie et conditions aux limites

du matériau sonk’ = 210 GPa, n = 0.001, v = 0.3 etp = 7,800 kg/m?>. L'excitation harmo-
nique est une forcé, répartie sur un cotéf = 330 Hz; F; = 1 N/m. La plaque est encastrée
sur le c6té opposé. La massede I'accélérometre est une variable aléatoire gaussiemna-d
leur moyennen et d’écart-typer. Nous choisissong: = 0.050 kg eto = 0.15m. Pour ap-
partenant a l'intervallé—3, 3], m appartient a I'intervallém — 3¢, m + 3¢] = [0.024, 0.075] kg.

3
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La solution obtenue par la TVRC étendue fait interveéimodes intérieurs34 modes de bord

et une fonction d’enrichissement. Elle a été associée a @oentposition sur le chaos polyno-

mial d’ordre5. o
Nous avons d’abord calculé la courbe de réponse donnanplaadénent effectif globdtu|

(c’est-a-dire la valeur moyenne de I'amplitude sur toutpléaque) en fonction de¢ (figure 2).

Un échantillonnage d&) 000 valeurs den a été obtenu par tirage de Monte Carlo. Les queues

W[ ()
26 ﬁ
2.4
/24
3

-3 0 3
1.8

1.6

FIG. 2 — Représentation paramétrique|dé sur la base du chaos

de distributions ont été tronqueesa 0. La figure 3 montre la fonction densité de probabilité
[fray associée &w|. La fonction densité de probabilité cumulée; associée aw| (figure 4)

i
4

3

16 18 2 22 24 26 WM

FiG. 3 — Fonction densité de probabilité approchée assodige a

nous permet d’évaluer la probabilité de dépasser un setigjue.

La méme analyse a été realisée pour 'amplitude loedl&,) sous I'accélérometre. La
fonction de reponse (figure 5) a été associée a la fonctiositéette probabilitéf,, x,) (figure
6) et a la fonction densité de probabilité cumulégyx,) (figure 7).

Ces résultats montrent qu’en moyennes fréquences les espuitgatoires sont trés sen-
sibles aux discontinuités structurales telles que desesasmcentrées additionnelles. lls per-
mettent de quantifier ce phénomene et de guider I'ingénienicepteur d’essais lors du choix
de capteurs servant a des mesures de vibrations dans catteegie fréquences.
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FIG. 4 — Fonction densité de probabilité cumulée approchée assopige a
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FiG. 5 — Représentation paramétriquewleX,) sur la base du chaos

5 Conclusions

La théorie variationnelle des rayons complexes fournitadre général pour la modélisation
et le calcul des vibrations en moyennes fréquences. SaRiméncipal réside dans I'utilisation
de fonctions de base ayant un sens physique fort combinées grune formulation variation-
nelle qui permet l'utilisation d’approximations indépamties d’une sous-structure a l'autre.
Lors de I'étude des structures complexes, elle fournit desltats prédictifs pour un colt nu-
mérique faible. De plus, la souplesse de son formalisme gteden prendre en compte assez
aisément des hétérogénéités incertaines décrites paatisgires stochastiques. Le bénéfice
tiré de Il'utilisation de fonctions de base a deux échell¢sless double : d’abord, la taille du
systéme issu de la décomposition sur le chaos polynomi@ essez faible ; ensuite, la varia-
tion des inconnues quand les parameétres de I'hétérogéméight est suffisamment lente pour
étre facilement représentée par une fonction polynomi2ds. exemples faisant intervenir un
plus grand nombre de variables aléatoires sont a I'étude.
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