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1 Avertissement concernant les Versions 2 et 3

Dans la version 2, on a complété la version 1, en introduisant la divergence
de Jensen fondée sur la forme la plus générale de ’entropie ainsi que la forme
invariante de cette divergence ; les algorithmes associés sont développés.

Par ailleurs, les divergences fondées sur l’entropie de Newton ainsi que leurs
formes invariantes qui n’entrent pas dans le cadre de la forme la plus générale
de ’entropie sont présentées et analysées.

Ces divergences présentent certaines particularités spécifiques.

Dans la version 3, on a précisé certains points concernant la divergence de Jen-
sen/Shannon qui présente quelques difficultés ; les problémes algorithmiques sont
précisés et ils sont détaillés dans I’Annexe 3.

Par ailleurs, la forme invariante de cette divergence est proposée afin de voir si
les problémes algorithmiques demeurent, ce qui n’est pas le cas.

Dans I’Annexe 4, on a indiqué quelques erreurs & éviter lors de ’application du
Logarithme déformé a des divergences qui sont déja sous forme Logarithmique,
comme c’est le cas de la "Gamma Divergence".

2 Introduction et sommaire

Ce travail s’inscrit dans le cadre des problémes inverses avec modéle linéaire.
La résolution de ce type de probléme consiste & minimiser (éventuellement sous
contraintes), une fonction d’écart entre les mesures et un modéle physique du
phénomeéne considéré.
Dans le cadre des problémes de déconvolution d’images, par exemple, les contraintes
considérées sont typiquement la contrainte de non-négativité et la contrainte de
somme de l'intensité totale de 'image reconstruite.
Cette démarche implique d’une part la définition d’une fonction d’écart et
d’autre part la mise en oeuvre d’une méthode algorithmique de minimisation
sous contraintes d’une telle fonction.
Ces deux aspects ont été développés dans un précédent travail [11], [12].
Dans le chapitre 3 du travail précité les divergences fondées sur les formes les
plus classiques de ’entropie ont été analysées.



Nous étendrons ici cette étude a des fonctions d’écart fondées sur des formes
d’entropie développées dans le domaine de la Physique Statistique.

Ces diverses formes d’entropie s’appuient sur “l’algébre déformée” [9] et en par-
ticulier sur la notion de “Logarithme déformé” [15] [9].

Il est bien entendu que ’analyse des propriétés de ces entropies n’entre pas dans
le cadre de notre travail et que nous nous contenterons d’utiliser les résultats
trouvés dans la littérature.

En conséquence le présent document est organisé comme suit.

Aprés avoir précisé dans la section 1, les particularités de la Version 2 de ce
travail, une introduction et un sommaire sont donnés dans la section 2. Nous
donnons dans les sections 3 et 4, quelques brefs rappels sur les problémes in-
verses et sur l’entropie.

Dans les sections 5 & 10, nous passons en revue les principales formes d’entropie
intervenant dans le domaine de la Physique statistique et nous analysons les
divergences construites sur de telles fonctions.

Dans la section 11, nous considérons d’autres définitions de ’entropie fondées
sur les notions de dérivée généralisées. Ceci permet de retrouver les différentes
formes d’entropie proposées dans les sections 5 & 10, mais permet surtout de
mettre en évidence une forme trés générale de I'entropie qui synthétise toutes
les précédentes.

Dans section 12, nous analysons les divergences construites sur la base de cette
forme générale de I’entropie.

La section 13 est consacrée & des formes d’entropie qui sortent du cadre général
précédemment décrit dans la section 11 ; les divergences associées & ces entropies
particuliéres sont analysées, et plus spécifiquement les divergences fondées sur
I’entropie de Newton.

Dans la section 14, nous étudions les formes invariantes par changement d’échelle
des divergences fondées sur ’entropie générale présentées dans la section 12 ; les
différentes formes de divergences sont considérées et le cas particulier de I'en-
tropie de Tsallis est analysé en détails.

La section 15 traite des formes invariantes des divergences fondées sur l’entropie
de Newton.

La section 16 est consacrée a ’aspect algorithmique.

Aprés avoir reppellé briévement la méthode SGM plus largement développée
dans [11], [12], nous explicitons les algorithmes correspondants permettant la
minimisation des divergences générales dans le cas d’une contrainte de non né-
gativité, puis, dans le cas ou on impose en plus, une contrainte sur la somme
des inconnues nous appliquons la méme méthode aux divergences générales in-
variantes.

Les algorithmes correspondant aux formes invariantes des divergences fondées
sur I’entropie de Newton sont explicités.

Les formes multiplicatives et non multiplicatives de ces algorithmes sont indi-
quées dans chaque cas.

Ceci permet d’obtenir les algorithmes correspondant aux divergences dévelop-
pées dans les sections 5 & 10 comme des applications spécifiques du cas général.
Les algorithmes correspondant aux divergences invariantes fondées sur 1’entro-



pie de Tsallis sont explicitées a titre de comparaison.

Nous résumons dans I’Annexe 1 I'opposé des gradients correspondant aux dif-
férentes formes d’entropie, afin de mettre clairement en évidence les analogies
entre celles ci.

Les Annexes 2 et 3 détaillent les difficultés liés a la décomposition de 'opposé
des gradients de certaines divergences.

3 Rappels (trés brefs) sur les problémes inverses.

Dans ces problémes, on dispose d’'une mesure d’une grandeur physique no-

W, [Iwnbi

tée “y” qui sera notée “p”’ et d’'un modéle décrivant cette grandeur; dans notre
travail on considérera que ce modéle est linéaire “ Hx”, il sera noté “q”.

Ici, “H” est une matrice connue et “x” est la véritable inconnue du probléme.
Il est bien clair que dans ce contexte, “p” et “q¢” ne sont pas des densités de
probabilités contrairement aux grandeurs analogues qui interviennent dans le
domaine de la Physique Statistique.

Ce point particulier constitue I'un des problémes qui se posent lors de la construc-
tion des divergences.

Les paramétres inconnus “x” sont soumis & des contraintes de 2 types :

1 - les composantes de “z” doivent étre positives ou nulles,

2 - dans certains cas une contrainte supplémentaire sera du type >, xz; = C,
“C” étant une valeur connue.

La résolution du probléme implique de minimiser sous contraintes, par rapport
a “2”, une fonction d’écart ou “divergence” entre mesure et modeéle; on notera
de fagon générale D(pl||q) une telle divergence.

Cette fonction n’est pas nécessairement symétrique D(p|lq) # D(qllp), et en
toute généralité, le point important est la stricte convéxité par rapport a “q” ce
qui entraine stricte la convexité par rapport a “z”.

La divergence D(q||p) est désignée par le terme divergence duale de D(p||q).
La construction des différents type de divergence s’appuie sur la connaissance
d’une fonction strictement convexe f.(x) (fonction convexe standard) possédant
les propriétés; f.(1) =0et fi(1) =0

A partir d’une fonction convexe f(z), on obtient la “fonction convexe standard”
fe(z), par la relation :

fe(z) = f(2) = f(1) = (x = D' (1) (1)

Les divergences considérées dans ce travail sont les divergences de Csiszér et
les divergences de Bregman ; les divergences de Jensen analysées dans [11], [12],
sont considérées dans la présente version de ce travail.

On rappelle que la divergence de Csiszér construite sur la fonction convexe f(x)

s’écrit :
Ol =Y af (z) @)



De méme, la divergence de Bregman s’écrit :

Blplg) = Zf pi) = fai) = (pi — @) f' (i) (3)

Enfin, la divergence de Jensen s’écrit sous sa forme la plus générale, avec 0 <
a<l:

J(plla) = Zaf(pz‘) + (1 —a)f(a) — flapi + (1 — a)qi] (4)
1

On remarquera que ces divergences sont séparables (Trace form divergences).
Pour notre probléme, les divergences de Csiszér doivent étre construites sur une
fonction convexe standard, elles sont conjointement convexes par rapport aux
deux arguments (p et q).
En revanche, les divergences de Bregman construites sur une fonction convexe
simple ou sur une fonction convexe standard conduisent a la méme expression,
elles sont convexes par rapport au premier argument, mais leur convexité par
rapport au deuxiéme argument dépend de la fonction convexe “f”; ceci justifie
une analyse des divergences duales.
Les divergences de Jensen construites sur une fonction convexe simple ou sur
une fonction convexe standard conduisent & la méme expression; la convexité
des divergences de Jensen rapport & “q” dépend des propriétés de la fonction
convexe “ f”.
En ce qui concerne 'aspect algorithmique, nous nous appuierons sur la méthode
SGM exposée dans [11], [12]; cette méthode permet de prendre en compte fa-
cilement la contrainte de non négativité, en revanche, la contrainte de somme
pourra étre prise en compte trés simplement avec la méme méthode, & condition
d’utiliser des divergences possédant la propriété d’invariance par changement
d’échelle sur la variable “q”, c’est a dire sur la variable “z”, compte tenu du
modéle linéaire.
Dans ce but, nous développerons les formes “invariantes” des divergences pro-
posées.

4 Rappels (trés brefs) sur ’entropie.

Dans cette note, on s’intéresse aux différentes expressions de ’entropie et du
“Logarithme déformé” qui apparaissent dans la littérature dédiée a la Physique
Statistique [20]; les propriétés spécifiques des entropies sont pas considérées
dans ce travail.

Dans ce contexte, par analogie avec I’entropie de Shannon, on considére que 1’ex-
pression générale de 'entropie est de la forme séparable (Trace form entropy) :

S=- sz (p:) prz (5)

Par définition, les “p;” sont des densités de probabilités, elles sont donc com-
prises entre O et 1 et ona ), p; = 1.

”



La fonction A (p;) désigne le Logarithme déformé ou le Logarithme traditionnel
pour l'entropie de Shannon.

Par ailleurs, ’entropie étant une fonction concave, les fonctions f(p;) sont convexes
par rapport a “p;”.

De plus, les expressions de ’entropie apparaissant dans le domaine de la Phy-
sique Statistique dépendent d’un ou plusieurs paramétres dont les domaines de
valeurs sont fixés afin que les propriétés classiques de ’entropie soient respectées
(spécifiquement dans notre cas, la concavité).

Partant de ces expressions de l'entropie, en utilisant la définition (5), on en dé-
duit les expressions des Logarithmes déformés Logy correspondants.

Dans le domaine de la Physique Statistique, apparaissent les fonctions d’entro-
pie relative entre 2 densités de probabilités, alors que pour notre usage, nous
devons définir des fonctions d’écart analogues a des entropies relatives, mais qui
portent sur des champs de données qui ne sont pas des densités de probabilités,
ceci implique quelques modifications dans le mode de construction de ces fonc-
tions.

Pour notre usage particulier, nous utilisons les expressions des différentes fonc-
tions f(z) définies dans (5) pour > 0 et non pas pour 0 < z < 1.

La premiére question est : les fonctions correspondantes (spécifiques des entro-
pies) restent-elles convexes sur tout le domaine étendu ?

La deuxiéme question est : permettent elles de construire des fonctions d’écart
entre des champs de données qui ne sont pas des densités de probabilités 7

La réponse a ces 2 questions est cruciale, car c’est essentiellement sur ces deux
points qu’on s’appuiera pout construire des divergences utilisables ici.

La troisiéme question est : les expressions de Logg(x) déduites des différentes
entropies sont elles définies pour tout = > 0 avec les méme paramétres que les
entropies associées, plus précisément, les propriétés de base du logarithme clas-
sique sont elles maintenues (concavité, comportement au voisinage de 0, etc) ?
Cet aspect est traité en détails dans [15].

Ce dernier point est plus anecdotique, car les propriétés des fonctions Loga-
rithme déformé n’interviennent pas directement dans notre travail, seules les
expressions des entropies et des fonctions f(z) correspondantes sont impor-
tantes.

Dans les sections suivantes, on passe en revue les expressions des entropies ap-
paraissant dans le domaine de la Physique Statistique en reprenant d’abord le
cas de l'entropie de Shannon qui servira de référence.

5 Entropie de Shannon - Logarithme naturel.

L’expression classique de l'entropie de Shannon reliée a la statistique de

Boltzman-Gibbs s’écrit :
S(p) = - _pilogp; (6)



Ici, le logarithme qui intervient est le logarithme naturel.
La fonction convexe qui intervient s’écrit :

f(z) = zlogx (7)

Ce n’est pas une fonction convexe standard ; la fonction convexe standard dé-
duite de f(z) s’écrit :
fe(x)=zlogz+1—2z (8)

5.1 Divergence de Csiszir associée a ’entropie de Shan-
non - Kullback-Leibler.

En s’appuyant sur la fonction f.(x) définie dans la section précédente, on
obtient par application de (2) la divergence :

bi
Cloll)) = KLipll) = 3 |petoe = pi 0 0
C’est la divergence de Kullback-Leibler.

[P}

L’opposé de son gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

OKL ;
B wllg) _pi (10)

9q; q
Cette expression particuliére se retrouvera pour les différentes divergences exa-
minées ici et permettra de mettre en évidence les modifications liées a 1'utilisa-

tion du “Logarithme déformé” & la place du Logarithme naturel.

5.2 Divergence de Csiszir/Shannon duale.

w0

Elle peut étre construite a partir de (9) en permuttant les roles de “p” et “q
ou bien en construisant une divergence de Csiszar sur la fonction convexe miroir
fc(x) =zfe (%)

Elle s’écrit :

3

Clallp) = KL(allp) = 3 [qi og L — g+ (1)

[39P%)]

L’opposé de son gradient par rapport a “q” s’écrit :

OKL(qllp) _,  Pi
A g L
dq; dj
On remarquera que cette expression ne peut pas se décomposer en une différence
de 2 termes de méme signe car cette décomposition change selon que “p” et “q”
sont compris entre “0” et “1”, ou supérieurs a “1”.
C’est & ma connaissance le seul cas ou il en est ainsi, méme si a la convergence
c’est & dire pour p; = g; Vj, le gradient devient nul.
Ainsi, comme on le verra dans la section dédiée & I’algorithmique, ’écriture d’'un
algorithme multiplicatif ne sera pas possible pour cette divergence.
En revanche, il sera tout & fait possible d’écrire un algorithme ne faisant pas
appel & une décomposition de 'opposé du gradient.

(12)



5.3 Divergences de Bregman/Shannon.

La divergence de Bregman construite sur f.(x) ou sur f(x) conduit & partir
de (3) a la divergence de Kullback-Leibler donnée dans la section précédente ; il
en est de méme pour les divergences duales. C’est le (seul) point commun entre
les divergences de Csiszér et les divergences de Bregman.

5.4 Divergences de Jensen/Shannon.

La divergence de Jensen construite sur f.(z) ou sur f(z) conduit a partir de
(4) avec 0 < a < 1, & la divergence :

JS (pll9) ZO‘I)ZIngz (1 - a)gilogg

(13)
- Z api + (1 — a) g;]log [ap; + (1 — a) ¢;]
L’opposé du gradient par rapport a "¢" s’écrit Vj :
0JS i+ (11— ;
9IS (pllg) _ (1 - a)log [apj +(1-a) qj} (14)
dq; 4q;

Si on considére le terme (1 — ) comme un bloc positif, on se trouve alors dans
une situation proche de celle de la section (6.2), et on peut en tirer les méme
conclusions.

Cependant, une décomposition de cette expression sous forme d’une différence
de 2 termes positifs est possible, mais dépend de la composante considérée.

En effet, on peut écrire :

_0JS(lla) _ [ qj } [ qj
_ og| —————| —log | ——F——— 15
0q; & ap; + (1 —a)g; & ap; + (1 —a)g; (15)

On voit ainsi apparaitre une différence de 2 termes de méme signe.
Si on veut que ces 2 termes soient positifs, on doit envisager les situations
suivantes :
o q; .
En notant LL; = log [apj+(1_a)qj] :

* Pour les composantes telles que >1 =LL;>0,ona:

]
apj+(1-a)g;
Rj:OéLLj>O ; SJ‘ZLLJ‘>0 (16)

* Pour les composantes telles que <1 =LL;<0,ona:

4
Oép]“‘r(lfa)‘h'
Rj=—-LL; >0 ; Sj =-—aLL; >0 (17)

En vue de leur utilisation ultérieure, ces 2 cas se regroupent en une décomposi-
tion unique qui s’écrit :

1
Rj—Z‘LL+ ILL;| = SLL; + 5 LIz, >0
(18)
1
S;=5LL;+ 5 Liir,) - ;‘LL+ ILL;| >0

10



Ainsi, pour toutes les composantes, 'opposé du gradient s’écrira sous la forme
R; —S;, avec R; > 0et S; > 0.

Remarque : Dans I’Annexe 3 on analyse les algorithmes décrits
dans la section (17) appliqués a cette divergence particuliére.

6 Entropie de Tsallis [19].

Avec le changement de notation (g < t), 'entropie correspondante s’écrira :

t‘_i
Sr(p) ==Y H—' i t>0 (19)

On observera qu’en faisant le passage a la limite ¢ — 1 on retrouve l’entropie
de Shannon.
Avec la définition (5) et le Logarithme déformé de Tsallis s’écrit :

=1

A(r) = logy () = T (20)
Cette fonction est concave pour t < 2; elle est bien sur nulle pour z = 1.
Cependant, on trouve dans la litterature [2] une autre expression du Logarithme

déformé de Tsallis qui s’écrit :

1—t
zt =1
lo )= ——— 21
grr () 1_1¢ (21)
Cette fonction est équivalente & un logarithme pour ¢ > 0.

Si on associe & cette forme une autre expression de l'entropie qui s’écrit :

S(p) =—>_ pilogrr(pi) (22)
i

On retrouve l’entropie notée St (19).

Dans ce qui suit, on utilisera la forme (20) pour le logarithme déformé de Tsallis
et on lassociera a la forme classique de l'entropie (5).

La fonction convexe permettant de construire des divergences s’écrira :

zt—

fl@)=+— (23)

Pour cette fonction, on a f(1) = 0 mais en revanche f/(1) = 1, ce n’est pas une
fonction convexe standard, elle est par conséquent inadéquate pour construire
des divergences de Csiszir utiisables dans notre probléme.
La fonction convexe standard construite sur f(x) s’écrit :

xt—x

fla) = T~ +1 (24)
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6.1 Divergence de Csiszir fondée sur ’entropie de Tsallis.

La divergence de Csiszér construite sur la fonction convexe f.(z) définie dans
la section précédente s’écrit, toutes simplifications faites :

1 _
Crplle) = — [Zpﬁqﬁ Pt pit(t-1) Zqi] (25)
i i i
L’opposé du gradient s’écrit, tous calculs faits Vj :
aC: A\’
9q; qj
Ce qu’on peut aussi écrire :
FYe. . N -1
9q; 4 \4j
Avec cette écriture, en faisant ¢ = 1, on retrouve immédiatement ’expression

de l'opposé du gradient correspondant a la divergence de Kullback-Leibler (10)
fondée sur I’entropie de Shannon.

6.2 Divergence de Csiszar duale fondée sur ’entropie de
Tsallis.

Elle se déduit immédiatement de 1’expression (25) en effectuant la permu-
tation p <> ¢, mais elle peut étre construite directement au sens de Csiszir en
s’appuyant sur la fonction convexe standard f.(z) (fonction miroir), déduite de
fe(z) par la transformation :

fe(z) = xf. (i) (28)
Elle s’écrit :

Crlallp) = 7= lz G =Y g+ (- 1) Zpi] (29)

L’opposé de son gradient par rapport a g est donné Vj par :

Cr(qllp) t pi\ "
e l(2) -] 2

Ce qui peut aussi s’écrire :

_9Crldp) _ 1 |, (m)l_t _1
8(]j 1—1¢ qj

+1 (31)

La décomposition de cette expression en une différence de 2 termes positifs dé-
pend bien entendu du signe de 1 — t; cet aspect sera précisé ultérieurement.

Le passage a la limite ¢ — 1 permet de retrouver le résultat obtenu pour la
divergence de Csiszir duale correspondant & I’entropie de Shannon.

12



6.3 Divergence de Bregman fondée sur ’entropie de Tsal-
lis.

La divergence de Bregman correspondante peut étre construite indiférem-
ment sur la fonction convexe f(x) ou sur la fonction f.(x); elle s’écrit :

1 t
B - | T i t—1 2
r(pllg) = {qz TPt TPt (32)

3

1Pl

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit tous calculs faits Vj :

dBr(pllq) i1 (pj )
_ VIRt gt =21 33
70, q; ” (33)

6.4 Divergence de Bregman duale fondée sur I’entropie de
Tsallis.

Elle se déduit immédiatement de Pexpression (32) en effectuant la permuta-
tion p «> q; elle s’écrit :

1

t
B = g ——gipl ! 34
7(qllp) E [pz % TP (34)

7

“w

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit tous calculs faits Vj :

CBr(alp) _ t ()T

Comme dans la section (7.2), la décomposition de cette expression en une dif-
férence de 2 termes positifs dépend bien entendu du signe de 1 — ¢ ; cet aspect
sera précisé ultérieurement.

7 Entropie de Kaniadakis [8], [9], “K” entropie.

L’expression de I’Entropie s’écrit :

4K 1-K

Siclp) ==Y mlogilp) = - B e Sl K <1 (30)

Elle est invariante lors de la transformation K <> —K, ce qui permet de limiter
le domaine de variations de K & l'intervalle 0 < K < 1.

L’entropie de Shannon est obtenue en faisant le passage a la limite K — 0.

La fonction convexe déduite de cette expression sera :

PITE _ 1-K

fla) = T — (37)
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Pour cette fonction, on a : f(1) = 0, mais f/(1) = 1; elle ne permet donc pas de
construire au sens de Csiszédr, des divergences utilisables dans nos problémes.
La fonction convexe standard déduite de celle-ci, permettant de construire des
divergences utilisable dans nos problémes s’écrira :

pIHE _ p1-K

fc(x):T—x'Fl (38)

L’expression du logarithme déformé de Kaniadakis s’écrit :

K — K

logg (z) = Y (39)

C’est une fonction nulle si x = 1; elle est croissante et concave si —1 < K < 1.

7.1 Divergence de Csiszar construite sur la “K” entropie.

La divergence de Csiszér construite sur la fonction convexe standard f.(x)
s’écrit, toutes simplifications faites :

DR DA D URD DY

“w

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

_mkan:1'<m)”K+(w)lK 1 (41)
0q; 2 |\ q;

Ce qui peut encore s’écrire :

r K -K
9Ck (pllg) _ pj |1 (w) 1 (m)
_ — 2|2 2L + - (=
0g; 4% |2\ 2 \yg
Avec cette écriture, en faisant K = 0, on retrouve immédiatement ’expression
de 'opposé du gradient correspondant a la divergence de Kullback-Leibler fon-

dée sur 'entropie de Shannon dans laquelle le Logarithme déforme devient le
Logarithme classique.

Kk (pllg) = 2K

—1 (42)

7.2 Divergence de Csiszir duale construite sur la “K” en-
tropie.

Elle se déduit de la relation (40) en faisant la permutation p < ¢ ; elle s’écrit :

wlallp) = 53 [Zq}”( K- qu K K] Zqﬁsz (43)

1P

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :
9Ck(dllp) _ 1K<pj)K 1+K< >—K
Jq; 2K q; 2K qj

14
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7.3 Divergence de Bregman construite sur la “K” entro-
pie.
La divergence de Bregman correspondante peut étre construite sur la fonc-
tion convexe f(z) ou sur la fonction f.(z); elle s'écrit :

« (pllq) QKZ T pi K g T g
—(14 K)pig + (1 — K)pig; ©
+(1+ K)g ™ — (1 - K)gi "] (45)

1Pl

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit tous calculs faits Vj :

0Bk (pllq) Dj 1+ K , 1-K g
_OORWPN) (P 46
94, 0 5 + 5 47 (46)

7.4 Divergence de Bregman duale construite sur la “K”
entropie.

Elle est construite a partir de la relation (45) en faisant la permutation
p <> q; on obtient :

x(allp) =55 Z A SRS
—(14 K)gipl + (1 — K)qip; ©
+(1+ K)p; ™ — (1= K)p; "] (47)

[Py

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit tous calculs faits Vj :

0B K _K
ORI [ 0 ) - 0 )| @

8 Entropie de Abe [1].

L’entropie correspondante s’écrit :

sz IOgA pl - Z pz pl (49)

Elle est invariante dans la transformation z « 2z~ ! et de ce fait, le domaine de
valeurs du paramétre “z” peut étre restreint & 'intervalle 0 < z < 1.

L’entropie de Shannon se retrouve en faisant le passage a la limite z — 1.

La fonction convexe permettant de construire des divergences s’écrira :



Pour cette fonction, on a f(1) = 0 mais en revanche f/(1) = 1, ce n’est pas une
fonction convexe standard, elle est par conséquent inadéquate pour construire
des divergences de Csiszér utiisables dans notre probléme.
La fonction convexe standard construite sur f(x) s’écrit :

— —z+1 (51)

log4(z) = (52)

= 8

Cette fonction est croissante et concave pour 0.5 < z < 2; elle est invariante
dans la transformation z ¢ 271

8.1 Divergence de Csiszar fondée sur ’entropie de Abe.

La fonction convexe standard f.(x) définie dans la section précédente permet
de construire une divergence de Csiszéar adaptée a notre probléme; elle s’écrit :

lzpquz prq?ﬂ—z:pr% (53)
1 K3 K3

w0

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

_9Calplle) _ = (Pj>z+ ! (pﬁ>zl (54)
dq; z+1 \gj z+1\ g

P N 21 1 ) %71
2) =) ] o
z+ 1 Qj z+ 1 Qj

Avec cette écriture, en faisant z = 1, on retrouve immédiatement I’expression de
lopposé du gradient correspondant a la divergence de Kullback-Leibler fondée
sur I’entropie de Shannon.

Ca(pllg) =

Ce qui peut aussi s’écrire :
qul p

_0Calplla _ pi
9g; 4

8.2 Divergence de Csiszir duale fondée sur I’entropie de
Abe.

Elle se déduit de I’expression (53) en effectuant la permutation p <> ¢; on
obtient :

1

qupzl : Zq;pz_; =D at+d p (560)

Ca(dllp) =

16
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L’opposé du gradient par rapport & “q” s’écrit Vj :

_50,4(6]“]9) _ z ; <pj)1z - 1 (pj)lz
0q; 1—22 q; z \ ¢

Ce qui peut aussi s’écrire :
q

_9Caldllp) _pi | 2 (Pj)_z_ 1 <Pj>_z
Jq; g |1—22 \g 1—22 \g

8.3 Divergence de Bregman fondée sur ’entropie de Abe.

+1 (57)

+1 (58

La divergence de Bregman correspondante peut étre construite sur la fonc-
tion convexe f(x) ou sur la fonction f.(z); elle s’écrit :

1

1 1 1
Balplla) =— > [pf —p; —q +aq;
z 4

z

1 1 1 1
—2pig” )+;piqf )

11
vt — L] (59)

1Pl

L’opposé du gradient par rapport & “q” s’écrit Vj :

6BA(p||Q) bj 22 (z2—1) 1 (L-1)
5, Y Y ——4;° 60
0q; q; z+ 1qj z(z+1) 9 (60)

8.4 Divergence de Bregman duale fondée sur ’entropie de

Abe.

Elle se déduit de l'expression (59) en effectuant la permutation p <> ¢; elle
s’écrit :

1 1 1
Baldlp) =-—1 > [qf —q; — P +p;
z 9

( -1

-1 1 1
—2qipy Y + i
1 1
+zp; — Zp;} (61)

w0

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

aBA(qu) Z2 z—1 2—1 1 %_1 %_1
g, oW TG )T mg )| (62

17



9 Gamma (v) entropie.

W

L’entropie “4” mentionnée dans [10], s’écrit :

142~ 1—v

Zmlog7 pi) = Zpl pl (63)

Cette fonction est définie pour —0.5 <y < 1.

Le passage a la limite v — 0 permet de retrouver ’entropie de Shannon.

La fonction convexe permettant de construire des divergences s’écrit :
ml—&-?’y _ xl—fy

)= ——]7"—"— 64
o) = (64)
Pour cette fonction, on a f(1) = 0 mais en revanche f'(1) = 1, ce n’est pas une
fonction convexe standard, elle est par conséquent inadéquate pour construire
des divergences de Csiszéir utiisables dans notre probléme.
La fonction convexe standard construite sur f(x) s’écrit :

x1+2'y _ xl*ﬁ/

felz) = TJrlfo: (65)
Avec la définition (5) I'expression du “4” Logarithme déformé s’écrit :
¥ — g
g (a) = T (66)

Comme indiqué dans Kaniadakis et al. [10], cette fonction est nulle pour z = 1,
elle est croissante et concave pour —0.5 < v < 0.5.

9.1 Divergence de Csiszar construite sur la “+” entropie.

La fonction f.(x) définie dans la section précédente permet de construire la
divergence de Csiszér suivante :

C, (plla) = [Z g Zpl ”tﬁ] =D oty 4 (67)

3=l

L’opposé du gradient par rapport & “q” s’écrit Vj :

2 -
_wmw(m)”ul(w) T (68)
dq; 3\ g 3 \gj
Ce qui peut aussi s’écrire :
2 —
_9C,(lle) _ by 2(1’J‘>W+1<1’j>7 1 (69)
dq; g |3 \4gj 3\

Avec cette écriture, en faisant v = 0, on retrouve immédiatement 1’expression de
l’opposé du gradient correspondant a la divergence de Kullback-Leibler fondée
sur ’entropie de Shannon.
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9.2 Divergence de Csiszar duale construite sur la “7” en-
tropie.

Elle est construite & partir de Pexpression (67), en effectuant la permutation
p<q

Cy(qllp) = [Zq“ﬂ” qu ! ”] Zqﬂerz (70)

1]

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

90, (qllp) 1 (m)’* (p)
_ENNE) g = ) —(1+2y) (2 +1 71
o4, 3 (1-7) 0 (1+27) ” (71)
Ou encore :
9C,@allp) _pi [1-7 (Pj)“_ 142y (P) 1)
dq; G| 3 \g v \g

9.3 Divergence de Bregman construite sur la “+” entropie.

La divergence de Bregman correspondante peut étre construite sur la fonc-
tion convexe f(x) ou sur la fonction f.(z); elle s’écrit :

1 2~y 41 1— 2v+1 1—
B, (pllq) :52[ P A A

—(2v+ Vpig)” + (1 = 7)pig;
+(29+ 1) = (1= 7)g] ] (73)

1=l

L’opposé du gradient par rapport & “q” s’écrit Vj :

9B, (pllg) D; 22y +1) 9, 1=~ _
e (2 il =Y
6qj qj 3 q] * 3 qj

(74)

9.4 Divergence de Bregman duale construite sur la “~4”
entropie.

Elle est construite a partir de la relation (73), en effectuant la permutation
p <> q; elle s’écrit :

1 _
B, (qllp) :5 Z [qi%-'rl _ ql_l v _ 27+1 _’_pll %l

(3

—(2v + Daip? + (1 = )aip;”

+2y+ )P = (1= )p 7] (75)
L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :
0By (qlp) _ [2v+1 ( 2 27) 1=y, .y
- = T —q") - —— (p; " —q; 76
g 3y D j 3 (pg q; ) (76)
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10 Entropie a 2 paramétres [10], K.L.S.

L’expression de I'entropie & 2 paramétres (K, r) proposée par Kaniadakis et
al. [10] s’écrit :

SKr szLOg(K ™) pz - Zpl—i-rpz pL (77)

Pour retrouver I'entropie de Shannon, on procéde en 2 temps : on fait d’abord
r = 0, puis on effectue le passage a la limite K — 0.

Avec la définition (5), expression du Logarithme déformé a 2 paramétres (K, 1)
proposée par Kaniadakis et al. [10] s’écrit :

ol — K

57 (78)

Log(kr(x) = 2"
Cette fonction est croissante si — |K| < r < |K]|.
Elle est concave :
-pour — |K| <r <|K|si|K| <
ou bien,
-pour — |K| <r<1-—|K|si|K|>

1

2

1

5

La fonction convexe de base déduite de ’expression de ’entropie s’écrit :
plFEK+r _ p1—K+4r

fl@) = — (79)

Ce n’est pas une fonction convexe standard car f'(1) = 1; la fonction convexe
standard déduite de f(x) s’écrira :

x1+K+7‘ _ l.lfKJrr

felx) = 5K +1—-x (80)

10.1 Divergence de Csiszar construite sur ’entropie a 2
parameétres.

La divergence de Csiszér construite sur la fonction f.(x) définie dans la
section précédente s’écrit :

CKLS p”q 2K [Zp1+r+K —r—K Zpl—‘rr K ;T+K] _Zpi+ZQi
g %

(81)

w0

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit tous calculs faits Vj :

(K +71) (p7>1+T+K + (K —71) (pj)w_K] ~ 1 (82)

495

_9Ckrs(pllg) _ 1
an 2K
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Ce qui peut aussi s’écrire :

_9Ckrs(plle) _ (Py)
4j

an‘

r+K r—K
K+r(p + K—r(p; -1 (83)

Si, a partir de cette expression, on fait r = 0, on retrouve ce qu’on a obtenu pour
le Logarithme déformé de Kaniadakis (41), puis en faisant K — 0 on retrouve
le cas correspondant au Logarithme classique et & la divergence de KullbacK
Leibler.
La forme intéressante de l'algorithme sera obtenue a la condition que : —K <
r<K.

10.2 Divergence de Csiszir duale construite sur ’entropie
a 2 parametres.

Elle est construite a partir de ’expression (81) en effectuant la permutation
p <> q; elle s’écrit :

Crrs(allp) = 5 qu”T*K i qu“ ® /*K] > e+ m
% %

(84)
L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit tous calculs faits Vj :
K—r —K—r
Sokstaln) T (2)" i (2)
0q; 2K 4 Py
(85)
Ou encore :
ICkrs(qllp) _pj|1+r—K (pj>K—r—1 b4 K (pj>_K_’"_1
9 ¢ | 2K \g e\ +1
an q; 2K q; 2K 4
(36)

10.3 Divergence de Bregman construite sur ’entropie a 2
parameétres.

La divergence de Bregman construite sur les fonctions f(z) ou f.(x) définies
dans la section précédente s’écrit :

1
Brrs(plla) = o D [T —pi T =gt gt
i

~(I+r+ K)pig; ™ + (147 + K)gi 7
+(1 47— K)pig, K =1 +r—K)g T K] (87)
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L’opposé du gradient par rapport & “q” s’écrit aprés quelques calculs Vj :

_0Bkrs(plle) _ (pj _1> [(1+r+K)(r+K) K

aq]‘ q]‘ 2K qJ
1+r—-K)(r—-K) ,_g
oK a; (88)

En posant : a =14+r+ K et b=1+r — K on obtient une divergence générale
(120) qui sera analysée ultérieurement

10.4 Divergence de Bregman duale construite sur ’entro-
pie a 2 paramétres.

Elle est construite a partir de la relation (87) en effectuant la permutation
P q.

1 _ _
BKLS(QHP) _ ﬁ Z [qi1+r+K - qil-‘rr K 7P}+T+K +pll+r K
7

(I +r+ K)gp, ™ + (1 +r+ K)p e
+(1+7r—K)gp, - (1 +r— K)p T K] (89)

“w

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

OBk s (qllp) L+r+ K\, i oaxy [(1+7—K
B dq; - 9K P =g ) - oKk (v}

11 Autres définitions de I’entropie et du Loga-
rithme déformé.

Dans ce paragraphe, on reprend d’autres fagcons de définir 'entropie qui per-
mettent de retrouver les expressions des paragraphes 5 a 10 et de donner une
forme trés générale de ’entropie qui regroupe celles-ci.

Les expressions de ’entropie qui seront mentionnées dans le paragraphe 13
n’entrent pas dans ce contexte.
Dans les sections précédentes la forme de ’entropie utilisée était définie par la

relation :
S(p) =— ZpiA(pi) (91)

ou A(p;) désigne une forme du Logarithme généralisé ; le Logarithme classique
correspondant a ’entropie de Shannon.
Une autre définition de l'entropie de Shannon proposée par Abe [1] s’écrit :

S(p) = [—di Zp] = [ st (9

a=1 a=1

22



Dans cette expression la dérivée mise en jeu est la dérivée habituelle.
A partir de (92), il est proposé de déformer la dérivée classique et de la remplager
par la “q” différentielle de Jackson [6] [7] qui s’écrit, en changeant la notation

(1) ;
t —
flo) _ flat) — f(0) 03)
dla:t) at — «
(On pourrait presque dire qu’on a remplagé 'accroissement additif de la variable
dans la dérivée classique, par un accroissement multiplicatif de la variable.)

Avec cette définition, on obtient :

_ _Zipiat _ Zip;'l

S 94
) i (94)
Ce qui correspond a l'entropie de Tsallis [19], déja mentionnée en (19) :
_ Dol =i _ 2ipi—1
Sr(p) = ~ 2l 2l 2alic (99)
Le Logarithme déformé correspondant s’écrit (20) :
-l -1
Logr(x) = —~—1 (96)

Une alternative consiste, toujours a partir de (92), & adopter une autre définition
de la différentielle donnée par Mc Anally [13] qui s’écrit :

df(a) _ flat) — flat™)

= 97
dla:t) at —at1 (o7)
On a ainsi une invariance ¢ <+ t—! et on obtient :
1 -1
S(p) = _Zipf‘t—zip%’t __Zz-pﬁ—zipﬁ (98)
P)= at —at~! 1_ t—t-!
a=

On retrouve ainsi l’entropie de Abe (49) ; le Logarithme déformé correspondant
s’écrit (52) :

99
t—t1 (99)
Une autre forme de différentielle généralisée a 2 paramétres, initialement utilisée
par Chakrabarti et Jagannathan [4], est proposée par Borges et Roditi [3]; elle
consiste & utiliser la définition suivante :

dapf(a) _ f(aa) — f(ba)

dap(@) T aa-—ba (100)

Cette forme étend les définitions précédemment proposées, elle conduit, avec la
définition (92) a l'expression de Uentropie;
b b
2Pt =3P 2P — 2P

= ==t =t 101
San () ac — ba o a—b (101)
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Cette forme d’entropie trés générale (et le logarithme déforme associé) est men-
tionnée par Wada et Scarfone [21]; elle est fondée sur les travaux plus anciens
de Sharma et Taneja [17] et Mittal [14] et permet bien entendu de retrouver les
expressions précédentes des paragraphes 5 a 10.

Les domaines de valeurs des paramétres “a” et “b” indiqués dans [5] et [3] sont
les suivants :

0<a<1<b (102)
ou bien :
0<b<1<a (103)
L’expression du Logarithme déformé déduite de cette forme de I’entropie s’écrit :
ma—l _ l‘b_l
Log, = 104
ogal) = —— (104)

Le logarithme déformé ainsi défini posséde les propriétés de concavité du Loga-
rithme classique dans un domaine de valeurs des paramétres donné par :

0<a<1<b<2 0<b<l1<a<? (105)

)

12 Divergences fondées sur ’entropie générale (101).

On développe dans les paragraphes suivants les différentes formes de diver-
gences fondées sur l'entropie générale (101).
Les cas particuliers développés dans les paragraphes 5 & 10 se retrouvent en
effectuant les adaptations suivantes :

— Entropie de Shannon : ¢ — 1 et b — 1 en respectant (102) ou (103)
— Entropie de Tsallis: a =t, b=1

— Entropie de Kaniadakis:a =1+ K, b=1-K

— Entropie de Abe:a =2, b= %

W

— Entropie ‘4" ta=2y4+1, b=1—-7

— Entropie a 2 paramétres (KLS) :a=14+r+ K, b=14+r—-K

12.1 Divergence de Csiszir construite sur ’entropie géné-
rale.

La fonction de base convexe déduite de la forme générale de I’entropie (101)
s’écrit :
% — b

fa) == (106)
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Ce n’est pas une fonction compléte car f/(1) = 1; la fonction convexe standard
déduite de f(z) s’écrit :
¢ — b

a—2b

fuolz) = —zt1 (107)

La divergence de Csiszér construite sur la base de cette fonction s’écrit :

Cap(pllg) = [ZP?Q? "= ovia b] DRI (108)

A partir de cette expression, en s’appuyant sur les inégalités (102) ou (103),
on retrouve la divergence de Kullback-Leibler en faisant le passage a la limite
a—letb— 1.

L’opposé de son gradient par rapport a “q” s’écrit tous calculs faits V7 :

ICau(pllg)  |a—1 (m)a 1—-b (pj)b
- = Sy oy (H) | -1 109
0q; a—0b\gj a—>b\g; (109)

Ce qui peut encore s’écrire :

3 ) -1 o1 1-b A\ b1
_9Cuw(plle) _ (%) a <p]> N (m) 1 )
0q; q; /) |a—b \gj a—>b\g
La décomposition de 'opposé du gradient permettant d’obtenir une forme mul-

tiplicative de I'algorithme d’inversion implique :

a—1 1-b
O .
a—b> " a—b

>0 (111)

[1P%2]

Ces inégalités sont satisfaites si “a” et “b” appartiennent aux domaines de valeurs

donnés par (102) ou (103).

On observera que pour la divergence de Csiszar/Tsallis qui correspont a (a = t)
t (b = 1), I'expression de 'opposé du gradient se simplifie.

12.2 Divergence de Csiszar duale construite sur ’entropie
générale.

Elle est construite a partir de I’expression (108) en effectuant la permutation
p <> q; elle s’écrit :

Cap(allp) = [qupi DI b] AP (112)

[{P=

L’opposé de son gradient par rapport a “q” s’écrit tous calculs faits V7 :

_Cu(dlp) _ 1 |, (pj ) . (pj )
Jq; a—> q; q;
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Ce qui peut s’écrire sous la forme générale :

Car(qllp) _ 1
a4, =— 4 - Bjl+1 (114)

Avec A; > 0 et B; > 0.
Ou encore :

-b _
_9Ca(allp) _pi | b <pj> _a <pj> ‘
0q; g |a—>b\gj a—>b\ g
On observera que pour la divergence de Csiszar/Tsallis duale qui correspont &
(a=t) et (b=1), Pexpression de 'opposé du gradient se simplifie.

+1 (115)

Quoiqu’il en soit, la décomposition de ’opposé du gradient en une
différence de 2 termes positifs change suivant le signe de a — b.

Une méthode générale permettant de résoudre ce probléme est
développée dans I’Annexe 2; on détaille cet aspect a titre d’exemple

pour le cas considéré ici.

On veut écrire 'opposé du gradient sous la forme R;—S; ; R; >0; 5; > 0;
alors,

*Sia—b>0,0na:

o <pj>lb+1 . (’”)M (116)
a—>b\gj T a—b \ g
*Sia—-b<0,0na:
a s 1—a b s 1-b
Rj:ba(qj) +1 ] Sj:ba(%) (117)

Pour globaliser ces deux cas, on peut écrire quel que soit le signe de a — b :

b (p\"PT 1 1 a /p;\'U 1 1
=140 (2 — |+ (& — | (11
By *2<qj> [a—bﬂa—bJ*a(qj) [b—aﬂb—ad (118)

1—-a 1-b

a (pj 1 1 b (pj 1 1
=== _—t — | = _t — 11
% 2(%) L—b+a—b]+2 q b—a ' [b—al (119)

12.3 Divergence de Bregman construite sur ’entropie gé-
nérale.

Cette divergence peut étre construite soit sur la base de la fonction f(x)
(106), soit sur la base de f.(x) (107); 'expression obtenue est identique et
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s’écrit tous calculs effectués :

1

Buplla) = — > [pf =1l + (a = 1)gf = (b—1)g;

—apig! ™" + bpig? '] (120)

w0

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit, Vj, aprés factorisation :

_8Bab(p||q) _ pfj _ (a2_a) a—1 (b_b2) b—1
0q; - q; 1 a—0b 1 + a—2b 4 (121)

On observera que pour la divergence de Bregman /Tsallis qui correspont a (a = t)
et (b=1), Pexpression de 'opposé du gradient se simplifie.

Compte tenu des domaimes de valeurs de “a” et “b” définies dans (102) ou (103),
on a:

a’>—a b — b?
0 ; >0 122
a b 7 a—p -~ (122)

Ceci permettra d’écrire sans ambiguité une forme purement multiplicative de
I’algorithme d’inversion.

12.4 Divergence de Bregman duale construite sur ’entro-
pie générale.

[IPoel) [39]

Elle se déduit de l’expression (120) par permutation de “p” et “¢” ; elle s’écrit :

Bus(allp) = — " [af —at + (a— Dpt = (b - g}

:a—b -

—agip{~ " + bgipt '] (123)

1Pl

L’opposé du gradient par rapport & “q” s’écrit, Vj :

9Ba(qllp) 1 -1 a- _ _
oy —a—plo@ g -Gl ] a2y

Ce qui peut aussi s’écrire :

_ 9Bab(dllp) 1

= A; — B, 125
94, — A~ Bj) (125)
Avec :
Aj=api +bgit >0 (126)
et,
Bj=aq " +bpit >0 (127)

On observera que pour la divergence de Bregman/Tsallis duale qui corres-
pont & (a =t) et (b = 1), 'expression de opposé du gradient se simplifie, et,
par voie de conséquence les expressions de A; et B;.
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La décomposition de ’opposé du gradient en une différence de 2
termes positifs change suivant le signe de a — b.
En notant R; —S; cette décomposition, on peut préciser ce dernier point comme
suit :
*Sia—b>0,0ona:

1 1
*Sia—b<0,0ona:
1 1

On peut globaliser les deux cas en écrivant :

A 1 1 B[ 1 1
R 2 [ab—i_|ab|]+ 2 [ba+ba]>0 (130)
B[ 1 1 AT 1 1
_ B 4 - 131
5 2 a—b+|a—b|}+2 {b—a+b—a]>0 (131)

12.5 Divergence de Jensen construite sur ’entropie géné-
rale.

Cette divergence peut étre construite soit sur la base de la fonction f(x)
(106), soit sur la base de f.(x) (107); I'expression obtenue est identique.
On développe ici la forme la plus générale de la divergence de Jensen (“a”
Jensen), qui s’écrit, avec 0 < o <1:

a b a b
by — D 4G — 4
= 1 -
Talplg) =Y ot =Py 1 - o)
i . (132)
[api + (1 —a)q]*  [api + (1 — a)gi]
— +
a—b a—b
L’opposé du gradient par rapport & “q”, s’écrit Vj :
9Ja(pllg) _ 1-«
— = A; — B; 133
Sl = A= By) (133)
Avec :
Aj = bq?_1 +alap; + (1 — a)qj}a_1 >0 (134)
et,
B =aqi™ +blap; + (1—a)g]"™" >0 (135)

La décomposition de 1’opposé du gradient en une différence de 2
termes positifs change suivant le signe de a — b.
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Pour préciser ce point, en notant ’opposé du gradient B; —S;, R; >0, S; >
0,on a:

*Sia—b>0:

R; = 2:jAj>o LS, = 2:2‘Bj>o (136)
*Sia—b<0:

Rj:i):—ZBj>0 ; SJ—:}):—ZAJ->O (137)

Tout cela peut se globaliser avec :

1 1 1-«a 1 1
R, = A, ;
/ 2 ]{a—b+|a—b|}+ 2 J{b—a+b—a

1 1 l-a 1 1
S; = B, ;
/ 2 ]{a—b+a—b]+ 2 J{b—a+|b—a|

Remarques :

* 1 - Compte tenu de (102) ou (103), le passage a la limite a — 1 et b — 1 (avec
par exemple a = 1+ eet b =1—¢, e — 0), permet de retrouver le cas de la
divergence de Jensen/Shannon (section 5.4).

* 2 - Par ailleurs, les divergences de Jensen formées sur les entropies des sec-
tions 6 a 10 s’obtiennent sans difficulté en appliquant sur les expressions de la
sous-section (12.5), les adaptations précisées en début de section (12).

* 3 - Dans le cas particulier de la divergence de Jensen/Tsallis des simplifications
apparaissent l’expression de I'opposé du gradient et par voie de conséquence,
dans les expressions de A; et B;.

] >0 (138)

] >0 (139)

12.6 Divergence de Jensen duale construite sur ’entropie
générale.

L’analyse de cette divergence est inutile, car elle se déduit de la divergence
de Jensen décrite dans la section précédente en modifiant la valeur du parameétre

[Jphi

«” ; on pourrait dire que la divergence de Jensen est “self duale”.

13 Quelques autres expressions du Logarithme
déformeé.
On trouve dans la litterature des expressions du Logarithme déformé qui ne

sont pas en accord avec la forme générale décrite dans les sections précédentes,
on les examine ici. Elles sont citées par Trivellato [18].
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13.1 Logarithme déformé de Newton [16].
Il est donné par ’expression :

1
Ly(z) = 5 (x — 1+ Logzx) (140)
En s’appuyant sur la relation (5) on obtient pour l'entropie, ’expression spéci-
fique :

Loy
Sn(p) = *ZpiLN(pi) = *Zg [p; — pi +pi Log pi (141)
La fonction convexe de base s’écrit en conséquence :
1
flx)= 3 (2 — 2+ 2z Log x) (142)

Ce n’est pas une fonction compléte, en effet f/(l) =1.
La fonction convexe standard qu’on en déduit, s’écrit :

felz) = % (2 =3z +2+z Log x) (143)

13.1.1 Divergence de Csiszir fondée sur ’entropie de Newton.

La divergence de Csiszir fondée sur la fonction f.(x) précédente s’écrit :

1 _ Pi
Cn(plle) =5 [p?qi " — 3p; + 2 + piLog <q,>} (144)

7

[P b

L’opposé du gradient par rapport a “q” s”’crit Vj :

ICn(plla)  p; [11)3‘ 1]
NP D2 L 1 =R - S, 145
aqj qj ] J ( )

2 q]' 2
Avec R; > 0 et S; > 0.
I est bien sur égal & “0” si p; = q; Vj.

13.1.2 Divergence de Csiszir duale fondée sur ’entropie de Newton.

Elle se déduit de lexpression (144) en effectuant la permutation p <+ ¢; elle
s’écrit : .
_ qi
Cn(gllp) = ) > l:q'?pi ' —3¢; + 2p; + qiLog (p)} (146)

3

1=l

L’opposé du gradient par rapport & “q” s’écrit Vj :

_M:llog&—i—l—ﬂ (147>
3(]j 2 q; pj

I est bien sur égal & “0” si p; = ¢q; Vj.
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* Remarque :

Comme on le verra dans la section dédiée a I’algorithmique, I’écriture d’un algo-
rithme multiplicatif implique la décomposition (valable pour toutes les compo-
santes) de opposé du gradient sous forme d’une différence de 2 termes positifs.
Cela ne posait aucun probléme pour toutes les divergences proposées dans les
sections précédentes.

En revanche, dans le cas présent, la difficulté tient au fait qu’une telle décom-
position, méme si elle est toujours possible, varie d’'une composante a 'autre et
ne peut pas s’écrire de immédiatement fagon simple.

En effet, en écrivant :

9Cn(4llp)
_ NP _ R, — 5, 148
aqj J J ( )
* Si log % >0 < p;> g, la décomposition s’écrit :
L. pj 4
Ri=-log2+1>0; S;=-"2>0 149
7T gqj J P; (149)

*SilogZ <0 < p;<gqj, la décomposition s’écrit :

J
a5

g+ 4 5 (150)

1
Rj:1>0;5j:—§1 p »
J J

Afin d’avoir une décomposition unique, valable pour toutes les composantes de
I’opposé du gradient, on écrira :

1 j 1 pj

5 log =L + ‘7log—’

2 ; 2 ;

R; = % 5 Yli1>0; 8=

1 Pj 1 Pj
— Lo Pi ‘,1 b

2108, T ]398y _’_@>0
2 pj

(151)

13.1.3 Divergence de Bregman fondée sur ’entropie de Newton.

La divergence de Bregman peut étre construite sur la fonction convexe f(x)
ou bien sur la fonction convexe standard f.(z) et on obtient :

1
By (plla) = 3 Z [0} — pi + pilogpi + aF + 4 — 2pigs — pilog qi] (152)

L’opposé du gradient s’écrit V7 :
9Bn (plq) (pj ) (1 )
—————===1)=z+¢q 153
Ce qui peut s’écrire :
9By (p]lq) [1 (m) } [1 ]
———=|z|= ) +p| - |z+¢G| =R -5 154
aq] 2 q; J 2 J J J ( )
Avec R; > 0 et S; > 0.
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13.1.4 Divergence de Bregman duale fondée sur I’entropie de New-
ton.

Elle est déduite de la relation (152) en effectuant la permutation p <> ¢; elle
s’écrit ;
1
By (qllp) = 3 Z 47 — i + qilog ¢; + P} + pi — 2¢ipi — gilog pi] (155)

i

L’opposé du gradient s’écrit V7 :

9Bn(qllp) (pj ) L pj
— =qj|=—-1)+ -log— 156
Ce qui peut aussi s’écrire :
9By (g|lp) 1 1
oy,  \PT3 logp; | = |4+ 5loggs (157)

Le probléme qui s’est posé dans la section (13.1.2) se pose & nouveau, en effet,
Pexpression (156) ne peut pas étre écrite de fagon simple comme une différence
de 2 termes positifs valable pour toutes les composantes.
En effet, en écrivant :
oC
_9Cn(lp) _ R, -5, (158)
8qj
* Si log % >0 < p; > qj, la décomposition s’écrit :
J
_ 1 P g
Rj—ilog—+pj>0 ; Sj—Qj>0 (159)
J

* Si log Z—j <0 < p;<gqj,la décomposition s’écrit :

]_ .
Ri=p; >0 ; Sj:f§1ogz—]+qj>o (160)
J
Afin d’avoir une décomposition unique, valable pour toutes les composantes de
I’opposé du gradient, on écrira :

oo Pi 4 |10 P2
_§logq—; + ‘ilogq—;

2

oo P2 4 |1 ]oe P2
B §logq—; + ‘glogq—;

7= 2

+pj>0; sz +Qj>0

(161)

13.1.5 Divergence de Jensen fondée sur I’entropie de Newton.

La divergence de Jensen peut étre construite sur la fonction convexe f(x)
ou bien sur la fonction convexe standard f.(x) et on obtient :

Iy(pl) =3 () ) + Y apilon P
1—a)glog —
+Z( @) ®api (- a)a

?
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1Pl

L’opposé du gradient par rapport & “q” s’écrit, Vj :

_dJn(pllg)
8(]]'

4q;
ap; + (1 —a)g;

Comme dans les sections (13.1.2) et (13.1.4), cette expression ne peut pas étre
écrite de fagon simple comme une différence de 2 termes positifs valable pour
toutes les composantes.

En effet, en écrivant :

=(1—-a)|2a(p; —q;) —log (163)

9Cn (lp)
_ENAIP) _ R g, 164
aqj J J ( )
* Si log m > 0, la, décomposition s’écrit :
45
Ri=2a(l—a)p; >0 ;: S;=(1—a)(2aq +log ——H ) >o
y=2a(l=a)p; =1 a)<aq]+ogapj+(1—a)%‘>
(165)
* Si log m < 0, la décomposition s’écrit :
95
=(1-a)(2ap; —1 S =2a(1-a)g
R =( a)(ap] Ogapj+(1—oz)qj)>0’ S;i=2a(l-a)g; >0

(166)
Afin d’avoir une décomposition unique, valable pour toutes les composantes de
l’opposé du gradient, on écrira :

1 qj 1 qj
Ri=(1-a)(2ap; — =log——2—— + — |log ] >>0
i = )( T2 ap; + (1 —a)g; 2 i+ (1 —a)g;
1 q; 1 q;
Si=1-«a (2aq~+log]+ log ) )>O
i = ) ) ap; + (1 —a)g; 2 i+ (1 —a)g;

13.1.6 Divergence de Jensen duale fondée sur ’entropie de Newton.

L’analyse de cette divergence est superflue dans la mesure ou elle peut étre
obtenue par variation du paramétre “o” dans la relarion (162).

13.2 Autre expression du Logarithme déformé [9].

Il s’écrit :
1% —az¢

Loga(x) ezt
Il est défini et concave pour —0.5 < a < 0.5; il est invariant dans la transfor-
mation a <+ —a, ce qui permet de réduire le domaine de valeurs du paramétre
a0 < a<0.5; le logarithme classique est obtenu pour a — 0.

En s’appuyant sur la relation (5) on obtient pour lentropie, ’expression spéci-
fique :

(168)

1 pg+1 _p'foz+1
Salp) = = pilogalp) = —— > PP (169)

Py +p;

i
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La fonction de base correspondante, convexe pour —0.5 < o < 0.5 s’écrit :

1 wa-{-l _ x—oz-i—l

fla) =~

a T+ ax°

(170)

Ce n’est pas une fonction convexe standard, car, si f(1) =0, on a f/'(1) =
La fonction convexe standard correspondante s’écrira donc :
1 x(x—&-l _ m—a-&-l

13.2.1 Divergence de Csiszér correspondante.

La divergence de Csiszir construite sur la fonction f.(x) précédente s’écrit :

Ca(pllg) = sz ier sz+2q1 (172)

e, ql

Le calcul de 'opposé du gradient par rapport a “q” conduit aprés quelques
calculs simples mais fastidieux, a ’expression suivante Vj :

_9Calpla) _p; l 4 ] _1 (173)
- —« —a )2
dq; G (p2a; ™ +p; %)

Comme on peut s’y attendre, ce gradient est nul si p; = ¢; Vj, de plus le cas
correspondanr & la divergence de Kullback-Leibler se retrouve pour v = 0.

13.2.2 Divergence de Csiszir duale correspondante.

Elle se déduit de l'expression (172) en effectuant la permutation p <> ¢; elle

s’écrit : .
Caldlp) = Z (A Jqql Zqz + sz (174)

2 “p

L’opposé du gradient s’écrit Vj, aprés quelques calculs :
2
2 2 2 2
_80a<q||p) _l (pjaqja> + <pjaqja> (175)
, = 2 2 2 2
9q; a \ pj*+ ¢ P+ ¢

14 Divergences invariantes.

Dans cette section, on développe les divergences invariantes par changement
d’échelle sur “q”.
En effet, les divergences possédant cette propriété d’invariance permettent,
lors du processus de minimisation, de prendre en compte de fagon simple une
contrainte de somme connue sur les variables correspondantes.
On développera les calculs sur les divergences générales (108) pour les diver-

gences de Csiszir, (120) pour les divergences de Bregman et (132) pour les
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divergences de Jensen.

Les divergences spécifiques des diverses entropies analysées dans les paragraphes
5 & 10 seront vues comme des cas particuliers.

Cependant, les divergences de Csiszér et de Bregman fondées sur 'entropie de
Tsallis constituent un cas spécifique qui sera détaillé & chaque étape, en effet,
pour ces divergences il est possible de calculer un facteur d’invariance nominal
dont linfluence sera examinée ; en revanche, tel n’est pas le cas pour les diver-
gences de Jensen.

On rappelle d’abord quelques propriétés utiles des facteurs d’invariance qui ont
été exposées longuement dans les références [11], [12].

14.1 Quelques rappels sur les facteurs d’invariance et leurs
propriétés.

1- Pour une divergence D(p||q), le facteur d’invariance nominal Ky (p, ¢) spé-
cifque de la divergence considérée est obtenu comme solution de I’équation :

> 7{)[)(?]”([(‘”) =0 (176)

si une solution explicite existe.
2- Les propriétés générales des facteurs d’invariance sont les suivantes :

* le facteur d’invariance K(p, q) est un scalaire positif.

* Les composantes du vecteur K(p, ¢).q sont invariantes si “g” est multiplié par
un facteur positif constant.

* Tous les facteurs K (p, q) possédant les propriétés ci dessus rendent invariante
n’importe quelle divergence; ils sont solution de I’équation différentielle :

aK,
K(p.q +Zj DD _ (177)

Les facteurs d’invariance nominaux sont bien sur solutions de ’équation diffé-
rentielle ci-dessus.
* L’expression générale des facteurs d’invariance s’écrit sous la forme :

K(p,q) = (% Z?) (178)

Avec :

a+pf=y+6 (179)
Ce qui traduit le fait que K(p,q) est un scalaire positif, et :

ply—B) =1 (180)
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Ce qui traduit le fait que le vecteur K (p, q).q est invariant par rapport a q.

3- Que le facteur d’invariance soit le facteur d’invariance nominal ou non, on a
la propriété fondamentale suivante :

S, 9D(p|| K (p,q)-9)

181
5 (181)

J
14.2 Divergences de Csiszéir invariantes

14.2.1 Facteur d’invariance.

On rappelle que la divergence de base a été écrite (108) :

Cab(plla) = [Zp?qll t-Dopia b] DRI (182)

En introduisant le facteur d’invariance dans cette expression, il vient :

Cop(p|| Kq) = [Zkl gt =Y K pbgl b] =Y pi+> Ka

(183)
Le facteur d’invariance nominal “ K" est obtenu comme solution (si elle existe)
de I’équation :
9Cau (Pl Kq)
0K
Cette équation s’écrit dans le cas présent :

,azpa - afii:l;beZpgqll b+zqi:o (185)

En toute généralité, il n’y a pas de solution explicite en “K” sauf dans deux cas
particuliers :

* 1 - Cas de la divergence fondée sur ’entropie de Tsallis.

On a alors a = t et b = 1, ce qui conduit & ’expression explicite du facteur

d’invariance nominal :
t 1—t
Ko = (E i P ) (186)
Ez 4qi
* 2 - Cas des divergences fondées sur l'entropie de Shannon (divergence de
Kullback-Leibler) qui s’obtient par exemple a partir de (186) en faisant simple-
ment ¢t = 1, ce qui conduit & :

=0 (184)

Zi qi
En conséquence, pour toutes les divergences considérées, on utilisera en guise
de facteur d’invariance Pexpression (187) (facteur d’invariance nominal pour la

(187)
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divergence de Kullback-Leibler), il nous servira de référence.
Dans le cas de la divergence fondée sur I’entropie de Tsallis, nous développerons
aussi la divergence invariante utilisant le facteur nominal (186).

14.2.2 Divergences de Csiszir invariantes - Cas général.

En utilisant le facteur d’invariance (187), la divergence (183) s’écrit tous
calculs faits, avec les notations : p; = <&~ et q; = <L :
Z]‘ Pj Z]‘ q;

ZAp' —a a
Clu(plle) = "= | D PG prq} ’ (188)

%

[P~

L’opposé de son gradient par rapport a “q” s’écrit Vj, aprés quelques calculs :
OCLup(pllg) _ 22;Pi |a— (pj>“ 1-b (pj>b
— + f
dg; ;¢ |a—b\g a—0b\g;

a—1e—_ (B:\* 1-b_ (7,\"
_ N 2 R N R 18
a—b% K (%) a—b% K <q1> (159)

Cette expression peut s’écrire :

OCI(plla) >, Pi

(R; — S;) (190)
8(]] Z] qJ ! !
Avec : ,
—1/P;\* 1-b (D
R; =~ By =2 (% (191)
a—>b\7; a—>b\g;
et : ,
a—1 _ (P \" 1-0b _ (D
S. = N 2 Y el 192
J a—b - Q'L(ql) +a*b - qz(ql ( )
Dans cette décomposition, “R;” et “S;” sont positifs quelles que soient les va-
leurs relatives de “a” et “b” comme indiqué en (102) et (103).

De cette forme générale, on déduit facilement les expressions correspondant aux
divergences entropiques données dans les sections 5 & 10, en faisant les adapta-
tions déja précisées au début de la section (12).

Dans le cas de la divergence de Csisér/Tsallis invariante déduite du cas général,
ce qui correspont & (a = t) et (b = 1), 'expression de 'opposé du gradient se
simplifie, et, par voie de conséquence les expressions de R; et S;.

14.2.3 Cas particulier : divergence de Csiszir/Tsallis invariante.

Pour cette divergence, le facteur d’invariance nominal est calculable de fagon
explicite ; son expression est donnée par (186).
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La divergence invariante obtenue en utilisant ce facteur d’invariance spécifique

s’écrit :
t 1—t
I o) = 1 [Z_pi ) Zqi] (19)

i

Ou, plus simplement :

CI° (pllg) = [sz Ko ZQZ] (194)

1]

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

—1

_9CIr (plla) _ <Z i t> gt - (Z Pia t) (195)
8q] ZZ qi 7 Z'L qi

p; a4

En introduisant les variables normalisces p; = s+~ et q; = =", ceci peut

aussi s’écrire :

1_4q 1
30]71“(0(PHQ) ijj 1t ' —t—t ijj —t_1—t '
- = > ] Piq; > 3] (196)
dq; Ej 4aj 7 Ej 4aj

7 7

Cette expression s’écrit de fagon évidente sous la forme R; —S; avec R; > 0 et
Sj > 0.

14.3 Divergences de Csiszar duales invariantes.
14.3.1 Facteur d’invariance.

A partir de la divergence (112) qui a été écrite : :

Cap(allp) = [Zq;‘pi t-D i b] DI EDIY (197)

En introduisant le facteur d’invariance “K”, il vient :

Can(Kqllp) = [K“ZQ?pi "o K'Y aip b] —K Y gt pi (198)

Le facteur d’invariance nominal est solution (si elle existe) de 1’équation :

0Cq,(Kql|p)

=0 (199)

Cette expression de cette dérivée partielle s’écrit :

9Ca(Kqllp) a-1 a,l—a b—1 b, 1-b _
0K a_b a K Zquz bKE Ei:quz zl:ql (200)
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L’équation (199) n’a pas de solution explicite en “K”, en revanche dans le cas
particulier de I'entropie de Tsallis qui correspond & a =t et b = 1, une solution
explicite peut étre obtenue; on a alors le facteur d’invariance nominal :

o\
Ko=| =11+ (201)
225 45P;

Le facteur d’invariance nominal correspondant a la divergence de Kullback-
Leibler duale (11) se déduit de cete expression en faisant le passage a la limite
t— 1.

Ceci conduit a l'expression difficilement exploitable :

Zi qi IOg %
> i G

En conséquence, on développera le cas général en utilisant le facteur d’inva-

riance :
_ 2P
> i 4
qui est le facteur d’invariance nominal pour la divergence de Kullback-Leibler

et on traitera le cas particulier de I’entropie de Tsallis en utilisant son facteur
d’invariance nominal donné par (201).

log K¢ = (202)

K (203)

14.3.2 Divergences de Csiszir duales invariantes - Cas général.

A partir de (198), et en introduisant le facteur d’invariance (203), cette

divergence s’écrit, avec les variables réduites g, = <~ et p; = <L :
Z]‘ qj Z]‘ Pj

>, Dj eila 1
Clu(allp) = =20 | Y@ =Y _am " (204)

?

1P

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj, tous calculs faits :

_60]ab(q||p) _ 1 ijj . Z*, <pi>1—a_a <pj>1_a
dq; a=b};q “\7 q;
_\1-b — \1-b
- 37, (“) +b <pj> 1 (205)
. 4; q;
Cette expression peut s’écrire :

OCI.(q|lp) 1 Zj pj
— = A;:— B; 206

Avec :

= l—a Tj 1-b
A=a¥ (z) +b<]> >0 (207)



et :

]—9_ l1—a _ 1-b
Bj=a <J> +b > g, <pi> >0 (208)
q; 3 4q;
On observera que pour la divergence de Csiszér/Tsallis duale invariante qui
correspont a (a = t) et (b = 1), Pexpression de 'opposé du gradient se simplifie,
et, par voie de conséquence les expressions de A; et B;.

Bien entendu, la décomposition de 'opposé du gradient en une différence de 2
termes positifs dépendra du signa de (a — b).

Ce point peut étre précisé comme suit :

*Sia—b>0,ona:

Ry— il A g 2P B (209)
/ >jga=b "’ J > a—b
*Sia—b>0,0na:
.:Ejpj Bj . S,:ijj Aj (210)
j P9
>3 b—a 2.8 b—a

On peut globaliser cela en écrivant :

2. P Aj A B; B,
Jp— 211
& 2zjqjHa—ﬁ|a—b|}+[b—a+|b—a|n >0 e

25 Pi B;j Bj Aj Aj
= 212
si=gs ot e ey 2 e

Remarque : Le cas spécifique de la divergence de Csiszér/Shannon duale
invariante (KL duale invariante) est obtenu en faisant le passage a la limite
a — 1; b — 1 en respectant (102) ou (103) c’est a dire avec par exemple
a=1—¢ b=1+ce.

Ceci conduit & une expression de I'opposé du gradient qui s’écrit :

_OKLI(gllp) _ 225P

= R, —S; 213
aqj Zj qj( J J) ( )
Avec :
R; = —logq; — Z@i logp, >0 (214)
et :
Sj = —logp; — Z@' logg; >0 (215)

7

On pourra donc envisager d’écrire un algorithme multiplicatif, contrairement &
ce qu’on a observé pour le divergence de KL duale non-invariante (section 5.2).
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14.3.3 Cas particulier : divergence de Csiszir/Tsallis duale inva-
riante.

On utilise dans ce cas, le facteur d’invariance nominal donné par (201); a
partir de (198), on obtient avec a =t et b=1:

CI;(qllp) =D pi — (qutqi t) 7 Zqi (216)

i JpJ

[19)]

L’opposé de son gradient par rapport a “q” s’écrira Vj :

t

_ACI(gllp) _ ¢ e\ (p) e\
dy; L=t |\ 3, dlp; " 9 >, dp

(217)
En distinguant les cas t < 1 et t > 1 selon la procédure proposée dans I’Annexe
2, cette expression s’écrit de fagon évidente sous la forme R; — S; avec R; > 0
et Sj > 0.

14.4 Divergences de Bregman invariantes.
14.4.1 Facteur d’invariance.

On rappelle que la divergence de Bregman fondée sur la forme générale de
I'entropie a été écrite (120) :

Bu(plla) = — Z P =+ (a—1)gf — (b—1)g;

—apig! ™" + bpigt '] (218)

En introduisant le facteur d’invariance “K”, il vient :

Bap(pllKq) = bz C—pl+ (a— 1)K — (b— 1)K}
—aK " 'pigf ! + b pigl (219)
Le facteur d’invariance nomimal s’obtient comme solution de 1’équation :
9Bay(pll K q)
———=0 220
5K (220)
Avec :
aBab(pHKq) 1 a—1 a b—1 b
DK =3 ala — 1)K zi:qi—b(b—l)K zi:qi

Ka Zszqal Kb 2qub1

(221)

41



Avec cette expression, I'équation (220) n’a pas de solution explicite en toute
généralité.

Toutefois, dans le cas spécifique lié a 'entropie de Tsallis qui correspond & a =t
et b = 1 une solution explicite existe et le facteur d’invariance nominal s’écrit :

t 1
Ez qz

En conséquence, pour toutes les divergences considérées, on utilisera en guise
de facteur d’invariance I’expression :

_2ibi
K= S 4 (223)

C’est le facteur d’invariance nominal pour la divergence de Kullback-Leibler
fondée sur I'entropie de Shannon ; il nous servira de référence.

Dans le cas de la divergence fondée sur I’entropie de Tsallis, nous développerons
aussi la divergence invariante utilisant le facteur nominal (222).

14.4.2 Divergences de Bregman invariantes - Cas général.

En introduisant le facteur d’invariance (223) dans expression (219), on ob-
tient, tous calculs faits :

Blu(plla) =% [Zp? +la=1)) 7 - aZpiq:»”l
\b
ey [z ) bzpiq';*]

[T

L’opposé de son gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

_9BLy(plla) _ala—1) 2;ps)" [ a2 Zp ——— +Zq@]

(224)

dq; (a=b) >4

S [H 2P qngqgl
" (925)

La décomposition de 'opposé du gradient en une différence de 2 termes positifs
ne pose pas de probléme compte tenu des conditions sur les valeurs relatives de
“a” et “b” précisées en (102) et (103) ; ce point sera précisé dans la section dédiée
a laspect algorithmique.

Comme c’était le cas pour les divergences de Csiszér, les expressions correspon-
dant aus différentes divergences entropiques données dans les sections 5 & 10
se déduisent facilement de cette forme générale en faisant les adaptations déja
précisées en début de section (12).
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On observera que pour la divergence de Bregman/Tsallis invariante déduite de
la forme générale précédente, ce qui correspont & (a = t) et (b = 1), Pexpression
de 'opposé du gradient se simplifie, et, par voie de conséquence, la décomposi-
tion se simplifie.

14.4.3 Cas particulier - Divergence de Bregman/Tsallis invariante.

Dans ce cas, le facteur d’invariance nominal peut étre calculé explicitement ;
son expression est donnée par (222); la divergence invariante correspondante
s’exprime sous la forme :

BIX(pllg) = (sz ) (th> —Zp‘é (226)

[T

L’opposé de son gradient par rapport a “q” est donné Vj par :

_9BIr(lla) _ [(Z Pidi 1) -2 <Z Pl 1) @

q: A
8qj Z qz 7% Zz qz ’

Cette expression s’écrit de facon évidente sous la forme R; — S; avec R; > 0 et
S; > 0. Ou bien, sous forme simplifiée :

_9BIz"(pllg)

: — [K(t)_lqu;_Q B Kéq;f 1] (228)
q;
Ou encore : K
OBI;° j
_w =t K 'q! [pj — Ko} (229)
4 4

14.5 Divergences de Bregman duales - Forme invariante.
14.5.1 Facteur d’invariance.

On reprend la forme de cette divergence écrite en (123) :

Bay(alp) = — Z ‘— ¢+ (a—1)p} — (b—1)p}
—ag;p!~ " + bgipt '] (230)

En introduisant le facteur d’invariance “K”, il vient :

Ba(Kdllp) = — Z [Kq — K'q} + (a — 1)p§ — (b—1)p}

—aKq;p;~ +qu1pb 1] (231)

43



Le facteur d’invariance nomimal s’obtient comme solution de 1’équation :

OBa(Kq|p)

o =0 (232)

Avec :

0Bay(Kqllp) 1 1 b—1 b
0K a_b|” Z ¢ —b Z &

—ay e+ qulpb 1] (233)

Avec cette expression, I’équation (232) n’a pas de solution explicite en toute
généralité.

Toutefois, dans le cas spécifique lié a I'entropie de Tsallis qui correspond & a =t
et b = 1 une solution explicite existe et le facteur d’invariance nominal s’écrit :

- ()

En conséquence, pour toutes les dlvergences considérées, on utilisera en guise
de facteur d’invariance I’expression :

Ko iPi
Zi qi
C’est le facteur d’invariance nominal pour la divergence de Kullback-Leibler
fondée sur I’entropie de Shannon ; il nous servira de référence.
Dans le cas de la divergence fondée sur I’entropie de Tsallis, nous développerons
aussi la divergence invariante utilisant le facteur nominal (234).

(235)

14.5.2 Divergences de Bregman duales invariantes - Cas général.

En introduisant le facteur d’invariance (235) dans la divergence (231), on
obtient tous calculs faits :

Blu(q|lp) =% [Z“ (a—1) sz —aqupza 1]
- 7(%;2?2) [Z a+ (-1 7 - quipE“)]

[P~

L’opposé de son gradient par rapport a “q” s’écrit Vj, aprés quelques calculs :

0Bla.y(qllp) b (Zj pj)b _(b—1) — —_ _(b—1)
_ — b-1) _ )y
dq; (@b, 4 q; Z i pJ Z 1iPi

i

a (ijj)a (a=1) (a 1) _ _(a—1)
C(a=b)Y,q ( Z i +qupl
(237)

(236)
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Cette expression peut s’écrire :

_0Blap(dqlp) _
dq; (a—1b)>,4

Avec A; >0 ; B; > 0.

En distinguant les cas a — b > 0 et a — b < 0 selon la procédure indiquée dans
I’Annexe 2 on obtient la décomposition de I'opposé du gradient sous la forme
R; —S; (R; > 0;S; > 0) utilisable dans la section dédiée a I’algorithmique.

(45 = Bj) (238)

Les expressions correspondant aux différentes entropies sont obtenues, comme
il a été indiqué dans les sections précédentes, en affectant & “a” et “b”, les valeurs
des paramétres propres a chaque cas.
On observera que pour la divergence de Bregman/Tsallis duale invariante dé-
duite de la forme générale précédente, qui correspont & (a = t) et (b = 1),
I’expression de 'opposé du gradient se simplifie, et, par voie de conséquence les
expressions de A; et B;.

14.5.3 Cas particulier de la divergence de Bregman/Tsallis duale
invariante.

Dans ce cas, le facteur d’invariance nominal se calcule explicitement ; il est
donné par la relation (234).
La divergence invariante correspondante est donnée par :

_t
q 1—t
BIz*(qllp) = > v} - ( 24 > ¢! (239)
Z Sapi ! zl:
Ce qui peut s’écrire plus simplement :
BIf (qllp) = sz Koqu (240)

1]

L’opposé du gradient par rapport a “q” s’écrit Vj :

OBIK(qlp) ¢t K >4l >1“p§_1 < S, ql )

dq; =1 |\, qpl! S ) Y
(241)
Ou bien, sous une autre forme :
3BI¥“(q||p) t t—1 t—1 t—1
_ = Ky lpt ' — K , 242
6q] t— 1 0 [pj 0 qj ] ( )

En distinguant les cas t < 1 et t > 1 selon la procédure proposée dans I’Annexe
2, cette expression s’écrit de fagon évidente sous la forme R; — S; avec R; > 0
et Sj > 0.
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14.6 Divergence de Jensen invariante.
14.6.1 Facteur d’invariance.

En introduisant le facteur d’invariance “ K” dans ’expression de la divergence
de Jensen (132), on obtient :

Koq¢ — Kb
Jo(0l| Kq) Zoﬂ’z P R

a—b
, (243)
[ap; + (1 — a)Kq]* = Jap; + (1 — a)Kq;)
— +
a—>b a—>
On obtient alors, tous calculs faits :
aJa(p”Kq 17&2 Ka 1 be 1

aK a—> (244>

—ag; [api + (1 — ) Kq]* ™" + bgi [ap; + (1 — a)Kg]" ™"

Le facteur d’invariance nominal peut étre obtenu par résolution en “K” de
I’équation :
9Ja(plKq)
oK
Dans le cas présent, cette équation n’a pas de solution explicite, on utilisera
donc le facteur d’invariance :

=0 (245)

K = ZiP (246)
2 i
C’est le facteur d’invariance nominal pour la divergence de Kullback-Leibler
fondée sur I’entropie de Shannon qui nous sert de référence.

14.6.2 Divergence de Jensen invariante.

La divergence de Jensen invariante est obtenue, en introduisant le facteur

d’invariance (246) dans l'expression (243); en utilisant les notations p; = Zp o
j Pi

et g, = Z, py , elle s’écrit, tous calculs faits :

(Em)

L(plla) = Zapl (1-a)g — [op; + (1 — )F;)"
(247)
(Z p]) _1b
Zapz (1—a)g} — [ap; + (1 — a)g}]
Apres quelques calculs, 'opposé du gradient par rapport a”’q” s’écrit, Vj :
dJ1,(pllq) l-a
— = A, — B, 248
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Avec A; > 0 et B; > 0 Vj, donnés par :

A; =a ij {ZQ?+ [apj‘f'(l_a)qj]a_l}
b

+b ij {qgl + Z@i [ap; + (1 — a)pi]b_l}

(249)

et

Bj =a ij {‘Z?_l + Zﬁi [ap; + (1 — Q)Qi]a_l}
J . ' (250)

+b ij {Zq?+ lap; + (1 a)qj]“}

A partir de cette écriture et en tenant compte de 1 — a > 0, la décomuposition
de 'opposé du gradient en une différence de 2 termes positifs dépend, bien en-
tendu, du signe de (a — b).

Cette décomposition de la forme R; —S; (R; > 0;5; > 0) tenant compte du
signe de a — b sera obtenue en suivant la procédure indiquée dans I’Annexe 2.

Remarque 1 : Dans le cas particulier de la divergence de Jensen fondée sur
Pentropie de Tsallis (correspondant & a = t et b = 1), contrairement & ce qu’on a
observé pour les divergences de Csiszér et de Bregman, fondées sur cette méme
entropie, on ne peut pas calculer d’expression spécifique du facteur d’invariance.

Remarque 2 : Les divergences de Jensen invariantes fondées sur les entro-
pies des sections 5 & 10 s’obtiennent sans difficulté en procédant aux adaptations
déja précisées au début de la section 12.

Remarque 3 : Pour la divergence de Jensen/Tsallis invariante déduite de
la forme générale précédente, qui correspont a (a = t) et (b = 1), Pexpression
de l'opposé du gradient se simplifie, et, par voie de conséquence les expressions
de A; et B;.

14.6.3 Cas particulier : Divergence de Jensen/Shannon invariante.

Compte tenu des difficultés qui sont apparues dans le cas de la divergence
de Jensen/Shannon non-invariantes (Section (6.4)), on développe ici le cas par-
ticulier de la divergence de Jensen/Shannon invariante.

Deux voies sont possibles :
* soit on part de la divergence de Jensen invariante développée pour ’entropie
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générale de la section (14.6.2) et on effectue le passage a la limite (e — 0), avec
(par exemple) a = 1+ € et b = 1 — €; cette méthode donne lieu & des calculs
qui, défaut d’étre compliqués, sont extrémement lourds

* soit on effectue le calcul directement & partir de la divergence de Jensen/Shannon
de la section (6.4).

Les deux méthodes conduisent bien sur & des résultats identiques.

Dans la mesure ou pour cette divergence, le facteur d’invariance nominal n’a
pas de forme explicite , on utilise en guise de facteur d’invariance I’expression
K= % déja utilisé par ailleurs.

La divergence de Jensen/Shannon invariante s’écrit :

JSI (pllg) = Zpg{zapzlogpﬂrz (1-a)g,logg;

- Z [ap; + (1 — a)g;]log [ap; + (1 — Oé)qz‘]} (251)

n.n

L’opposé du gradient par rapport a "g" s’écrit Vj :

_ 3JS;qipllq) — (- Zzljzj {log {apj + (qu a) qj]
- Zqz [ap(ql—a)q] } (252)

Contrairement a la divergence de Jensen/Shannon non-invariante, la décompo-
sition de 'opposé du gradient sous la forme R; — S; avec R; > 0 et S; > 0 ne
pose aucun probléme, et on aura :

Rj=(1-aq) %JZ { logq; — Z@ log [ap; + (1 — ) QZ]} (253)

et

Si=(1-a) %j 2;; {—1og [ap] +(1—-a) q] Zqz long} (254)

Cette décomposition pourra étre utilisée dans la section dédiée a I’algorithmique.

14.7 Divergence de Jensen duale invariante.

Comme dans le cas de la divergence de Jensen invariante, il n’est pas possible
d’ontenir une expression explicite du facteur d’invariance nominal ; on utilisera

. . 2P
donc le facteur d’invariance K = > q7
J

Par ailleurs, ’analyse de la divergence de Jensen duale invariante est sans intéret
dans la mesure ou on peut l'obtenir & partir de la divergence de la section pré-
cédente en modifiant la valeur du parameétre “a” ; on peut dire que la divergence
de Jensen invariante est “self duale”.
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15 Entropie de Newton - Formes invariantes des
divergences.

Les divergences fondées sur I’entropie de Newton constituent des cas parti-
culiers qui n’entrent pas dans le contexte des divergences déduites de I’entropie
générale analysées dans la section précédente.

Les divergences non-invariantes fondées sur I’entropie de Newton ont été don-
nées dans la section (13.1) portant sur le Logarithme déformé de Newton et
I’entropie associée.

En conséquence, nous analysons ici les formes invariantes de ces divergences.

15.1 Divergences de Csiszar invariantes fondées sur ’en-
tropie de Newton.

Le calcul du facteur d’invariance nominal conduit & une expression difficile

a exploiter, en conséquence, on utilise pour le facteur d’invariance, l’expression

Z Pj . s . e . = )
K= =4 ; & partir de (144), en utilisant les notations p, = E et g, = E o

on obtlent I’expression de la divergence invariante :

CIn(plg) = ij [sz cLt sz log 1 (255)

L’expression de 'opposé du gradient par rapport & "g" s’écrit,V; :

aCI 1 7 (7)) 1 7
9q; 2200 \G  \@ 2 e\ G
Cette expression s’écrit de fagon évidente sous la forme R; —.S; avec R; > 0 et
Sj > 0.

15.2 Divergences de Csiszir/Newton duales invariantes .

Le calcul du facteur d’'invariance nominal conduit & une expression difficile
a exploiter, en conséquence, on utilise pour le facteur d’invariance, l’expression

Z Pj . s . o1 . — )
K= Z ; & partir de (146), en utilisant les notations p, = Z et = Z o

on obtlent I’expression de la divergence invariante :

Cln(qlle) = Zpy [
n.n

L’expression de I'opposé du gradient par rapport a "¢" s’écrit,Vj :

OCIn(qllp) 1>, m [T
— — —|— 7log = —lo 258
A Z Zq g g > (258)

_q _ qi
Qi:—l'i‘g ¢ log — 257
Di i pi] ( )

i
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Cette expression peut aussi s’écrire sous une forme plus adaptée a I'usage qu’on
en fera dans la section dédiée a l'algorithmique :

_0CInGglp) _ 13 ym

R; - S; 259
24, QZlQZ[ i — ;] (259)
Avec :
R; = Zqu — > q;logp; —logg; >0 (260)
et : -~
S; = p qu logg; —logp; >0 (261)
J

15.3 Divergences de Bregman invariantes fondées sur ’en-
tropie de Newton.

Le calcul du facteur d’invariance nominal conduit & une expression difficile

a exploiter, en conséquence, on utilise pour le facteur d’invariance, I’expression

iP5 s . e L o
K= Sog i partir de (152), en utilisant les notations p; = S et q; = SR

on obtlent I’expression de la divergence invariante :
2
. 1 —. Di
BIn(pllg) = E Pj § Pi—@)° + 3 E Pj E pilog q:l (262)
. . . K2
% J %

n.n

L’opposé du gradient par rapport & "q" s’écrit Vj :

Di

_ 9BIn(pllq) _(ijj)Q [p] — ) Zqz P ]

dq; Z i 45 (263)
1 > Dj [ D }
1—=
T3 >4 7
Ce qui peut s’écrire :
9BIy(pll9)
SN R -8 264
aqj y) J ( )
Avec :
(lel 1 Zl Y2
R; = + >0 265
o\ Z T2 (265)
et :

) [ N\ 1 (P
SJ - Zl ql <QJ + zi:pz Qz> + 2 Zl ql <q]) > 0 (266)
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15.4 Divergences de Bregman/Newton duale invariante.

Le calcul du facteur d’invariance nominal conduit & une expression difficile
a exploiter, en conséquence, on utilise pour le facteur d’invariance, I’expression

Zm C e m . _Di = _ _a
K= =0 ; & partir de (155), en utilisant les notations p, = S et g, = sa

on obtlent I’expression de la divergence invariante :

BIy(qllp) = ij Z@mﬁﬁ%jm%jqﬂogi (267)

g

Bien entendu, cette divergence est la duale de (262).
L’opposé du gradient par rapport a "g" s’écrit Vj sous la forme synthétique

suivante :

0BI 1
_OBIn(dllp) _ 13 p R, — 5] (268)
dq; T2 Zl q
Avec :
R;=3) m <2pj+ 22#) —logq;— Y Giloghi >0 (269)
l 7 i
et :

Si=> m (2%—}-22])1'(]1-) —logP; — Y Gilogq >0 (270)
l 7 %

15.5 Divergences de Jensen invariantes fondées sur 1’en-
tropie de Newton.

Le calcul du facteur d’invariance nominal ne permet pas d’obtenir une ex-

pression explicite de ce facteur, en conséquence, on utilise pour le facteur d’in-

2 p7 ; & partir de (162), en utilisant les notations
q;

variance, l’expression K =

D; = ﬁ et g; = Z] o on obtlent P’expression de la divergence invariante :

2
TIn(pllq) =a(l — a) Zp] > -3’

+a ij ZleOgm (271)

(1-a) ij Zqz ng
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n.n

L’opposé du gradient par rapport & "q" s’écrit Vj :

Zp7
_sz (1 a)(quj) [pg—qg Zqz (Pi — @)
(Z7) @
)= N Glog —— B (272)
A Y ;q,lgm+(1_am
(1a)<szj) 7

0g — —
>4 apj+(1—a)g

En vue de son utilisation dans la section Algorithmique, cette expression peut
s’écrire sous la forme :

OJIn(lle) _ , o
be —FiS (273)
Avec :
(m) [
R; =2a(1 — «) ZQZ +Dj
250 |5 (274)
-(1-a) ;Jz {qulog apz+(1—a)ql]+10gqg} >0

et :

S; =20 (1 — a) (ZZ quj) lsz G+T

—(1- )%jij {qulogqmﬁog[apj (1a)(1j]} >0

%

(275)
16 Algorithmique.

16.1 Geénéralités sur la méthode de construction des algo-
rithmes.

On rappelle que dans le cas qui nous intéresse, on a p = y, ¢ = Hz donc
= (Hz*);.
Alors, pour une divergence D(pl||¢) ou D(q||p), on a :
oD oD
= —_grTz=—= 276
or Jdq (276)

Ceci justifie le fait que tout le long de ce travail, on ait développé les expressions

[P~

des gradients par rapport & “q”.
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Les algorithmes proposés ici s’appuient sur la méthode SGM ou ses variantes
exposées en détails dans [11] et [12].

Si la divergence considérée est de forme classique non invariante, les algorithmes
proposés prennent en compte la contrainte de non-négativité de la solution.
En revanche, si on veut en plus prendre en compte une contrainte de somme sur
les composantes de la solution, les divergences invariantes doivent étre utilisées.
Quoiqu’il en soit, la forme générale des algorithmes reste la méme.
L’algorithme itératif de base s’écrit sous forme générale :

) oD\ *
k+1 k k .k
;T =ay + o (_‘T)j (277)

Cette écriture est toujours possible.

La divergence D étant convexe par rapport a “z”, (—%—?) est une direction de
descente. Un tel algorithme converge pour autant que le pas de descente est
convenablement calculé.

A notre connaissance, a la seule exception notable de la divergence de Kullback-
Leibler duale, 'opposé du gradient peut toujours s’écrire sous la forme :

_9D k—Uk—v’“~ UF>0; VF>o0 (278)
0z ) =YY Y G
J
Dans certains cas (trés rares), cette décomposition demande quelque réflexion.
D’ou I’écriture presque toujours possible :

2y = af +ajeg (UF — V) (279)

Puis, en préconditionnant lorsque c’est possible, par % > 0, on obtient la forme
J

pseudo-multiplicative :

k Uk

+1 _ k k. .k J

Ty =X AT (V_k - ) (280)
J

Compte tenu de Vj’“ > 0 Vj, Popposé du gradient modifié reste une direction
de descente.

En ce qui concerne le pas de descente, pour chacun de ces deux algorithmes, on
adopte la procédure suivante :

* 1- A une itération donnée “k”, on calcule le pas maximum (a*)yz., assurant
la non négativité de I’ensemble des composantes de z**1.

* 2 - Le pas de descente of (valable pour toutes les composantes), assurant
la convergence de ’algorithme est alors calculé par une méthode de recherche
unidimensionnelle de type Armijo (par exemple), sur I'intervalle [0, (a*)rrqz]-
Cette procédure est analysée en détails dans [11] et [12].

On pourra écrire de fagon générale, quelle que soit ’expression de I'opposé du
gradient, avec un pas de descente indépendant de la composante :

oF = 2P 4 oFak (Uk — Vk) (281)
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Observation concernant les notations : dans cette expression, ’opéra-
tion x* (U k_ Vk’) représente le produit composante 4 composante des vecteurs
a¥ et (U* — V¥) (produit de Hadamard).

Avec un gradient modifié (préconditionné), on aura on obtient la forme pseudo-
multiplicative :

k+1 k ok (UF
Observation concernant les notations : dans cette écriture, ‘% est un vec-

. N k
teur obtenu en faisant le rapport composante a composante des vecteurs U et
k A L2
V', de méme que “1” est le vecteur unité.

Dans ce dernier cas, si on utilise un pas de descente o = 1, Vk, la non-
négativité est assurée, et on obtient un algorithme purement multiplicatif qui
s’écrit :

k+1 g (U"

Bien entendu, en toute généralité, rien ne prouve la convergence des algorithmes
purement multiplicatifs, chaque divergence implique une étude particuliére.

Commentaire : Les observations concernant les notations sont valables
pour tous les algorithmes proposés dans les sections suivantes, plus
précisément, les opérations entre vecteurs (produits ou rapports),
sont des opérations composante & composante; le résultat est tou-
jours un vecteur.

Remarques :

* 1 - Pour les divergences non invariantes, les algorithmes (281) (282) et (283)
assurent seulement la non négativité de la solution.

* 2 - Si on exige en plus que la contrainte de somme soit assurée, les diver-
gences invariantes prennent tout leur sens, en effet, un algorithme de type (281)
appliqué sur de telles divergences permet d’assurer la propriété :

Soaptt =3 af (284)
l l

Partant d’un estimé initial 20 tel que > z) = C, tout les estimés successifs
seront de méme somme.

En revanche, 'utilisation d’un algorithme pseudo multiplicatif (préconditionné)
(282) ou d’un algorithme purement multiplicatif de type (283) (pour autant que
sa convergence soit assurée), ne permet pas d’assurer spontanément la contrainte
de somme ; une étape supplémentaire s’impose.

A chaque itération, on effectue 'opération en 2 étapes :
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* _ On calcule d’abord un estimé provisoire :

k
TEHL = gk ij) (285)

* _ Puis dans une étape de normalisation, on calcule :

b1 T+l
11

Compte tenu des propriétés des divergences invariantes, cette derniére opération
ne modifie pas la valeur de la divergence considérée.

16.2 Algorithmes fondés sur ’entropie générale.

On détaille dans cette section les algorithmes fondés sur les formes de diver-
gences liées a la forme générale de I'entropie.
On rappelle que les domaines de valeurs des paramétres “a” et “b” intervenant
dans ces divergences sont donnés par (102) (103) :

0<a<1<b (287)
ou bien :
0<b<1<a (288)

On n’explicitera pas ici les algorithmes concernant les divergences duales fondées
sur l'entropie générale, qu’elles soient invariantes ou non invariantes, mais ceci
ne présente aucune difficulté particuliére hormis les problémes spécifiques déja
précisés liés aux expressions des gradients.

16.2.1 Divergence de Csiszir construite sur ’entropie générale.

L’expression de cette divergence est donnée par (108) ; compte tenu de I'ex-
pression de 'opposé du gradient donnée en (109), 'algorithme (281) s’écrit ici :

a b
k41 _ Lk kT ) |e—1 (D 1-b(p _
" =" +a"2"H la—b(qk> Jra—b o 1 (289)

Rk

La forme multiplicative correspondante s’en déduit immédiatement (283) avec :

U¥=HTRF , vF=HTS* (290)
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16.2.2 Divergence de Bregman construite sur ’entropie générale.

L’expression de cette divergence est donnée par (120) ; compte tenu de l'ex-
pression de 'opposé du gradient donnée en (121), algorithme (281) s’écrit ici :

oot [ S}

La forme multiplicative correspondante s’en déduit immédiatement par (283),

R {(Z) [+ D0 ]h e
’ v [ et OB g (299)

16.2.3 Divergence de Jensen construite sur ’entropie générale.

L’expression de cette divergence est donnée par (132) ; on rappelle U'expres-
sion de 'opposé du gradient donnée en (133).

oalple) 11—, ,
R = A= By) (294)

A Titération "k", cette expression fait apparaitre les quantités :

AF =b(@") talap+ (1- )] >0 (295)
et,

BF =a(d")*  +blap+ (1 —a)g*]" >0 (296)
Les développements proposés dans I’Annexe 2 permettent de prendre en compte

les situations correspondant aux casa—b>0et a —b < .0
L’algorithme (281) s’écrit alors, avec un pas de descente “0” :

gt = 2F 4 5k ak [UF — V] (297)
Avec :

A¥ e B B
F=(1-a)HT 298
U ==l e Y 51— T3 —a) T 2= (298)

B B AP AF
E_ - \HT 299
V==l e+ 5 =5 T 3 —a) T 2= (299)

Dans cette décomposition déja précisée dans la section (13.5), U* > 0et VF > 0;
elle permet d’écrire les algorithmes mutiplicatifs par la relation (283).
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16.2.4 Divergence de Csiszér invariante construite sur ’entropie gé-
nérale.

L’expression de cette divergence est donnée par (188), et 'opposé de son
gradient est donnée par (189); I’algorithme (281) s’écrit ici :

0 la—1 D\ 1-b (7Y
xk+1:xk+akkaTZin a % n %
>y [a—b\g a—b\g

_ —\ b
ETe () e
a=bs<"\qy)  a—bS T \g

(300)

La décomposition permettant d’écrire un algorithme multiplicatif s’écrit en ef-
fectuant successivement les étapes (285) puis (286) :
b
> ] >0 (301)

Uk _ T 2P [a—l <p)a+1—b<

Y db [a-b \T* a—"b

LS

et

45 i

>iPj |a—1 p:\“ 1—0b D; b
‘fk H’T Jj I § k ) k i

* Cas particulier de la divergence de Csiszér/Tsallis invariante.
Compte tenu du fait que pour ce type d’entropie, le facteur d’invariance nominal
peut se calculer explicitement et conduit & un algorithme simplifié, on détaille
ici, ce cas spécifique.

On rappelle que 'expression du facteur d’invariance nominal est donné par la
relation (186).

Ceci conduit a la divergence invariante (193) dont 'opposé du gradient est donné
par (196).

L’algorithme (281) s’écrit en conséquence :

SR = gk aw#%f]’,ﬁ (Zpﬁ(qf)”) - [(i)t L (piﬂ

J i i q i Qf
(303)
La décomposition permettant d’écrire un algorithme multiplicatif est immédiate.
On explicite ci dessous, lalgorithme analogue déduit de (300) en faisant a = ¢
et b=1.
Cet algorithme correspond a un facteur d’invariance non-nomimal pour Ientro-
pie de Tsallis, il s’écrit :

oF = ok 4 oF ek HT 2P P t - Z”? P t (304)
- S dF |\ LA\
i 9 : i

q
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16.2.5 Divergence de Bregman invariante construite sur ’entropie
générale.

L’expression de cette divergence est donnée par (224), et I'opposé de son
gradient est donnée par (225); I’algorithme (281) s’écrit ici :

"t = aF kP HT la< D (2yp)" ( sz ) = @) )

(@b 5,4

((5:1)1)) (ZZ: Z J,f (p(q’“)” - Z@(éi-“)“ — (@) + Z(q?)”ﬂ

(305)

La décomposition permettant d’écrire un algorithme multiplicatif s’écrit en ef-
fectuant successivement les étapes (285) puis (286) : :

Uk — gt [a(tl—_bl)) (Zg.z;];?)a (p(qk)a_2 " Z((ﬁ)a)

\b
+b((al_bb)) (%Z ],3 (p(q’“)b2 + Z(q?)bﬂ >0 (306)

vE = 0T [a((;_bl)) (%ZI’? (Zp (@) + (qk)“1>

b1 — b) (5, p7)" .
HMCEDIXY (Zp(ql)b +@) >]>0 (307)

i

* Cas particulier de la divergence de Bregman/Tsallis invariante.
Compte tenu du fait que pour ce type d’entropie, le facteur d’invariance nominal
peut se calculer explicitement et conduit & un algorithme simplifié, on détaille
ici, ce cas spécifique.

On rappelle que 'expression du facteur d’invariance nominal est donné par la
relation (222).

Ceci conduit a la divergence invariante (226) dont I’opposé du gradient est donné
par (227).

L’algorithme (281) s’écrit en conséquence :

Eye—1y\ ¢
P =P L oFah T [<Z pl(ql‘i ) p (qk)ti2

_ <W>t (qk)tll (308)
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La décomposition permettant d’écrire un algorithme multiplicatif est immédiate.
On notera que le terme (p ¢*~2) est un vecteur obtenu en faisant le produit
composante 4 composante des vecteurs p et qt_Q.

A titre de comparaison, on explicite ci aprés, I'algorithme analogue déduit de
Pexpression (305) en faisant @ = ¢t et b = 1 et qui correspond & un facteur
d’invariance non-nominal pour ’entropie de Tsallis.

%(pq],f lp(q’@)’f2 -2 m@)

o =gk 4 oF P HT
—(@)" "+ Z(q?)t] (309)

ou encore :

k k k k Z'(pj)t k k
2P = 2k 4 kg HTtii e p(@ )2+ § ()
i i

[srareae]l e

i
La décomposition permettant d’écrire un algorithme multiplicatif est immédiate.
16.2.6 Divergence de Jensen invariante construite sur ’entropie gé-

nérale.

L’expression de cette divergence est donnée par (247), et 'opposé de son
gradient est donnée par (248).
Cette derniére expression fait apparaitre les quantités :

Af=a| > p) {Z(q?>“+[ap+(1_a)qk]al}

?

b (311)
e\b— _ _ b1
+b Y p {(qk)b L)@ [epi+ (1 - a)(@)] }>0
j i
et
—k\a— — _ _ a—1
B*=a | > p; {(q’“) ") @) [ops + (1 - ) (@) }
’ ) Z (312)
_ _ b1
+b ij {Z(q?)b—k [ap) + (1 — a)(7")] } >0
J i
L’algorithme (281) s’écrit alors, avec un pas de descente “4”
gt = 2F 4 §Fak [UF — V] (313)
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Ici, on distingue 2 cas en fonction du signe de signe de (a—b), selon la procédure
décrite dans I’Annexe 2 :
* Si (a-b)>0

1—a Ak B*
k1 _ ok gk HT B 314
“ o >4 [a—b a—b} (314)

La décomposition permettant d’écrire des algorithmes multiplicatifs en effec-
tuant successivement les étapes (285) puis (286) s’écrit :

— k _ k
Uk = 2 O;HT{ 4 b}, —— e { b b} (315)
qu]' a— quj‘ a —

* Si (a-b)<0

xk+1:xk+6kxk1_o;HT[

2.9

La décomposition permettant d’écrire des algorithmes multiplicatifs en effec-
tuant successivement les étapes (285) puis (286) s’écrit :

— k _ k
Ub = L0 pT L)B } L ovk= Oy {bA } (317)
qu]' —a Zij —a

Afin de regrouper les deux cas, on a l’écriture synthétique suivante :

B Ak }

— 1
b—a b—a (316)

L (—a) [ A AF B B
= 1
N S [2(ab)+2|ab|+2(ba)+2|ba| (318)
. (l—a) o[ B B AF AF
= 1
i S {2(a—b)+2|a—b|+2(b—a)+2b—a (319)

A partir de cette écriture, U* et V¥ sont positifs et 'algorithme (313) s’en déduit
immeédiatement.

16.3 Divergences invariantes fondées sur ’entropie New-
ton. Algorithmes.

Pour toutes les divergences fondées sur I'entropie de Newton, les algorithmes
peuvent étre utilisés sous la forme de base (281), ou bien sous la forme pseudo
multiplicative (282), soit sous la forme purement multiplicative (283).

Les algorithmes fondés sur les divergences non-invariantes se déduisent sans
difficulté des expressions de I'opposé des gradients explicitées dans la section
(13.1).

Dans la présente section, on n’explicitera que les algorithmes fondés sur les
formes invariantes des divergences.

Dans ce cas, afin de respecter la contrainte de somme, les formes pseudo-
multiplicatives ou purement multiplicatives impliquent d’effectuer successive-
ment les étapes (285) puis (286).
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16.3.1 Divergence de Csiszir/Newton invariante

L’expression de cette divergence est donnée par la relation (255), et 'opposé
est donnée par ’expression (256) ; en conséquence

du gradient par rapport & "g"
les algorithmes (281), (282) et (283) se déduisent des expressions
LS e [P (P
UF= &L/ T | o+ (& >0 (320)
20 |7\
et
1Xp _ Di
Vhk=_&=lo g7 Pi—+1| >0 (321)
23 a4 Zl: a"

16.3.2 Divergence de Bregman/Newton invariante

L’expression de cette divergence est donnée par la relation (262), et 'opposé
est donnée par I’expression (263) ; ; en conséquence

du gradient par rapport a "¢"
les algorithmes (281), (282) et (283)se déduisent des expressions

|12 (lel
Uk =H [221q1+ S <+Xl:q, >] >0 (322)

et
E_ 1 lel D (Zl pz Z
Vi [2 Zl ql < > * Zl Ql (q " P )] -0 (322)

16.3.3 Divergence de Jensen/Newton invariante

L’expression de cette divergence est donnée par la relation (271), et 'opposé
a "g" est donnée par lexpression (272) ; en conséquence

du gradient par rapport a "¢
lalgorithme (281) s’écrit avec un pas de descente "§"
R = g 4 sk 2k (UF - VF) (324)

X

Avec :

(E ){ qz)+p}

ijf {Zqiklog [opi + (1 = a) @] +logq H =0
i (325)
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et

VE=HT [2a(1-a) (ZZ ;c) {;m%k+qk}

~(1-a) %Z} {Zqﬁlogqﬁ +1log [ap + (1 —a)q’“]H >0

i

17 Annexe 1

Nous résumons ici les expressions de 'opposé des gradients aD des différentes
divergences examinées dans les sections précédentes, dans le but de mettre en

évidence des formes synthétiques spécifiques de ces expressions.
17.1 Divergences de Csiszar.

Ces expressions peuvent s’écrire Vj sous la forme synthétique :

Pix, -1 (327)
g

Avec pour X}, les expressions suivantes :

— Entropie de Shannon : X; =1

t—1
— Entropie de Tsallis : X; = (—)

qj

K -K
— Entropie de Kaniadakis : X; =1 (p—f) +1 (ﬂ)

z—1 1_1
— Entropie de Abe :  X; = 25 (p—) 4+ 1 (&)

TSl 2 (p; 2y 1 (p; -
— Entropie “y” 1 X; = 3 (4) +1 (7)

b—1
— Entropie générale : X; = 4= (p—) + 1—2 (&)

— Entropie de Newton : X; = (p—

17.2 Divergences de Csiszir duales.

Dans le but d’avoir une écriture synthétique pour les expressions de 'op-
posé des gradients, on effectue d’abord les changements d’écriture suivants (qui
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peuvent sembler un peu tortueux) :
Pour ’entropie de Shannon :

—1 —1
st = [os 1] w1 =3 [ () - (3) ] 00

Pour Intropie de Tsallis :

i () 1 pi |t (7" AN
{u(é) _lt:|+1:qj|:1t(q;) —ﬁ<?j) }+1

Alors les expressions de 'opposé des gradients peuvent s’écrire Vj sous la forme
synthétique :

Pip4 (328)
4

Avec pour T}, les expressions suivantes :

-1 -1
— Entropie de Shannon : T, = (m) log 22 — (p—7>
J J

2}

—t -1
— Entropie de Tsallis : T = L (p—) - ﬁ (p—)

K-1 —K-1
— Entropie de Kaniadakis : T; = 1=K (&) - LK (&)

qaj 4j
. 52 p; —z 1 ) _i
— Entropie de Abe : T; = 1% (q—j - 1= (i)
~y—1 2v—1
_ e ar . o — 1= (Pj _ 142y (pi
Entropie “y” : T; = g (qj) e (qj)
N\ K—r N\ —K—-r—-1
— Entropie a 2 paramétres : 7; = 1K (Z—;) — K (%)
; b (pi) " a (i)
— Entropie générale : T; = 2 (i) - -2 (i)
—1
— Entropie de Newton : T; = 1 (p—> log (p—) -1
q; q;j
17.3 Divergences de Bregman.
Ces expressions peuvent s’écrire Vj sous la forme synthétique :
{pj - ] Z (329)
4;

Avec pour Z;, les expressions suivantes :

— Entropie de Shannon : Z; =1
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— Entropie de Tsallis : Z; =¢ qt !

— Entropie de Kaniadakis : Z; = %QJK + %qj_K
. 11

— Entropie de Abe : Z; = Zﬁ_lqj b ﬁ%z

— Entropie “y” : Z; = 2(274_1)(1]% +1 = q]

— Entropie a 2 parameétres :

2K 2K

_ ja odNné . . _a’—a, a1 b—b2 b—1
Entropie générale : Z; = S =tq; ™ + 7545

— Entropie de Newton : Z; = % +qj

17.4 Divergences de Bregman duales.

Z; = (r+K)(A+r+K) 7‘+K+(’I” K)(14r— K)qr K

J

Une forme synthétique générale n’est pas simple & écrire, méme si on observe

une analogie certaine entre ces expressions qui peuvent s’écrire Vj :

— Entropie de Shannon : log % = log p; — log g;

— Entropie de Tsallis : %_t [p§ q§ 1]

— Entropie de Kaniadakis : 12"}? (pj —q; Ky — %(p;K - QJK)
. z—1 z—1 1 éfl %71

— Entropie de Abe : 3 (p] ¢ ) mxP;  —a )

— Entropie “+” : 27“ (pj - 1132‘7> - 13_77 (pgﬂ - %’77)

— Entropie & 2 parametres :

e (O B (i

p] q] 2K

— Entropie générale :

— Entropie de Newton : (p;—g;)+3 log z—j = (pj + 3 logp;)—(q;

18 Annexe 2

14+r+K ( r+K ’r‘JrK) 14r—K ( r—K
2K J

+310g4;)

On précise dans cette section la procédure permettant de tenir compte du
signe de a — b lorsque 'opposé du gradient d’une divergence "D" par rapport a

"q" s’écrit sous la forme :

oD Aj B;
—~ _z J J
[a—b a—b

8(]]' B
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Avec Z > 0,A4; > 0,B; > 0,C > 0.
Le probléme est d’écrire :

oD
=R, -5, 331
aqj J J ( )
On distingue les cas :
*Sia—b>0, on aura :
_ 44 o _, B
Rj=C+2-"0 5 §=7— (332)
*Sia—b<0, on aura :
_ Bi o _ 4
RJ_C+Zb—a ; Sj_Zb—a (333)

On peut s’en tenir 14, mais si on veut avoir des expressions de R; et S; utilisables
quelque soit le signe de a — b, on peut écrire :

Z [ A A, Z [ B B,
4 z 4
R C+2 {a—b+|a—b|]+2 b—a |b—d (334)
Z[ B B Z[ 4 A
_Z 4 335
5i 2 {a—b+a—b]+2 [b—a+|b—a| (335)

19 Annexe 3

On développe ici les algorithmes correspondant spécifiquement a la diver-
gence de Jensen/Shannon qui présentent de réélles particularités.
On rappelle lexpression de 'opposé du gradient par rapport a "¢" (14) :

9JS (pllg) 4
- =(a—1log | ———— 336
S = (o~ 1ylog | 8 | () (336)
Ce qu’on notera :
—M:QLLJ-—LLJ- (337)
8Qj

Un algorithme non-multiplicatif (277) s’écrira a I'itération "k" :

k
B = ok PR HT Y (00— 1)1 [q ]} 338
x T {(a ) log ap; F(l—a)dh (338)

Afin de proposer d’autres formes algorithmiques, on s’appuiera sur ’analyse de
la section (6.4), en se plagant a U'itération "k"

k
* Pour les composantes telles que m >1 = LL? >0, ona:
i i
Rj=aLLf>0; S;=LLE>0 (339)
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k
95 k .
o, Ty <1 =LL;<0,ona:

* Pour les composantes telles que

Rj=-LLy>0 ; Sj=-aLLl>0 (340)

Clairement la décomposition de I'opposé du gradient change d’une composante
a lautre; cela peut se synthétiser en utilisant la décomposition (18) qu’on rap-
pelle ici :

« « 1 1
Rj = §LL+ 5 ‘LLJ| — §LLJ + 5 |LLJ| >0

(0% (0%

1 1 (341)
Sj = iLLj + 3 |LLj| — §LLJ‘ + 3 |LLj| > 0()

En conséquence, on peut proposer un algorithme pseudo multiplicatifs qui s’écrira
ici :

(342)

S ks g {HT (0 =) LLF + (a+ 1) [LLY]] 1}

HT[(1—a)LLF + (a+ 1) |LLF|]
En revanche, un algoritme purement multiplicatif correspondant a "§% = 1"

s’écrira :
Rk {HT [(— 1) LLF + (ar+ 1) |LLF|] }

HT[(1—a)LL + (a+ 1) |LL*] (343)

Bilan du comportement de ces algorithmes :

* 1 - Il apparait que les algorithmes (338), utilisant 1’expression de opposé
du gradient (336) (non décomposé), ne posent pas de probléme particulier, c’est
une situation analogue a celle de la section (6.2).

* 2 -1l en est de méme pour les algorithmes pseudo-multiplicatifs (342) s’ap-
puyant sur la relation (341) du fait de l'utilisation d'un pas de descente "§*"
qui permet de controler la convergence.

* 3 - En revanche, on a pu observer que les algorithmes purement multipli-
catifs (343) pour lesquels le pas de descente est fixé & "1" posent des problémes
et sont inutilisables pour les valeurs de "a" qui ne seront pas proches de "1".

20 Annexe 4

On montre ici une utilisation erronée des propriétés du Logarithme déformé
vis & vis du Logarithme naturel.
Ceci tient essentiellement au fait que la propriété du Logarithme naturel :

log (a.b) = loga + logb (344)
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n’est plus vraie pour le Logarithme déformé :
log,; (a.b) # log, a + log, b (345)

Un exemple d’erreur que ¢a pourrait induire est le cas de la Gamma divergence :
En faisant référence au document hal — 01745256 version 3 la Beta divergence
invariante a été écrite sous la forme :

A
1 g
BI (pllq) = m ZPZ\ - (EZ(J{\ Zq{\ (346)
\Z,_/ — —— !
A B C

Si, sur chacun des deux termes de la différence on applique la fonction Loga-
rithme naturel, on obtient :

LBI (pllq) = [log A —log (B.C)] (347)

1
A(A=1)
Puis, en utilisant la propriété (344), on obtient ’expression de la Gamma diver-
gence de Fujisawa et Eguchi :

LBI (pllq) = [log A —log B —log C] (348)

1
A(A=1)
En revanche, si & partir de (346), on applique sur les 2 termes de la différence,
la fonction Logarithme déformé, on obtient I’expression :

LqBI (pllq) = A —log, (B.C)] (349)

L 1

m [log,
Si on s’en tient la, l’algorithme développé sur la base de cette divergence per-
mettra de respecter spontanément la contrainte de somme des inconnues; c’est
la propriété classique des divergences invariantes.
Au contraire, la relation (345) interdit de franchir la derniére étape, c’est a dire
plus précisément, que le fait de remplager brutalement les Logarithmes naturels
par des Logarithmes déformés dans la divergence (348) conduit & quelque chose
d’incorrect "a priori", dans la mesure ou un algorithme construit sur la base
d’une telle divergence ne permettra pas de respecter la contrainte de somme.
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