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Résumé
Les robots étudiés dans cet article sont à base fixe et déplaçant
un outil à l’aide d’une ou plusieurs chaînes articulées reliée à leur
base. Les robots cuspidaux ont la capacité de changer de posture ou
de mode d’assemblage sans jamais franchir une singularité. Ces
robots sont longtemps restés méconnus alors qu’ils sont les plus
nombreux. Cet article traite des robots cuspidaux sous des aspects
tant fondamentaux qu’applicatifs. Il aborde les questions impor-
tantes soulevées par ces robots pour la conception et la planifica-
tion de trajectoires. L’identification de tous les robots cuspidaux
reste encore une question ouverte. L’article propose une classifica-
tion complète d’une famille de robots sériels à trois articulations
et aborde le cas des robots d’architectures plus complexes comme
les robots parallèles.

Abstract
The robots studied in this article are fixed-base manipulators mo-
ving a tool through one or more articulated chains connected to
their base. Cuspidal robots can change their posture or assembly
mode without ever passing through a singularity. For a long time,
these robots have remained unknown even though they are more
numerous. This article deals with the fundamental and applica-
tion aspects of cuspidal robots. It addresses the important issues
raised by these robots for the design and planning of trajectories.
The identification of all cuspidal robots is still an open issue. The
paper proposes a complete classification of serial robotswith three
joints and addresses the case of robots with more complex archi-
tectures such as parallel robots.

Mots-clés
Robots sériels, Robots parallèles, Singularités, Planification de tra-
jectoire.

Keywords
Serial robots, Parallel robots, Singularities, Trajectory planning.

1



Table des matières
1 Préliminaires 3

1.1 Types de robots étudiés . . . . . . . . . 3
1.2 Postures et modes d’assemblage . . . . 3
1.3 Singularités . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4 Aspects . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Robot cuspidal : définition, identification et
propriétés 5
2.1 Définition et exemple . . . . . . . . . . 5
2.2 Changement de posture singulier et non

singulier . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3 Identification des robots cuspidaux . . . 7

3 Faisabilité de trajectoires 8
3.1 Régions t-parcourables pour un robot

non cuspidal . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2 Régions t-parcourables pour un robot

cuspidal . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3 Influence des limites articulaires . . . . . 10

4 Enumération et classification des robots cus-
pidaux et non-cuspidaux 11
4.1 Conditions géométriques simples condui-

sant à des robots non-cuspidaux . . . . 11
4.2 Classification des robots 3R orthogonaux 11
4.3 Condition nécessaire et suffisante de cus-

pidalité d’un robot 3R orthogonal . . . . 12
4.4 Cas des robots à 6 articulations . . . . . 12

4.4.1 Robots à poignet rotule . . . . . 12
4.4.2 Robots sans poignet rotule . . . 14

4.5 Règles de conception d’un robot . . . . 15

5 Étude de quelques robots parallèles cuspi-
daux 16
5.1 Les aspects pour les robots parallèles . . 16
5.2 Robot parallèle cuspidal . . . . . . . . . 16
5.3 Identifier les robots parallèles cuspidaux 18
5.4 Classification des robots parallèles . . . 18
5.5 Faisabilité de trajectoires pour les robots

parallèles . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
5.5.1 Impact des changements de

mode d’assemblage . . . . . . . 20
5.5.2 Taille des régions t-parcourables 22

5.6 Cas des robots à 6 degrés de liberté . . 23
5.7 Cas d’un robot parallèle cuspidal sans

point cusp . . . . . . . . . . . . . . . . 24

6 Conclusion 26

Introduction

Lorsqu’un nouveau robot doit être implanté dans un site
de production, il doit faire l’objet d’un choix initial de
son architecture cinématique (sérielle ou parallèle, choix
du nombre et des types d’axes ...) et, dans un second
temps, il doit être programmé et piloté afin que l’outil
qu’il manipule puisse suivre convenablement les trajec-
toires de consigne qui auront été définies pour réaliser
les tâches demandées. La plupart des robots sériels ont

la possibilité d’atteindre une cible de leur espace de tra-
vail selon plusieurs postures, par exemple avec les pos-
tures “coude haut” et “coude bas”. Un changement de
posture peut être opéré pour éviter une limite articu-
laire sur un axe ou une collision avec un obstacle. Il a
longtemps été admis que le robot devait alors néces-
sairement franchir une configuration singulière au cours
d’un changement de posture, à l’image de ce qui se passe
pour la plupart des robots industriels : la configuration
singulière “bras tendu” doit toujours être franchie pour
passer entre les postures “coude haut” et “coude bas”.
Si cette propriété est effectivement observée sur la plu-
part des robots qui ont des particularités géométriques
(axes parallèles ou concourants), elle s’avère fausse pour
de nombreux autres robots. Dès lors, plusieurs questions
cruciales se posent, tant pour l’utilisateur que pour le
concepteur. Comment savoir si le robot a bien cette pro-
priété ? Si ce n’est pas de cas, comment savoir si le robot
a changé de posture ? Quels sont les robots qui ont cette
propriété ?
Cet article se propose de répondre à ces questions. Un
robot cuspidal est défini comme un robot qui peut chan-
ger de posture sans franchir une configuration singu-
lière. La plus grande part de cet article traite des robots
de type sériel. Il propose une méthodologie permettant
d’identifier les robots cuspidaux et décrit de façon ap-
profondie leur mécanisme de changement de posture.
Une attention plus particulière est accordée à une fa-
mille de robots à trois articulations pivot d’axes ortho-
gonaux deux à deux. Ces robots peuvent constituer des
alternatives intéressantes aux robot usuels. Il est donc
important de pouvoir les classifier en robots cuspidaux
et non cuspidaux. Les robots à six articulations sont
plus difficiles à analyser et font encore l’objet de travaux
de recherche au moment de la rédaction de cet article.
Ils sont principalement abordés au travers de quelques
exemples de robots 6R cuspidaux, dont certains sont
utilisés dans l’industrie comme robots de peinture. Le
cas des robots d’architecture parallèle, plus délicat, est
également abordé. On analyse des exemples de robots
parallèles plans, sphériques et à 6 degrés de liberté, ca-
pables de changer de mode d’assemblage sans franchir
une singularité. L’article propose enfin une discussion sur
l’intérêt des robots cuspidaux.
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Bref historique des robots cuspidaux
La toute première mention d’un changement de pos-
ture non singulier remonte à 1988 par deux chercheurs
de l’Université de Bologne [PI88] qui mettent en évi-
dence ce phénomène de façon numérique sur deux ro-
bots sériels différents à 6 articulations pivot. Cette ré-
vélation passa inaperçue et fut même parfois considérée
comme fantaisiste. Il faut dire qu’à l’époque, la commu-
nauté était convaincue que tout robot devait nécessaire-
ment franchir une singularité pour changer de posture,
comme c’était le cas pour tous les robots industriels.
Deux ans auparavant, une preuve mathématique - qui se
révéla fausse par la suite- avait même été produite pour
confirmer cette hypothèse [BL86]. Peu après la révéla-
tion des chercheurs de Bologne, J.W. Burdick (Univer-
sité de Stanford, Californie) confirma les révélations des
italiens dans sa thèse de doctorat, cette fois sur plusieurs
robots sériels à 3 articulations pivot. Ce n’est qu’en 1992
qu’un nouveau formalisme est proposé pour les robots
sériels capables de changer de posture sans passer par
une singularité [Wen92], en pointant une erreur dans la
démonstration qui avait été produite dans [BL86]. Il a
fallu de nombreuses années avant que la communauté
scientifique ne commence à accepter l’existence de ro-
bots cuspidaux. Le terme robot cuspidal a été introduit
en 1995 avec la démonstration de l’existence d’un point
"cusp" (voir figure 7) sur le lieu des singularités des ro-
bots sériels cuspidaux à 3 articulations pivot [EW95].
Finalement, une classification exhaustive des robots sé-
riels à 3 articulations pivots d’axes orthogonaux a été
réalisée en 2004 [BWC04]. Un article de synthèse sur
les robots sériel cuspidaux a été publié dans [Wen07]
Les études sur les robot parallèles cuspidaux ont été
initiées en 1998 [CW98] et sont majoritairement limitées
aux robots plans.

1 Préliminaires

1.1 Types de robots étudiés
Deux grandes catégories de robots sont étudiées dans
cet article. La première regroupe les robots sériels, dont
l’organe terminal (un outil ou une pince) est relié à une
base fixe par l’intermédiaire d’une seule chaîne cinéma-
tique articulée (Figure 1, gauche). La seconde catégorie,
les robots parallèles [CB15], déplacent une plate-forme
portant l’organe terminal par l’intermédiaire de plusieurs
chaînes cinématiques articulées montées en parallèle (Fi-
gure 1, droite). La plus grande partie de l’article (cha-
pitres 2, 3 et 4) sera consacrée aux robots sériels, et
plus particulièrement aux robots de type 3R, c’est-à-dire
dont la chaîne articulée est composée de trois articula-
tions de type pivot (ou rotoïde, “revolute” en anglais,
d’où la lettre “R”) comme sur la figure 1 à gauche.
Enfin, tous les robots étudiés dans cet article sont non-
redondants, c’est-à-dire que leur nombre degrés de li-
bertés (leur nombre d’articulations motorisées) est égal
au nombre de coordonnées décrivant la tâche. C’est le
cas des deux robots à 3 degrés de liberté de la figure 1
où la tâche est définie par trois coordonnées de position
dans l’espace.
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Figure 1 – Robot sériel de type 3R (à gauche), robot
parallèle à 3 jambes télescopiques (à droite).

Figure 2 – Quatre postures d’un robot
anthropomorphe identifiables par la position
du coude et de l’épaule.

1.2 Postures et modes d’assemblage

Posture : pour un robot sériel, le terme posture définit
une configuration articulaire permettant à l’organe ter-
minal du robot d’atteindre une cible donnée dans son
espace de travail. Une posture est donc associée à une
solution au modèle géométrique inverse.

Pour les robots industriels courants, une posture peut
être facilement identifiée. Pour un robot anthropo-
morphe tel que celui de la figure 2, par exemple, ces
postures peuvent être identifiées par la position du coude
(haut ou bas), de l’épaule (droite ou gauche) et du poi-
gnet (pronation ou supination). Le nombre total de com-
binaisons s’élève à 23 = 8 postures distinctes. La figure 2
montre les quatre postures qui peuvent être identifiées
par la position du coude et de l’épaule.
Mode d’assemblage : pour un robot parallèle, le terme
mode d’assemblage définit une solution au modèle géo-
métrique direct, c’est-à-dire une position et/ou orienta-
tion de la plate-forme mobile du robot correspondant
aux variables articulaires motorisées.

La figure 3 montre les six modes d’assemblage d’un ro-
bot parallèle plan à trois jambes télescopiques. Pour un
jeu de longueurs données des jambes (Ai ,Bi), la plate-
forme triangulaire (B1,B2,B3) peut prendre six posi-
tions et orientations différentes dans le plan.

1.3 Singularités
On rappelle brièvement ici le concept de singularité, leur
rôle étant essentiel pour les robots cuspidaux. Une sin-
gularité d’un robot sériel définit une configuration arti-
culaire à partir de laquelle le robot ne peut plus produire
certains déplacements. De plus, au moins deux solutions
géométriques inverses coïncident lorsque le robot est sur
une singularité. La figure 4 en haut montre un robot an-
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Figure 3 – Les six modes d’assemblage d’un robot parallèle plan à trois jambes télescopiques.

thropomorphe (représenté sans son poignet) en singula-
rité de type “bras tendu” : localement, un déplacement
le long de la direction du bras n’est alors pas possible.
Sur cette singularité, les deux solutions inverses asso-
ciées aux postures “coude haut” et “coude bas” mon-
trées en bas de la figure 4 coïncident. Les singularités
génèrent des frontières dans l’espace de travail qui ne
peuvent généralement pas être franchies, car situées au
bord de l’espace de travail. La singularité “bras tendu”,
par exemple, définit la limite d’accessibilité du robot.

On voit que pour le robot de la figure 4, la transition
entre les deux solutions coude haut et coude bas se fait
nécessairement en traversant la singularité bras tendu.

Les robots parallèles peuvent avoir plusieurs types de
singularité. Dans cet article, on ne considérera que des
robots parallèles avec des singularités de “type 2”, éga-
lement appelées “singularités parallèles” [CB15]. Sur ces
singularités, le robot parallèle a certains mouvements qui
ne peuvent plus être contrôlés. De plus, au moins deux
de ses modes d’assemblage coïncident.

1.4 Aspects

Les aspects ont été définis initialement pour les robots
sériels par Borrel [BL86]. On rappelle la définition
ci-après pour les robots non-redondants.

Coude haut

Coude bas

Figure 4 – Robot anthropomorphe en singularité “bras
tendu” (en haut) où les deux solutions
inverses associées aux postures “coude
haut” et “coude bas” (en bas) coïncident.
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Les aspects pour les robots sériels non-redondants :
Soit D le domaine articulaire accessible :

D = {q|qimin ≤ qi ≤ qimax ,∀i ∈ [i , n]} (1)

où q = [q1, .., qn] est le vecteur des n variables articu-
laires des articulations motorisées.
Soit X = [x1, .., xn] un choix de coordonnées opéra-
tionnelles définissant la pose de l’organe terminal. Ces
coordonnées sont reliées aux variables articulaires par
l’opérateur géométrique f défini par X = f(q), soit
xi = fi (q), i = 1, ..,n.
On appelle aspects, les domaines Aj de D tels que :
— Aj est connexe ;

— ∀q ∈ Aj, det(J) 6= 0 où J =
[

∂fi
∂qi

(q)
]
est la matrice

jacobienne du robot.

Les aspects sont délimités par les singularités et les li-
mites articulaires lorsqu’elles existent. Pour les robots
sériels non redondants, les aspects ainsi définis sont les
plus grands domaines de D exempts de toute singularité.
Pour la plupart des robots industriels (et plus précisé-
ment comme on le verra plus tard, pour tous les robots
non cuspidaux), les aspects constituent les domaines
d’unicité de l’opérateur géométrique f, c’est-à-dire qu’il
n’y a qu’une seule solution inverse dans chaque aspect.
Les aspects ont été généralisés par la suite aux robots
parallèles [Cha98].

Exemple 1 : Aspects d’un robot 3R
Soit un robot de type 3R comme sur la Figure 1 à
gauche, dont les paramètres géométriques sont :
d2 = 1, d3 = 2, d4 = 1.5, r2 = 1, r3 = 0,
α2 = −90◦ et α3 = 90◦. Les dimensions sont
données sans précision d’unité, sans importance
pour la compréhension de l’exemple. Ce robot est
dit orthogonal car ses axes sont orthogonaux deux
à deux. On suppose de plus que le robot n’a pas
de limites articulaires. Ce robot sera utilisé dans la
plupart des exemples tout au long de cet article.
On montre que le déterminant de la matrice jaco-
bienne J de ce robot peut s’écrire sous la forme
d’un produit de deux facteurs (voir par exemple
[El 96]) :

det(J) = (d3 + cos(θ3)d4) (2)
(cos(θ2)(sin(θ3)d3 − cos(θ3)r2) + sin(θ3)d2)

On voit que les singularités, définies par det(J) =
0, ne dépendent pas de θ1, ce qui est toujours le
cas lorsque la première articulation est de type pi-
vot. On peut donc représenter l’espace articulaire
dans le plan (θ2, θ3). Le premier facteur de det(J)
ne peut pas s’annuler ici car d4 < d3. Le second
facteur définit deux courbes de forme identique et
translatées l’une par rapport à l’autre de π selon
l’axe des θ3. Les singularités divisent alors le do-
maine articulaire en deux aspects (en vert et en
bleu sur la figure 5 à gauche). En effet, comme il
n’y a pas de limites articulaires, il convient d’iden-

tifier les cotés opposés du domaine articulaire.
Dans l’espace de travail qui est de dimension 3,
les singularités définissent des surfaces frontières.
Comme les singularités ne dépendent pas de θ1 et
qu’il n’y a pas de limite articulaire, l’espace de tra-
vail est symétrique autour de l’axe 1 du robot. Il
est donc suffisant de n’en représenter qu’une demi-
section dans un plan passant par cet axe. Une telle
section, appelée section génératrice, peut être défi-
nie dans le plan (ρ, z) où ρ =

√
x2 + y2. L’espace

de travail total peut être obtenu en faisant tour-
ner cette section de 360° autour de l’axe 1 du ro-
bot. Pour le robot étudié, les singularités génèrent
deux courbes fermées dans la section génératrice
de l’espace de travail. L’une définit la frontière
extérieure, l’autre marque une frontière intérieure
entre une zone centrale accessible avec 4 postures
et une zone périphérique accessible avec 2 pos-
tures (figure 5 à droite).

A retenir : Les robots sériels (resp. parallèles) possèdent
plusieurs solutions géométriques inverses appelés pos-
tures (resp. plusieurs solutions géométriques directes ap-
pelées modes d’assemblage). Les singularités sont d’une
importance fondamentale pour l’analyse du comporte-
ment des robots. Outre leur effet sur les déplacements
possibles, elles divisent le domaine articulaire des robots
sériels en domaines sans singularité appelés aspects.

2 Robot cuspidal : définition,
identification et propriétés

2.1 Définition et exemple

Robot cuspidal : Un robot est dit cuspidal s’il peut
changer de posture sans passer par une singularité. Il y
a donc plusieurs solutions dans un seul aspect. Autre-
ment dit, cet aspect n’est plus un domaine d’unicité de
l’opérateur géométrique f.

Le nom “robot cuspidal” a été introduit en lien avec la
condition d’existence d’un point singulier particulier de
l’espace de travail appelé point cusp. On montre que si
un point cusp existe, alors le robot est cuspidal [EW95].
La classification exhaustive des robots 3R orthogonaux
qui a été réalisée par la suite, montre que l’existence
d’un point cusp est aussi une condition nécessaire pour
ces robots [BWC04], [Bai04]. Beaucoup plus récem-
ment en mars 2021, une preuve mathématique qu’il
en est de même pour tous les robots 3R venait d’être
établie dans le cadre du projet ANR France-Autriche
"ECARP" (https ://ecarp.lip6.fr/, projet en cours et
preuve non encore publiée au moment de la rédaction
de cet article). Cependant, on sait que cette condition
nécessaire d’existence d’un point cusp ne tient plus
pour les robots parallèles (voir §5.7).
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Figure 5 – Robot 3R cuspidal : les 2 aspects du
domaine articulaire (à gauche, untés en
radians) et section génératrice de l’espace
de travail (à droite). On montre une
trajectoire de changement de posture non
singulier

Point cusp : Un point cusp (aussi appelé “fronce”) est
l’une des deux singularités stables formées lorsque l’on
projette une surface pliée sur un plan, l’autre singularité
étant un “pli” (“fold” en anglais) [Whi55]. Ces singula-
rités sont dites stables car elles ne disparaissent pas sous
l’effet d’une petite perturbation de la surface.

Exemple 2 : Robot 3R cuspidal
Reprenons le cas du robot 3R de l’exemple 1 (d2 =
1, d3 = 2, d4 = 1.5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = −90◦

et α3 = 90◦).
On montre que le point X de coordonnées x = 2.5,
y = 0, z = 0, 5 dans le repère (O, x , y , z) (voir
figure 5 à droite) est accessible selon quatre pos-
tures correspondant aux configurations articulaires
suivantes (valeurs exprimées en radians) :

q1 = [−1.8,−2.8, 1.9]t , q2 = [−0.9,−0.7, 2.5]t

q3 = [−2.9,−3,−0.2]t , q4 = [0.2,−0.3,−1.9]t

Les postures sont représentées en figure 6.
D’après la figure 5, on voit que les configura-
tions q2 et q3 appartiennent au même aspect.
Par conséquent, le passage de l’une à l’autre
peut se réaliser sans franchissement de singulari-
tés, par exemple à l’aide d’une trajectoire linéaire
(à gauche). La trajectoire reliant q2 et q3 génère
alors une boucle dans l’espace de travail (à droite).

On montre que trois solutions coïncident lorsque le robot
se trouve sur un point cusp. Cette propriété est très
importante car elle permet de rechercher les points cusps
comme les racines triples du polynôme caractéristique
du modèle géométrique inverse.
Sous l’effet de l’opérateur géométrique f, le domaine ar-
ticulaire est “plié” le long des singularités du robot pour
former plusieurs “couches”, puis projeté dans l’espace de
travail, formant des lignes de pli. Chaque couche corres-
pond à une solution géométrique inverse du robot. La

Figure 6 – Les 4 postures du robot 3R au point
x = 2.5, y = 0, z = 0, 5.

Figure 7 – Les deux singularités stables de type “fold”
(à gauche) et “cusp” (à droite) obtenues en
projetant une surface pliée sur un plan. A
gauche, le pliage forme un simple pli ; à
droite, il forme une fronce.

figure 7 illustre ce phénomène à l’aide d’une surface,
représentant le domaine articulaire, se projetant sur un
plan, représentant l’espace de travail. Avec un pliage en
simple pli (à gauche), la zone à gauche de la ligne de pli
dans le plan de projection (l’espace de travail) résulte
de la projection de deux couches, correspondant à deux
solutions inverses. Lorsque le pliage forme une fronce
comme sur la figure 7 à droite, la projection donne deux
lignes de pli qui se rejoignent en un point cusp, formant
un point de rebroussement. Dans le plan de projection,
la zone à l’intérieur des deux lignes de pli convergentes
résulte de la projection de trois couches, correspondant
à 3 solutions inverses.

2.2 Changement de posture singulier et
non singulier

Un robot non cuspidal comme le robot anthorpomorphe
de la figure 4 ne peut effectuer que des changements de
posture singuliers. Lors d’un tel changement de posture,
le robot effectue une trajectoire d’aller-retour vers une
frontière de son espace de travail : en passant de la
posture “coude haut” à la posture “coude bas”, le robot
anthropomorphe passe par la singularité “bras tendu”.
Ce faisant, l’organe terminal se déplace vers la frontière
extérieure de son espace de travail, l’atteint puis repart
vers sa pose initiale.
Pour un robot cuspidal, la figure 5, à droite, montre
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Figure 8 – Pliage des deux aspects dans l’espace de
travail pour le robot 3R orthogonal et
trajectoire de changement de posture non
singulier autour d’un point cusp

qu’un changement de posture non singulier s’effectue
en tournant autour d’un point cusp [EW95]. Pour mieux
comprendre ce phénomène, il est utile de montrer com-
ment, pour ce robot 3R orthogonal, le domaine arti-
culaire est “plié” avant d’être projeté sur l’espace de
travail. Pour cela, on peut faire apparaître les “couches”
associées aux différentes solutions géométriques inverses
en traçant la section génératrice de l’espace de travail
comme une surface dans l’espace (ρ, z , cos(θ2). La coor-
donnée supplémentaire cos(θ2) permet de distinguer les
différentes solutions inverses qui apparaissent alors sur
des couches différentes. Le motif de pliage du domaine
articulaire étant plus complexe que celui schématisé en
figure 7, il est nécessaire de séparer le représentation se-
lon les deux aspects (figure 8). Il faut imaginer le schéma
de pliage global en considérant que les deux surfaces
correspondant aux deux aspects font en réalité partie
d’une même surface pliée au niveau des bords extérieurs
et d’une partie des bords intérieurs. La représentation
séparée montre comment on peut passer d’une solution
à l’autre dans un même aspect en contournant un point
cusp.
Un robot cuspidal peut aussi effectuer un changement
de posture singulier. C’est le cas lorsque le robot de la
figure 5 doit changer de posture alors qu’il se situe dans
la zone périphérique de son espace de travail. Le ro-
bot n’y admet que deux postures, une par aspect. Le
changement de posture produira alors une trajectoire
d’aller-retour vers la frontière extérieure de l’espace de
travail, comme pour un robot non cuspidal. Lorsque le
robot est dans la zone centrale, il y a quatre postures,
deux dans chaque aspect. Si les postures initiale et fi-
nale sont dans deux aspects différents, le changement
de posture sera singulier. Le robot effectuera alors une
trajectoire d’aller-retour, soit vers la frontière intérieure
qui sépare la région centrale de la région périphérique,
soit vers la frontière extérieure. La figure 9 montre, à

Figure 9 – Changements de posture singulier et non
singulier d’un robot 3R cuspidal (dans
l’espace articulaire à gauche, dans l’espace
de travail à droite)

partir de la zone centrale, deux trajectoires de change-
ment de posture singulier (trajectoires d’aller-retour vers
la frontière intérieure à gauche et vers la frontière ex-
térieure à droite) et une trajectoire de changement de
posture non singulier (au centre, contournant le point
cusp supérieur droit).

2.3 Identification des robots cuspidaux
On sait que s’il existe un point cusp dans l’espace de
travail d’un robot, alors celui-ci est cuspidal. On sait
aussi que lorsque le robot est de type 3R orthogonal,
l’existence d’un point cusp est aussi une condition né-
cessaire. Autrement dit, s’il n’existe aucun point cusp
dans l’espace de travail d’un robot 3R orthogonal, alors
ce robot n’est pas cuspidal. Des méthodes numériques,
graphiques ou algébriques peuvent être utilisées pour
vérifier les conditions d’existence de points cusp. Elles
constituent une aide intéressante pour le concepteur
dans le choix d’un robot.
Étant donné que l’existence d’un point cusp prouve que
le robot est cuspidal, ceci peut être utilisé comme critère
de classification. On sait qu’un point cusp est associée
à une racine triple du polynôme caractéristique du mo-
dèle géométrique inverse. On peut donc rechercher ces
racines triples. S’il en existe au moins une, on peut affir-
mer que le robot est cuspidal. Les racines triples peuvent
être calculées par le système suivant :

P(t) = 0
∂P(t)

∂t = 0
∂2P(t)

∂t2 = 0

(3)

où P(t) est le polynôme caractéristique. Le système (3)
conduit à des équations de degré très élevé, difficiles à
résoudre de façon symbolique avec les outils mathéma-
tiques courants [El 96].

Exemple 3 : Robot 3R orthogonal
Considérons un robot 3R orthogonal tel que r3 =
0. En posant d2 = 1 sans perte de généralité (nor-
malisation), il ne reste que 3 paramètres à consi-
dérer : d3, d4 et r2. Le modèle géométrique direct
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s’écrit alors :
x = (d3 + d4 cos θ3)(cos θ1 cos θ2)
−(r2 + d4 sin θ3) sin θ1 + cos θ1

y = (d3 + d4 cos θ3)(sin θ1 cos θ2)
+(r2 + d4 sin θ3) cos θ1 + sin θ1
z = −(d3 + d4 cos θ3) sin θ2

(4)

Le modèle géométrique inverse s’obtient en éli-
minant deux des trois variables articulaires, par
exemple θ1 et θ2. On obtient alors l’équation sui-
vante [Pie68] :

m5 cos θ3
2 +m4 sin θ3

2 +m3 cos θ3 sin θ3
+m2 cos θ3 +m1 sin θ3 +m0 = 0

où  m0 = −x2 − y2 + r2
2 + (R+1−L)2

4
m1 = 2r2d4 + (L− R − 1)d4r2

m2 = (L− R − 1)d4d3
L = d32 + r32 + r22 + d42

R = ρ2 + z2

et


m3 = 2r2d3d4

2

m4 = d4
2(r2

2 + 1)

m5 = d3
2d4

2

(5)

Le polynôme caractéristique s’obtient en rem-
plaçant dans l’équation précédente les sinus et
cosinus par la tangente de l’angle moitié t =
tan(θ3/2). On obtient alors un polynôme de de-
gré 4 en t, dont les coefficients dépendent de R,
z , d3, d4, r2 [Bai04]. Pour savoir si le robot est
cuspidal ou non, ce polynôme doit admettre au
moins une racine triple réelle. Ceci est équivalent
à rechercher l’existence de solutions réelles au sys-
tème suivant :

P(t, d3, d4, r2,R, z) = 0
∂P
∂t (t, d3, d4, r2,R, z) = 0
∂2P
∂t2 (t, d3, d4, r2,R, z) = 0
∂3P
∂t3 (t, d3, d4, r2,R, z) 6= 0

(6)

où
— t, R, z sont les variables ;
— d3, d4, r2 sont les paramètres.
Pour le robot de l’exemple 1 (d2 = 1, d3 = 2,
d4 = 1.5, r2 = 1, r3 = 0, α2 = −90◦ et
α3 = 90◦), le système précédent admet 4 solu-
tions réelles. Dans le plan (ρ, z) correspondant à
une section génératrice de l’espace de travail, ces
valeurs sont :

C1 = [2.4655,−1.9987] C2 = [1.3555,−0.5047] (7)
C3 = [1.3555, 0.5047] C4 = [2.4655, 1.99872] (8)

La figure 10 montre ces 4 points cusps entourés
en vert.

z

C
1

C
2

C
3

C
4

Figure 10 – Les 4 points cusp du robot 3R (d2 = 1,
d3 = 2, d4 = 1.5, r2 = 1, r3 = 0,
α2 = −90◦ et α3 = 90◦)

A retenir : Si la plupart des robots sériels industriels
doivent franchir une singularité au cours d’un change-
ment de posture, cette propriété n’est pas vérifiée en gé-
néral sur un robot quelconque. Un robot qui peut chan-
ger de posture sans passer par une singularité est dit cus-
pidal : il possède alors plusieurs solutions dans un même
aspect. L’existence d’un point cusp dans son espace de
travail est une condition suffisante pour que le robot
soit cuspidal. Pour un robot 3R orthogonal, cette condi-
tion est également nécessaire. On peut ainsi identifier
un robot cuspidal en recherchant l’existence de points
cusp, ce qui se fait en résolvant un système d’équations
algébriques. Lors d’un changement de posture non sin-
gulier, l’effecteur du robot suit une trajectoire fermée
qui tourne autour d’un point cusp.

3 Faisabilité de trajectoires
3.1 Régions t-parcourables pour un robot

non cuspidal

Région t-parcourable : Une région de l’espace de tra-
vail est dite t-parcourable si toute trajectoire continue
dans cette région peut être parcourue par l’organe ter-
minal sans jamais quitter la trajectoire en cours de dé-
placement. Pour un robot non-cuspidal, les régions t-
parcourables sont les régions accessibles dans un même
aspect [WC91].

Pour un robot non cuspidal, il a été démontré que les
aspects définissent les régions t-parcourables [BL86],
[WC91]. Cette propriété est très intéressante pour l’uti-
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Figure 11 – Utilisation des régions t-parcourables pour
le placement de pièces

lisateur ou le concepteur d’un site robotisé car elle lui
donne une information globale sur les performances du
robot dans son espace de travail. En l’absence d’obs-
tacles susceptibles de gêner les mouvements du robot,
on peut obtenir les régions t-parcourables à partir de
leurs frontières. On trace l’image des singularités et des
limites articulaires dans l’espace de travail à l’aide de
l’opérateur géométrique direct f.

Exemple 4 : Utilisation des régions t-
parcourables
La figure 11 montre les deux régions t-
parcourables d’un robot SCARA qui correspondent
aux aspects θ2 < 0 (motif gris) et θ2 > 0 (mo-
tif pointillé). Le robot possède des limites articu-
laires, matérialisées par deux demi-segments ha-
churés sur chaque articulation. Les deux régions
t-parcourable se chevauchent (motif gris et poin-
tillé), leur frontière extérieure commune étant un
arc de cercle dont le rayon est la somme des deux
longueurs de bras et qui correspond à la singula-
rité “bras tendu” définie par θ2 = 0. Les autres
frontières des régions sont des arcs de cercles de
rayon plus petits définis par les limites articulaires.
Les frontières montrées en traits discontinus déli-
mitent la zone de chevauchement. Pour une tâche
de découpe de pièces en forme de “L”, le concep-
teur placera la pièce de telle sorte que la totalité du
contour se trouve intégralement dans une région
t-parcourable, ce qui est le cas pour le placement
du haut, mais pas du bas puisque les extrémités
du contour se trouvent alors dans deux régions t-
parcourables différentes.

3.2 Régions t-parcourables pour un robot
cuspidal

L’existence de robots cuspidaux a des conséquences ma-
jeures sur l’étude de faisabilité de trajectoires. En effet,
lorsqu’il existe plus d’une solution dans un aspect, celui-
ci ne garantit plus l’existence de trajectoires continues.

Figure 12 – Trajectoire dans un seul aspect qui n’est
pas faisable

La figure 12 montre une trajectoire totalement acces-
sible dans un même aspect du robot 3R orthogonal mais
qui n’est pourtant pas réalisable. Pour s’en convaincre,
on peut se reporter à la figure 8 : on voit que quelque
soit l’aspect choisi, le robot sera stoppé sur un bord in-
térieur de l’aspect. Plus généralement, on voit qu’il n’est
pas possible de traverser successivement les deux fron-
tières intérieures gauche et droite qui délimitent la zone
à 4 solutions.
Pour un robot cuspidal, les régions t-parcourables ne
peuvent donc plus être définies à partir des aspects. Il est
nécessaire de définir des nouveaux domaines d’unicité.
Pour cela, il faut introduire de nouvelles frontières qui
auront pour but de séparer les multiples solutions au sein
d’un aspect. Ces frontières sont appelées surfaces carac-
téristiques et sont définies pour chaque aspect [Wen04].
Les surfaces caractéristiques : Les surfaces caracté-
ristiques d’un aspect Aj , notées SC (Aj), sont définies
comme l’image réciproque dans Aj de l’image f(A∗

j ) des
frontières A∗

j qui délimitent Aj :

SC (Aj) = f−1(f(A∗
j )) ∩ Aj (9)

Avec :
— f : l’opérateur géométrique,
— A∗

j : les frontières de l’aspect Aj ,

— f−1(f(A∗
j )) =

{
q/f(q) ∈ f(A∗

j )
}
,

Pour mieux comprendre cette définition, prenons le cas
du robot 3R orthogonal. La figure 8 nous montre que,
dans un même aspect, chaque point d’une frontière in-
térieure de l’espace de travail est accessible par deux
solutions géométriques inverses. L’une est une configu-
ration singulière et correspond à un bord, par exemple
pour une position située sur l’un des bords de la “cou-
che” supérieure de l’aspect. L’autre est non singulière
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Figure 13 – A gauche : singularités (en traits gras) et
surfaces caractéristiques (en traits fins)
pour le robot 3R orthogonal (d2 = 1,
d3 = 2, d4 = 1.5, r2 = 1, r3 = 0). Les
régions grisées correspondent à la région
centrale grisée de l’espace de travail (à
droite)

Figure 14 – Les 4 domaines d’unicité pour le robot 3R
orthogonal (d2 = 1, d3 = 2, d4 = 1.5,
r2 = 1, r3 = 0)

et correspond à la même position mais située sur la
“couche” inférieure. Les surfaces caractéristiques cor-
respondent donc aux configurations articulaires non sin-
gulières d’un aspect associées à des points situés sur les
frontières intérieures de l’espace de travail.
La figure 13 à gauche montre les surfaces caractéris-
tiques du robot 3R orthogonal. Rappelons que même si
la figure montre des courbes, il s’agit bien de surfaces,
tout comme les singularités, car l’espace articulaire est
en réalité de dimension 3. En se reportant à la figure 5
à gauche, on voit que les surfaces caractéristiques sé-
parent bien les deux solutions inverses dans l’aspect.
Remarque : Pour un robot non cuspidal, la formule 9
donne l’ensemble vide. Autrement dit, un robot non cus-
pidal n’a pas de surfaces caractéristiques, ce qui est lo-
gique puisqu’il n’a qu’une seule solution par aspect.
Les surfaces caractéristiques permettent de définir de
nouveaux domaines d’unicité. En effet, on peut montrer

que les surfaces caractéristiques réalisent une partition
des aspects en domaines où le robot n’admet qu’une
seule solution inverse [Wen04]. Sur la figure 13, ces do-
maines sont identifiés par Raij . La figure montre en grisé
les domaines qui correspondent à la région centrale de
l’espace de travail. Comme il y a quatre solutions dans
cette région centrale, il y a quatre domaines associées
dans l’espace articulaire. Néanmoins, ces domaines ne
sont pas les domaines d’unicité les plus grands. Pour ob-
tenir ces derniers, il faut prendre la réunion de plusieurs
domaines adjacents, comme expliqué dans [Wen04], où
une méthode numérique est proposée pour les calculer.
La figure 14 montre les 4 domaines d’unicité Qui obte-
nus pour le robot 3R orthogonal : le domaine d’unicité
Qu1, par exemple, est obtenu comme la réunion des do-
maines Ra13 et Ra11 de la figure 13.

Les régions parcourables sont alors obtenues comme les
images des domaines d’unicité les plus grands dans l’es-
pace de travail. La figure 15 montre les 4 régions t-
parcourables Wfi du robot 3R orthogonal. Les régions
Wf1 et Wf2 sont associées à l’aspect 1, tandis que les ré-
gions Wf3 et Wf4 sont associées à l’aspect 2. Les lignes
intérieures constituent des coupures correspondant à des
lignes de points inaccessibles. Il n’est donc pas possible
de les franchir. On vérifie bien que la trajectoire ho-
rizontale de la figure 12 n’est pas faisable puisqu’elle
rencontre des lignes infranchissables dans chacune des
régions t-parcourables. En revanche, le robot pourrait
suivre la trajectoire si celle-ci était verticale. Il suffirait
d’utiliser la région Wf2 si le robot se trouve initialement
dans l’aspect 1, ou Wf4 s’il est dans l’aspect 2. Le choix
de l’une ou l’autre région dépendra de la solution inverse
choisie pour suivre la trajectoire.

3.3 Influence des limites articulaires

Les surfaces caractéristiques et les régions t-
parcourables des robots cuspidaux ont été illustrées avec
un robot 3R orthogonal sans limites articulaires, mais
la théorie et les définitions s’appliquent aussi lorsque les
débattements articulaires sont limités. En pratique, les
limites articulaires vont supprimer des singularités dans
le domaine articulaire (celles situées au delà des limites
articulaires). En même temps, elles vont produire de
nouvelles frontières pour les aspects, définies par les
limites articulaires. Dans l’espace de travail, une partie
des frontières vont disparaître, tandis que de nouvelles
vont apparaître. En cas de limites articulaires serrées,
il est possible que tous les points cusps disparaissent :
un robot cuspidal peut alors devenir non cuspidal. Le
lecteur intéressé pourra trouver des exemples dans [El
96] et [Wen04].
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Figure 15 – Les 4 régions t-parcourables pour le robot
3R orthogonal (d2 = 1, d3 = 2, d4 = 1.5,
r2 = 1, r3 = 0)

A retenir : L’étude de faisabilité de trajectoires conti-
nues est très importante pour des tâches de process par
exemple. Or, cette étude diffère selon que le robot est
cuspidal ou non. Pour un robot cuspidal, les régions t-
parcourables de l’espace de travail, c’est-à-dire les ré-
gions où toute trajectoire continue est faisable, sont
les images des aspects. Pour un robot non cuspidal,
les régions t-parcourables sont plus difficiles à calcu-
ler et nécessite la détermination de nouveaux domaines
d’unicité dans le domaine articulaire. Pour cela, de nou-
velles surfaces qui séparent les solutions inverses, appe-
lées surfaces caractéristiques, doivent être définies dans
le domaine articulaire. On obtient alors les régions t-
parcourables comme les images des domaines d’unicités
obtenus à partir de ces surfaces caractéristiques.

4 Enumération et classification
des robots cuspidaux et non-
cuspidaux

4.1 Conditions géométriques simples
conduisant à des robots non-
cuspidaux

Plusieurs conditions géométriques simples conduisant à
des robots 3R non cuspidaux ont pu être établies. Cer-
taines conditions correspondent aux robots “résolubles”
au sens de Pieper [Pie68 ; KD99], c’est-à-dire dont le
modèle géométrique inverse peut se résoudre à l’aide de
polynômes de degré au maximum égal à 2. De tels ro-

bots ne peuvent pas avoir de point cusp puisqu’aucune
racine triple ne peut exister avec des polynômes de degré
2, il sont donc non cuspidaux. Ainsi, les six conditions
suivantes ont été établies [Wen97] :
1. les deux premiers axes sont parallèles ;
2. les deux derniers axes sont parallèles ;
3. les deux premiers axes se coupent ;
4. les deux derniers axes se coupent ;
5. les deux premiers axes sont orthogonaux et r2 =

r3 = 0 ;
6. les axes sont orthogonaux deux à deux et r2 = 0 ;

Les quatre premières conditions correspondent aux ro-
bots résolubles de Pieper et sont usuelles sur les robots
industriels. En revanche, les deux dernières conditions
sont moins courantes.
Il est intéressant de noter que lorsque les axes sont or-
thogonaux deux à deux (robot orthogonal), le robot est
cuspidal lorsque r2 6= 0 et r3 = 0 mais ne l’est plus
lorsque r2 = 0 et r3 6= 0.
Par ailleurs, on peut montrer que lorsque deux de ses
articulations sont prismatiques, un robot sériel à trois
degrés de liberté est nécessairement non cuspidal [El 96].
Avec une seule articulation prismatique, des conditions
géométriques équivalentes aux conditions 1 à 4 ci-dessus
existent également [El 96].

4.2 Classification des robots 3R orthogo-
naux

On a vu que l’existence d’un point cusp, correspondant à
un point triple du polynôme caractéristique, indique que
le robot est cuspidal. En recherchant les robots dont le
polynôme caractéristique a au moins un point triple, on
obtiendra des robots cuspidaux.
Pour cela, partant du système (3), on peut rechercher
les conditions sur les paramètres géométriques pour que
ce système admette des solutions réelles. La tâche est
assez ardue et d’une grande complexité algébrique en gé-
néral. Cependant, il est possible de résoudre ce problème
pour la famille des robots 3R orthogonaux à partir du
système (6). Il faut pour cela avoir recours à des outils
algébriques sophistiqués. Ces outils, qui s’appuient entre
autres sur les bases de Groebner et la décomposition cy-
lindrique algébrique [CR04], sont aujourd’hui disponibles
dans le logiciel de calcul formel Maple, au travers de la
librairie Siropa [Cha+19]. Afin de limiter le nombre de
paramètres à 3 et simplifier les calculs, on commence par
étudier une sous-famille de robots pour lesquels r3 = 0,
puis on normalise le problème en posant, sans perte de
généralité, d2 = 1. En recherchant les conditions pour
lesquelles le nombre de solutions au système (6) change,
on obtient 4 surfaces discriminantes C1,C2,C3,C4 dans
l’espace des paramètres (d2, d3, r2). Ces surfaces sont
définies par les équations suivantes :

C1 : d4 =

√
1

2
(d3

2 + r22 −
(d3

2 + r22)
2 − (d3

2 − r22)

AB
)

(10)
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C2 : d4 =
d3

1− d3
B et d3 < 1 (11)

C3 : d4 =
d3

d3 − 1
B et d3 > 1 (12)

C4 : d4 =
d3

1− d3
B et d3 < 1 (13)

où :

A =

√
(d3 + 1)2 + r22 et B =

√
(d3 − 1)2 + r22 (14)

Ces surfaces réalisent une partition de l’espace des pa-
ramètres en domaines correspondant à des robots dont
le nombre de points cusps est constant. Pour connaître
le nombre de cusps dans chaque domaine, il suffit d’y
choisir un robot quelconque et de compter ses points
cusps. La figure 16 montre une section de l’espace des
paramètres en r2 = 1. On montre que les robots des
domaines bleus ont 4 cusps, ceux du domaine blanc en
ont 2 et ceux des domaines gris n’ont aucun cusps, ce
sont donc des robots non cuspidaux. La figure 17 montre
l’espace de travail pour un robot dans chaque domaine.
Le nombre de solutions dans chaque région de l’espace
de travail est indiqué. On voit bien que les robots is-
sus des domaines 1 et 5, correspondant aux robots non
cuspidaux, ont une frontière intérieure sans cusps. Dans
le domaine 1, la frontière intérieure délimite un “trou”
dans l’espace de travail, tandis que dans le domaine 5, la
frontière intérieure délimite une région à 4 solutions in-
verses. Dans les deux cas, le nombre de solutions autour
de la région centrale est de 2. En fait, le domaine 1 re-
groupe l’ensemble des robots n’ayant que deux solutions
au maximum, alors que dans tous les autres domaines,
les robots ont jusqu’à 4 solutions.

4.3 Condition nécessaire et suffisante de
cuspidalité d’un robot 3R orthogonal

La classification de l’espace des paramètres permet
d’identifier tous les robots cuspidaux et non cuspidaux
de la famille étudiée. En utilisant les équations des sur-
faces discriminantes délimitant les domaines 1 et 5 et en
relâchant la normalisation d2 = 1, on peut écrire qu’un
robot 3R orthogonal tel que r3 = 0 est non cuspidal si
et seulement si :


d4 <

√
1
2

(
d2
3 + r22 −

(d2
3+r22 )

2−d2
2(d2

3 −r22 )√
(d3+d2)

2+r22

√
(d3−d2)

2+r22

)
ou
d3 < d2 et d4 > d3

d2−d3

√
(d3 − d2)

2 + r22
(15)

Cette condition est très utile pour le concepteur dési-
rant mettre en oeuvre un robot orthogonal qui ne soit
pas cuspidal. Notons que les robots non cuspidaux du
domaine 5, c’est-à-dire satisfaisant la seconde condition
de (15), sont plus intéressants car ils possèdent une ré-
gion à 4 solutions dans leur espace de travail, tandis que
ceux du domaine 1 ont un trou et aucune région à 4 so-
lutions.

Figure 16 – Partition de l’espace de paramètres en
fonction du nombre de points cusps pour
les robots 3R orthogonaux normalisés par
d2 = 1 et tels que r3 = 0 (section en
r2 = 1)

Lorsque r3 6= 0, l’espace des paramètres est de di-
mension 4. En procédant de la même façon que précé-
demment, on obtient des hyper-surfaces discriminantes
d’équation très complexe [Bai04]. L’une d’elles est de
degré 12 et contient pas moins de 536 termes ! De plus,
alors que les robots n’ont que 4 points cusps au maxi-
mum lorsque r3 = 0, il peut exister jusqu’à 8 points
cusps lorsque r3 6= 0. La figure 18 montre une section
de l’espace des paramètres en r2 = 0.3, r3 = 0.8. Le
nombre de points cusps est indiqué dans chaque do-
maine.

4.4 Cas des robots à 6 articulations
4.4.1 Robots à poignet rotule

La plupart des robots industriels sont conçus en ajoutant
un poignet rotule au bout d’un robot 3 axes. Un poi-
gnet rotule (parfois appelé aussi “sphérique”) est réalisé
par la mise en série de trois articulations pivots à axes
concourants et généralement orthogonaux deux à deux,
ce qui permet de réaliser une rotule actionnée. La figure
19 montre un robot anthropomorphe analogue à celui
de la figure 2, constitué d’un porteur 3R avec un poi-
gnet rotule 3R. Cette stratégie de conception permet de
simplifier les modèles géométriques du robot ainsi que
ses singularités en découplant les équations de positions
de celles d’orientation [KD99]. Ce découplage permet
aussi de découpler l’analyse de cuspidalité du robot. Sa-
chant que le poignet rotule est un mécanisme simple
qui est non cuspidal (tous ses axes se coupent, il entre
donc dans les conditions de non-cuspidalité énoncées au
paragraphe 4.1), un robot à 6 articulations et poignet
rotule sera cuspidal si et seulement le robot constitué
par les 3 premiers axes, appelé porteur, est cuspidal.
Tous les résultats de classification et d’analyse présen-
tés précédemment restent donc valables pour les robots
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Figure 17 – Exemples d’espaces de travail dans chaque domaine de l’espace des paramètres pour des robots
normalisés par d2 = 1 (section en r2 = 1). On a reporté l’équation de chaque surface discriminante. Le
nombre de solutions accessibles dans chaque région de l’espace de travail est indiqué.

Figure 18 – Partition de l’espace de paramètres en
fonction du nombre de points cusps pour
les robots 3R orthogonaux lorsque r3 6= 0
(section en r2 = 0.3, r3 = 0.8)

Figure 19 – Robot 6R anthropomorphe à poignet
rotule

à 6 articulations et poignet rotule.
A notre connaissance et à la date de rédaction de cet
article, il n’existe pas d’exemple de robot industriel à
poignet rotule qui soit cuspidal. Un grand constructeur
de robots, ABB, avait pourtant commercialisé en 1998
un robot à poignet rotule qui s’est avéré cuspidal. Il
s’agissait du robot IRB 6400C (Fig. 20. Sa particularité
résidait dans la permutation des deux premiers axes par
rapport à un robot anthropomorphe, rendant tous ses
axes mutuellement orthogonaux : on avait donc affaire
à un porteur orthogonal tel que ceux étudiés dans cet ar-
ticle. Le but recherché par le concepteur était de limiter
le volume balayé afin de pouvoir disposer les robots plus
près les uns des autres le long des lignes d’assemblage
de véhicules. Au moment de sa sortie, les résultats sur la
classification des robots orthogonaux n’étaient pas en-
core publiés. Ce robot a été supprimé du catalogue car
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les utilisateurs rencontraient des difficultés pour plani-
fier des trajectoires. En fait, ce robot s’est avéré être
cuspidal. Le concepteur, s’il avait eu connaissance de la
classification, aurait pu facilement régler les paramètres
géométriques pour que le porteur de ce robot tombe
dans le domaine 5 des robots 3R orthogonaux non cus-
pidaux à 4 solutions [Wen07].

Figure 20 – Robot industriel cuspidal à poignet rotule
et à porteur orthogonal (ABB IRB 6400C).

4.4.2 Robots sans poignet rotule

Il existe très peu de résultats sur les robots sans poignet
rotule, car ils sont bien plus difficiles à analyser. En effet,
l’absence de découplage entre positions et orientations
rend la résolution du modèle géométrique inverse com-
plexe (voir par exemple [Pfu09] pour la proposition d’un
algorithme qui s’appuie sur le formalisme de Study).
De plus, le déterminant de la matrice jacobienne ne se
factorise généralement pas et dépend de plus de 3 va-
riables articulaires, ce qui rend difficile l’identification
et le comptage des aspects. Il existe toutefois quelques
exemples de robots sans poignet rotule qu’il a été pos-
sible d’analyser :
— Les robots 6R à trois axes parallèles : cette par-

ticularité permet un découplage analogue aux ro-
bots à poignet rotule [KD99]. Comme les robots
anthropomorphes, ces robots sont non-cuspidaux,
ont 8 aspects et admettent jusqu’à 8 postures. On
peut citer par exemple les robots industriels UR5
et UR10 de la société “Universal Robots” [CDS20]
(figure 21, en haut) ou, bien plus ancien, le ro-
bot Schilling Titan II à actionnement hydraulique
et généralement utilisé comme bras manipulateur
téléopéré [Deb+01] (figure 21, en bas) ;

— Les robots anthropomorphes avec offset au poi-
gnet : il s’agit de robots 6R dérivés de la famille des
robots anthropomorphes, pour lesquels un décalage
a été introduit le long de l’axe 5, c’est-à-dire du
deuxième axe du poignet. Ce décalage fait que les
trois axes du poignet ne se coupent plus. Il a pour
but de supprimer la singularité de poignet, particu-
lièrement gênante pour des applications de process.

Figure 21 – Deux robots industriels 6R avec 3 axes
parallèles : le robot UR10 de la société
Universal Robots (en haut) et le robot
Schilling Titan II (en bas)

Plusieurs robots industriels de peinture possèdent
cette caractéristique, comme par exemple le robot
GMF P150 (figure 22, en haut) ou, plus récent, le
robot Fanuc P250iB (figure 22, en bas).
Sur un modèle numérique du GMF P150, on a pu
mettre en évidence une trajectoire de changement
de posture non singulier, montrant ainsi son carac-
tère théorique cuspidal. Néanmoins, la présence de
limites articulaires fortes réduit à 2 le nombre de
postures de ce robot, restant alors toujours sépa-
rées par une singularité [El 96]. Le robot est donc,
en pratique, non cuspidal. Le robot Fanuc P250iB,
plus récent, n’a pas encore été analysé mais, d’ar-
chitecture analogue au robot GMF P150, il serait
vraisemblablement aussi cuspidal sans ses limites
articulaires.

— Les robots d’Innocenti : Deux robots 6R cuspi-
daux imaginaires ont été analysés dans [PI88] pour
mettre en évidence l’existence de robots cuspidaux
(voir historique en début de chapitre). L’un de ces
robots a une géométrie très simple : il y a trois
paires d’axes orthogonaux : (1,2), (3,4), (5,6) et
deux paires d’axes parallèles : (2,3) et (4,5) (voir
figure 23 à gauche). L’autre robot a une archi-
tecture quelconque (23 à droite). Pour chacun de
ces robots, les auteurs ont trouvé numériquement
une trajectoire non singulière permettant de passer
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Figure 22 – Deux robots industriels 6R avec offset au
poignet : le robot GMF P150 (en haut) et
le robot Fanuc P250iB (au centre). Détail
sur le poignet à offset (en bas).

Figure 23 – Les deux robots 6R cuspidaux d’Innocenti
[PI88]

d’une posture à l’autre.

4.5 Règles de conception d’un robot

On a vu qu’un robot cuspidal est plus difficile à mettre
en oeuvre, en particulier pour l’étude de faisabilité de
trajectoires. De plus, les postures d’un robot cuspidal
ne peuvent pas être identifiées facilement. En effet, il
n’existe généralement pas de critère simple permettant
à un utilisateur de les reconnaître.

Il est donc plus raisonnable de chercher à concevoir un
robot non cuspidal. Pour cela, on peut faire appel aux
conditions énoncées dans le paragraphe 4.1, et ajouter
un poignet rotule si on désire concevoir un robot à 6
articulations. En appliquant ces règles, on retrouve la
plupart des architectures des robots industriels courants,
sauf la condition 6 du paragraphe 4.1. Cette condition
produit des robots orthogonaux, inexistants sur le mar-
ché actuel. Cette classe de robots constitue pourtant une
alternative intéressante aux robots anthropomorphes.
En effet, en choisissant bien les paramètres géomé-
triques, on peut obtenir un espace de travail compact et
régulier [ZWC07a] avec des performances dynamiques
meilleures qu’un robot anthropomorphe [NBW12].
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A retenir : Certaines conditions géométriques comme
deux axes parallèles ou sécants produisent des architec-
tures de robots non cuspidales. Il est possible d’établir
une classification complète des robots 3R orthgonaux
en fonction du nombre de leurs points cusp. On obtient
alors des conditions nécessaires et suffisantes sur les pa-
ramètres géométriques pour que le robot soit cuspidal
ou non. Pour les robots 6R à poignet rotule, les condi-
tions de cuspidalité sont celles du porteur. Par ailleurs,
l’étude de plusieurs exemples a montré que lorsqu’un
décalage d’axe est introduit sur un poignet rotule, le
robot devient cuspidal. La classification des robots 6R
quelconques est un problème qui reste largement ouvert.

5 Étude de quelques robots paral-
lèles cuspidaux

Les paragraphes précédents ont été consacrés à l’étude
des robots sériels. L’étude des robots parallèles, d’archi-
tecture plus complexe (voir paragraphe 1.1), nécessite
d’étendre plusieurs définitions à cette classe de robot.
Par ailleurs, la détermination du modèle géométrique di-
rect et des singularités des robots parallèles est bien plus
délicate que pour leurs homologues sériels. Il n’existe
pas de classification exhaustive portant sur une famille
de robots parallèles comme c’est le cas pour les robots
sériels 3R. Dans cet article, nous présentons quelques
résultats pour quatre familles de robots parallèles : ro-
bots RPRPR, robots 3–RPR, robots 3–PPPS, et robots
sphériques 2-UPS–U. Les lettres U et S désignent une
articulation de type cardan (universal joint en anglais) et
sphérique. On rappelle que les lettres R et P désignent
une articulation de type rotoïde et prismatique, respec-
tivement. Une lettre soulignée signifie que l’articulation
est motorisée.

5.1 Les aspects pour les robots parallèles
La notion d’aspects a été étendue aux robots paral-
lèles avec une seule solution au modèle géométrique
inverse dans [WC97] puis aux robots parallèles avec
plusieurs solutions au modèle géométrique inverse
dans [CW98]. Dans cet article, seuls les robots pa-
rallèles n’ayant qu’une seule solution géométrique
inverse sont analysés. On rappelle ci-dessous la défi-
nition étendue des aspects pour ces robots parallèles.
Les Aspects pour les robots parallèles : on appelle
aspects WAj d’un robot parallèle, les plus grands do-
maines de l’espace de travail W tels que :
— WAj ∈ W ;
— WAj est connexe ;
— ∀X ∈ W, det(A) 6= 0 où A est la matrice ja-

cobienne parallèle du robot, c’est-à-dire associée à
l’opérateur géométrique inverse g défini par q =
g(X).

En d’autres termes, les aspects sont les plus grands do-
maines de l’espace de travail exempts de toute singula-
rité parallèle. L’ensemble des aspects {WAj} peut être

obtenu en soustrayant de l’espace de travail les confi-
gurations singulières S et en effectuant une analyse
de connexité : {WAj} = CC{W−̇S} où CC= com-
posantes connexes et où −̇ désigne la différence entre
ensembles.

Exemple 5 : le robot parallèle plan RPRPR
La figure 24 présente un robot parallèle plan à deux
degrés de liberté. Ses variables d’entrée sont les
longueurs des articulations prismatiques ρ1 et ρ2,
et ses variables de sortie sont les deux coordonnées
de position (x , y) du point P. En écrivant que le
point P se situe à l’intersection de deux cercles,
l’un centré en A et de rayon ρ1, l’autre centré en
B et de rayon ρ2, a obtient les deux équations de
contraintes suivantes :

ρ21 = x2 + y2

ρ22 = (x − l)2 + y2

où l désigne la distance entre les deux pivots A et
B. Par ailleurs, les butées articulaires produisent
deux contraintes supplémentaires données par les
inéquations ρi min ≤ ρi ≤ ρi max avec i = (1, 2).
La figure 26 représente un espace de travail divisé
en deux aspects. Comme ce robot ne possède que
deux modes d’assemblage (le point P est au dessus
ou au dessous de l’axe des x), les aspects sont des
domaines d’unicité du modèle géométrique direct
et ce robot n’est donc pas cuspidal.
En faisant l’hypothèse que ρi min > 0 (ce qui est
en général le cas pour des raisons technologiques),
le robot n’a pas de singularité sérielle et ne pos-
sède qu’une seule solution au modèle géométrique
inverse. Les singularités parallèles de ce robot sont
les configurations pour lesquelles les points A, B
et P sont alignés (figure 25). D’après la figure 26,
il existe deux aspects WA1 et WA2. On voit que
par rapport aux robots sériels, les aspects des ro-
bots parallèles divisent l’espace de travail et non
pas le domaine articulaire. La trajectoire CD est
réalisable dans l’aspect WA1 tandis que la trajec-
toire EF , à cheval entre les deux aspects WA1 et
WA2, ne peut pas être suivie de manière continue
sans rencontrer de configuration singulière.

5.2 Robot parallèle cuspidal

Robot parallèle cuspidal : Un robot parallèle est dit cus-
pidal s’il peut changer de mode d’assemblage, c’est-à-
dire changer de solution du modèle géométrique direct,
sans passer par une singularité.

Exemple 6 : le robot parallèle plan 3–RPR
La figure 27 montre un robot parallèle plan à trois
degrés de liberté. Ses variables d’entrée sont les
longueurs des articulations prismatiques ρ1, ρ2 et
ρ3, et ses variables de sortie sont les deux coordon-
nées de position (x , y) du point B1 et l’orientation
φ de la plate-forme mobile. Les paramètres géomé-
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Figure 24 – Robot parallèle plan RPRPR
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Figure 25 – Singularité du robot parallèle plan RPRPR
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Figure 26 – Les deux aspects du robot parallèle plan
RPRPR pour l = 5, ρmin = 2 et ρmax = 7

triques sont les trois côtés de la plate-forme mobile
l1, l2, l3 (avec θ positif) et la position des centres
de rotation de la base définis par A1, A2 et A3. Le
repère de référence est centré sur A1 et l’axe des
x passe par A2. Ainsi, A1 = (0, 0), A2 = (c2, 0) et
A3 = (c3, d3).

La mise en équations de ce robot est donnée dans
[CJR92] :

ρ21 = x2 + y2

ρ22 = (x + l2 cos(φ)− c2)
2 + (y + l2 sin(φ))

2

ρ23 = (x + l3 cos(φ+ θ)− c3)
2 +

(y + l3 sin(φ+ θ)− d3)
2

Nous ne détaillons pas le calcul du modèle géomé-
trique inverse qui conduit à la résolution d’un po-
lynôme de degré 6, celui-ci est décrit par exemple
dans [Mer97]. Pour notre étude, nous prendrons
les mêmes dimensions que dans [IP98] et [Mer97]
(Tableau 1).

Les singularités du robot 3–RPR sont :
— Les singularités parallèles : de telles confi-

gurations sont atteintes lorsque l’axe pas-
sant par les trois articulations prismatiques
se croisent en un seul point (Figure 28) ou
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Figure 27 – Un robot parallèle de type 3–RPR

Tableau 1 – Dimensions du robot parallèle plan 3–RPR
étudié (unités sans importance)

A1 = (0, 0) l1 = B2B3 = 16.5
A2 = (15.9, 0) l2 = B1B2 = 17
A3 = (0, 10) l3 = B3B1 = 20.8

sont parallèles ;
— Les singularités sérielles : elles corres-

pondent aux configurations pour lesquelles :
ρ1 = 0 ou ρ2 = 0 ou ρ3 = 0. En pratique,
comme pour le robot précédent, ces condi-
tions ne peuvent généralement pas être rem-
plies et c’est ce qui sera supposé dans cet
exemple.

Les limites des articulations prismatiques sont
celles choisies par [IP98] :

10.0 ≤ ρi ≤ 32.0 pour i = (1, 2, 3) (16)

Les unités n’ont pas d’importance dans cet
exemple. La figure 29 représente l’espace de travail
dont les frontières sont obtenues par l’intersection
des surfaces générées par les limites articulaires.

M

ρ
3

ρ
2ρ

1

Figure 28 – Singularité parallèle du robot parallèle
3–RPR
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Figure 29 – Espace de travail du robot 3–RPR avec les
limites articulaires

Lorsque ρ1 = 15.0, ρ2 = 15.4 et ρ3 = 12.0, le
robot admet 6 solutions au modèle géométrique
direct soit 6 modes d’assemblage (Tableau 2) (Fi-
gure 30).

Tableau 2 – Les 6 modes d’assemblage du robot
3–RPR pour ρ1 = 15.0, ρ2 = 15.4 et
ρ3 = 12.0 (φ donné en radians)

x y φ
1 -8.715 12.183 -0.987
2 -5.495 -13.935 -0.047
3 -14.894 1.596 0.244
4 -13.417 -6.660 0.585
5 14.920 -1.337 1.001
6 14.673 -3.013 2.133

Une trajectoire de changement de mode d’assem-
blage est proposée par [IP92]. La Figure 30 re-
présente cette trajectoire dans l’espace articulaire
pour ρ1 = 15, ρ2 = 15.4 et ρ3 = 12. Les modes
d’assemblage -2-,-3-, -6- du tableau 2 sont dans
le même aspect (WA1) (Figure 31) et les modes
d’assemblage -1-, -4- et -5- sont dans un second
aspect (WA2). Cela signifie que les aspects ne
sont pas des domaines d’unicité pour le modèle
géométrique direct.
La figure 32 représente les surfaces de singularités
dans l’espace de travail avec la trajectoire de chan-
gement d’assemblage non singulière (en haut) et
une trajectoire de changement de mode d’assem-
blage singulière (en bas). L’analyse des trajectoires
a été présentée dans [ZWC08] pour le robot plan
3–RPR et dans [Cha+] pour un robot sphérique
de type 2-UPS-U.

Une analyse de l’espace articulaire de ce robot est pré-
senté dans [ZWC07b] en réalisant des coupes en fonc-
tion de ρ1. La figure 33 montre une coupe de l’espace
articulaire dans le plan (ρ2, ρ3) en ρ1 = 17. Il y a 5
points cusps (entourés par des losanges �) et les singu-
larités font apparaître des régions avec 2, 4 ou 6 modes
d’assemblage.
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Figure 30 – Exemple de trajectoire de changement de
mode d’assemblage du robot parallèle
3–RPR dans l’espace articulaire pour
ρ1 = 15
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Figure 31 – Modes d’assemblage 2-3-6 dans l’aspect
WA1 du robot parallèle 3–RPR dans
l’espace de travail

5.3 Identifier les robots parallèles cuspi-
daux

Un robot rencontre une singularité parallèle lorsque
la matrice Jacobienne parallèle n’est plus de rang
plein. De plus, deux modes d’assemblage coïncident
sur une singularité parallèle. Lorsque trois modes
d’assemblage fusionnent, on dit que le robot est dans
une configuration cuspidale. Ainsi, une configuration
cuspidale peut être caractérisée par une racine triple
du polynôme du modèle géométrique direct. McAree
et Daniel montrent que dans de telles configurations,
le robot perd les contraintes de premier et de second
ordre [MD99]. En pratique, cela signifie que le robot
est très instable dans une configuration cuspidale.
La configuration P0 = (q,X) d’un robot est dite cuspi-
dale si et seulement si X est une solution de multiplicité
3 [Mor+10].

Dans [Mor+10], la notion de variété discriminante et
une généralisation du critère jacobien permettent une
description complète et certifiée des configurations cus-
pidales. Cette méthode a été implémentée dans la librai-
rie SIROPA du logiciel de calcul formel Maple [Cha+19].

5.4 Classification des robots parallèles
Il existe peu d’études portant sur la classification des
robots parallèles. On peut noter les travaux de Mer-
let [Mer96] sur les robots parallèles plans où le nombre
maximum de solutions au modèle géométrique direct
est donné en fonction de l’architecture des jambes et
de la position de l’articulation motorisée (RRR, RPR,
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Figure 32 – Trajectoires de changement de mode
d’assemblage dans l’espace de travail pour
le robot 3–RPR (projections sur (x,φ) et
(y, φ), φ exprimé en radians)
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Figure 33 – Coupe de l’espace articulaire du robot
3–RPR pour ρ1 = 17 avec des régions à 2,
4 ou 6 modes d’assemblage. Il y a 5 points
cusps indiqués par des losanges
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Figure 34 – Exemples de robots 3–RPR analytiques de
types 1, 2, 3 et 4

PRR, PPR, RRP, RPP et PRP). Pour les robots paral-
lèles plans, il peut exister 2, 4, ou 6 solutions au modèle
géométrique direct.
Pour les robots 3–RPR, des conditions géométriques
existent pour avoir un modèle géométrique direct ana-
lytique, c’est-à-dire qui se résout avec des équations du
deuxième ou troisième degré.
Quatre familles de robots analytiques ont été trouvées
[KG00] :
— Type 1 : Les robots pour lesquels deux des arti-

culations de la base ou de la plate-forme mobile
coïncident (Fig. 34, en haut à gauche) ;

— Type 2 : Les robots dont la plate-forme et la base
sont alignées et quelconques (Fig. 34, en haut à
droite) ;

— Type 3 : Les robots dont la plate-forme et la base
forment des triangles semblables, en bas à gauche) ;

— Type 4 : Les robots dont la plate-forme et la base
sont alignées et semblables (Fig. 34, en bas à
droite).

Pour les types 1, 3, et 4, le modèle géométrique direct
se résout avec des équations quadratiques en série. Ces
robots ne peuvent donc pas présenter de configuration
cuspidale. Même si l’absence de configuration cuspidale
ne signifie pas que le robot est non cuspidal en général,
il semble que ce soit le cas pour les robots de type 1, 3
et 4. Pour le type 2, on a à résoudre une équation cu-
bique puis une équation quadratique. Le robot peut donc
avoir des configurations cuspidales et 2 modes d’assem-
blage dans un même aspect issu de la résolution de la
cubique. Cependant, même si, à notre connaissance, au-
cune étude n’a été réalisée pour classifier cette famille
de robots parallèles, tous les robots 3–RPR de type 2 qui
ont été étudiés dans la littérature ont au plus 4 modes
d’assemblage et sont cuspidaux.
Une autre famille de robots analytiques est décrite dans
[WCZ07]. Pour ces robots, la base et la plate-forme
forment des triangles égaux mais l’un est retourné par
rapport à l’autre (rotation de 180 degrés autour d’un des
côtés). Leur modèle géométrique direct se résout avec
un polynôme cubique puis un polynôme quadratique en
série comme pour les robots de type 2 décrits plus haut.
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Figure 35 – Les 6 modes d’assemblage d’un robot
3–RPR analytique avec base et plate-forme
formant des triangles égaux mais dont l’un
est retourné par rapport à l’autre.

Il est donc aussi simple que pour ces derniers. Cepen-
dant, ces robots possèdent des configurations cuspidales
et sont donc cuspidaux [CWC11]. Lorsque la plate-forme
est proche du triangle de la base, les jambes peuvent se
croiser (voir Fig. 35), ce qui oblige le concepteur de ces
robots à positionner les jambes dans des plans décalés.
.

5.5 Faisabilité de trajectoires pour les ro-
bots parallèles

La notion de parcourabilité pour les robots parallèles
est importante et s’analyse directement dans l’espace
de travail. En effet, les singularités parallèles découpent
l’espace de travail en plusieurs régions distinctes, qui
sont les aspects.
Région t-parcourable pour un robot parallèle : Une
région de l’espace de travail est dite t-parcourable si
toute trajectoire continue dans cette région peut être
parcourue par l’organe terminal sans jamais rencontrer
une singularité parallèle. Pour un robot parallèle, les ré-
gions t-parcourables sont les aspects [CW99].

Si les aspects sont les régions t-parcourables, deux ques-
tions se posent :
— Quel est l’impact des changements de mode d’as-

semblage sur la sécurité lors de la planification de
trajectoires dans un aspect lorsque le robot est cus-
pidal ?

— Les régions t-parcourables sont-elles plus grandes
si le robot parallèle est cuspidal ?

5.5.1 Impact des changements de mode d’assem-
blage

Lorsqu’un robot parallèle est cuspidal, il peut changer
de mode d’assemblage sans rencontrer de configuration
singulière dans une région t-parcourable. Cela signifie
que les modes d’assemblage au point de départ et au

Configuration singulière X, Y, φ

g

ρ , ρ , ρ1 2 3

Configuration singulière X, Y, φ

Configuration non singulière
appartenant à une surface

caractéristique

g
-1

Figure 36 – Construction des surfaces caractéristiques
pour les robots parallèles

point d’arrivée d’une trajectoire peuvent être différents,
alors que la commande qui ne connaît que les positions
articulaires ne peut pas le détecter. Si le robot s’arrête et
perd l’historique de ses mouvements, le mode d’assem-
blage courant peut être erroné. Il est donc nécessaire,
soit d’ajouter des capteurs sur des articulations passives
judicieusement choisies permettant d’identifier le mode
d’assemblage courant sans ambiguïté, soit de toujours
rester dans un domaine d’unicité du modèle géométrique
direct.
La notion de domaines d’unicité a été formulée pour
les robots parallèles avec une ou plusieurs solutions au
modèle géométrique inverse [CMW11]. Ici, seule la pre-
mière formulation nous intéresse. Les domaines d’uni-
cité répondent à la problématique de la sécurité en
créant des régions où le robot ne change pas de mode
d’assemblage. Comme pour les robots sériels, les do-
maines d’unicité nécessitent le calcul de surfaces carac-
téristiques qui séparent les solutions dans les aspects.
Les surfaces caractéristiques pour les robots paral-
lèles : Soit WAj un aspect de l’espace de travail W.
On définit les surfaces caractéristiques de l’aspectWAj ,
notées SC (WAj), comme l’image réciproque dansWAj

de l’image g(WAj) des frontières WAj qui délimitent
WAj où WAj est la frontière de l’aspect WAj .

Pour chaque aspect, on considère les frontières qui cor-
respondent aux configurations singulières et aux butées
articulaires (Fig. 36). Le calcul des surfaces caractéris-
tiques est difficile à réaliser lorsque le robot a plus de
deux aspects. En effet, la frontière entre les aspects est
commune lorsqu’il n’y a que deux aspects, alors qu’avec
quatre aspects, il est nécessaire de distinguer les fron-
tières, ce qui est très difficile algébriquement. Comme
pour les robot sériels, les surfaces caractéristiques défi-
nissant des domaines d’unicité qui ne sont pas les plus
grands, il faut alors procéder à la réunion de plusieurs
de ces domaines adjacents (voir [Cha98] pour plus de
détails).

Exemple 7 : le robot parallèle plan RPR–
2RPR
Ce robot parallèle est composé de trois jambes

20



B1

B x y2( , )

B3

A3

A1 A2

y

x
α2ρ1

ρ3
φ

ρ2

α3

C2

C3

l2

l3

a

b

Figure 37 – Robot parallèle RPR–2RPR
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Figure 38 – Les deux aspects du robot parallèle
RPR–2RPR

et d’une plate-forme mobile. La première jambe,
de type RPR, est composée de 2 pivots passifs et
d’une prismatique actionnée. Les 2 autres jambes,
de type RPR, sont composées d’une liaison pivot
actionnée, d’une liaison prismatique et d’un pivot
passifs. Les trois variables motorisées sont décrites
par ρ1, α2 et α3. La plate-forme mobile possède 3
degrés de liberté définis par les coordonnées [x y φ]
(Figure 37). Les équations de contrainte sont les
suivantes :

ρ2 + l2 cos(α2)− x = 0

l2 sin(α2)− y = 0

(x − a cos(φ))2 + (y − a sin(φ))2 − ρ21 = 0

l3 cos(α3)− b cos(φ)− x = 0

ρ3 + l3 sin(α3)− b sin(φ)− y = 0

L’espace de travail de ce robot est composé de
deux aspects dans lesquels le nombre de modes
d’assemblage est 2 ou 4 [CMW11] (Figure 38).
On peut reconnaître dans une coupe de l’espace
articulaire pour α2 = arcsin 1/6, la présence de 4
points cusps sur la Figure 39. Le calcul des sur-
faces caractéristiques de ce robot est simple car il
n’existe que deux aspects. Les surfaces caractéris-
tiques sont tangentes aux singularités (Fig. 40) et
le point de tangence est l’image d’un point cusp.
On observe les mêmes propriétés que pour les ro-
bots sériels mais en inversant l’espace de travail
et l’espace articulaire. La figure 41 représente les
4 domaines d’unicité de la figure 38.

ρ1

α3

φ

φ

x

Figure 39 – Coupe de l’espace de l’espace de travail (à
droite) et de l’espace articulaire (à
gauche) pour y = 1/2 et α2 = arcsin 1/6
du robot parallèle RPR–2RPR

Figure 40 – Singularités (en bleu) et surfaces
caractéristique (en vert) du robot parallèle
RPR–2RPR
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Figure 41 – Domaines d’unicité du robot parallèle
RPR–2RPR
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Figure 42 – Robot parallèle sphérique 2–UPS–U

Exemple 8 : le robot parallèle sphérique 2–
UPS–U
Ce robot parallèle sphérique est composé de trois 
jambes et d’une plate-forme mobile. Les deux pre-
mières jambes, UPS , sont composés d’un cardan, 
d’une prismatique actionnée et d’une liaison sphé-
rique. La dernière jambe est passive (non action-
née) et est constituée d’un cardan qui limite la 
mobilité de la plate-forme mobile à 2 degrés de 
liberté définis par les rotations α et β  (Figure 42). 
Les deux articulations prismatiques sont action-
nées et définies p ar ρ 1 e t ρ 2. L es é quations de 
contraintes s’écrivent :

−2(fh + cosαr) sinβ + 2(h cosα− fr) cosβ

+f 2 + h2 + r2 + 1 = ρ21

2h(f sinα+ cosα) cosβ − 2f cosαr + 2 sinαr

+f 2 + h2 + r2 + 1 = ρ22

En fonction des paramètres de conception, le
nombre d’aspects ainsi que le nombre de solutions
par aspect changent. Les figures 43 et 44 pré-
sentent deux exemples d’espace de travail avec une
décomposition en aspects. Pour les paramètres du
robot de la figure 43, les équations liées aux singu-
larités se factorisant, le robot a 4 modes d’assem-
blages et 4 aspects (chaque couleur es associée à
un aspect) et il n’y a qu’une solution au modèle
géométrique direct par aspect : le robot n’est donc
pas cuspidal. Pour les paramètres du robot de la
figure 44, le robot a 4 aspects mais admet jusqu’à
6 modes d’assemblage. De plus, on montre que
dans l’aspect en jaune, il peut y avoir jusqu’à trois
solutions : le robot est donc cuspidal.

5.5.2 Taille des régions t-parcourables

Lorsqu’un robot parallèle non cuspidal admet n solutions
à son modèle géométrique direct, l’espace de travail est

Figure 43 – Espace de travail du robot parallèle
sphérique 2–UPS–U pour h = 0, r = 1,
f = 1 où chaque couleur est associé à un
aspect (4 modes d’assemblage)

Figure 44 – Espace de travail du robot parallèle
sphérique 2–UPS–U pour h = 1, r = 1,
f = 1/2 avec trois modes d’assemblage
dans l’aspect en jaune et en orange
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divisé en un minimum de n aspects (si les limites arti-
culaires le permettent). Inversement, un robot cuspidal
a plusieurs solutions à son modèle géométrique direct
dans un même aspect. Il est alors possible d’avoir des
régions t-parcourables plus vastes. Cette question a été
étudiée pour la première fois dans [WC98] à l’aide d’un
robot parallèle plan 3–RPR.

Exemple 9 : le robot parallèle sphérique 2–
UPS–U
Les robots des Figures 43 et 44 ont le même 
nombre d’aspects mais pour celui qui est cuspi-
dal, les aspects représentés en jaune et en orange 
sont plus grands.
Plus particulièrement, l’aspect représenté en jaune 
autour de la position d’origine (α = 0, β = 0) de 
la figure 4 4 e st p lus g rand q ue c elui l ocalisé au 
même endroit de la figure 43. I l est donc p lus in-
téressant pour l’utilisateur. Cependant, pour assu-
rer la sécurité sans ajouter de capteurs supplémen-
taires, il est nécessaire de savoir si le robot change 
de mode d’assemblage lors de ces mouvements. 
Pour ce robot parallèle sphérique, [Cha+20] et 
[Cha+21] ont étudié la position des singularités 
et des surfaces caractéristiques pour que le robot 
ne change pas de mode d’assemblage à l’intérieur 
d’un espace de travail prescrit (figure 45). Cet es-
pace de travail représente le besoin de l’utilisateur 
en fonction de son application.
La figure 4 5 r eprésente l ’espace d e t ravail avec 
les surfaces caractéristiques. Un espace de travail 
prescrit α = [−1 1] et β = [−1 1] est localisé 
autour de la position d’origine (α = 0, β = 0). 
L’image de la frontière de cet espace de travail 
prescrit est représenté sur la figure 4 6. I l a  été 
démontré que cette trajectoire contourne bien des 
points cusps C4, C5 et C6 mais ne provoque pas de 
changement de mode d’assemblage. Pour un autre 
robot ou pour un autre espace de travail prescrit, 
la conclusion aurait pu être différente.

5.6 Cas des robots à 6 degrés de liberté
L’étude des robots parallèles à 6 degrés de liberté est un
problème difficile lorsque les degrés de liberté de trans-
lation et de rotation ne sont pas découplés, ce qui est
le cas le plus fréquent. Dans ce cas, les méthodes al-
gébriques arrivent à leurs limites de résolution et il est
nécessaire de recourir à des méthodes numériques (par
exemple, discrétisation régulière de l’espace ou utilisa-
tion de méthodes basées sur l’analyse par intervalles).
L’exemple suivant est l’un des rares robots parallèles dé-
couplés et pouvant être étudié complètement avec des
outils algébriques.

Exemple 10 : Le robot parallèle 3-PPPS or-
thogonal.
Ce robot (figure 4 7) p ossède 6  d egrés d e liberté 
[CWC12] et les jambes sont constituées de trois ar-
ticulations prismatiques placées orthogonalement, 
deux articulations actionnées suivies d’une passive
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S
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S
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Figure 45 – Décomposition de l’espace de travail du
robot de la figure 44 avec les surfaces
caractéristiques et la frontière de l’espace
de travail prescrit α = [−1 1] et
β = [−1 1]
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Figure 46 – Espace articulaire du robot parallèle
sphérique 2–UPS–U avec en vert les
régions avec 2 modes d’assemblage, en
rouge avec 4 et en jaune avec 6, la position
des points cusps ainsi que l’image de la
frontière de l’espace de travail régulier
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et d’une liaison rotule. On peut montrer que le
lieu des singularités est indépendant de la position
et est donc fonction uniquement de l’orientation.
En effet, par un changement de variable judicieux,
il est possible d’étudier l’espace articulaire de ce
robot avec seulement trois liaisons prismatiques
décrites par (x , y , z). L’espace de travail peut
être décrit avec trois angles d’Euler modifiés (φ :
azimuth, θ : tilt et σ : torsion) [BZG02].
Ainsi, l’équation des singularités peut s’écrire à
l’aide d’un produit de 3 facteurs :(
√
2 sin (3φ− σ)

(
sin

(
θ

2

))3

− cos

(
3θ

2

)
cos (σ)

)

sin

(
θ

2

)(
cos

(
θ

2

))2

= 0 (17)

On obtient alors une surface qui divise l’espace de
travail en deux aspects.
La Figure 48 représente les singularités dans l’es-
pace de travail ainsi qu’un exemple de trajectoire
non singulière qui relie 4 modes d’assemblage pour
x = 9/20, y = 0 et z = 1/40. Cette trajectoire
contourne plusieurs fois des points cusps dans l’es-
pace articulaire. L’ensemble des points forment
des courbes dans l’espace articulaire et sont re-
présentées sur la Figure 49. Ces courbes sont ob-
tenues par l’intersection de surfaces et par discré-
tisation. Il n’existe hélas pas de formulation para-
métrée de cet ensemble de points cusps pour ce
robot.
La possibilité de changer de mode d’assemblage
permet à ce robot d’avoir un très grand espace
de travail. En pratique, il faut tenir compte des
collisions entre les segments des jambes dans la
définition de l’espace de travail. Il s’agit d’un pro-
blème difficile. Dans [MD06], une méthodologie
est proposée pour prendre en compte à la fois les
limites articulaires, les singularités et les collisions
internes pour caractériser l’espace de travail.

5.7 Cas d’un robot parallèle cuspidal sans
point cusp

Pour les robots parallèles comme pour les robots sériels,
la présence d’un point cusp est une condition suffisante
pour qu’il existe des trajectoires non-singulière de chan-
gement de mode d’assemblage. Cette condition n’est
pourtant pas nécessaire comme le montre l’exemple sui-
vant.

Exemple 11 : Un robot cuspidal sans cusp 
Dans [CCW14], on montre un changement de 
mode d’assemblage non-singulier pour un robot 
ne comportant pas de point cusp. Ce robot, issu 
du robot 3-RPR, possède une base dont la position 
du point A3 varie en fonction de l’orientation de 
la jambe (A1B1) (Figure 50). La plate-forme mo-
bile est un triangle rectangle formé par les points 
(B1, B2, B3). Deux des trois jambes sont de type

B3
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X
O

A2

A3
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zp
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Figure 47 – Robot parallèle 3–PPPS à 6 degrés de
liberté

RPR avec les articulations prismatiques actionnées
(r2, r3). Pour l’autre jambe (en rouge sur la figure
50), la liaison prismatique est remplacée par une
barre de longueur fixe r1. Le robot n’a donc que
deux degrés de liberté. Les variables de sortie dé-
finissant l’espace de travail sont les deux angles θ
et ψ montrés sur la figure.
Les équations de contraintes de ce robot sont :

r22 = (r1 − bA cos θ − bB cosψ)2

+ (bA sin θ + bB sinψ)2 ,

r23 = (r1 − hA sin 2θ − hB sinψ)2

+ (hA cos 2θ + hB cosψ)2 .

(18)

Même si cette architecture a été créée spécifique-
ment pour mettre en évidence un comportement
cuspidal sans cusp, elle est réalisable car il est pos-
sible d’imaginer un mécanisme de multiplication
d’angle permettant de relier l’angle θ avec π/2−θ.
Une trajectoire de changement de mode d’assem-
blage est représentée sur la figure 51 dans l’es-
pace de travail et sur la figure 52 dans l’espace
articulaire pour l2 = 1000 et l3 = 800 entre deux
modes d’assemblage : [θ = −1.66, ψ = −0.21]
et [θ = 1.47, ψ = 3.07] pour r1 = 30, bA = 10,
hA = 5, bB = 1 et hB = 2.
On voit que, contrairement aux robots cuspidaux
ayant des points cusps, les surfaces caractéris-
tiques ne sont jamais tangentes aux lieux des sin-
gularités mais les coupent orthogonalement. Le
seul point commun avec les robots cuspidaux à
points cusps est que la trajectoire de changement
de mode d’assemblage traverse une région où le
nombre de modes d’assemblage passe de 4 à 2.
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Figure 48 – Exemple de trajectoire de changement de
mode d’assemblage dans l’espace de
travail pour le robot parallèle 3–PPPS

A retenir : Pour les robots parallèles étudiés dans cet
article (n’admettant qu’une seule solution géométrique
inverse), les rôles de l’espace articulaire et de travail sont
inversés. Un robot parallèle est dit cuspidal lorsqu’il peut
changer de mode d’assemblage, c’est-à-dire de solution
géométrique directe, sans passer par une singularité. La
présence de points cusp dans l’espace articulaire d’un
robot parallèle indique que celui-ci est cuspidal mais la
réciproque est fausse : on a pu mettre en évidence un
robot parallèle cuspidal qui ne présente pas de point
cusp. Les aspects sont définis dans l’espace de travail
comme les domaines sans singularité les plus grands. Il
y a plusieurs modes d’assemblage dans un même as-
pect d’un robot parallèle cuspidal. Les domaines d’uni-
cité sont définis à partir des surfaces caractéristiques
dans l’espace de travail. Ces domaines permettent de
garantir que le robot peut exécuter des trajectoire sans
jamais changer de mode d’assemblage. Cette garantie
est importante car la commande repose sur les mesures
de capteur montés sur les articulations motorisés et qui
ne sont pas suffisants pour définir le mode d’assemblage
courant.

z

y x

Figure 49 – Localisation des points cusps du robot
parallèle 3–PPPS dans l’espace articulaire
(représenté par une série de points) avec
les trajectoires de changement de mode
d’assemblage dans un aspect (en trait fin)

Figure 50 – Robot parallèle 2–RPR–RR

Figure 51 – Espace de travail du robot parallèle
2–RPR–RR cuspidal et trajectoire de
changement de mode d’assemblage non
singulier
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Figure 52 – Espace articulaire du robot parallèle
2–RPR–RR et trajectoire de changement
de mode d’assemblage

6 Conclusion
Cet article s’est proposé de faire le point sur les robots
dits cuspidaux, qui ont la propriété de pouvoir changer
de solution du modèle géométrique inverse (robots sé-
riels) ou direct (robots parallèles) sans passer par une
singularité. Cette propriété est assez peu abordée dans
la littérature. Un robot sériel (resp. parallèle) présen-
tant au moins un point cusp dans son espace de travail
(resp. dans son espace articulaire) est cuspidal mais la
réciproque n’est pas toujours vraie. Particulièrement dif-
ficile à étudier en raison de la complexité des équations
mises en oeuvre, l’analyse de cuspidalité nécessite le re-
cours à des outils algébriques sophistiqués. Ces outils
s’appuient en particulier sur les bases de Gröbner et la
décomposition cylindrique algébrique [Mor+10] et ont
été intégrés dans la librairie Siropa disponible dans le
logiciel Maple [Cha+19]. L’étude de cuspidalité est très
importante pour la recherche de morphologies alterna-
tives de robots. On a vu que la propriété de cuspida-
lité complique l’analyse de trajectoires et n’est finale-
ment pas souhaitable pour un robot sériel. Les archi-
tectures cinématiques des robots industriels sériels sont
très peu variées et obéissent à des particularités géo-
métriques (axes parallèles et/ou concourants) qui les
rendent non cuspidales. Or, si l’on cherche à s’affran-
chir de ces règles pour concevoir un robot d’architecture
innovante, on a toutes les chances d’obtenir un robot
cuspidal. On a donné dans cet article des conditions et
des règles pour qu’un robot sériel à 3 ddls soit cuspi-
dal ou non. Le cas des robots 6R reste encore un sujet
de recherche ouvert. Il est au coeur du projet France-
Autriche “ECARP” en cours au moment de la rédaction
de cet article (https ://ecarp.lip6.fr/).
Dans la dernière partie de l’article, on a évoqué le cas
des robots parallèles. Peu de résultats existent pour ces
robots qui sont encore très peu répandus dans l’indus-
trie. Leur propriété de cuspidalité est très différente par

rapport aux robots sériels. Loin de nuire à la planifica-
tion de trajectoire, elle peut même augmenter la taille
des régions t-parcourables. La principale difficulté des
robots parallèles cuspidaux réside dans l’identification
du mode d’assemblage dans lequel se trouve le robot
à chaque instant, qui nécessite le recours à des cap-
teurs supplémentaires ou le calcul et l’exploitation des
domaines d’unicité qui garantissent de garder toujours
le même mode d’assemblage, au prix d’une réduction de
l’espace de travail.
Pour les robots sériels comme pour les robots parallèles,
de nombreux travaux restent à réaliser pour généraliser
les résultats obtenus aux robots à 6 degrés de liberté.
Des outils de visualisation, de nouvelles méthodes de
calcul qui mixent le calcul formel avec les méthodes nu-
mériques sont à développer. Enfin, on a vu dans cet
article le rôle crucial joué par des points singuliers parti-
culiers, les points cusps. L’impact des points cusps sur la
précision et sur la commande reste à étudier avec la réali-
sation de démonstrateurs qui utiliseraient ces propriétés.
Un point cusp est toujours une condition suffisante de
cuspidalité du robot. En revanche, on a vu un exemple
de robot cuspidal qui n’a pas de point cusp. Ce robot
est un robot parallèle très particulier qui a été imaginé
pour qu’il possède cette propriété. Aucun autre exemple
de robot sériel ou parallèle n’a pu être identifié qui a
la même caractéristique. Pour les robots sériels ortho-
gonaux de type 3R, on a pu montrer que l’existence de
points cusp est aussi une condition nécessaire. Il est très
probable qu’il en soit de même pour d’autres familles de
robots sériels et parallèles, cette question restant encore
ouverte.

Glossaire
Degré de liberté (ddl) ; degree of freedom (dof)
Nombre de coordonnées généralisées indépendantes
requises pour définir entièrement la configuration d’un
système à chaque instant (définition IFToMM).
Articulation rotoïde ; Revolute joint
Couple rotoïde (noté R) également appelé liaison pivot,
autorisant une rotation autour d’un axe.
Articulation prismatique ; Prismatic joint
Couple prismatique (noté P) également appelé liaison
glissière, autorisant une translation le long d’un axe.
Modes d’assemblage ; Assembly modes
Pour un robot parallèle, solution du modèle géométrique
direct.
Posture ; posture
Pour un robot sériel, solution du modèle géométrique
inverse.
Espace de travail ; Workspace
Ensemble des positions/orientations accessibles par
l’organe terminal du robot.
Espace articulaire ; Joint space
Ensemble des positions articulaires motorisées.
Point cusp ; Cusp point
Point de rebroussement, pour désigner un type par-
ticulier de point singulier sur une courbe, où celle-ci
possède une seule demi-tangente en ce point.
Robots analytiques ; Analytical robots
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Robot dont les solutions du modèle géométrique direct
sont obtenues par la résolution d’équations de degrés
2, 3 ou 4 pour lesquelles il existe des racines explicites.
Triangles semblables ; Similar triangles
Deux triangles sont dits semblables lorsque leurs cotés
sont proportionnels
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