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Résumé :

Cet article présente pour la premicre fois un parallele
entre deux théories importantes en traitement de I’in-
formation qui s’intéressent a des questions qui n’ont a
priori rien a voir entre elles et qui concernent des com-
munautés de chercheurs bien distinctes : I’analyse for-
melle de concepts d’une part et la théorie abstraite de
I’argumentation d’autre part. Elles exploitent toutes les
deux une relation binaire exprimant pour ’'une un lien
objet-propriété, et pour 1’autre une attaque d’un argument
sur un autre argument. Le parallele se précise davantage
quand on considere la relation complémentaire “n’at-
taque pas” : on s’apercoit alors que la notion d’extension
stable a la base des sémantiques de I’argumentation cor-
respond a I’idée de concept formel. L article propose une
premiere analyse du parallele entre la théorie abstraite de
I’argumentation, et 1’analyse formelle de concepts, elle-
méme augmentée de d’autres opérateurs que celui a la
base des concepts formels, griace a un autre rapproche-
ment avec la théorie des possibilités. Ce parallele parait
intéressant pour en particulier enrichir la théorie abstraite
de I’argumentation dans le cas de relations bi-valuées,
comme dans le cas de relations floues. Un cube d’op-
positions entre huit ensembles remarquables d’arguments
peut ainsi étre construit.

Mots-clés :

Analyse formelle de concepts, argumentation abstraite,
relation floue, théorie des possibilités, carré d’opposi-
tions.

Abstract:

This paper for the first time presents a parallel between
two important theories for the treatment of information
which address questions that are apparently completely
different and that are studied by research communities
that are fully distinct : the formal concept analysis theory
on the one hand and the abstract theory of argumenta-
tion on the other hand. These two theories exploit a bi-
nary relation expressing a link object-property for the first
one, and the attack of an argument by another argument
for the second one. The parallel becomes more accurate
when considering the complementary relation “does not
attack”. Then, it appears that the notion of stable exten-
sion which is at the basis of the semantics for argumenta-
tion corresponds to the idea of formal concept. The paper
proposes a preliminary study of the parallel between abs-
tract argumentation theory and formal concept analysis,
itself enriched with operators other than the one at the
basis of formal concepts thanks to an analogy with pos-
sibility theory. This parallel appears to be of interest for

providing a richer view of the abstract theory of argu-
mentation in the case where the relation is bi-valued, as
in the case where the relation is fuzzy. A cube of opposi-
tions between eight remarkable sets of arguments is thus
obtained.

Keywords:

Formal concept analysis, abstract argumentation, fuzzy
relation, possibility theory, square of oppositions.

1 Introduction

[’analyse formelle de concepts [33, 29] exploite
une relation binaire liant des objets et des pro-
priétés. Cette relation peut €tre classique, ou
bien floue [5, 6, 7]. A partir de cette relation,
on définit la notion de concept formel qui cor-
respond a des ensembles maximaux de paires
de sous-ensembles d’objets et de propriétés
telles que chaque objet d’un sous-ensemble a
toutes les propriétés du sous-ensemble associé,
et les objets du sous-ensemble sont les seuls
a les avoir toutes dans le contexte considéré.
Les concepts formels sont caractérisés par une
équation de point fixe au travers d’une connec-
tion de Galois. Un récent parallele [18] avec la
théorie des possibilités [19] a montré 1’intérét
d’introduire d’autres opérateurs dans ce cadre
conduisant a d’autres connexions [15, 22].

De maniere totalement indépendante, une
théorie abstraite de 1’argumentation [24] a été
développée sur la base d’une relation d’at-
taque binaire entre arguments. Cette relation,
en générale classique, peut devenir floue si
on cherche a prendre en compte la force
des arguments [25]. On s’intéresse alors a
déterminer des sous-ensembles d’arguments re-



marquables qui constituent notamment des ex-
tensions stables dans la mesure ou ils sont sans
conflit interne, et ou chaque argument en dehors
de I’extension est attaqué par un argument de
I’extension.

L’exploitation d’une relation binaire classique,
qui peut étre plus généralement floue, amene
a s’interroger sur un parallele possible entre
les deux théories, et sur un éventuel enri-
chissement mutuel. Dans la section suivante
nous redonnons les €léments formels de la
théorie abstraite de I’argumentation en insis-
tant sur les différentes équations relationnelles
existantes. On rappelle ensuite en Section 3
dans le méme esprit les bases de I’analyse for-
melle de concepts enrichie d’opérateurs induits
par un parallele avec la théorie des possibi-
lités. On procede en Section 4 a un parallele
entre la théorie abstraite de I’argumentation et
I’analyse formelle de concepts, qui met no-
tamment en lumiere le parallele entre exten-
sion stable et concept formel. La Section 5
considere le cas ou les relations de base sont
floues, suggérant en particulier des pistes pour
étendre la théorie abstraite de 1’argumentation
au cas ou les attaques sont pondérées. Les re-
marques de conclusion suggerent que le traite-
ment de ce cas peut alors étre envisagé dans le
cadre d’une théorie équationnelle de la logique,
et que par ailleurs I’analyse des structures d’op-
position peut permettre d’obtenir une vue orga-
nisée de différents sous-ensembles d’arguments
remarquables.

2 Argumentation

P. M. Dung [24] a proposé dans un article qui a
fait école de définir un systeme d’argumentation
comme une paire (A4, R) ou A est un ensemble
d’arguments, et R (# ()) une relation binaire sur
A,ie., R C Ax A. Etant donné deux arguments
a € Aetb € A, (a,b) € R, ou de maniére
équivalente a Rb, signifie alors que a attaque b.
Un systéeme d’argumentation (A, R) peut donc
étre vu comme un graphe orienté, ou les argu-
ments sont les noeuds et les arétes les éléments

de R. Comme on peut le voir la notion d’ar-
gument, qui correspond intuitivement a un en-
semble minimal cohérent de formules qui dans
un cadre logique donné permettent de déduire
une certaine formule, est ici “abstraitisée”, tout
comme la notion d’attaque (qui consiste en pra-
tique a mettre en cause la formule déduite, soit
directement, soit en invalidant une des formules
de I’argument nécessaires a sa déduction). Le
cadre de Dung est souvent utilis€ comme un
cadre de référence et un point de départ dans
les travaux actuels sur I’argumentation en intel-
ligence artificielle.

Un sous-ensemble S C A d’arguments attaque
un argument a si 3s € S et sRa. Un sous-
ensemble S C A d’arguments attaque un sous-
ensemble S’ C Asids € Setds’ € S et
sRs'. Un sous-ensemble S d’arguments est sans
conflit si P(a,b) € S x S tel que aRb.

Etant donné wun systeme d’argumentation
(A, R), la question de base qui se pose est la
définition de sous-ensembles acceptables d’ar-
guments ; un sous-ensemble acceptable d’argu-
ments est appelé extension. Différentes formes
d’acceptabilité existent. La plus populaire est la
notion d’extension stable.

Un sous-ensemble S d’arguments sans conflit
est une extension stable si et seulement si

Va ¢ S,ds € S et sRa.

C’est-a-dire qu’une extension stable attaque
tous les arguments en dehors. D’autres formes
d’acceptabilité utilisent la notion de défense.
Un argument a € A est défendu par un sous-
ensemble d’arguments S si et seulement si pour
chaque argument b € A qui attaque a, s € S
tel que sRb. Un sous-ensemble S d’arguments
sans conflit est une extension admissible si et
seulement si chaque argument de S' est défendu
par S. Une extension stable est admissible.

On peut alors introduire des ensembles remar-
quables associés a un argument a, ou a un sous-
ensemble d’arguments .S en termes d’attaque ou
de défense, qui vont permettre de préciser ces



définitions et d’établir quelques propriétés :
— I’ensemble des attaquants de a
Ra = {s € AlsRa};
— I’ensemble des arguments attaqués par a
aR = {s € AlaRs};
— I’ensemble des arguments attaqués par S
R*(S) = {a € A|S attaque a}
={a € A|3s € S,sRa}
= {a € AlSN Ra # 0};
— I’ensemble des arguments attaquant S
R~ (S) = {a € A|a attaque S}
={a € A|Fs € S,aRs}
={a € AlSNaR # 0};
— I’ensemble des arguments défendus par S
Def(S) ={a € A|S défend a}
={a € AVb € Atq.bRa,3s € St.q. sRb}
={a € AlRa C R™(5)}.
L’ensemble des arguments défendus par S
est en effet constitués des arguments dont les
attaquants sont attaqués par S.

On peut alors vérifier que
— S est sans conflit si et seulement si [1]
S C R™(S),
ou T = A\ T. En effet ceux que S attaque
sont alors dans S (R*(S) C 9).
— S est une extension stable si et seulement
si [24]
S =RHS) ().
Cela découle de ce qui précéde, et de la
définition de la stabilité qui demande S C
R™(S). Notons aussi que 1’ensemble des ar-
guments non attaqués par S est €gal a
R+(S) = {a € AlVs € S,sRa}
={a€ AlSC Ra}  (*¥)
ol sRa signifie que s n’attaque pas a. Ce qui
permet alors d’établir :

— Def(S) = Rt (R*(S)) [1].
En effet, en appliquant (**) on obtient
R (RF(5)) = {o € A[R¥(S) C Ra},
ce qui fournit la preuve puisque Ra = Ra,
compte-tenu de la définition de Def(.5).

Donc si S est une extension stable, on a (*), et
par suite

Def(S) = S.

Dans une extension stable, les arguments se
défendent donc eux-mémes.

On peut encore établir que [8]

— S est une extension admissible si et seule-
ment si S C Def(S)N R*T(S). En effet, cela
équivaut a S C Def(S) N S C R*(9),
ce qui signifie bien que les arguments dans S
sont a la fois défendus par S et non attaqués
par S (S est donc sans conflit). Cette condi-
tion s’écrit encore

S C{ac AR (S) C Ra NS C Ra}
& S C{acA(RT(S)US) C Ra}
& S C{ac AlRa C (RT(S)NS)}.
— S est une extension admissible si et seule-

mentsi S C Def(S NR~(S5)). En effet, cette
condition force que .S soit sans conflit, puis-
qu’elle exprime que tout argument de S est
défendu par un argument de S qui n’attaque
pas S (ona R~(S) = {a € A|S C aR}). En
effet, si aRb avec (a,b) € S?, b ne peut étre
défendu par ¢ (i.e. cRa et ainsi ¢ € R™(5))
avec c € R—(.9).

— Une extension admissible S est dite complete
si et seulement si chaque argument qui est
défendu par S est dans S [24]. Donc S est
complete si et seulement si S est admissible
et Def(S) C S.On adonc que

S est une extension compléte si et seulement si

S = Def(S) N R+(S).
De plus, si S est une extension complete, alors

S = Def(S).
3 Analyse formelle de concepts

L’analyse formelle de concepts (AFC) [4, 33]
fournit un cadre théorique pour 1’apprentissage
de hiérarchies de concepts. On se donne au
départ un contexte formel K = (O,P,R) ou
‘R est une relation binaire completement définie
entre un ensemble d’objets O et un ensemble
de propriétés booléennes P (R C O x P). Un
contexte formel est souvent visualisé sous la
forme d’une table telle que la présence d’une
croix (x) (resp. son absence) dans une cellule



indique si un objet vérifie (resp. ne vérifie pas)
la propriété correspondante.

Etant donné un objet x et une propriété vy,
soit R(z) = {y € P | xRy} I'ensemble
des propriétés possédées par I'objet z (zRy
signifie que x possede la propriété y) et soit
R(y) = {z € O | 2Ry} I’ensemble des objets
possédant la propriété y. On définit en AFC des
correspondances entre les ensembles 2 et 27 .
Ces correspondances sont appelés opérateurs de
dérivation de Galois. L’ opérateur de Galois a la
base de I’AFC, noté ici (.)2 (pour des raisons
qui seront claires dans la suite), permet d’ex-
primer I’ensemble des propriétés satisfaites par
tous les objets de X C O comme :

X2= {yeP|VreO(ze X =12Ry)}
= {yeP|XC Ry} =Nex Rlz)

Cela permet aussi d’exprimer de maniere duale
I’ensemble des objets satisfaisant toutes les pro-
priétés de Y comme :

YA2= {z€0O|VePyeY = 2Ry}
= {£€0|Y CR(@)} =ey R(Y)

La paire duale d’opérateurs ((.)2,(.)?) ap-
pliqués respectivement sur 2° et 27 constitue
une connexion de Galois qui permet d’induire
des concepts formels. Un concept formel est une
paire (X,Y') telle que

X2 =YetY?=X.

Autrement dit, X est I’ensemble maximal d’ob-
jets satisfaisant toutes les propriétés déja satis-
faites par tous les objets de X. L’ensemble X
(resp. Y') est appelé extension (resp. intension)
du concept. De maniere équivalente, (X,Y") est
un concept formel si et seulement si c’est une
paire maximale au sens de 1’inclusion telle que

X xY CR.

L’ensemble de tous les concepts formels est na-
turellement équipé d’une relation d’ordre (notée
<) et définie comme : (X1,Y]) < (X, Y3)
ssi X7 € X5 (ou Y; C Y)). Cet ensemble

muni de la relation d’ordre < forme un treillis
complet B(K). Les opérateurs meet et join du
treillis sont décrits par le théoreme fondamental
de Ganter et Wille [29] :

AN A
ALY = [ (X5 (U Yj)
jeJ jed jed

AN A
\/(XwY}): (UXJ> 7ﬂY3
jeJ jeg jeg

Dans [18], sur la base d’un parallele avec
la théorie des possibilités (en effet X& =
Nyex B(x) est le pendant de la définition
d’une mesure de possibilité garantie A(F) =
mingcp 7(z) ol 7 est une distribution de possi-
bilités), d’autres opérateurs ont été introduits :
A savoir I’opérateur de possibilité (noté (.)')
et son dual I’opérateur de nécessité (noté (.)),
ainsi que 1’opérateur (.)V dual de I’opérateur
(.)® ala base de I’AFC, définis comme suit :
— X' est I’ensemble des propriétés satisfaites
par au moins un objet dans X :
XT={yeP|3reX, 2Ry}

={y e P| XN R(y) #0}

= U:(:EX R($)
— X% est ’ensemble des propriétés que seuls
les objets de X ont :

XN ={yeP|VreO@@Ry=z€X)}
={y e P[R(y) € X}
:mmgxﬁ(f)

(ou R(z) est I’ensemble des propriétés que n’a

pas )

— XV est I’ensemble des propriétés qui ne sont
pas satisfaites par au moins un objet en de-
hors de X :

XV={yeP|3IxreX, 2Ry}

= e PlR(y) VX # O}

Les opérateurs Y, YV YV sont obtenus de
maniere duale. Comme établi dans [15, 22], les



paires (X,Y) telles que XV = Y et YV =
X (ou de maniere équivalente X' = Y et
Y = X)) caractérisent des sous-contextes
indépendants (i.e. qui n’ont en commun ni ob-
jets ni propriétés) a I’intérieur du contexte ini-
tial. Les paires (X,Y) telles que XV = Y et
YN = X sont telles que :

(X xY)UX xY)DR.

Quant 3 XV = Y et YV = X, cela constitue
une autre caractérisation des concepts formels.

On a montré [18, 22] que les quatre ensembles
X" XN XA XV constituaient des informa-
tions complémentaires, toutes nécessaires a une
analyse complete de la situation de X dans le
contexte formel £ = (O, P, R).

4 Extensions stables en argumenta-
tion et concepts formels

Il y a un parallele frappant entre 1’équation (**)
de la Section 2

R+(S) = {a € A|S C Ra}
et I’expression
X2={yeP|X CRW}=ex R(=)

ainsi qu’entre la définition (*) d’une extension
stable S

S = R+(S)
et celle d’un concept formel (X,Y)
X2 =YetY? =X,

compte tenu de la similarité des définitions de
R+(S) et X2,

Il y a bien slr une différence évidente : pour
I’argumentation on est dans le cas particulier
O = P = A. Ce qui joue le role du contexte

formel est donc la relation R (“n’attaque pas”)
définie sur A x A =0 x P.

On peut donc s’intéresser aux contreparties ar-
gumentatives de X!, XV, ou XV. Ce sont res-
pectivement :

~ R"(S) = {a € A|SNRa # 0}

I’ensemble des arguments non attaqués par
tous les arguments de S. C’est-a-dire que pour
chaque argument de EJF(S ) il existe au moins
un argument de .S qui ne I’attaque pas. A ne pas
confondre avec I’ensemble des arguments non
attaqués par des arguments de S : R+(S) =
{a € A|SN Ra = (}; on a donc R*(S) C
R+(S ), de méme que A < II en théorie des
possibilités.

~ R'(S)={a€ARa C S}={ac A|S C Ra}

I’ensemble des arguments qui sont attaqués par
tous les arguments en dehors de S';

— R*(S)={a€ AlSURa # A}
= {a € A|SN Ra # 0}

I’ensemble des arguments qui sont attaqués par
des arguments en dehors de S. On a EJFG) C

R*(S), de méme que N < V en théorie des
possibilités. De plus, si R # () et R # (), on a
R () C §+(S )et R+(S) C R*(S), pendants
de N < Iletde A < V respectivement. On a
donc finalement

RY(S)UR (S) C R*(S)NR ().

Si on fait abstraction des complémentations, on
voit qu’étant donné S, il y a donc quatre en-
sembles d’arguments de base :

R*(S), R (S), R*(S), R (9).

Ce sont les arguments attaqués par S, les ar-
guments non attaqués par S, les arguments at-
taqués par non S, les arguments non attaqués
par non S. La considération de ces quatre en-
sembles est nécessaire pour completement ca-
ractériser la position relative de 1’ensemble des
attaquants d’un argument @ par rapport a un en-
semble S d’arguments (voir [22] pour le détail
de la contrepartie possibiliste de ce fait). Il est
clair que de maniere duale, il y en a quatre
autres en termes de R~ plutot que de R™.

On est aussi conduit a considérer les contrepar-
ties des quatre conditions X A—_YetY2 =X,



XV=YetYV =X, X"=VYeY! =X,
et XV = Y et YN = X, ce sont respective-
ment S = RT(S), S = R*(S), qui de maniére
équivalente caractérisent une extension stable
d’une part, et les contraintes équivalentes S =
§+(S et S = R (S) d’autre part, qui corres-
pondent 2 des extensions S et S présentant une
forme d’indépendance. En effet § = R (S) &

S =R (S) expriment que 1’ensemble des ar-
guments qui sont attaqués par tous les argu-
ments en dehors de S sont précisément les ar-
guments en dehors de S.

S Le cas graduel

L’idée d’étendre I’AFC a un contexte formel
flou, ce qui permet d’exprimer qu’un objet sa-
tisfait une propriété a un degré donné, a été
initialement proposée par Burusco et Fuentes-
Gonzalez [12] avant d’€tre considérablement
développée par Belohlavek [5, 6, 7], et par un
certain nombre d’autres auteurs, comme notam-
ment [30, 26, 31, 32]. Pour une discussion de
différentes extensions graduelles de I’AFC, on
pourra se reporter a [14, 16].

Nous ne donnons ici que 1’opérateur de base de
I’AFC floue [6] :

X2(y) = Nyeo(X (@) = R(z,y))

ol maintenant R est une relation floue, R(z, y)
le degré avec lequel x est en relation R avec y, et
X et X2 sont des ensembles flous d’objets et de
propriétés respectivement, et /\ est I’opérateur
de conjonction min et — un opérateur d’impli-
cation. Un choix approprié de ce connecteur (I’
implication résiduée de Godel : a — b = 1 si
a < b,eta— b= 0bsia > b)permetde voir un
concept formel flou en termes de ses coupes de
niveau X, Y, de facon a ce que

(Xo xY,) CR,

ol X, X Y, est maximal, avec R, =
{(z,9)|R(z,y) > o}, X = {2z € O|X(z) >

L’idée d’une théorie abstraite de 1’argumenta-

tion autorisant des degrés dans la relation d’at-
taque a été défendue récemment notamment
dans [25]. En suivant le parallele présenté dans
cet article, on est ainsi conduit a caractériser une
extension stable floue par 1’équation

S(5) = Ngeal(S(s) = R(s, a))

ou S(s) est le degré avec lequel I’argu-
ment s appartient a 1’extension stable floue S,
R(s,a) = 1 — R(s,a), R(s,a) étant le degré
avec lequel s attaque a, ce qui généralise S =

R*+(S) ={a € A|S C Ra}.

En exploitant la contrepartie de (X, x Y,) C
R, dans le cadre argumentatif, on voit qu’on
pourra se ramener a une étude des coupes de
niveaux de la relation de non-attaque R.

Dans le méme esprit, on pourra définir les ex-
tensions admissﬂales floues, ou déﬁgir lgs exten-
sions floues de R+(S), R*(5), et R+(S).

L’association de degrés a des arguments peut
avoir plusieurs sens : ils peuvent refléter notam-
ment la force de I’argument, ou I’incertitude as-
sociée a ses composants. La nature des degrés
est aussi importante en AFC ou incertitude et
niveau de satisfaction d’une propriété graduelle
ne doivent pas se traiter de la méme fagon
[16]. Des traitements différents doivent aussi
étre envisagés en argumentation selon la nature
des degrés. Celui suggéré ci-dessus concerne la
force des arguments plutot que 1’incertitude.

6 Remarques de conclusion

Le calcul des extensions en argumentation peut
s’exprimer dans un cadre de logique propo-
sitionnelle en termes d’équations algébriques
comme 1’a montré [9] (voir aussi [2]). Cette
idée a été récemment reprise par Gabbay [28],
replagant ainsi 1’argumentation abstraite dans
le cadre de la sémantique équationnelle de la
logique propositionnelle, développée il y a un
siecle par Louis Couturat [13]. L’exploitation de
cette idée se transpose a la logique floue [28].
On pourra donc reconsidérer ce qui précede
dans cette perspective.
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Figure 1 — Cube d’oppositions entre 8
ensembles remarquables d’arguments

Par ailleurs, en s’appuyant sur les résultats
présentés dans [23] concernant les structures
d’oppositions en analyse formelle de concepts
et en théorie des possibilités, a la suite des tra-
vaux de Robert Blanché [11] et de Béziau [10]
sur le carré d’oppositions et sa généralisation
a un hexagone, on peut étudier de maniere si-
milaire les structures d’oppositions a I’ceuvre
dans la théorie abstraite de I’argumentation, et
obtenir en particulier le cube d’oppositions de
la Figure 1, ou figurent les quatre ensembles
d’arguments et leur complémentaires (qui sont
disposés aux extrémités des diagonales). Les
fleches verticales expriment des inclusions. Par

exemple R*(S) C RT(S) (pourvu que R # ().
De plus, la structure hexagonale d’oppositions
obtenue dans la logique d’argumentation pro-
posée dans [3] devra aussi €tre comparée a celle
obtenue ici.
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