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Résumé

Les couches de type Dense et Conv2d constituent parmi
les briques élémentaires les plus populaires des réseaux de
neurones actuels. Dans cet article, nous proposons d’en
explorer une variante ou les hyperplans sont remplacés
par des hypersphéres. Nous utilisons pour cela le mo-
dele conforme défini par Hestenes et al. [6|] ot des hy-
perspheres en dimension n peuvent étre paramétrées par
un vecteur de [’algébre géométrique conforme R™ 1.
En ce qui concerne la couche Dense, une approche simi-
laire existe déja dans Banarer et al. [I|]. L’implémenta-
tion de ces deux nouveaux types de couche via des opéra-
teurs d’algébre linéaire/de convolution classiques est ex-
plicitée en méme temps que les contraintes pour la mise
a jour des poids. L’observation d’expérimentations réali-
sées sur des données synthétiques et des bases d’images
conduit a conclure que les variantes « sphériques » des
couches Dense et Conv2d améliorent la fonction de coiit et
convergent plus rapidement avec un nombre identiques de
parametres. Malheureusement, ce type de couches se ré-
velent parfois plus sensibles a l'initialisation ce qui peut
conduire a une certaine instabilité. Quelques pistes pour
remédier a ces problemes sont présentées.

Mots Clef

Apprentissage profond, Algebre géométrique conforme,
Hypersphere, Convolution.

Abstract

Dense and Conv2d layers are among the most popular buil-
ding blocks of current neural networks. In this paper, we
propose to explore a variant where hyperplanes are repla-
ced by hyperspheres. We use the conformal model defined
by Hestenes et al. [|6]] where hyperspheres in dimension n
can be parameterized by a vector of the conformal geo-
metric algebra R"™1. For the Dense layer, a similar ap-
proach already exists in Banarer et al. [1|]. The implemen-
tation of these two new layer types via classical linear alge-
bra/convolution operators is made explicit along with the
constraints for updating the weights. The observation of
experiments performed on synthetic data and image data-
bases leads to the conclusion that the "spherical” variants

of the Dense and Conv2d layers improve the cost func-
tion and converge faster with the same number of para-
meters. Unfortunately, these types of layers are sometimes
more sensitive to initialization, which can lead to instabi-
lity. Some ways to remedy these problems are presented.

Keywords

Deep learning, Conformal geometric algebra, Hyper-
sphere, Convolution.

1 Introduction

Les couches de type Dense et Conv2d constituent parmi
les briques élémentaires les plus populaires des réseaux de
neurones actuels. Celles-ci sont simplement basées sur un
produit scalaire z.w pour Dense (resp. appliqué localement
pour Conv2d) ou x est 'entrée et w le vecteur de poids
(resp. le filtre de convolution). Pour un vecteur x de taille
n, le nombre de parameétres de la couche est n + 1. Il est
bien connu que I’on ajoute ensuite une fonction d’activa-
tion de type "ReLu", chaque neurone d’une couche réalise
une partition de R™ en deux sous-espaces de taille infinie
séparés par un hyperplan; les valeurs positives du produit
scalaire sont préservées alors que ses valeurs négatives sont
atténuées voire annulées.

En s’inspirant la méthode d’indexation spatiale VP-trees
[LO], on a I’idée de partitionner R™ par des hyperspheres
plutdét que par des hyperplans. D’un point de vue théo-
rique, la VC-dimension dans les deux cas étant de 2 pour
n > 2, on ne doit pas s’attendre une performance significa-
tivement meilleure en faveur d’un classifieur basé sur des
hyperspheres. Toutefois dans la perspective de travaux fu-
turs, on note que la partition induite dans ce cas est faite
entre deux sous-espaces dont 1’un est de taille finie.

Dans la communauté apprentissage, les fonctions a base ra-
diales [2] permettant 1’approximation de fonctions relevent
de la méme idée :

or iwmxnx ~al) )

La fonction f est approximée par une combinaison linéaire
de fonctions univariées p; : R* —~ R ou ||.|| dénote gé-

1. Pour faciliter la lecture, on considere de x est augmenté pour inté-
grer le biais dans w



néralement la norme euclidienne. Dans le cas d’un noyau
gaussien, p; (1) = e avec s; un parametre d’échelle a
estimer s’apparentant au rayon d’une sphere. Les réseaux
a fonctions de base radiales étaient considérées dans les
années 80-90 comme une alternative a la composition de
fonctions (i.e. de couches) [9], le modele dominant actuel-
lement. Sans détailler plus ici, les machines a vecteur de
support utilisant des noyaux de fonctions a base radiales

releve de la méme idée [3]].

Une hypersphere peut étre paramétrée classiquement en sé-
parant 1’apprentissage des centres et de celui des rayons
(comme pour les fonctions a bases radiales). Bien que cette
approche soit acceptable, elle cache le lien géométrique
existant entre hyperplan et hypersphere : un hyperplan peut
étre vu comme une hypersphere dont le centre est "a I’in-
fini" et le rayon infini. Pour répondre a ce besoin d’unifi-
cation, nous avons adopté le formalisme des algebres géo-
métriques conformes dans lequel hyperplan et hypersphere
sont représentés par un vecteur de dimension n + 2. A I'in-
térieur de ce cadre mathématique, Banarer et al. [1] ont
défini un modele de neurone hypersphérique qui est la base
de notre travail.

Contributions. Nos contributions sont les suivantes :
(a) Reprendre le modele de neurones décrites dans [1]]
en explicitant les détails de I’entrainement de ce type
de neurones (optimiseur, contrainte, initialisation) et ainsi
le rendre facilement applicable dans les frameworks mo-
dernes d’apprentissage profond. (b) Nous proposons une
extension de ce type de neurones aux filtres a convolution
2D hypersphérique et (c) nous comparons ces différents
types de couches sur des architectures et des jeux de don-
nées simples.

Larticle est organisé en trois parties. Nous commence-
rons par décrire le cadre mathématique des algebres géo-
métriques conformes pour ensuite étudier les propriétés du
modele de Banarer et al. et en proposer une extension a la
convolution par des filtres hypersphériques. La deuxieme
partie sera consacrée a I’implémentation de ces modeles
via des opérations de 1’algebre linéaire. Nous y aborde-
rons les questions d’optimisation et d’initialisation. Dans
la troisieéme partie, nous terminerons par des expérimenta-
tions destinées a valider les deux modeles et a entrevoir les
avantages et les faiblesses.

2 Modele de neurones hyper-
sphériques avec I’algeébre géo-
métrique conforme

Nous allons commencer par la description du cadre mathé-
matique des algebres géométriques et du modele conforme.
Cela nous permettra ensuite de définir une sphére comme
un vecteur particulier de cette algebre et d’en lister les pro-
priétés.

2.1 Cadre mathématique

Algebre géométrique G,. Une algebre géométrique
Gn=G(V") est une algébre construite a partir d’un n-
espace vectoriel sur un corps K noté V" munie d’une forme
quadratique Q. Plus précisément, il s’agit de 1’algebre ten-
sorielle 7 (V") quotienté par I’idéal engendré par les é1é-
ments de la forme a ® a = Q(a)1, a appartenant a V". Le
produit, défini sur cette algebre quotient et appelé produit
géométrique, est multilinéaire, associatif et satisfait la regle
suivante [6] :

VaeV", aa=d*=Q(a) = e,al?

oll €, € {-1,0,1} est la signature de a et |a| est un réel
positif ou nul appelé magnitude de a.

Par suite, si ’on note B la forme bilinéaire symétrique as-
sociée a Q, le produit géométrique de deux vecteurs a et
b de V,, plongés dans cette algebre vérifie nécessairement
ab + ba = 2B(a,b).

Par application des propriétés précédentes, on peut don-
ner une expression explicite du produit géométrique ab en
le décomposant comme la somme de deux nouveaux pro-
duits :

1 1
ab = i(ab+ ba) + §(ab— ba)

symétrique anti-symétrique

1
- produit interne :  a.b := §(ab +ba) =b.a=B(a,b)
1
- produit externe :  a A b:= i(ab -ba)=-bra

Par suite, a.b un scalaire appartenant a K et a A b est ana-
logue a un tenseur d’ordre 2. Plus généralement, dans cette
algebre de dimension 2", on appellera r-vecteur la combi-
naison linéaire entre produits externes de r vecteurs. L’en-
semble des r-vecteurs forme un sous-espace G, de G,, de
dimension C}, (combinaison des vecteurs de la base de V")

si bien que n
r=0

Les éléments de G,, sont appelés des multivecteurs. Pour
le lecteur qui souhaite aller plus loin dans les définitions et
les applications en traitement du signal et des images, nous
recommandons la these de Ghina El Mir [4] chap. 1.2], I’ar-
ticle de référence [l6]] et les actes de la conférence AGACSE
depuis 1999.

Algébre géométrique conforme de R"*!'!., Dans le
cadre applicatif nous concernant (vecteurs de R™), I’espace
vectoriel V™ est choisi comme

RnJrl,l _ Rn ® Rl,l

ol ® désigne la somme directe et R le plan de Min-
kowski. ayant par base {e,,e_} (e2 = 1 ete? = —1). Toute-
fois, Li et al. [8] remplace cette base par

{eg := %(e_ —ey), €= (e +e1)}



de facon a vérifier les propriétés suivantes :
6(2) =¢2 =0, ew.eo=-1

Pour résumer, si I’on dote R" d’une base canonique
{e1,...,en}, 'ensemble des produits internes entre les é1é-
ments de la base sont :

€i-€j :5ij; Vi,je{l,...7n}

€;.60 = €;.600 =0 2)

€o0-€0 = €0.€oo = —1
Parmi les plongements possibles de x € R™ dans un vecteur

x € R¥ 11 les auteurs ont choisi celui vérifiant 22 = 0 et

T.oo =0 (cf. [8]) : )
=X+ 5XQeoo +eg 3)

Dans la mesure ou x A x = 0 et suivant les regles données
en Eq.[2| x? = x.x se réduit au produit scalaire usuel des
vecteurs de R™.

Afin de définir I’équation d’une hypersphere dans ce mo-
dele, on rappelle I’expression du produit interne entre deux
points p, ¢ donnés par Eq.[3]:

1
pa= (p+ §||p||2eoo +e0).(q+ 5I|<1|I26<>o +€9)

1
=p.q+ §||q||2 P.€oo + P.€o +
—_—— ——
0 0

12 1
=IPII7] 9-€oo +=||d||* €oo-€00 + €oo-€0 | +
2 — 2 —_—— ——

0 0 -1

1
€0.q +f||q||2 €0.€o0 + €0.€0
—— 2 —_——— ——

0 -1 0
1
=—§|lp—qll2 )

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour rap-
peler le modele de neurone hypersphérique défini par [1] .

2.2 Modéele de neurone hypersphérique

Dans R", une hypershere de centre c et de rayon p est dé-
finie par I’ensemble des x vérifiant ||x — c||* = p?. Cette
équation peut étre reformulée par I’'Eq. ] comme
1 1
e+ —pP=z.c—=p*(T.00) =0 =
2 2
1
x.(c— ipzeoo) =x.s=0

—_———
S

En développant 1’expression de s, on obtient la définition
comme un vecteur de R™*1:1

1
s:c+§(||c||2—p2)eoo+eo 5)

Ainsi, on peut voir que le vecteur s représente
une hypersphére qu’a un coefficient multiplication car
x.As = Az.s = 0 pour tout réel A non nul. Afin de rendre
ce vecteur unique, on dispose de la contrainte de normali-
sation s.e., = —1 qui garantit qu’un point x est

— alintérieur de I'hypersphere) si 0 < 2.5 < £ p2.

— sur ’hypersphere si x.s = 0.

— al’extérieur de I’hypersphere s’il vérifie x.s < 0.
La figure[T]illustre la valeur du produit interne x.s pour le
cas n = 2 dans le cas ol x = (g, 0) avec z¢ € [-10,10]
pour une sphere de centre (0,0) et de rayon p = 5. Comme
attendu, le produit interne est nul pour z( + 5 et atteint son
maximum 12.5 pour z( = 0.

Produit scalaire

-40
-10 -5 0 5 10

Lo

FIGURE 1 — Profil du produit scalaire x.s
Pour résumer ce paramétrage d’une hypersphere en dimen-
sion n, les points principaux sont les suivants :

1. Un vecteur s de R"*!:! qui encode les parametres
du centre et du rayon.

2. Lacontrainte s.e, = —1 qui implique que s est dans
un sous-espace de R"*!>! de dimension n + 1.

3. Le signe de produit interne x.s qui permet de qua-
lifier la position de x par rapport a I’hypersphere.

Comme le mentionne Li et al. [8], une hypersphére non
normée peut étre représentée de fagon générale a partir des
parametres de rayon p et centre p qui s’écrivent de la fagon

suivante : 5

2 8 $ 2

 (5.00)2 p= —5.€00 T e

On constate donc que dans le cas limite ou s.e., tend vers
0, le rayon de I’hypersphere est infini. De méme lorsque le
rayon est nul, I’hypersphere correspond a un hyperpoint c.
Ce cas particulier assure théoriquement que les problemes
dont les données sont linéairement séparables, sont égale-
ment séparables par des hyperspheres.
Rappelons que la contrainte de normalisation es.5 = —1,
assure la représentation d’une hypersphere par un vec-
teur unique. Si I’on change le signe de e.,.s en imposant
€s-S = 1, cela reviendrait a échanger les roles d’intérieur
et d’extérieur de la sphere. Le centre de la sphere se retrou-

verai ainsi a I’extérieur de celle-ci.

2.3 Modele de filtre hypersphérique pour la
convolution

L’extension du modele de neurone hypersphérique vers ce-
lui d’un filtre de convolution hypersphérique ne requiert
pas de nouveaux outils mathématiques. Pour la description
de ce modele, nous nous consacrerons au cas d’un filtre de
convolution 2-d discret (pour les images) mais 1’approche



reste valable en toute dimension, quelque soit le mode de
padding et les valeurs de strides choisis.
Il est bien connu que la convolution standard peut se voir
comme le produit scalaire entre les versions vectorisées du
bloc d’image et du filtre F’ plus un biais :
(I*F)[Z,]] :ZZI[i+di,j+dj] *F[di,dj] +b
= vec([[i—di Ii+di,j—dj ]+d]])
vec(F[-d; :d;,—dj; :d;]) +b

ol d; et d; désignent les indices de parcours du filtre qui
dépendent de la taille du filtre d x d. De fagon naturelle, on
peut voir vec(I[i—d; : i + d;,j —d; : j +d;]) comme un
vecteur z(4,5) de R% que I’on va plonger dans 1’algebre
géométrique conforme RE+LL, Identiquement, le filtre de
convolution est remplacé par une sphere en dimension R
paramétrée dans cette méme algebre. Si 1’on note & cette
"nouvelle" convolution, on en définit le résultat comme :

(I@S)[i,j]le(i,j).s (6)

La valeur de sortie de ce filtre posseéde donc les mémes
propriétés que le produit interne x.s défini dans la sous-
section précédente (voir Fig.[T)). L’extension de ce filtre aux
images a k-canaux ne pose pas de difficulté :

— (I®s)[i,j] =Xpx1(i,7,k).s (~ Conv2d)

— (I®s)[i,5] = X x1(i, 7, k).sx ot une hypersphere

est définie par canal (~ DepthWiseConv2d)

Bien que non traité dans cet article, on peut imaginer
qu’une "Conv2dSeparable" revient a paramétrer une hyper-
sphere en dimension d dans R
Les détails d’implémentation sont donnés dans la section
suivante.

3 Implémentation

On peut remarquer que 1’ensemble des formules de la sec-
tion précédente s’appliquent quelque soit la dimension n
et s’écrivent sans la nécessité de définir une base pour R".
On appelle cela le calcul sans coordonnées. Toutefois, lors
d’une mise en ceuvre pratique, les n + 2 valeurs permettant
d’encoder les données et hyperspheres doivent étre explici-
tées pour se ramener a des opérations matricielles prenant
en compte la forme quadratique Q.

3.1 Formulation matricielle de x.s

Pour garantir I’efficacité du calcul du produit interne, celui
doit étre exprimé comme un produit matriciel Z* M 3.
Dans la base {ej,ea,...,en,€0,€x}, X €t s de centre c et
rayon p s’expriment comme des vecteurs a n + 2 coordon-
nées : 1
2

- 1 2 2\t

(C,p)HSII [01,02,...7071,1,5(”0” —-P )] (®)

X &= (21,2, ..., 20, 1, =||x|]*] 7

Pratiquement, I’équation [7]revient concaténer deux valeurs
selon le dernier axe.

La matrice M qui exprime les relations données dans Eq.[2]
s’écrit comme

10 0 0 O
0 1 0 0 O
. 0 0 O
M= 0 0 1 0 0 ©)
0 0 0 0 -1
0 0 0 -1 0
Le lecteur pourra aisément vérifier que :
. 1 P 1
B M= (p" - x—cl’) et p'Mq =5 (|lp-dl)

3.2 Calcul du filtre hypersphérique

Pour le filtre hypersphérique, nous conseillons de séparer
en trois parties le calcul de ! M5 :

1. La convolution standard de 1’image avec le filtre
correspondant aux n premieres coordonnées de §
redimensionnées a la taille d x d.

2. L'équivalent de —§||z||* revient 2 convoluer I'image
par un filtre constant de valeur —% de taille d xd. Le
résultat est multiplié par 1’avant derni¢re coordon-
née de 5 qui vaut 1 (cf : sous-section[3.3])

3. On effectue une multiplication termes a termes pour
obtenir un tenseur contenant les coefficients équiva-
lents au produit entre la partie eg de & et e, de S.

Le résultat de la convolution hypersphérique est la somme
de ces trois termes. Par ailleurs, si I’image traitée contient
plusieurs canaux, une nouvelle somme selon la profondeur
permet reproduire le comportement de Conv2D.

3.3 Contraintes et initialisations

Comme nous 1’avons dit a plusieurs reprises, une hyper-
sphere est représentée de maniere unique par un vecteur §
dont I’avant-derniere coordonnée est 1 (correspondant a la
contrainte s.e., = —1). L’optimisation conjointe de p et p
par une méthode de descente de gradient doit garantir cette
contrainte. Dans ce but, un re-normalisation de la sphere
est effectuée apres chaque mise a jour de 3.

L’initialisation des parametres d’une couche a plusieurs
neurones hypersphérique est un probleéme complexe. Dans
nos expérimentations, nous avons grossierement choisi
I’heuristique de Glorot et Bengio en effectuant un tirage
aléatoire des centres suivant une loi normale centrée dont
I’écart-type dépend diminue avec n et le nombre de neu-
rones de la couche[3]]. Cela correspond au choix par défaut
des couches Dense Etant donné que nous avons centré-
réduits les données en amont, les rayons des hyperspheres
ont été initialisés a 1. D’autres choix sont possibles et se-
ront discutés dans les perspectives.

2. Il's’agit dans ce cas des coordonnées du vecteur normal a un hyper-
plan



4 Expérimentations

Les expérimentations ont pour objectif de valider les mo-
deles de couches hypersphériques construits a partir d’un
ensemble de neurones ou de filtre de convolution hyper-
sphériques. Comme nous nous positionnons sur des briques
élémentaires de bas-niveau, nous avons volontairement
choisi des architectures de réseau simples afin de limiter
I’écueil du sur-apprentissage et des difficultés d’interpré-
tation. Nos expérimentations sont découpées en 2 parties
suivant le type de neurone a étudier.

4.1 Couches hypersphériques vs Dense

Jeux de données. Deux jeux de données synthéthiquesE]
ont été utilisés pour étudier la performance des réseaux a
couches hypersphériques.

Le premier nommé Easy est construit de facon a avoir
3 classes quasiment linéairement séparables. Celui-ci
contient 350 points en dimension 2 ce qui donne 1’oppor-
tunité de illustrer le modele par différentes images.

Le second nommé Dif contient également une série de
450 points en dimension 2 répartis en 3 classes non li-
néairement séparables avec un taux de chevauchement non
négligeable. Ce dernier point nous permettra de voir et
comparer la forme des frontieres de décisions pour diffé-
rentes architectures. Les deux jeux de données ont été sépa-
rés en ensemble d’apprentissage (66.66%) et de validation
(33.33%).

Types de réseaux et entrainement. L’architecture de
base que nous considérons est un perceptron multi-couches
de faible profondeur. Dans un premier cas, les couches du
réseau (noté PMC) seront des couches Dense classiques
alors que le réseau sera nommé GeoPMC lorsque les neu-
rones seront uniquement hypersphériques. Différents para-
metres ont été évalués :

— Le nombre de couches cachées varie de 0 a 2.

— Le nombre de neurones par couches cachées prend
les valeurs 2, 3 ou 10.

— La batch normalisation et la fonction d’activation
ReLu qui s’applique ou non sur toutes les couches
cachées.

Chaque réseau se termine par une couche de 3 neurones
classiques ou hypersphériques avant de passer par la fonc-
tion d’activation softmax car il s’agit d’un probleme de
classification ; celle-ci n’est jamais précédée d’un ReLu.
Pour faciliter la lecture des résultats, chaque architecture du
réseau est codée par une chaine de caracteres : un chiffre
correspond au nombre de neurones par couche, "r" a I’uti-
lisation de la fonction d’activation relu, "b" a une batch
normalisation et "sf" a la fonction d’activation softmax.
La taille du batch est de 30, I’algorithme d’optimisation est
Adam [[7]].

Résultats. Bien que nous ayons testé 1’ensemble des
configurations ci-dessus, nous avons sélectionné un en-
semble de configurations efficaces. Les figures [2] et [3] re-

3. Lien de téléchargement https://tinyurl.com/2xc8x4ct

portent le taux de bonne prédiction (accuracy) sur les
jeux de données de validation au cours des itérations. On
constate que I’accuracy augmente plus rapidement pour les
modeles GeoPMC a architecture identique. L’échec du mo-
dele GeoPMC "b2rb 2 rb 3 sf" s’explique probablement
par une mauvaise architecture qui contribue a 1’inhibition
de certains neurones (dying-relu) .

1| — |
1 77
' .
d -
7 o i P A N R S
8 -~
= B 1
3 0.5 "'I —_— 2eoPMC : 3 sf
2 i geoPMC : 1013 sf
Jll geoPMC:b2rb2rb 3 sf
."' -—— PMC : 3 sf
' - PMC: 1013 sf
oL " | === PMC:b2rb2rb3sf
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FIGURE 2 - easy : accuracy pour les données de validation
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O === PMC:b2rb2rb3sf
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FIGURE 3 — Dif : accuracy pour les données de validation

Pour aller plus loin, la table [I] reporte 1’accuracy en fin
d’entrainement des 14 réseaux les plus performants. Ex-
cepté les trois premiers cas, I’ensemble des réseaux effi-
caces sur Easy, le sont également sur Dif.

Easy Dif

Architectures GeoPMC | PMC | GeoPMC | PMC
10r:3sf 92% 99% 94.6% 92.6%
b2r:b2r:b3sf 41% 68% 86% 94%
3r:3sf 67.2% 95% 93.3% 92.6%

3 sf 96.5% 97.4% 93.3% 92%
b2:b2:b3sf 98.3% 98.3% 91.3% 92%
10: 3 sf 99% 96% 92% 93.3%
10:10: 3 sf 99% 94% 91.3% 93.3%
2:2:3sf 98.3% 95.7% 91.3% 93.3%
3:3:3sf 98.3% 95.7% 90% 93.3%
b10:b3sf 98.3% 97.4% 93% 91.3%
b10r:b3sf 98.3% 98.3% 92% 92%
b3r:b3sf 98.3% 98.3% 92% 91.6%
b 3 sf 97.4% 98.3% 92.4% 92%
b2:b3sf 98.3% 98.3% 91.8% 91.6%

TABLE 1 — Accuracy pour différentes architectures


https://tinyurl.com/2xc8x4ct

Hormis I’architecture "10 r : 3 sf" qui s’avere étre plus per-
formante pour les réseaux a couches hypersphériques et le
réseau "b2r:b2r:b 3 sf" quilui semble étre meilleur que
le modele classique sur les données de Easy, I’ensemble
des résultats d’accuracy ne sont pas significativement dif-
férents. Etant donnée la taille des jeux de données de vali-
dation, un écart de 1% représente donc entre 1 et 2 points
mal classées.

Afin de mieux voir I’'impact de la fonction d’activation
ReLu et la batch normalisation, les tables |Z| et @présentent
les résultats de I’apprentissage par architecture.

GeoPMC
Architectures (%) RelLu bn bn + ReLu
10: 3 sf 99% 92% 98.3% 98.3%
3sf 95% ND 98.3% ND
3:3sf 94% 67.2% | 98.3% 98.3%

2:3sf 922% | 97.4% | 98.3% 98.3%
3:3:3sf 98.3% | 99.1% | 97.4% 68.9%

PMC
Architectures %] ReLu bn bn + ReLu
10: 3 sf 96% 95.6% 97% 98.3%
3sf 97.4% ND 98.3% ND

3:3sf 95.6% | 94.8% | 98.3% 98.3%
2:3sf 96.5% | 94.8% | 98.3% 97.4%
3:3:3sf 95.7% | 94% | 98.3% 98.3%

TABLE 2 — Easy : Comparaison de I’'impact de ReLu et de
la batch normalisation

GeoPMC
Architectures o] ReLu bn bn + ReLu
10: 3 sf 92% 94.6% 93% 92%
3sf 93.3% ND 92.4% ND
3:3sf 92.6% | 93.3% | 91.9% 92.6%
2:3sf 92.6% | 89.6% 92% 92%
3:3:3sf 90% 86% 92.6% 90%
PMC
Architectures %] ReLu bn bn + ReLu
10: 3 sf 93.3% | 92.6% 91% 92%
3sf 92% ND 92% ND
3:3sf 92.6% | 92.6% 92% 92%
2:3sf 92.6% | 92.6% 92% 93%
3:3:35sf 93.3% 48% 92.6% 92.2%

TABLE 3 — Dif : Comparaison de I’'impact de ReLu et de
la batch normalisation

De maniere générale, la présence du ReLu semble dégra-
der davantage la qualité des prédictions sur les réseaux
a couches hyperspheriques d’autant que le nombre de
couches cachées croit. En conséquence, le ReLu ne semble
pas €tre la fonction d’activation la plus adaptée sachant que
x.s peut étre un scalaire trés négatif (cf. Fig.[T). Une étude
supplémentaire s’avere nécessaire pour en trouver une plus
appropriée. En ce qui concerne la batch normalisation,
elle permet dans le cas des données de Easy, d’améliorer
considérablement les résultats. Ce qui est moins pertinent
pour les données issue du fichier Dif.

Si I'on regarde maintenant les valeurs de la fonction de
perte (loss) sur le jeu de données de validation (Fig. [4]
et 5), on peut observer que pour les modeles GeoPMC
convergent plus vite vers des valeurs plus petites.

‘ — geoPMC : 3 sf
1.5 2eoPMC : 1013 sf
geoPMC:b2rb2rb 3 sf
- PMC : 3 sf
- PMC: 1013 sf
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FIGURE 4 — Easy : Courbes des fonctions de pertes
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FIGURE 5 — Dif : Courbes des fonctions de pertes

Comme les expérimentations sont effectuées sur des don-
nées 2d, il est possible de visualiser la pré-image d’un
neurone hyperspherique paramétré par s en affichant les
bandes de niveau pour les valeurs positives de ®(x).s (Fig.
et[7b). Pour chaque point x = (z7,22) de grille d’affi-
chage, on infere ’entrée ® () de la couche 2 afficher pour
x et on calcule la valeur de ®(z).s.

Sphere on layer sphere_layer_0 Preimages of layer sphere_layer_0
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FIGURE 6 — Easy : Bandes de niveaux pour geomPMC "3 sf"

Si ’hypersphere a afficher est située dans la couche O (ie.
pas de non-linearité) (cf. Fig. [7a) ou qu’il n’existe pas de
couches cachées (voir Fig. @ , les bandes de niveau sont
circulaires concentriques.



(b) Pré-images de la couche 2

(a) Spheres de la couche 0

FIGURE 7 — Dif : Bandes de niveaux pour
geomPMC "b3r:b3r:b3sf"

La figure [§] permet d’illustrer la proximité entre les pré-
images des hyperspheres (situées avant la couche softmax)
et les frontieres de décision. Cela peut paraitre évident au
premier abord mais si 1’on se réfere a la figure [6b] on sait
que la frontiere de décision entre deux hyperspheres en
I’absence de non-linéarité est un hyperplan... On peut no-
ter également, que les centres des hyperspheres (colonne
de gauche en jaune) ne correspondent pas aux centres des
classes (colonne de droite).
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(a) Easy : ggoPMC "31:371:3 sf"
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(b) Dif : geoPMC "10r:3r: 3 sf"

FIGURE 8 — PréImages couche 2 (gauche) et frontieres de
décision (a droite)

La différence entre deux modeles GeoPMC et PMC de
méme architecture est flagrante si I’on compare leurs fron-
tieres de décision (cf. Fig. [9). Si I’on regarde leur forme,
PMC correspond une succession de lignes brisées alors
GeoPMC produit une succession d’arcs de cercle brisés.

4.2 Filtres hypersphériques vs Conv2d

Dans cette partie, nos proposons une comparaison entre les
filtres hypersphériques et Conv2d sur le jeu de données
MNIST. 1I s’agit d’une base de 70000 mini-images labe-
lisées, en niveaux de gris, de taille 28 x 28 représentant
I’écriture manuscrite des chiffres de 0 2 9. C’est donc une
probléme de reconnaissance a 10 classes.

Dans cette expérimentation, nous testons une architecture
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FIGURE 9 — Dif : Comparaison de frontieres de décision

ou la séquence de couches est la suivante :

1. une batch normalisation ou non.

2. une couche hypersphérique pour GeoPMC / une
couche Dense pour PMC / une couche filtres hyper-
sphériques pour GeoConv2d / une couche Conv2d
pour Conv2d avec un certain nombre de filtres de
taille 3 x 3.

3. une fonction ReL.U ou non.

4. une batch normalisation ou non.

5. une couche Dense ou hypersphérique avec un cer-
tain nombre de neurones.

6. une activation softmax.

La table [4] donne les résultats d’accuracy pour I’ensemble
des configurations testées.

Dense Convolution
Architectures GeoPMC [ PMC | GeoConv2d [ Conv2d
10 sf | 927% [ 927% ND

32:10sf 93% 92.6% 97.5% 97.5%
32r:10sf 10% 96.8% 98% 98.2%
b32:b 10 sf 86.4% 91.6% 97.2% 97.2%
b32r:b10sf 10% 96% 97.8% 98.2%

512:10 sf 93% 93% 97% 97%

512r:10sf 10% 98% 98% 98%
b512:b 10 sf 93% 93% 97.7% 97.1%
b512r:b 10 sf 10% 98% 97.7% 98.3%

TABLE 4 — MNIST : Comparaison de I’accuracy pour dif-
férents modeles

La premiere observation que 1’on peut établir concerne
I’incapacité de faire fonctionne GeoPMC en "grande" di-
mension avec un ReLU. Le taux d’erreur de 90% laisse a
penser que le classifieur prédit toujours la méme classe. Le
probléme provient selon nous d’une mauvaise initialisation
des hyperspheres qui fait tous les points sont a 1’extérieur
de toutes les spheres. Par la suite, ReLL.u annulera tout si-
gnal vers les couches suivantes du réseau. Ce probleme ne
se produit certainement pas pour GeoConv2d car les hyper-
spheéres sont définies en dimension 9 au lieu de 784. Plus
généralement, on peut se demander si les couches hyper-
sphériques sont sensibles a la malédiction de la dimension.
On constate la méme amélioration lors du passage des mo-
deles GeoPMC vers GeoConv2d que celui de PMC vers
Conv2d. D’apres nos premieres expériences, GeoConv2d
et Conv2d obtiennent des résultats identiques.



S Conclusions et perspectives

Dans cet article, nous avons repris le cadre mathématique
des algebres géométriques conformes pour étudier le mo-
dele de neurone hypersphérique de Banarer et al. [1]]. Nous
avons étendu ce modele a la définition d’un filtre de convo-
lution hypersphérique pour les tenseurs d’ordre [ a plu-
sieurs canaux. Cela revient a transformer les coefficients
de ce filtre et du biais en coordonnées d’une hypersphere
dont on peut optimiser les parametres.

Les expérimentations réalisées sur des cas simples ont eu
pour objectif de valider ces modeles et les comparer sur
des architectures simples a des couches Dense ou Conv2d.
Nous avons observé que les résultats des taux de prédiction
restent globalement similaires entre les réseaux classiques
et les réseaux a couches hypersphériques pour une archi-
tecture de type Perceptron Multicouches. Nous avons pu
constater dans nos expériences que les fonctions de pertes
convergent plus rapidement et atteignent des valeurs plus
petites. De méme en adaptant des réseaux convolutifs avec
des filtres hypersphériques, on observe que les résultats sur
les prédictions restent analogues. Néanmoins,lors du pas-
sage d’un réseau a couche dense hypersphérique a un ré-
seau convolutif a filtre hypersphérique, 1’augmentation du
taux de bonne prédiction est similaire au cas classique.

L’initialisation des parametres des hyperspheres est certai-
nement un point a améliorer. On pourrait a I’image de ce
qui se fait dans les réseaux a bases de fonctions radiales
choisir les centres a partir d’un algorithme de clustering et
les rayons a partir la dispersion autour des centres de ces
clusters. Rappelons toutefois que, comme 1’a montré les
expérimentations, il ne faut pas confondre les centres des
hyperspheres avec les centres de clusters.

Une piste plus prometteuse serait d’initialiser les para-
metres d’une hyperspheére a partir des parametres d’un
hyperplan. Cela revient a choisir s de facon a ce que
x.s approxime w.x + b. On imagine que dans ce cas s
correspond a une sphere de rayon "grand” et dont le centre
est positionné tel que w.c + b > 0. La formalisation de
cette intuition nécessite d’étudier plus en détails la repré-
sentation d’un plan par un vecteur de R"*1:!. L’avantage
de cette approche est double. La premiere est de pouvoir
mieux bénéficier des nombreux travaux qui concernent
une meilleure initialisation des couches Dense et Conv2d.
La seconde encore plus prometteuse est de transférer
les poids appris des couches Dense et Conv2d vers des
couches hypersphériques et poursuivre 1’entrainement. De
cette fagon, nous pouvons substituer toutes couches denses
et convolutives dans des modeles plus complexes (ex :
ResNet152) par des couches hypersphériques. Par ailleurs,
nous souhaitons étudier si les modeles hypersphériques
décrits dans cet article peuvent avoir de I’intérét dans une

détection "controlée" d’anomalies.
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