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Introduction

Le paradigme de la mécanique classique

Le modele mathématique sur lequel repose la mécanique classique telle qu’elle est enseignée
dans les lycées et les premieres années universitaires contient deux notions. Il y’a d’une part
I’espace, qui est représenté par un espace affine euclidien orienté de dimension 3 apres avoir
effectué le choix d'une unité de longueur (notre fameux metre étalon) et que nous noterons E3.
D’autre part le temps, qui est représenté, apres avoir fixé une unité de temps, par un espace
euclidien orienté (la fleche du temps) de dimension 1. Ces concepts correspondent assez bien a
la perception immédiate que nous avons du <« monde qui nous entoure ». On peut les regrouper
formellement pour décrire I'< univers > (espace-temps ') de la mécanique newtonienne

M=Ea E'.

L’univers newtonien, c’est donc un espace euclidien tridimensionnel et un temps absolu (nos
horloges sont théoriquement synchrones et nous nous attendons a ce que quelque soit le destin
de chacun d’entre nous, elles indiquent la méme heure & chacune de nos rencontres et par
extension que le temps soit le méme partout). Le choix d’un repere de temps et d’un repere
orthonormé de 'espace permet ainsi de localiser tout évenement de 'univers par un quadruplet
de nombre réels qui sont les coordonnées de cet évenement dans ce référentiel.

La mécanique classique, comme les autres théories physiques, repose sur des principes,
c’est a dire des équations ou postulats concernant des grandeurs physiques issues d’un modéle
mathématique et devant étre vérifiées expérimentalement avec la plus grande précision par
I’expérience. Tout écart expérimental significatif et suffisamment confirmé par rapport a ce
principe donnant lieu t6t ou tard a une correction du modele initial qui n’apparait plus alors
que comme une approximation d’un nouveau modele plus précis de la < réalité physique > qu’il
est censé décrire. Par exemple, la mécanique classique est une treés bonne approximation de la
mécanique relativiste quand les vitesses des phénomenes étudiés sont faibles devant la vitesse de
la lumiere.

En mécanique newtonienne, le concept de base est celui de point matériel. Son mouvement
est représenté, apres le choix d'un référentiel fixe de ’espace-temps, par un arc t — r(t) de I dans
R3 ol I est un intervalle de temps. Cette mécanique repose sur deux principes fondamentaux 2.
D’une part le principe de déterminisme qui assure que :

la position et la vitesse a un instant donné d’un point matériel détermine de facon
univoque son mouvement passé et futur,

ce qui se traduit mathématiquement par

i = f(t,r,7). (0.1)

1. le terme < espace-temps > suggere fortement ’existence de deux choses séparées qui seraient I’< espace > et
le < temps > et 'idée trompeuse d’un « espace > intemporel.

2. Les équations des modeles plus compliqués comme les systéemes de plusieurs points matériels s’en déduisent
et ne nécessitent pas 'introduction de nouveaux principes fondamentaux a part celui de [’égalité entre l’action et
la réaction.
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D’autre part le principe de relativité galiléenne :

Les équations du mouvement d’un systéme isolé sont invariantes sous l'action du
groupe de Galilée.

Ce second principe est plus difficile a expliciter car il faut définir ce qu’on entend par systéme
isolé et par groupe de Galilée.

L’univers newtonien possede une structure naturelle d’espace affine. Le groupe de Galilée est
un sous groupe du groupe affine de 'univers. Une fois donné un référentiel comme il a été décrit
plus haut, ’action de ce groupe s’écrit

’_
{r— ar +bt+c 0.2)

= t+e

oil a appartient au groupe orthogonal SO(3), b et ¢ sont des vecteurs de R? et e est un réel. Il
est caractérisé par les deux propriétés suivantes :

1ty —ty = th—t],

2. si ty = tg alors ||rg — 1| = ||rh — 7|l
Autrement dit, c’est le groupe des transformations de E? @ E' qui préservent les intervalles
de temps et qui, lorsqu’elles fixent t, sont des isométries de E3. Attention, il ne faudrait pas
croire pour autant que le groupe de Galilée est le groupe laissant invariant une certaine forme
bilinéaire de E3 @ E'. L’univers newtonien a seulement une structure d’espace affine sur lequel
agit ce groupe.

La notion de systeme isolé est plus vague. On dit habituellement qu’un systeme est isolé s’il
n’est soumis a aucune action extérieure, autrement dit si le systeme que ’on considere est < un
tout > et non une partie d’un systeme plus vaste. Un corollaire des deux principes fondamentaux
est le principe d’inertie :

Un point matériel, soustrait a l’action de tous les autres corps, a un mouvement de
translation rectiligne et uniforme.

L’apparente simplicité d’un tel principe est trompeuse. En effet, la validité de cet énoncé suppose
I’existence de référentiels privilégiés qui n’existent que dans la téte du mathématicien. Pour le
physicien, la justification de l'existence d’un tel référentiel est un véritable casse-téte. Cette
question est souvent soigneusement évitée dans les cours de physique et de mécanique, ou ’'on
considere que les indications d’une horloge et le choix d’un référentiel, dont par exemple, ’origine
spatiale est le centre de gravité du systeme solaire et dont les trois axes orthonormés sont dirigés
vers des étoiles < fixes >, correspond a peu pres avec 'artifice mathématique mentionné.

En revanche, si 'on admet ’existence d’un référentiel ou le principe d’inertie est valide, il
est facile de voir que tout autre référentiel déduit du premier par une transformation de Galilée
est encore un référentiel dans lequel le principe d’inertie se vérifie. On arrive ainsi a la notion de
référentiel d’inertie ou référentiel galiléen, qui est donc une propriété partagée par une classe
de référentiels, sous l'action du groupe de Galilée®. On ne peut distinguer I’< immobilité > du
< mouvement de translation rectiligne uniforme .

Relativité, groupes, physique et géométrie

Ce qui fait la force d’une loi physique, c’est qu’elle peut étre vérifiée par différents ob-
servateurs, a différents endroits et différentes époques. Ceci se traduit par le fait qu’elle est
nécessairement invariante si I'on fait agir sur les grandeurs qu’elle met en jeu certaines transfor-
mations (translations spatiales ou temporelles dans notre exemple). Ces transformations forment

3. Est-il nécessaire de rappeler que I'impression que notre chambre pourrait définir un référentiel galiléen est
trompeuse. Une expérience plus fine comme celle du pendule de Foucault (1851) met en évidence que les effets
dus a la rotation de la Terre ne sont pas si négligeables.
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un groupe et celui-ci est a la racine du principe de relativité. Dans le cas présent, il s’agit du
groupe de Galilée et de la relativité galiléenne. Deux observateurs différents sont censés subir la
méme physique, ce qui confere a cette physique sa nature objective, reproductible et universelle.
Attention cependant, 'universalité d’une loi physique est limité par le groupe méme qui définit
sa relativité.

Prenons un exemple. L’équation de Newton (0.1) n’est valable que dans certains systémes
de coordonnées bien particuliers dont nous avons évoqué la difficulté a justifier 'existence.
Cette équation est invariante par le groupe de Galilée, qui définit en quelque sorte la classe
des observateurs < habilités a 'utiliser >.

On serait donc tenté de dire qu’il n’y a pas de modele physique rigoureux tant qu’il n’y a pas
de groupe derriere. C’est du moins ce que suggere Souriau (< Les groupes comme Universaux > ),
et ce point de vue sera largement adopté dans ce cours. Toujours est-il, et quelque soit le point de
vue qu’on adopte a ce sujet, nul ne peut ignorer aujourd’hui le réle crucial joué par les groupes
dans les diverses théories physiques.

Il existe une démarche similaire en mathématiques. Le programme d’Erlangen de Felix Klein
(1872) [28] a stigmatisé le lien étroit qui existait entre la géométrie et les groupes : une géométrie,
c’est un groupe qui agit sur un ensemble. La géométrie euclidienne est basée sur le groupe
euclidien, la géométrie affine sur le groupe affine, la géométrie projective sur le groupe projectif
et la géométrie différentielle sur le groupe des difféomorphismes.

On peut donc dire que la géométrie associée a la mécanique newtonienne est celle du
groupe de Galilée, celle de la mécanique relativiste (relativité restreinte) est celle du groupe
de Poincaré et que la géométrie de la relativité générale (einsteinienne ou non) est celle du
groupe des difféomorphismes. Ce groupe, Souriau 'appelle le groupe souple, en référence aux
célebres < montres molles > du peintre Dali, lui-méme faisant allusion aux <« mollusques de
référence > qu’avait introduit Einstein, non sans humour, pour décrire les systémes de coor-
données quelconques de la relativité générale ot I'espace et le temps s’entremélent et semblent
échapper a notre sens commun.

Un modele mathématique est au physicien ce qu’est une carte marine au navigateur. Il y’a
des < routieres > pour les grandes traversées et des cartes de détails pour les < atterrissages > a
I’approche des cotes. Le navigateur ne confond pas sa carte avec le paysage réel qui ’entoure
mais il est capable de faire le lien entre la carte et le paysage. Sa carte 'aide a se situer, a se
faire une image mentale de la géographie des océans qu’il traverse et des terres qu’il rencontre.
Il n’est pas utile d’utiliser une carte de détail au milieu de 'océan Atlantique, loin de toute
coOte. Inversement il serait dangereux d’utiliser une <« routiére » au voisinage d’une cote. Un
modele mathématique, aussi puissant soit-il, n’est qu’'une description extrémement simplifiée du
< réel > et possede ses limites. Suivant ce que 'on veut étudier, on n’utilisera pas forcément la
méme < carte > : ne pas confondre la carte avec le territoire*.

Ce cours se propose de présenter quelques éléments de la géométrie différentielle, un vaste
programme! On pourra le considérer comme un < reader’s digest > de la discipline et certaine-
ment pas comme un exposé exhaustif. Il sera centré sur les bases de la géométrie différentielle. La
mécanique des milieux continus dans sa forme classique ou dans ces derniers développements est
une source inépuisable de concepts géométriques, parfois malheureusement mal formulés par les
mécaniciens et pas toujours compris par les mathématiciens. D’un autre co6té les mathématiciens
enrichissent la géométrie avec de nouveaux concepts qui peuvent étre fort intéressants pour
le mécanicien mais pas toujours accessibles dans leur version initiale. Quel dommage que ces
différentes communautés ne dialoguent pas davantage entre elles!

4. Expression attribuée au philosophe Alfred Korzybski.



Chapitre 1

Variétés, fibrés vectoriels et sections

En mécanique des milieux continus, 'outil mathématique adéquate pour décrire
I'espace ou 'univers est celui de wvariété différentielle. L’objet de ce chapitre est
de récapituler les notions fondamentales de géométrie différentielle que nous utili-
serons par la suite. Toutes les variétés considérées seront, sauf mention explicite du
contraire, supposées de classe C'°. La définition d’une variété C*°, d’espace tan-
gent, d’application C'* entre deux variétés et de son application linéaire tangente
sont définies. On introduit ensuite la notion de fibré vectoriel, une structure plus
riche mais tout aussi fondamentale, qui permet de définir correctement les champs
de vecteurs et de tenseurs. Il est hors de question d’aborder ici toutes les subtilités
de la géométrie différentielle qui sont nombreuses mais seulement d’introduire les
concepts fondamentaux. Pour plus de détails sur ces notions, on pourra se reporter,
entre autre, aux référence suivantes [44, 32, 10, 11, 6, 31, 16, 17].

1.1 Préliminaires topologiques

En mathématiques, on est amené indubitablement & définir la notion de proximité et de conti-
nuité. La structure la plus générale qui permet de telles concepts est celle d’espace topologique.
On pourra consulter [48, 25] pour plus de détails sur cette notion. Une structure topologique
sur un ensemble X est défini par le choix de certains sous-ensembles de X dénommés ouverts et
qui vérifient certaines propriétés.

Définition 1.1 (Topologie). Une topologie sur un ensemble X est une partie 7 de Z(X),
I’ensemble des partie de X, qui satisfait les axiomes suivants :

1. L’ensemble vide () et X sont dans 7;

2. L’union quelconque d’éléments de 7 appartient a 7 ;

3. L’intersection d’un nombre fini d’éléments de 7 appartient a 7.

Remarque 1.2. 11 y a deux cas extrémes; la topologie discréte ou toutes les parties de X sont
des ouverts et la topologie triviale oli seulement 1’ensemble vide () et X sont des ouverts.

Définition 1.3 (Espaces topologiques). Un espace X munie d’une topologie est appelé espace
topologique. Si Y est une partie de X, on peut faire de Y un espace topologique, en prenant
comme ouverts les intersections avec Y des ouverts de la topologie de X. C’est la topologie
induite sur Y.

Un cas particulier d’espace topologique est fourni par les espaces métriques. Ce sont des
espaces pour lesquels la topologie est induite par une distance. C’est le cas de R"™ muni de la
norme euclidienne ot la distance entre deux points x,y est définie par d(z,y) = ||z — y||. Plus
généralement, la notion de distance est définie de la facon suivante.

4
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Définition 1.4 (distance). Une distance sur un ensemble X est une fonction
d: X xX —[0,+00]

telle que, pour tous x, ¥y, z dans X, on a :

Lod(z,y) = d(y,z);
2. d(z,y) >0six #y;
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Un espace métrique (X,d) est un ensemble X muni d’une distance d. Dans un espace
métrique, on définit une boule ouverte de centre x et de rayon r > 0 comme le sous-ensemble

B(z,r):={y € X; d(z,y) <r}.

Une partie U d’un espace métrique (X, d) est ouverte ssi chaque fois que x € U, il existe r > 0
tel que B(z,r) C U. C’est la définition de la topologie sur I’espace métrique (X, d).

Définition 1.5 (Parties fermées). Une partie F' d’un espace topologique X est fermée ssi son
complémentaire X \ F' est ouverte. Dans un espace métrique, une partie F' est fermée ssi la limite
de toute suite convergente (zy)nen de points de F' appartient a F'.

Définition 1.6 (Adhérence). Etant donnée une partie A d’un espace topologique X, son
adhérence A est le plus petit ensemble fermé qui contient A.

Définition 1.7 (Voisinage d’un point). Dans un espace topologique X, on appelle voisinage
d’un point € X une partie V de X qui contient = et qui contient un ouvert qui contient . Un
ouvert U de X est voisinage de chacun de ses points.

Remarque 1.8 (Espaces de Hausdorff). Etant donné deux points distincts =,y d'un espace
métrique (X, d), il est possible de trouver des voisinages respectifs V, et Vj, de ces points tels
que VNV, = (. Ceci n’est pas nécessairement vrai pour un espace topologique général. Si c’est
le cas, on dit que l'espace est séparé ou de Hausdorff. Dans un espace de Hausdorff, les parties
réduites a un point sont fermées.

Définition 1.9 (Continuité en un point). Une application f : X — Y entre deux espaces
topologiques est continue au point x € X ssi 'image réciproque f~1(W) de tout voisinage W
de f(z) est un voisinage de x.

Définition 1.10 (Continuité). Une application f : X — Y entre deux espaces topologiques est
continue (en tout point) ssi I'image réciproque f~(U) de tout ouvert U de Y est un ouvert
de X. Si de plus f est bijective et son inverse f~! est également continue, on dit que f est un
homéomorphisme.

Remarque 1.11 (Criteres d’ouverture et de fermeture). En pratique, pour établir qu'un sous-
ensemble F' d’un espace topologique X est fermé, il suffit de monter qu’il s’écrit comme la
pré-image d’un fermé par une application continue. De méme, un sous-ensemble U est ouvert si
il est la pré-image d’un ouvert par une application continue.

Définition 1.12 (Connexité). Intuitivement, un espace est connexe s’il est d'un seul tenant.
Plus formellement, un espace topologique X est conneze si il ne peut s’écrire comme 'union de
deux ouverts disjoints non vides. L’espace X est connexe ssi les seules parties de X a la fois
ouvertes et fermées sont () et X. L’image d’un espace connexe par une application continue est
connexe.
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Une famille d’ouverts % := (U;);c; d’'un espace topologique X est un recouvrement de X si

X:Um

i€l

Un sous-recouvrement de % est une sous-famille (U;);cs (J C I) qui est encore un recouvrement

de X.

Définition 1.13 (Compacité). Un espace topologique séparé X est compact si de tout recou-
vrement ouvert %/, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Un espace métrique (X, d) est
compact ssi de toute suite de points (zy,)nen de X, on peut extraire une sous-suite convergente.

Théoréme 1.14 (Parties compacts de R™). Les parties compacts de R™ sont les sous-ensembles
fermés et bornés.

1.2 Variétés différentielles

Apres ces définitions tres générales, on va s’intéresser a des espaces avec une structure beau-
coup plus rigide, qui sont localement comme l'espace R™. Ce sont les wvariétés topologiques,
également dénommées espaces localement euclidiens pour cette raison. La description de cette
structure se fait sur le mode de la cartographie, ou, pour représenter ’ensemble de la surface de
la Terre, on utilise des cartes qui décrivent seulement une partie de celle-ci et se superposent
entre elles.

1.2.1 Cartes, atlas et structure de variété

Définition 1.15 (Variétés topologiques). Une variété topologique M de dimension n est un
espace topologique séparé ou tout point possede un voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert
de R™.

Une variété topologique de dimension n possede donc un recouvrement par des ouverts Uy,
chacun d’eux étant homéomorphe a un ouvert de R™ via un homéomorphisme noté ¢,.

Remarque 1.16. Pour éviter des cas pathologiques, il faut également imposer quelques propriétés
topologiques supplémentaires comme la séparabilité ou la para-compacité mais il n’est pas ques-
tion d’aborder ces détails techniques ici.

Définition 1.17 (Cartes et atlas). Un couple (Uy, ¢o) est appelé une carte de M. La collection
de toutes les cartes &7, formant un recouvrement de M, est appelé un atlas de M.

Remarque 1.18 (Topologie associée & un atlas). On pourrait également commencer avec un
ensemble abstrait X et un atlas constitué de cartes U, qui sont seulement en bijection avec des
ouverts de R™. On montre alors que cet atlas induit une topologie sur X et une structure de
variété topologique (voir [32] par exemple).

Remarque 1.19 (Coordonnées locales). Une carte (Uy, o) permet d’associer a tout point m € U,
un n-uplet de nombres réels (z'(m), ..., z"(m)). Ce sont les coordonnées locales du point m dans
la carte (Uy, ¢n)-

Lorsque deux cartes (Uy, ¢a) €t (U, ¢g) ont une intersection non vide, on peut définir le
changement de carte ¢ag :

Pap = g o (ﬁ;l : (ﬁa(Ua N UB) — (bg(Ua N Ug).

Chaque changement de carte est un homéomorphisme entre ouverts de R", dont l'inverse est :

¢Ba = <Z>;g> = % o (;3;1
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C’est en considérant ces changements de carte qu’on peut enrichir la structure de variété to-
pologique et introduire une structure différentielle sur M, qui permet d’étendre dans ce cas le
calcul différentiel connu sur R™.

Définition 1.20 (Variété différentielle). Un atlas o/ est de classe C*° si tous les changements
de carte sont des difféomorphismes locaux de classe C*° (entre ouverts de R™). Deux atlas <7 et
A de classe C*° sur M sont dits compatibles si &/ U A est encore un atlas de classe C*° sur M.
Une structure de variété différentielle de classe C*° sur M (on dit aussi variété lisse ou smooth
manifold en anglais) est une classe d’équivalence d’atlas compatibles.

Remarque 1.21. On peut refaire la théorie en demandant que les changements de cartes soient
seulement de classe C* ou bien analytique, on obtient alors une variété différentielle de classe
C* ou une variété analytique. On peut également considérer des cartes & valeur dans C” et des
changements de cartes holomorphes, on obtient alors une variété complexe. Dans ce cours, les
variétés seront toujours réelles et lisses, sauf mention explicite du contraire.

Etant donné un atlas & de classe C*° sur M, on peut étre amené a ajouter une nouvelle
carte (topologique) (V,¢). On dit que la carte (V,¢) est compatible avec &7 si le nouvel atlas
o/ U{(V,¢)} est encore un atlas de classe C*.

Remarque 1.22. Si (~Ua, ®a) est une carte, V,, un ouvert inclus dans U, et éa, la restriction de

o a Vy, alors (V,, ¢q) est encore une carte compatible. De méme si h est un difféomorphisme
local de R™ définit sur ¢ (U, ), alors (Uy, h o ¢) est encore une carte compatible.

Définition 1.23 (Variétés orientables). Une variété lisse M est orientable si il existe un atlas
&/ de M dont tous les changements de cartes ont un jacobien positif.

Exemple 1.24. Le tore et la sphere sont des variétés orientables mais pas la bouteille de Klein,
ni le plan projectif.

Soient M et N deux variétés lisses et f : M — N une application continue. Etant données
une carte (Uy, ¢o) de M et une carte (Vs,13) de N, on définit formellement une application

foa =1p0 fodyt,

qui est définie sur Pouvert Wag := ¢ (Ua N f~1(V5)), qui peut d’ailleurs étre vide. Elle prend ses
valeurs dans 1g(Vj3). L’application fgz, est I'expression locale de f. C’est une application définie
sur un ouvert de R” & valeur dans un ouvert de R? (ot n = dim M et p = dim V).

Définition 1.25 (Applications différentiables entre variétés). On dit que I'application f : M —
N est de classe C™ si pour toute carte (Uy, ¢o) de M et toute carte (V3,1g) de N, application
fBa définie sur 'ouvert W,5 de R™ a valeur dans R? est de classe C*°.

En d’autres mots, une application différentiable entre variétés est une application dont ’ex-
pression locale

yj:fg,a(a:l,...,x”), j=1,...,p
est différentiable. Cette notion est stable par composition.

Pour finir cette section, précisons que le concept de variété admet plusieurs extensions pos-
sibles. Par exemple, celle de variété a bord, modelée non pas sur R mais sur le demi-espace

R" := {(:Ul,...,:c") e R 2! <0} .

Définition 1.26 (Variétés a bord). Une variété a bord de dimension n et de class C* est un
espace topologique séparé, muni d’un atlas &7 constitué par des cartes (Uy, ¢q), qui sont des
homéomorphismes sur des ouverts du demi-espace R” et telles que les changements de cartes
®ap soient des difféomorphismes C°.
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Remarque 1.27. 11 est peut-étre nécessaire de préciser ici ce qu’on entend par une application
C*> entre des ouverts U,V de R™. Seuls les points du bord de R™ (i.e pour lesquels 2! = 0)
posent un probléeme. Par souci de simplicité (il existe d’autres définitions, voir par exemple [21,
ch. 4]), on admettra qu’une application f: U — V est C* en un point z du bord de R” ssi elle
est la restriction d’une application C'**° définie sur un voisinage de  dans R".

Un point de M qui est envoyé sur un point du bord de R” (i.e un point pour lequel z! = 0)
dans une carte est également envoyé sur un tel point dans toute autre carte (c’est un résultat
de topologie, voir par exemple [25]). L’ensemble de ces points forme le bord de M, noté OM, qui
est une variété (sans bord) de dimension n — 1. L’ensemble M \ OM est un ouvert de M qui est
appelé intérieur de M.

Remarque 1.28. On peut considérer une variété (sans bord) comme une variété a bord avec un
bord vide.

1.2.2 Sous-variétés

Une sous-variété est a une variété, ce qu’un sous-espace vectoriel est & un espace vectoriel.
Plus précisément, on formulera la définition suivante.

Définition 1.29 (Sous-variété). Etant donné une variété lisse M de dimension n, une partie S
de M est une sous-variété de M de dimension k < n si pour tout point m € S, il existe une carte
(U,¢) de M contenant m et tel que ¢(U N S) soit 'intersection de ¢(U) avec un sous-espace
vectoriel de dimension k£ de R™.

Remarque 1.30. On pourra noter que tout ouvert d’'une variété M de dimension n est une
sous-variété de dimension n (le vérifier!).

Remarque 1.31. Une sous-variété S de dimension k d’une variété M est également une variété
de dimension k (les cartes sont obtenues par restriction des cartes de M a S).

Par exemple le graphe S d’une application ¢ : R” — RP de classe C'° est une sous-variété
lisse de dimension n de R™*P. En effet, localement, le changement de variables (dans R"™*P) :

{jj:xj7 pour j=1,....,n;
T =t — (2, a™), pour j=1,...,p.

permet de < redresser le graphe > et de réaliser S comme le sous-espace vectoriel de R"™P défini
par les équations Z"t7 =0 pour j =1,...,p.

Un exemple plus intéressant est donné par les sous-variétés de R”, définies par un ensemble
fini d’équations (faire l’analogie avec un sous-espace vectoriel défini par une famille d’équations
linéaires indépendantes). Considérons par exemple une fonction f : R? — R de classe C™ et soit

S = {(;E,y, 2) €R3; flx,y,2) = O}.

Supposons de plus que d,, f, la différentielle de f au point m = (z0, yo, 20) soit non nulle. Alors le
théoréme des fonctions implicites (voir par exemple [46]) nous assure qu'’il est possible de trouver
un voisinage U du point m dans R3 tel que S N U soit défini par le graphe d’une fonction. Par
exemple, si %(m) # 0, il existe une fonction ¢ de classe C*° définie sur un voisinage V' de

(w0, 10) dans R? tel que :
SNU ={(z,y,2) €U; z = ¢(z,y); (z,y) € V}.

Si dp,f # 0 en tout point m de S, on peut donc en conclure que S est une sous-variété de
dimension 2 de R3. On notera toutefois que sans I'hypothese d,,, f # 0 en tout point de S, on ne
peut pas conclure.

Le résultat précédent se généralise au cas d’une application f : R™ — RP, a condition que la
différentielle d,, f soit surjective en tout point m de la fibre S := f~1(0). On dit alors que f est
une submersion. On formulera ce résultat sous la forme d’un théoreme.
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Théoréme 1.32 (Théoreme de la submersion). La fibre S := f~1(0) d’une submersion f :
R"” — RP est une sous-variété de dimension n —p de R".

Exemple 1.33 (Contre-exemple). Considérons la fonction f : R? — R définie par f(z,y) =
22 —y2. Alors f71(0) n’est pas une sous-variété lisse de R? (faire un dessin).

Remarque 1.34. En pratique, on rencontre souvent des sous-ensembles de R™ définis par un
systeme fini d’équations polynomiales (par exemple S = {(m,y) €ER?; 22 — 9% = 0}) Un tel
ensemble est appelé une variété algébrique affine. En général, une variété algébrique affine n’est
pas une sous-variété différentielle de R™. Quand c’est le cas, on parle de variété algébrique lisse
(ou non-singuliere). C’est le cas du cercle ou de la sphere par exemple.

1.2.3 Espace tangent

Considérons pour commencer une sous-variété S de R™ de dimension k. Un vecteur v de R™
est dit tangent & S au point m € S si il existe une courbe lisse ¢(t) a valeur dans S telle que
c(0) = m et ¢(0) = v. L’ensemble des vecteurs tangents & S au point m forme un sous-espace
vectoriel de dimension k de R™. C’est I'espace tangent a S noté 1),S.

Exemple 1.35. Considérons une sous variété S = f~1(0) de R™ définie comme la fibre d'une
submersion f : R™ — RP. On vérifie alors facilement que 7,,S = kerd,, f.

Le probléme qu’on rencontre pour définir ’espace tangent en un point m d’une variété lisse
abstraite est que si ¢ est une courbe lisse sur M, on ne sait pas < dériver > ¢ et on ne peut donc
pas définir directement le vecteur tangent au point ¢(0) par ¢/(0). On est donc amené a définir
un vecteur tangent au point m de maniere abstraite. La définition que nous proposons ici (il
y en a d’autres, voir par exemple [44]) est parfois appelé la définition cinématique de l’espace
tangent. Elle a 'avantage de se généraliser facilement en dimension infinie.

Cette définition est motivée par I’observation suivante dans le cas d’une sous-variété S de R"™.
Considérons deux courbes lisses ¢; et ¢z sur S. Si ¢1(0) = c2(0) = m et ¢ (0) = ¢4(0), on dit que
les courbes c¢; et co sont tangentes au point m. Elles définissent alors le méme vecteur tangent
a S au point m. Inversement, toutes les courbes ¢ qui définissent un méme vecteur tangent v
a S au point m sont tangentes au point m entre elles. On vérifie de plus que la relation sur
les courbes « étre tangentes au point m > est une relation d’équivalence et donc que 1’espace
tangent T,,S est en bijection avec les classes d’équivalence de courbes pour cette relation.

Dans le cas d’une variété lisse abstraite M de dimension n, on peut étendre cette relation
d’équivalence de tangence entre courbes au point m a 1’aide d’une carte. Plus précisément, étant
donnée une carte (U, ¢) contenant m, on introduit la relation d’équivalence suivante sur les
courbes lisses ¢ : I — M, ou I est un interval ouvert contenant 0 et telle que ¢(0) = m :

ane s (90a)(0)=(90e)(0),

On peut vérifier que cette définition est indépendante de la carte choisie et on formule alors la
définition suivante.

Définition 1.36 (Vecteurs tangents). Soit M une variété lisse et m € M. Un vecteur tangent
a M au point m est une classe d’équivalence de courbes lisses ¢ : I — M pour la relation
d’équivalence de tangence au point m.

Une carte (U, ¢) étant fixée, il est facile de voir que 'application ¢ — (¢ o ¢)’(0) induit une
bijection entre les classes d’équivalence de courbes tangentes au point m et R™. A D'aide de cette
bijection, on muni ’ensemble des vecteurs tangents a M au point m, noté T,, M, d’une structure
d’espace vectoriel de dimension n.
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Remarque 1.37. Dans le cas d’une variété a bord M, il est nécessaire d’étendre la définition des
courbes ¢ pour définir I’espace tangent en un point m du bord. Dans ce cas, on s’autorise les
courbes ¢ définies sur un intervalle semi-ouvert | — &, 0] ou [0, €[, avec ¢(0) = m et ot ¢/(0) est la
dérivée a gauche ou a droite. L’espace tangent en un point m du bord est donc bien aussi, dans
ce cas, un espace vectoriel de dimension n, comme pour les points intérieurs.

Soit f une fonction numérique de classe C'°° définie au voisinage du point m € M et ¢ une
courbe passant par m et représentant la classe d’un vecteur tangent v = [¢] € T,,, M. Alors, la
fonction foc: I — R est une fonction C*°. Posons

d(foc)

Dy(f) := il

On pourra vérifier que cette définition est indépendante du choix du représentant ¢ dans la class
d’équivalence [c] et définit un opérateur linéaire sur les fonctions C*° définies au voisinages de
m, autrement dit :

Dv(f +g) = Dv(f) + Dv(g)‘

Il vérifie de plus la régle de Leibniz

Dy(fg) = fDu(9) + Du(f)g.

On peut montrer (au moins dans le cadre d’'une variété lisse de dimension n) que la corres-
pondance v — D, est un isomorphisme linéaire, ce qui nous donne, dans ce cas, une autre
interprétation de ’espace tangent.

Si maintenant on fixe une carte (U, ¢) et qu’on choisit une courbe ¢; telle que (¢oc;) (0) = e;
(ou e; correspond au i-ieme vecteur de la base canonique de R™) alors, en posant v; = [¢;], on

a:
d(f o ci) 1 foop™)
D, (f) = —— =d (fop ey = ———= .
v dt t=0 ¢(m) ! a.’EZ d)(m)
Autrement dit, D,,(f) s’interprete comme la dérivée partielle par rapport a z* de Pexpression
locale de f dans les coordonnées locales (x!,... 2™). Pour cette raison, on adopte la notation

D, == (8/0x") .

Dit d’une autre facon, (9/0z"),, représente le vecteur tangent défini par une courbe c telle que
c(0) = m et (¢ 0 ¢c)'(0) = e;. Les vecteurs tangents (9/9z%),, (1 <i < n) forment une base de
TmM.

Soit T'M T'union disjointe des espaces tangents a M :

TM := U T, M.
meM

On définit alors une application 7w : TM — M, qui associe a tout vecteur tangent v, € T M son
point de base m. On montre que T'M est une variété de dimension 2n (ou n = dim M) et que
m:TM — M est C*. On entrera pas ici dans la démonstration rigoureuse de ce résultat (voir
par exemple [21] ou [32]). Toutefois, on peut décrire facilement un atlas de T'M a partir d’un atlas
de M. Soit (U, ) une carte locale de M et (x!,...,2") les coordonnée locales correspondantes.
Pour tout point m € U on obtient alors la base

((0/02" m, ..., (0/02™)m)

de T}, M. On peut donc associer & tout vecteur tangent v,, appartenant & 7! (U) ses composantes
M (m),...,\"(m) dans cette base. Cette association définit donc une application

7 HU) = ¢(U) x R™, O = (b 2 A AT
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qui correspond & une carte locale de 7M. Dans un changement de coordonnées (z°) ~ (y*), on

obtient : ‘
. oyt .
A= - M.

1.2.4 Application linéaire tangente

Considérons une application f : M — N de classe C*° entre deux variétés lisses m et N.
Alors f envoie une courbe lisse ¢ passant pas m € M en une courbe lisse f o ¢ passant par
f(m) € N et cette correspondance préserve la relation d’équivalence de tangence en un point.
Autrement dit :

Cc1 ~ C = foq ~ fOCQ.
m f(m
On en déduit que f induit une application entre T}, M et T,y N. On montre de plus que cette
application est linéaire. On la note T, f et on I'appelle I'application linéaire tangente a f au
point m (c’est la généralisation de la Jacobienne d’une application de R"™ dans R"). Comme
dans le cas des Jacobiennes, on a la regle de composition suivante.

Théoréme 1.38. Soient M, N, P des variétés différentielles lisses, f : M — N et g: N — P
des applications C*°. Etant donné m € M, on a :

Tn(go f) = Tymyg o Tinlf.

Etant donné une application f : M — N de classe C*° entre deux variétés différentielles
lisses M, N, on introduira le vocabulaire suivant qu’on trouve de maniere récurrente dans les
ouvrages de géométrie différentielle :

1. f est une immersion si T,, f est injective en tout point m € M ;
2. f est une submersion si T,,f est surjective en tout point m € M ;
3. f est étale si T,,f est bijective en tout point m € M.

En dehors de ces concepts locauz, on trouve deux notions globales a connaitre, celle de difféomorphisme
et celle de plongement.

Définition 1.39 (Difféomorphisme). Une application f : M — N entre deux variétés différentielles
lisses M, N est un difféomorphisme si f est bijective et si de plus f et f~! sont de classe C°.

Définition 1.40 (Plongement). Une application f : M — N de classe C* entre deux variétés
différentielles lisses M, N est un plongement si f est une immersion et si de plus f est un
homéomorphisme sur son image.

On démontre le théoreme suivant (voir [21] par exemple).

Théoréme 1.41. Soit n et M deux variétés et f : N — M un plongement. Alors f(N) est une
sous-variété de M.

Remarque 1.42. Le théoréme n’est plus vrai si on suppose seulement que f est une immersion.
On pourra considéré, par exemple, le cercle immergé dans R? sous la forme du chiffre 8 pour
s’en convaincre.

Toutes les images mentales de variétés que nous avons dans la téte sont en fait des variétés
plongées dans R? car il nous est difficile d’imaginer (& part I’espace tri-dimensionnel lui-méme)
une variété abstraite < située nulle part »>. Le théoreme suivant, du & Whitney [57] montre qu’en
fait, toute variété lisse abstraite peut étre plongée dans R™ pour n assez grand.
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Théoréme 1.43 (Théoréme de plongement de Whitney). Soit M une variété lisse de dimension
n. Alors il existe un plongement de M dans R>™.

Remarque 1.44. Un plongement explicite f : M — R?™ est représenté par 2n fonctions numériques
f1, ..., f?". Ces fonctions peuvent étre considérées comme des coordonnées globales. Elles possedent
la propriété de séparer les points de M, ce qui signifie que si m et ms sont deux points distincts
de M alors il existe au moins, parmi ces 2n fonctions, un élément f* tel que fi(m1) # fi(mo).
Attention, il ne faut pas confondre un systéme local de coordonnées de M avec un systeme global
de fonctions séparantes. Par exemple, le cercle est une variété de dimension 1, dont les carte
locales sont a valeurs dans R mais il n’existe pas de plongement du cercle dans R.

1.2.5 Variétés de dimension infinie

La théorie des variétés différentielles peut étre étendue formellement en dimension infinie,
c’est a dire en prenant des cartes a valeur dans un méme espace vectoriel E' de dimension infinie.
Toutefois, pour rendre la théorie rigoureuse il faut prendre en compte deux facteurs : la structure
topologique et la structure différentielle de E (qui sont liées entre elles).

Si la topologie d’un espace vectoriel de dimension finie est canonique (toutes les normes sont
équivalentes entre elles), ceci n’est plus vrai en dimension infinie. Il existe plusieurs catégorie
d’espaces vectoriels topologiques avec des propriétés radicalement différentes : espaces de Hilbert,
espaces de Banach, espaces de Fréchet, ... (on pourra consulter [47] pour des définitions précises
et plus de détails sur le sujet).

Exemple 1.45. Sur l'espace vectorielle C*>°([0, 1], R), des fonctions & valeur réelles définies sur
I'intervalle I = [0, 1], il existe plusieurs structures topologiques non équivalentes entre elles. Par
exemple :

1. la topologie induite par la norme || f||qo = sup,c; [ f(2)];
2. la topologie induite par la norme || f|| & := maxi<j<k SUp,cs ’f(j)(x)‘ :

1/2
. la topologie induite par la norme || f|| 2 = (f[ Kik d:n) / ;

W

. la structure topologique de Fréchet définie par la famille des semi-normes

) ke N.

Pr = sup ‘f *) ()
zel

D’autre part, la notion de dérivabilité sur les espaces vectoriels de dimension infinie est
multiple et subtile. On a par exemple la notion de dérivabilité au sens de Fréchet sur les espaces
de Banach et la notion de dérivabilité au sens de Gdteaux sur les espaces de Fréchet (ot seulement
les dérivées directionnelles sont admises).

On pourra noter également que la structure d’espace de Fréchet conduit a des difficultés im-
portantes en géométrie différentielle. D’une part, les principaux théoremes d’analyse (théoreme
des fonctions implicites, théoreme d’inversion locale, théoréme de Cauchy-Lipschitz) ne sont plus
valables sur ces espaces et d’autre part le dual d’un espace de Fréchet de méme que ’espace des
applications linéaires continues Z(F, F') entre deux espaces de Fréchet ne sont pas des espaces
de Fréchet en général.

Afin de surmonter ces difficultés, Frolicher, Kriegel et Michor ont développé une théorie plus
générale de structure différentielle, les espaces de Frélicher [19] et qui semble adéquate pour
traiter la plupart des exemples intéressants. En quelques mots, un espace de Frolicher X est
défini par une famille € de courbes sur X et une famille .# de fonction a valeurs réelles sur X,
qui vont jouer respectivement le role des courbes et fonctions C'° et qui vérifient les axiomes
suivants :
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1. f € % ssi pour toute courbe ¢ € €, foce C*(R,R);
2. ¢ € ¥ ssi pour toute fonction f € %, foce C°(R,R).

Remarque 1.46. Une notion plus générale encore est celle de difféologie, initiée par Souriau
puis développée par Iglesias-Zemmour [26]. Cette structure permet de définir des applications
différentiables de la méme fagon qu’une topologie permet de définir des applications continues.
Les espaces de Frélicher [19] sont une sous-catégorie des espaces difféologiques (voir [26, pages
99 and 390-391]).

On peut alors développer une théorie des variété différentielle modelées sur une catégorie
d’espace vectoriel donnée. En prenant comme modele un espace de Banach, on obtient une
variété banachique (on pourra se référer au livre de Lang [31] qui reconstruit toute la géométrie
différentielle dans cette catégorie). La géométrie différentielle banachique differe assez peu de la
géométrie différentielle de dimension finie. En prenant comme modele un espace de Fréchet, on
obtient une variété de Fréchet (on pourra consulter l'article de Hamilton [23] pour se faire une
idée exhaustive du sujet). Dans ce cas, la géométrie différentielle est radicalement différente de
ce qui se passe en dimension finie (voir par exemple [36, 35] et la discussion [18, Section 5]).
Enfin, pour une théorie exhaustive des variétés différentielles modelées sur les espaces vectoriels
de Frolicher, on pourra consulter [30, 34].

1.2.6 L’espace des configurations en MMC

En mécanique classique, un systéme matériel en mouvement dans ’espace ambiant &3 est

défini par une famille non vide (¢p), 5, de mouvements ponctuels

op: I — &3, t— pp(t)

définis sur un méme intervalle de temps I, qu’on supposera de classe C™ et tels que, pour chaque
t € I, lapplication ¥ — &3, p — ¢,(t) soit injective (les particules ne peuvent occuper le méme
point de I'espace a un instant donné).

Du point de vue mathématique, X n’est rien d’autre qu’un ensemble d’indices et n’est défini
qu’a une bijection pres : il ne sert qu’a indexer les « particules > du < systeme matériel >. Du
point de vue physique, X représente le < modele > ou la < maquette > du systeme étudié. A
chaque instant ¢ € I, 'image ¥; de X par p — ¢(p, t) est appelée la position du systéme matériel
a linstant t ou configuration du systéme a l'instant t.

Remarque 1.47 (Changement de modele). On peut remarquer qu'un changement de modéle,
c’est a dire une bijection
0:3 =Y

ou ré-indexation de la famille des mouvements ne modifie ni I’ensemble ¥, ni le champ des
vitesses, ni le champ des accélérations a l'instant ¢. On pourra donc toujours choisir comme
maquette, une configuration particuliere ¥, et supposer par conséquent que X est une partie
de l'espace affine euclidien &3. Dans ce cas, I'application ¢y, est 'application identique Idy, et
I’application ¢; coincide avec la fonction de transition ¢, o Dt L. Y, — Xt

Dans le cas d’un systeme finis de n points matériels on prend généralement ¥ = {1,...,n}. En
mécanique des milieux continus (MMC), ¥ est un ensemble infini, dénommé génériquement par
I’anglicisme body. On fait généralement I’hypothése supplémentaire que Y est une sous-variété
compacte a bord et que pour chaque t € I fixé, I'application

@i 1 p = (p,t), X — &

est un plongement C*. L’espace des configurations en MMC est donc I’ensemble des plonge-
ments, noté Emb(X, &3), de ¥ dans &3. On peut montrer que cet ensemble est un ouvert de
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I’espace vectoriel C*°(X, &3) et donc une variété de Fréchet. C’est la description Lagrangienne
de la MMC. Dans ce modele, le champ des vitesses instantanées a la date t :

V(M,t) = gtgo(M, t)

appartient a I'espace tangent T, Emb(3, &3) = C>(X, &3).

1.3 Fibrés vectoriels

< Relier > ensemble de maniere réguliere une famille d’espaces vectoriels (E,) ou = parcourt
une variété M, tel est 'objet de la définition d’un fibré vectoriel.

1.3.1 Définition d’un fibré vectoriel

Le prototype d’un fibré vectoriel est donné par ’ensemble

TM = U T, M
meM

formé par I’ensemble des vecteurs tangents & une variété M et dénommé le fibré tangent. Atten-
tion, cet ensemble est constitué de vecteur tangents vivants dans des espaces vectoriels différents,
ce sont des < vecteurs pointés >, comme on disait autrefois. Comme nous ’avons vu, T M est
une variété différentielle de dimension 2n mais celle-ci possede une structure supplémentaire,
c’est une union disjointe d’espaces vectoriels. De plus, cette variété T'M ressemble localement
au produit cartésien d’un ouvert U (une carte de la variété de base M) avec ’espace vectoriel
R™. Ceci nous ameéne a la définition générale suivante.

Définition 1.48 (Fibré vectoriel). Un fibré vectoriel est construit a partir des objets mathématiques
suivants :

1. deux variétés différentielles lisses, E (I’espace total) et M (la base du fibré),

2. une application C*, surjective 7 : E — M (la projection canonique),

3. pour tout m € M, une structure d’espace vectoriel de dimension finie sur la fibre
Ep =7 Ym),

isomorphe a un espace vectoriel type E.

On dit alors que E est un fibré vectoriel (localement trivial) de fibre type E et de base M si pour
tout m € M, il existe un voisinage ouvert U de m dans M et un difféomorphisme

0:Ux E— 7 YU)

tel que :
1. (mo¢)(m,v) = m, pour tout v € E,
2. le point m € M étant fixé, I'application v — ¢(m,v) est un isomorphisme linéaire entre
I’espace vectoriel type E et la fibre E,,.

Un couple (U, ¢), constitué par un ouvert U sur la base M et un difféomorphisme ¢ est dit
localement trivialisant. On a le diagramme commutatif suivant :

UxFE
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Remarque 1.49. Un exemple simple de fibré vectoriel est donné par le produit cartésien M x E
d’une variété M par un espace vectoriel F, on dit alors d’un tel fibré qu’il est trivial. Ceci
est cependant loin d’étre le cas de la plupart des fibrés vectoriels qu’on rencontre en pratique.
Nous verrons un peu plus loin, par exemple, que le fibré tangent de la sphere S? n’est pas trivial.
C’est pourquoi la définition d’un fibré vectoriel est compliquée : un fibré vectoriel est, en général,
seulement localement trivial, mais pas trivial (penser au ruban de Mobius).

Remarque 1.50. Comme pour les variétés différentielles, on peu également définir un fibré vec-
toriel de classe C*, voir topologique mais on se concentre essentiellement dans ce cours sur la
catégorie C'*°.

Etant donné un fibré vectoriel (E,r, M) et deux ouverts trivialisants (U, r) et (V, @v), le

difféomorphisme composé
(p‘;logoU (UNV)xE—UNV)xE
s’écrit :
(ma ’U) = (mv ng(m)U)

ou gyy (m) est un isomorphisme linéaire (qui dépend du point m) de E dans lui-méme (voir par
exemple le cas du fibré tangent ou gyy(m) correspond, dans le cas d'un changement de cartes,
a la jacobienne 0y? /0z" ). Ces applications sont dénommées les fonctions de transition.

1.3.2 Morphismes de fibrés vectoriels

Un morphisme de fibré vectoriels est une application C*° entre deux fibrés qui préserve les
fibres et la structure vectorielle de chaque fibre. Plus précisément :

Définition 1.51 (Morphisme de fibrés vectoriels). On appelle morphisme, entre deux fibrés
vectoriels (Eq,m, My) et (Eg,m2, M2), la donnée de deux applications C°, F' : E; — Eg et
f: My — Mo> telles que le diagramme suivant soit commutatif :

E, — > E,

M1T>M2

c’est a dire f om; = w9 0o I, et tel la restriction de F' a chaque fibre

myt(m) = w5 (f(m))
soit une application linéaire.

Exemple 1.52. Soit f : M — N une application C*, alors I'application linéaire tangente 1 f
est un morphisme entre les fibrés tangents TM et T'N.

Remarque 1.53. Un cas particulier est obtenu lorsque E; et [E9 sont des fibrés au dessus de la
méme base M = M, = M, et que f = Id.

Définition 1.54 (Isomorphisme de fibrés vectoriels). Un morphisme de fibrés vectoriels f :
E; — Eg qui admet un inverse qui est également un morphisme de fibrés vectoriels (de Ey dans
E;) est appelé un isomorphisme de fibrés vectoriels.

Remarque 1.55. On peut étendre la notion de fibré trivial. On dira qu’un fibré vectoriel est
trivialisable s’il est isomorphe (en tant que fibré) au produit M x E de sa base M par sa fibre
type F.
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1.3.3 Opérations sur les fibrés

Toutes les opérations sur les espaces vectoriels, le passage au dual, la somme directe, le
produit tensoriel, ..., induisent des opérations similaires sur les fibrés vectoriels. Ainsi si E est
un fibré vectoriel, alors I'union disjointe

U =

meM

est encore un fibré vectoriel (localement trivial). On le note E* et on l'appelle le fibré dual. On
définit de cette facon le fibré cotangent T* M a partir du fibré tangent T'M.

De méme, si E! et E? sont des fibrés vectoriels au dessus d’une méme base M, on peut
construire un fibré vectoriel, noté E!' @E?, qui a pour fibre au dessus de € M, 1’espace vectoriel
E} @ E2. On obtient de fagon similaire le fibré tensoriel E; ® Es et le fibré des homomorphismes
Z(Eq1,Eg).

Exemple 1.56 (Fibrés tensoriels). Le fibré des tenseurs p-fois covariants et g-fois contravariants,
noté Z,'(M) est obtenu de cette fagon. En particulier, on a JH(M) = TM et °(M) = T*M.

Exemple 1.57 (Fibrés des formes alternées). Si on se restreint aux tenseurs p-fois covariants
totalement antisymétriques, on obtient le fibré, noté AP T*M, dont chaque fibre est constituée
par les formes p-linéaires totalement antisymétriques (formes alternées) sur l'espace tangent
T M.

Remarque 1.58. Le fibré tangent T'M a une variété M étant lui méme une variété, on peut
considérer son fibré tangent, c’est le second fibré tangent, noté TT M.

1.3.4 Sections d’un fibré vectoriel

Définition 1.59 (Section d’un fibré). Une section (globale) d’un fibré vectoriel E (continue,
C™, ...) est une application o : M — E telle que

moo =1Idyy.

On peut définir également la notion de section locale au-dessus d’un ouvert U de E. C’est une
application o : U — E telle que
moo = Idy.

En d’autres termes, une section, c’est le choiz pour chaque m € M d’un vecteur dans la fibre
E,, au dessus de m et qui dépend de maniere (continue, C*°, ...) de ce point.

Remarque 1.60. Soit (U, ¢) un ouvert trivialisant du fibré vectoriel E. Alors, une section locale o
(ou la restriction & U d’une section quelconque globale) correspond & la donnée d’une application
s: U — E que I'on appelle 'expression locale de o et définie par

oy(m) = p(m,s(m)), meU.

On peut choisir U de telle sorte que ce soit également une carte locale de M. Dans ce cas, on
peut considérer I’application s comme une fonction vectorielle (a valeurs dans F) définie sur un
ouvert de R".

L’ensemble des sections d’un fibré vectoriel (E, 7, M), que nous noterons I'(E) est un R-espace
vectoriel. Le vecteur nul est représenté par la section nulle, i.e la section qui envoie m € M sur
le vecteur nul 0,, dans E,,.

Remarque 1.61. T'(E) est également un C°°(M )-module, la multiplication d’un section o € T'(E)
par un fonction f € C*°(M) étant donnée par (f o)(m) = f(m)o(m).
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En considérant divers fibrés vectoriels, on arrive aux définitions suivantes :
Champ de vecteurs : C’est une section du fibré tangent 7M. On note généralement Vect (M)
I’espace des sections C*>° de T'M.

Champ de tenseurs de type (¢,p) : C’est une section du fibré F (M) des tenseurs g-fois
contravariants et p-fois covariants.

Forme différentielle d’ordre p sur M : C’est une section du fibré des formes alternées
AP T*M d’ordre p. On note QP (M) I'espace des sections C*>° de AP T*M.

Champs de tenseurs symétriques d’ordre p sur M : C’est une section du fibré des
tenseurs covariants totalement symétriques SPT*M d’ordre p sur T M.

Métrique riemannienne : C’est une section g du fibré SoT* M, des tenseurs 2-fois cova-
riants symétriques telle que g(m) soit de plus définie positive en chaque point m € M.

Meétrique pseudo-riemannienne de signature (r,s) : C’est également une section g du
fibré SoT*M, des tenseurs 2-fois covariants symétriques mais telle que g(m) soit de si-
gnature (7, s) en chaque point m € M.

Remarque 1.62. Une variété M de dimension n est dite parallélisable si son fibré tangent est
trivial, c’est a dire si TM est isomorphe au fibré trivial M x R™. On voit facilement que cette
propriété est équivalente a ’existence de n champs de vecteurs sur M qui sont indépendants en
tout point m de M. De cette observation, il est facile de voir que le cercle S est parallélisable.
Par contre, du théoréme de la sphére chevelue (tout champ de vecteur sur la sphere S? s’annule
en un point au moins) permet de conclure que la sphere S? n’est pas parallélisable.

1.3.5 L’algebre de Lie des champs de vecteurs

L’identification entre les vecteurs tangents en un point m d’une variété M et les dérivations
en ce point peut étre étendue aux champs de vecteurs, ce qui permet de définir une structure
algébrique supplémentaire sur ’espace des champs de vecteurs Vect(M).

Définition 1.63. Une dérivation sur I'algebre C*°(M,R) des fonctions numériques C* sur M
est une application linéaire D : C*°(M,R) — C>°(M,R) vérifiant de plus la régle de Leibniz :

D(fg) = fD(g) +D(f)g. (1.1)

Remarque 1.64. Noter que I'ensemble des dérivations forme un espace-vectoriel mais que la
composition de deux dérivations n’est pas une dérivation, en général.

A tout champ X € Vect(M) correspond une dérivation sur C°°(M), notée .Lx et définie
par :

Lx(£)(m) = d f. X (m). (1.2)

Inversement, on peut montrer le résultat suivant, dont la preuve est proposée dans l’exer-
cice 1.4.

Théoreme 1.65. Soit M une variété lisse de dimension finie. Alors a toute dérivation D sur
C>®(M), correspond un unique champ de vecteur X de classe C* sur M.

Lemme 1.66. Soient X et Y deux champs de vecteurs. Alors, l'opérateur
LxLy — Ly Lx
est encore une dérivation.

Le vérifier!
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Définition 1.67 (Crochet de deux champs de vecteurs). La dérivation .£x. % — Ly Lx corres-
pond & un champ de vecteur de classe C™ sur M noté [X,Y ] et appelé le crochet des champs
de vecteurs X et Y. Il dépend de fagon bilinéaire des champs X et Y.

Remarque 1.68 (Expression locale du crochet de deux champs de vecteurs). Dans un systéme
de coordonnées locales (2'), les composantes du champ [X, Y] s’écrivent :

X,V 1]F = X99;v* - vi9,x*. (1.3)

Définition 1.69 (Algebre de Lie). Une algébre de Lie est un espace vectoriel L muni d’une
application bilinéaire antisymétrique

(X,Y)— [X,Y], LxL—L,
vérifiant I'identité suivante :
X, Y].Z|+[Y,Z],X]+[Z2,X],Y]=0 (Identité de Jacobi),
pour tout X,Y,Z € L.
On vérifie facilement le résultat suivant.

Théoréme 1.70. L’espace vectoriel Vect(M) muni du crochet [X,Y ] est une algébre de Lie,
c’est ’algebre de Lie des champs de vecteurs sur M.

1.3.6 Flot d’un champ de vecteur

Chaque champ de vecteurs X sur M définit une équation différentielle ordinaire du premier

ordre J
c
— = X(c(t 1.4
= X (), (1)
ou ¢ est une courbe sur M.

Définition 1.71 (Flot d’un champ de vecteur). Le flot de X est I'application
o' M — M, m — @(t,m)
ol p(t,m) est la valeur a l'instant ¢ de la solution c(t) de (1.4) telle que ¢(0) = m.

La théorie des équation différentielle ordinaire du premier ordre (EDQO) sur un espace de
Banach marche bien [31]. L’existence et I'unicité locale de la solution d’une (EDO) sont assurés
par le théoréme de Cauchy—Lipschitz. En particulier, si X est de classe C'*, il existe pour chaque
m € M une unique solution définie sur un intervalle ouvert I, contenant 0 et tel que ¢(0) = m.
De plus la solution dépend de maniére C*° de la condition initiale m. Le flot ¢! de X est donc
bien défini localement.

Remarque 1.72. Attention, en général, le point m € M étant fixé, t — ¢(t, m) n’est pas définie
sur R mais seulement sur un sous-intervalle ouvert de R. Par ailleurs, I'instant ¢ étant fixé,
I'application ¢! := (t,-) n'est pas nécessairement défini pour tout m € M. Lorsqu’elle est
définie en un point myg, c’est un difféomorphisme local défini au voisinage de ce point. De plus
sit,sett—+ s sont des valeurs pour lesquelles ces difféomorphismes sont définis, on a

(¢ 0 ®)(m) = ©""*(m), (1.5)

sur un voisinage de mg. Enfin, si, pour tout m € M, le flot t — ¢'(m) est défini sur R tout
entier, on dit que le champ X est complet et chaque ¢’ est un difféomorphisme global de M.
Quand la variété M est compacte (ou si X est & support compact!), c’est toujours le cas.

1. Le support d’un champ de vecteur X est Padhérence de I’ensemble des points x € M tels que X (z) # 0.
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Remarque 1.73 (Solutions maximales). Il résulte du théoréme de Cauchy—Lipschitz que deux
solutions d’une méme (EDO) définies respectivement sur des intervalles ouvert I et J de R et
qui coincident en un instant ¢ € I N J coincident sur I N J. On peut donc prolonger chacune
de ces deux solutions en une solution unique définie sur l'intervalle I U .J. Une solution d’une
(EDO) définie sur un intervalle I est dite maximale si il n’existe pas de prolongement sur un
intervalle plus grand.

Remarque 1.74 (Champ de vecteurs dépendant du temps). Un champ de vecteur dépendant
du temps est une application lisse X : I x M — TM, I étant un intervalle de R, telle que
X(t,m) € T,, M pour tout t € I et tout m € M. Un courbe intégrale de X est une courbe (c(t)
sur M telle que

e = X(t,c(t)).

Dans ce cas le flot de X est la famille de difféomorphismes (locaux)
Pt,s - M— M

tel que la courbe t +— ¢ 4(m) est la courbe intégrale c(t) avec condition initiale c¢(s) = m.
L’existence du flot ¢; 5 est encore une fois assuré par le théoreme de Cauchy—Lipschitz. De plus,
comme les solutions ¢ s(¢s.r(m)) et ¢pr,(m) coincident en ¢ = s, on en déduit la propriété

Pt,s © Ps,r = Ptr-

—S

Si X est indépendant de ¢, alors ¢ s = ¢*

1.3.7 Le théoréme de Frobenius

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence locale au voisinage de tout point my
d’une variété M d’une courbe c passant par mg et tangente a un champ de vecteur X donné.
On peut s’interroger plus généralement si on se donne p champs de vecteur indépendants (en
tout point m) si il existe (localement) une nappe paramétrée o(uy,...u, qui soit tangente en
tout point au sous-espace engendré par ces vecteurs. C’est I'objet du théoréme de Frobenius.

Définition 1.75 (Distribution). Une distribution de rang p, notée E est un sous-fibré vectoriel
de rang p du fibré tangent T'M. Autrement dit c’est la donnée pour chaque m € M d’un
sous-espace vectoriel F,, de T,,M, de dimension p qui dépend de maniere lisse de m.

Définition 1.76 (Variété intégrale). Une variété intégrale de E est une sous-variété S de M
telle que T;,,S = E,, pour tout m € S. C’est donc une sous-variété de dimension p. On dit que
E est intégrable si par tout point m € M passe une variété intégrale de E.

Supposons donc qu’il existe une variété intégrale S de [E définie au voisinage V' d’un point
mo € M et choisissons des coordonnées locales (z* telles que localement S soit défini par les

équations :
P = =" =0.

Alors les champs de vecteurs (locaux) 0,1, . .., 0y forment une base de T;,,S = E,,, en tout point
m € V. On en déduit alors, compte tenu du fait que :

[axia axj ] =0, Vivjv

que si X et Y sont des champs de vecteurs a valeurs dans E, alors [X, Y] est & valeur dans E.
Dit autrement, l’espace des sections I'(E) (les champs de vecteurs a valeur dans E) est une sous-
algebre de Lie de Vect(M). On dit dans ce cas que la distribution est involutive. Le théoreme de
Frobenius énonce que ce critere est également suffisant (on pourra consulter par exemple [44]).

Théoréme 1.77 (Théoreme de Frobenius). Soit M une variété de dimension n et E une dis-
tribution de rang p dans M. Alors E est intégrable ssi elle est involutive.
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1.4 Exercices

Exercice 1.1. Soit M une variété. Montrer que T'M est toujours orientable.

Exercice 1.2. Soit 7 : E — M un fibré vectoriel de rang k (i.e. kK = dim F) ; Monter qu’il est
trivial ssi il existe il existe k sections (globales) linéairement indépendantes (en chaque point de

Exercice 1.3. Montrer que le fibré tangent au tore T2 est trivial.

Exercice 1.4 (Champs de vecteurs et dérivations). 1. Montrer que toute dérivation D sur
C>°(M) est locale, c’est a dire que si f et g coincident sur U, alors D(f) et D(g) aussi.

2. Montrer que si D est une dérivation sur C*° (M), alors pour tout ouvert U de M, on peut
définir une dérivation Dy sur C*°(U) telle que pour tout f € C®(M) :

Dy(fiv) =D(f)v-

3. En déduire que l'espace des champs de vecteurs C*° de M, Vect(M), est isomorphe a
I'espace des dérivations de C*°(M).

Exercice 1.5. Soit X et Y deux champs de vecteurs sur une variété M. Désignons par ¢ et
leur flot respectif. Monter que ¢! o 9* = * o ¢! si et seulement si [X,Y | = 0.



Chapitre 2

Groupes de Lie

Définition 2.1 (Groupe de Lie). Un groupe de Lie est un groupe G qui est également une
variété de classe C et tel que les applications g — g~ ! et (g, h) — gh soient C™.

Remarque 2.2. On peut également affaiblir la définition pour introduire la notion de groupe
topologique. C’est un groupe qui est également un espace topologique et tel que les applications
g g_l et (g, h) — gh soient continues. En pratique, on rencontra essentiellement des groupes
de Lie.

2.0.1 Les groupes classiques

Exemple 2.3. Le groupe linéaire réel
GL(n;R) = {M € M,(R); detM # 0}

des matrices inversibles de R™ est un groupe de Lie réel. En effet, GL(n, R) est une partie ouverte
de I’espace vectoriel M, (R). C’est donc une sous-variété de M, (R) de dimension n?. On vérifie
facilement que la composition dans GL(n, R), de méme que I'inversion P+ P~! (P € GL(n,R))
sont des applications de classe C*°. Le groupe GL(n,R) est donc un groupe de Lie.

En dehors de GL(n,R), le prototype d’un groupe de Lie est trés certainement, pour le
mécanicien, le groupe des rotations SO(3,R). Plus généralement, la plupart des groupes de Lie
qu’on rencontre en pratique, sont des groupes matriciels, autrement dit des sous-groupes fermés
de GL(n; K) ou K = R ou C. Ces groupes sont définis par des équations algébriques sur M, (K)
(voir les exemples donnés ci-dessous) ; ce sont les groupes classiques.

Remarque 2.4. 11 ne faudrait toutefois pas en déduire que tout groupe de Lie soit isomorphe a
un sous-groupe matriciel, bien que cela soit vrai pour les groupes de Lie compacts, d’apres des
résultats dus & Von Neumann [49].

Détaillons ’exemple le plus parlant pour les mécaniciens, le groupe orthogonal
O(n,R) = {P € M,(R); PP' = I} ,

qui correspond aux endomorphismes de R” qui préservent le produit scalaire euclidien. D’un
point de vue topologique, O(n,R) est sous-ensemble fermé et borné (voir l'exercice 2.3) de
M, (R). C’est donc un ensemble compact. Cet ensemble posseéde deux composantes connexes
définies respectivement par det P = 1 et det P = —1. La composante connexe qui contient
I'identité (qui est un sous-groupe) est le groupe spécial orthogonal

SO(n,R) ={P € Mu(R); PP' =1 et detP=1}.

Théoréme 2.5. Le groupe orthogonal O(n,R) est un groupe de Lie.

21
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Démonstration. En utilisant le théoreme 1.32 sur les submersions, nous allons d’abord établir
que le sous-ensemble O(n, R) de l'espace vectoriel M,,(R) est une variété. Pour cela, on introduit
I’application

f:Pw— PP'—1, M, (R) — S,(R)

a valeur dans 'espace vectoriel S, (R), des matrices carrés symétriques d’ordre n. Cette appli-
cation est C'*° (c’est une application polynomiale). Sa différentielle en un élément P € M, (R)
s’écrit

dpf.H = PH' + HP'.

Si P € O(n,R) (i.e. si P vérifie PP = I), alors dpf est une application linéaire surjective (en
effet, I'équation PH' + HP! = S se résout en prenant H = SP/2). Il résulte alors, d’apres le
théoreme 1.32, que O(n,R) = f~1(0) est la fibre d'une submersion et donc une sous-variété de
classe C* de M, (R). La composition dans le groupe O(n,R) est fourni par des applications
polynomiales donc C*, de méme que l'inversion P > P~! = P!, On en déduit que O(n,R) est
un groupe de Lie. O

On peut montrer de la méme fagon que les exemples qui suivent sont des groupes de Lie. On
a toutefois le résultat suivant, beaucoup plus profond et général, attribué a Elie Cartan [5] (voir
également [42]).

Théoréme 2.6. (Théoréme de Cartan—von Neumann) Tout sous-groupe fermé d’un groupe de
Lie est un groupe de Lie.

Exemple 2.7. Le groupe orthogonal
O(p,q) = {P € M, (R); PGp,th = Gp,q}
oll

I 0
Gpvq:<0p _Iq>7 (p+q:n)7

des endomorphismes qui préservent la forme quadratique :
Zx? Sy
i=p+1
Le groupe O(3,1) apparait en relativité restreinte, c’est le groupe de Lorentz.
Exemple 2.8. Le groupe spécial linéaire
SL(n;R) = {P € M,(R); detP =1}
des endomorphismes de R™ qui préservent le déterminant.
Exemple 2.9. Le groupe symplectique
Sp(n) = {P € Ma,(R); PJP' = J}

des endomorphismes de R?" qui préservent la forme symplectique de R?™, définie par :

n

w(z,y) == Z($iyn+i — YiTn+i)s

=1

0 —I,
=0 ")

représentée par la matrice
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Exemple 2.10. Le groupe linéaire complexe
GL(n;C) = {P € M,(C); det P # 0}

des matrices inversibles de C" est un groupe de Lie complexe de dimension n?. On peut
également considérer GL(n;C) comme un groupe de Lie réel en <« décomplexifiant C™ ». On
éerit (21,...,2") = (2!, ..., 2™yl . y") ou 2F =aF + 4% (k=1,...n). On a alors :

GL(n;C) ={P € GL(2n;R); PJ = JP}

0 —I,
J_(In 0)

est la matrice qui représente la multiplication par 1.

ou

Exemple 2.11. Le groupe unitaire
U(n) = {P € M,(C); PP' =1}

des endomorphismes de C" qui préservent la forme hermitienne Y " | z;%Z;. 1l s’agit d’un groupe
de Lie réel. Contrairement a GL(n,C), ce groupe ne possede pas de structure de groupe de Lie
complexe.

Exemple 2.12. Le groupe spécial unitaire
SU(n) = {P € M,(C); PP'=1 et detP=1}.

Exemple 2.13. Le groupe affine GA(n;R) des applications affines de R™. On peut le réaliser
comme le sous-groupe des éléments de GL(n + 1,R) qui préservent ’hyperplan z,1 = 1, c’est
a dire par les matrices (n + 1) x (n + 1) qui s’écrivent :

P:(‘S ;’) a € GL(n,R), b € R".

2.0.2 Action d’un groupe de Lie sur une variété

Définition 2.14. On dit qu'un groupe de Lie G agit différentiablement sur une variété M si G
agit (& gauche ou a droite) sur M et si cette action

p:GXM—->M

est différentiable (de classe C'™).

Exemple 2.15. Un groupe de Lie G agit sur lui-méme de différentes fagons. On notera trois
actions remarquables.

1. La translation a gauche (action a gauche)

(9,h) = Ly - h:= gh, GxG— G,
2. la translations a droite (action a droite)

(g,h) = Ry - h := hg, GxG—G
3. et Vaction intérieure ou conjugaison (action a gauche)

(g,h) = Iy h:=ghg™ !, GxG—G
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2.1 Algebre de Lie d’un groupe de Lie

Dans un groupe de Lie G, il y a un élément particulier, c’est 1’élément neutre e. Comme
nous allons le voir, I’espace tangent a G au point e possede une structure d’algebre de Lie, c’est
I’algebre de Lie du groupe G. De plus, les éléments de 'algebre de Lie du groupe peuvent étre
interprétés comme les générateurs infinitésimauxr du groupe.

2.1.1 Algebres de Lie des groupes classiques

Exemple 2.16 (Algebre de Lie de GL(n,R)). Tous les espaces tangents en un point P €
GL(n,R) se confondent avec l'espace ambiant tout entier a savoir M, (R). Dans ce cas, la struc-
ture d’algebre de Lie sur TtGL(n,R) = M,,(R) est le commutateur entre deux matrices :

[My, My ] = MyMy — MaMy, My, My € My(R).
Cette algebre de Lie est notée gl(n,R).

Remarque 2.17. On pourra noter comment le crochet de Lie sur M,(R) s’obtient par deux
dérivations successives a partir de 'opération de conjugaison

(P,Q) — PQP™!, P,Q € GL(n,R).
En dérivant une premiere fois par rapport a ) au point I, on obtient une application linéaire
Adp: M — PMP™',  GL(n,R) — End(M,(R)).
En dérivant une seconde fois par rapport a P au point I, on obtient alors le crochet de Lie
[N,M]:=(dfAd.N)(M)=NM — MN.

Exemple 2.18 (Algebre de Lie du groupe orthogonal). L’espace tangent, en l'identité I, au
groupe des rotations est définit par

kerd;f = {H € M,(R); H+ H"' =0},

f étant I'application définie par f(P) = PP!— I. Cet espace tangent est donc le sous-espace de
M, (R) des matrices antisymétriques. Le commutateur de deux matrices antisymétriques étant
encore une matrice antisymétrique, I’espace des matrices antisymétriques est une sous-algebre
de Lie de gl(n,R). C’est l'algebre de Lie du groupe des rotations, notée o(n). C'est également
lalgebre de Lie du groupe spécial orthogonal SO(n,R) notée so(n).

Remarque 2.19. Les algebres de Lie des autres groupes classiques s’obtiennent de la méme fagon,
en dérivant a I'identité les équations qui définissent le groupe.

Remarque 2.20 (Cas particulier de 50(3)). Il y a un isomorphisme bien connu entre R? et I’espace
des matrices anti-symétriques sur R? :

we R j(w), jw)z =wAx, Vo € R3.
Cet isomorphisme vérifie de plus :
[ (w1),j(w2) ] = j(wi Awa).

Il s’agit donc d’un isomorphisme entre I'algébre de Lie s0(3) et I'espace R® muni du produit
vectoriel (qui forme une algebre de Lie).
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2.1.2 Algebre de Lie d’un groupe de Lie abstrait

Nous allons maintenant introduire de fagon intrinseque une structure d’algebre de Lie sur
I’espace tangent T.G en 1’élément neutre d’un groupe de Lie abstrait G. Cette construction
s’inspire de la dérivation du crochet de Lie sur I'espace tangent & I'identité au groupe GL(n, R).
Le lecteur est invité a détailler les calculs pour lui-méme. Désignons par

m: (g, h) — gh, GxG—G

la composition dans G et par

i:g+—>g_1

I'inversion dans G. Ces applications sont lisses par définition et on pourra vérifier que, comme
dans le cas de GL(n,R), on a :

Tieeym-(u,v) = u+ v, Yu,v € T.G

et que
Teiu = —u, Vu € T,G.

Désignons maintenant par
Ig:hb—>ghg_1, G—G

la conjugaison dans GG. Cette application est lisse pour tout g € G et envoie I’élément neutre e
sur lui-méme. Par conséquent 'application linéaire tangent au point e, T.1,, qu’on notera Ad,
est un endomorphisme de T.G. On pourra vérifier que Ad, = Id et que

Ad9192 = Adgl o Adgz .

L’application
g — Ady, G — GL(T.G)

est appelé la représentation adjointe de G.

Remarque 2.21. Dans le cas de GL(n,R), on a
Adp M = PMP™',  PeGL(n,R), M € M,(R).

Comme I’application
(9,h) = ghg™!, GxG—=G

est lisse, on en déduit que I'application g — Ad, a valeur dans 'espace vectoriel End(7.G) est
lisse. En différenciant cette application au point e, on obtient une application linéaire

ad :=d. Ad : u — ad,, T.G — End(T.G).
On définit alors le crochet de Lie sur T.G par
[u,v]:= ady v, Yu,v € T,.G (2.1)
Remarque 2.22. Dans le cas de GL(n,R), on a
ady M = NM — MN,  M,N € M,(R).

Théoréme 2.23 (Algebre de Lie d’un groupe de Lie). L’espace vectoriel T.G muni de l’ap-
plication bilinéaire définie par l’équation (2.1) est une algébre de Lie. C’est l’algébre de Lie du
groupe G, dénotée habituellement par g ou Lie(G).
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Esquisse de preuve. 1l nous faut montrer que le crochet [u, v ] est antisymétrique et vérifie I'iden-
tité de Jacobi. Le lecteur est invité a rédiger les détails de la preuve pour lui-méme.
1) Pour établir 'antisymétrie, on introduit 'application commutateur

c:(g,h)—ghg th™l, GxG—G.

C’est une application lisse qui envoie {e} x G et G x {e} sur {e}. En différenciant par rapport
a la deuxieme variable, on obtient une application lisse

One(g,e) v — Adgv — v, GxT.G— T.G.
En différenciant cette derniere application par rapport a g on obtient une application bilinéaire
0g0nc(e, e) : (u,v) — ady v, T.G x T.G — T,G.
En différenciant par rapport a la premiere variable, on obtient une application lisse
Ogc(e, h) s u— u— Adpu, GxT.G—T.G.
En différenciant cette derniere application par rapport a h on obtient une application bilinéaire
On0gc(e, €) : (u,v) — —ady, u, T.G x T.G — T,G.
Comme c est lisse, le théoreme de Schwarz permet de conclure que
ad, v = 0,0nc(e, e) = Op0yc(e, e) = —ad, u.
2) Pour établir I'identité de Jacobi, on commence par établir I'identité
Adg [u,v] = [Adgu,Adgv], Vg € G, Yu,v € TG,
et on conclut en dérivant cette derniere. O

Remarque 2.24 (Définition alternative de 'algebre de Lie d’un groupe de Lie). Etant donné
un groupe de Lie G, le crochet de Lie de deux champs de vecteurs invariants a gauche est lui
méme invariant a gauche. Comme un champ de vecteur invariant a gauche est completement
déterminé par sa valeur en I’élément neutre e, le crochet de Lie sur les champs de vecteurs induit
une structure d’algebre de Lie sur T.G, que nous noterons [-, -], et qui est défini par

[u,v]; = [X" X"](e), u,v € T.G.

Ce produit coincide avec le crochet [u,v]; = ady, v précédemment introduit (le vérifier!). Si on
définit de méme un crochet de Lie, noté [-, - |, sur TG & partir des champs de vecteurs invariants
a droite on a

[u,’u}R = _[uvv]L'

Remarque 2.25. 11 est important de noter que tout groupe de Lie est une variété parallélisable
(le fibré tangent est trivial). En effet, 'application

TG — G x g, §g = TLy1.&y,

ot TLy1 : TyG — T.G est lapplication linéaire tangente & la translation a gauche L, est un
isomorphisme de fibré vectoriel. Dit autrement, sur un groupe de Lie G, il existe un champ de
repére définit sur tout G et obtenu en translatant a gauche (ou a droite) un repere défini sur
T.G.
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2.1.3 Morphismes de groupes et d’algebres de Lie

Définition 2.26 (Morphisme de groupe de Lie). Un morphisme de groupe de Lie est un mor-
phisme de groupe qui est également une application de classe C*° (il suffit en fait qu’elle soit
continue).

A tout morphisme de groupes de Lie est associé un morphisme entre les algebres de Lie
respectives. Plus précisément, on a le théoreme suivant.

Théoréme 2.27. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes de Lie, alors T.f : T.G — T.G’
est un morphisme d’algébre de Lie, c’est a dire :

Tof u,v] = [Tefu,Tefv].
Démonstration. 11 suffit de remarquer que, si f est un morphisme de groupes de Lie, on a :
FU,(0) = Iy (F(R),  g.h€C.
En dérivant une premiere fois cette identité, on obtient :
Tef - Adgv = Adyg) Te fov, ge G, veg,
puis en dérivant une seconde fois, on obtient
Tef.adyv = adr, .o Te fov, u,v € g,

soit
T.f. [u,v] = [Tefu,Tefv], u,v € g.

2.2 Application exponentielle

Dans cette section, nous allons voir, inversement, comment il est possible de <« reconstituer
un groupe de Lie » a partir de son algebre de Lie. Ceci se fait, au moins au voisinage de
I'identité, grace a ’application exponentielle. Par exemple, la plupart des mécaniciens savent
qu’on peut reconstituer une rotation autour d’'un axe donné en prenant l’exponentielle de la
rotation infinitésimale (matrice antisymétrique) associée.

2.2.1 L’application exponentielle du groupe linéaire

Soit A € gl(n,R) = M, (R). L’application exponentielle est définit par

| —

exp(A) = Z AF,
k=0

o

Il s’agit d’une série normalement convergente sur M, (R) qui définit une application lisse de
M, (R) dans GL(n,R).

Remarque 2.28. On pourra vérifier, a titre d’exercice, qu’en prenant la matrice A dans I'algebre
de Lie g € M,(R) d’'un groupe classique G C GL(n,R) on a exp(A) € G. Par exemple, en
prenant une matrice antisymétrique A € M, (R), on a exp(A) € O(n,R) car :

exp(A)! = exp(AY) = exp(—A) = exp(A) 7L,
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Etant donné une matrice A € M, (R), on appelle spectre de A et on note Spec(A) € C,
I’ensembles des valeurs propres de A. On définit alors B la bande |Im(z)| < 7 dans C puis les
deux sous-ensembles ouverts suivants de M, (R).

Q2 :={A € M,(R); Spec(A) € B}

et
Q' :={A € M,(R); Spec(4) e C—R_}.

On pourra noter que ' € GL(n,R) et on montre le résultat suivant dont la preuve est proposée
dans l'exercice 2.8.

Lemme 2.29. L’application exponentielle réalise un difféomorphisme de l'ouvert Q € M, (R)
sur Uouwvert ' € GL(n,R), dont lapplication inverse est notée Log.

A T'aide de ce résultat, on démontre les deux théoréemes suivants.

Théoréme 2.30 (Décomposition polaire de Cartan). Soit M € GL(n;R). Alors il existe un
unique couple (0,S) ot O € O(n,R) et S est une matrice symétrique telle que :

M = Oexp(95).
De plus Uapplication M — (O, S) est un difféomorphisme de GL(n;R) sur O(n,R) x R*"+1)/2,

Démonstration. La solution du probleme est fournie par les matrices :

1
S = §Log(tMM), O = M exp(—9).

Pour établir I'unicité, il suffit de remarquer que si M = Oexp(S) = O’ exp(9’), alors on a
nécessairement ‘MM = exp(25) = exp(25’) et donc S = S’ puis O = O'. Enfin il est clair

que les expressions ci-dessus correspondent & un difféomorphisme de GL(n;R) sur O(n,R) x
Rr(n+1)/2 0]

Théoréme 2.31 (Décomposition < boost-rotation > de O(p, ¢)). Soit M € O(p, q). Alors s’écrit

de maniere unique :
(P 0 0 'R )}
v=(% g)e(k

ot P € O(p,R), @ € O(¢q,R) et R est une matrice a p colonnes et q lignes. De plus l’application
M — (P,Q, R) est un difféomorphisme de O(p,q) sur O(p,R) x O(q,R) x RP9.

Remarque 2.32. On en déduit, en particulier, que si p, g # 0, alors O(p, ¢) a quatre composantes
connexes.

Démonstration. Le groupe O(p, q) est constitué des matrices M € M, ,(R) vérifiant ' MGM =

G ou:
_ (5 0 >
G‘(o ~1, /-

Son algebre de Lie est constituée les matrices L vérifiant LG + G'L = 0. Soit M € O(p, q) alors
on vérifie facilement que M € O(p, q) et donc aussi M M. Soit :

1
S = 5 Log(*M M).
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Alors S € o(p, q). Par conséquent, les deux facteurs O et exp(S) de la décomposition de Cartan
de M appartiennent au groupe O(p,q). On vérifie que SG = —GS et que OG = GO et par
conséquent O et S s’écrivent :

P 0 0 'R )
o=(5 ¢) 5=(n
ouou P € O(p,R), Q@ € O(q,R) et R est une matrice a p colonnes et ¢ lignes. Cette solution est

unique et application M +— (P, @, R) est un difféomorphisme de O(p, q) sur O(p,R) x O(g, R) x
RPY. O

2.2.2 L’application exponentielle d’un groupe de Lie abstrait

Sur un groupe de Lie abstrait G, on ne peut plus définir aussi simplement 1’application
exponentielle, la construction est légerement plus subtile. Commencons par remarquer que tout
élément u € g de 'algebre de Lie d'un groupe de Lie G engendre un champ de vecteur sur G,
défini par :

X"“(g) :=TLgy.u, geaq,

ol L, est la translation a gauche par g sur G. Ce champ de vecteur est invariant a gauche, ce
qui signifie que :
TthXu(g) :Xu(th)a g,heq.

Comme tout champ de vecteur sur une variété de dimension finie, le théoréme de Cauchy-
Lipschitz nous assure de ’existence local du flot de ce champ de vecteur. En particulier, pour
tout u € g, il existe une unique courbe intégrale de classe C*° de ce champ de vecteur. C’est a
dire une courbe lisse ¢ — g¢(t), définie sur un intervalle de temps I, vérifiant g(0) = go et telle

que :
dg

— = X%g). 2.2
9 _ x(9) (2.2

Exemple 2.33. Soit A € M,(R) = gl(n;R). Le champ de vecteur invariant a gauche corres-

pondant s’écrit :

XA(P)=PA,  PeGL(mR).
Le flot de X4 est défini par I’équation différentielle

Cg—i’: = PA, P e GL(n;R) € M,(R).

Il s’agit d’'une équation linéaire a coefficients constants sur M, (R) dont la solution, pour la
condition initiale P(0) = I,,, s’écrit P(t) = exp(tA). De plus, la solution est définie pour tout
t € R (on dit qu’elle est globale). On pourra également remarquer que la solution avec condition
initiale P(0) = Py s’écrit P(t) = Pyexp(tA).

Cette observation sur le fait que la solution soit définie globalement sur R est un résultat
général sur les champs de vecteurs invariants a gauche (ou a droite) sur n’importe quel groupe
de Lie (de dimension finie).

Proposition 2.34. Soit X un champ de vecteur invariant & gauche (ou a droite) sur un groupe
de Lie G (de dimension finie). Le flot o' de X est global et vérifie de plus

wloLy =Lyoy (2.3)

pour tout h € G et tout t € R.
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FEsquisse de preuve. Soit ¢ le flot du champ de vecteur X. Autrement dit, ©!(g) est la solution
de (2.3) avec la condition initiale g en t = 0. Si de plus X est invariant a gauche, c’est a dire
vérifie

TthX(g):X(th)7 Vg,hEG,
alors on a (le vérifier!) :

LhogatoL;l:gOt, Vh e G.

Autrement dit, le flots ¢! et Lj, commutent. Supposons maintenant que ¢'(e) soit défini pour
[t| < e avec e > 0. Alors ¢! (p:(€)) = p:(e)p'(e) est une solution de (2.3), définie sur le méme
intervalle de temps que !(e) et qui coincide avec ¢!(e) au point p.(e). Plus généralement, on
obtient un prolongement de ¢'(e) défini sur R en posant :

(pt+ks(e) = (@a)k (QOt(e)), k e 7.
O

Définition 2.35 (Sous-groupe a 1 parametre). Un sous-groupe a 1 paramétre d’un groupe de
Lie G est un morphisme de groupe de Lie de R dans G, c’est a dire une application C* de R
dans G telle que :

g(t +s) = g(t)g(s). (2.4)
On a donc le résultat important suivant.

Corollaire 2.36. Chaque élément u de l’algébre de Lie g d’un groupe de Lie G défini un sous-
groupe a 1 parametre g(t). Inversement tout-sous groupe a 1 paramétre lisse, t — g(t) définit
un champ de vecteur invariant o gauche X, dont la valeur en e est donnée par X (e) = ¢(0).

Définition 2.37. On appelle application exponentielle du groupe de Lie G, ’application
exp:g— G, ur— (1, e,u)
ou p(t,g,u) est le flot du champ de vecteur invariant a gauche X".

Proposition 2.38. Cette application posséde les propriétés suivantes :
1. exp(tu) = ¢(t,e,u) pour tout t € R et u € g,
2. exp((t + s)u) = exp(tu) exp(su) pour tout t,s € R et tout u € g.

Remarque 2.39. Attention, si u et v ne commutent pas, on a pas exp(u)exp(v) = exp(u + v)
mais une expression plus compliquée :

1

exp(u) exp(v) = exp <u+v+2 [u, v] +)

qu’on appelle la formule de Baker-Campbell-Hausdorff [42].

Théoreme 2.40. L’application exponentielle est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans
g sur un voisinage de e dans G et sa différentielle a Uorigine est l'identité.

Démonstration. L’application exponentielle est une application C>* de g dans G en vertu des
résultats classiques sur la régularité du flot d’'un champ de vecteur dépendant de maniere lisse
d’un parametre (voir [31] par exemple). Grace au théoréme d’inversion local, il nous suffit donc
de montrer que sa différentielle & 1'origine est Iidentité. Soit u € g et désignons par (¢, g, u) le
flot du champ de vecteur invariant & gauche engendré par u. On a :

d

@, o(t,e,u) = X"(e) = u,

d
Toexp.u = @ exp(tu) =

ce qui acheve la preuve. ]
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Définition 2.41 (Coordonnées canoniques). Soit (e;)1<i<pn une base de g. Tout vecteur u € g
se met sous la forme .
U= Z z'e;,
i=1

ot z* sont les composantes de u dans cette base. Comme exp est un difféomorphisme local en
0 de g sur un voisinage ouvert e dans G, on peut prendre (z¢) comme coordonnées du point
g = exp(€) € G. Les fonctions coordonnées exp(¢) + z sont appelées les coordonnées canoniques
ou normales de g relativement a la base e; de g.

Remarque 2.42. Attention, ’exponentielle n’est pas un difféomorphisme global pour autant. Elle
n’est méme pas surjective en général. On peut montrer cependant que si G est un groupe de Lie
compact et conneze alors exp est surjective (voir par exemple [21]).

On a toutefois le résultat suivant qui peut s’avérer utile et dont la démonstration est laissée
en exercice 2.12.

Proposition 2.43. Tout élément g dans la composante de l'identité Go d’un groupe de Lie G
peut s’écrire
exp(uq) - - - exp(uy)

ot U1, ..., Uy sont des éléments de son algebre de Lie g.

Remarque 2.44. Ces produits d’exponentiels apparaissent également dans la modélisation des
systemes polyarticulés.

2.3 Les groupes de la mécanique classique

2.3.1 Le groupe de Galilée

En mécanique classique non relativiste apparait le groupe de Galilée qui permet de formaliser
le principe de relativité Galiléen : les équations du mouvement d’un systéme isolé sont invariantes
par le groupe de Galilée. Ce groupe, que nous noterons G est un sous-groupe du groupe affine
GA(4;R). Une fois fixé un référentiel spatio-temporel, il agit sur les coordonnées (r,t) d'un
évenement par les formules :

{ = Ar+bt+c
= t+e

oit A € SO(3,R), b€ R3, c € R? et e € R. On peut le représenter matériellement sous la forme

A b c
g= 0 1 e
0 0 1

C’est un groupe de Lie de dimension 10. Il est engendré par trois rotations, trois < boosts >, trois
translations spatiales et une translation temporelle. Son algebre de Lie, Lie(G) est représentée
par les matrices

avec w, B,y € R3 et € € R.
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2.3.2 Le groupe de Poincaré

En mécanique classique relativiste, ’espace temps est modélisé par I'espace de Minkowsksi,
i.e. espace R* muni de la forme quadratique

—x? — 23— 2l a? (2.5)

En relativité restreinte, on passe d’un référentiel d’inertie & un autre par le groupe de Poincaré
(ou groupe de Lorentz non homogéne), que nous noterons IP. C’est le groupe des isométries affines
de I'espace de Minkowski, il opere sur I'espace de Minkowski de la maniére suivante

a(X)=LX+C.
ott L € O(3,1) (le groupe de Lorentz) et C' € R%. On peut le représenter matériellement de la

La composante connexe de 'identité du groupe de Poincaré est appelé groupe de Poincaré
restreint. Ce sous-groupe est engendré par les translations dans les quatre directions x1, x2, x3, 4,

par les rotations euclidiennes
( cos —sinf >
sinf  cosd

dans le plans x;x; au nombre de trois et par les rotations hyperboliques

( coshp sinhp >
sinh¢ cosh¢

dans le plans x;x4 également au nombre de trois. Ce sont ces rotations hyperboliques qu’on ap-
pelle habituellement les transformations de Lorentz. En effet, si :L“; sont les coordonnées déduites
de x, par une rotation hyperbolique dans le plan x124, on a

x/l = x1 cosh ¢ + x4 sinh ¢,
x; = 1 sinh ¢ + x4 cosh .

Ces formules s’interpretent comme décrivant un repere en mouvement rectiligne uniforme par
rapport & un autre ( le < train d’Einstein > ), avec une vitesse v = tanh ¢ (donc inférieur a la
vitesse de la lumiere)

’ 1 v

xrq = + 4, 2.6
LTV =02 ! V1 —? (2:6)
/ 1

Ty = Y ]+ x4, (2.7)

formules qui conduisent aux notions populaires de < retard des horloges > et de < contraction
de Lorentz >.

Remarque 2.45. Ces dernieres formules nous amenent a constater que la notion de simultanéité
absolue n’existe plus en relativité restreinte. Deux évenements considéré comme simultanés (qui
ont la méme date t) dans une référentiel donné ne le sont plus forcément dans un autre référentiel,
comme le montre les formules précédentes. Par conséquent, la notion de <« corps rigide > issue
de la mécanique classique est incompatible avec la relativité restreinte (puisque la notion de
distance entre deux points nécessite la simultanéité).



CHAPITRE 2. GROUPES DE LIE 33

Lorsque le choix des unités est tel que ¢ # 1 et qu'on a posé x4 = ct, les formules de Lorentz
doivent étre remplacées par les suivantes

’ ’ (Y
x =v(x+ot), t:'y<—2x—|—t>,
c
oit ¥ = (1 —v%/c?)~L. Lorsque 'on fait tendre c vers 'infini, ces formules nous rameéne a la
transformation de Galilée
r =x 4+ vt, t =1t.

Plus généralement (voir [50]), on peut montrer que le groupe de Galilée, dans son ensemble,
est une approximation & l'ordre O(c2) du groupe de Poincaré.

Théoréme 2.46 (Souriau). Tout élément du groupe de Lorentz restreint se met sous la forme

_(A V>+ _2<k(vvf)A 0 )
“=\o0 1 ¢ VA ko2

(4)
0 1
est un élément du groupe de Galilée homogéne et k = (y/1+v%/c? +1).

2.4 Le groupe des difféomorphismes

Si la définition classique d’un groupe de Lie requiert que G soit une variété de dimension finie,
cette notion s’étend assez facilement a la catégorie des variétés hilbertiennes ou banachiques. Le
groupe linéaire topologique d’'un espace de Banach ou d’un espace de Hilbert fournissent des
exemples de telles structures.

Il y a toutefois des groupes de dimension infinie tres intéressants qui ne rentrent pas dans cette
catégorie ; par exemple le groupe Diff (M) des difféomorphismes C* d’une variété différentielle
M. 1l est cependant possible d’équiper Diff (M) d’une structure de variété modelée sur un espace
de Fréchet et telle que les opérations du groupe soient C*°. On peut alors, au moins formellement
considérer Diff (M) comme un groupe de Lie; on parle alors de groupe de Lie-Fréchet. Dans ce
cas, cependant, on prendra garde au fait que la notion de dérivabilité est affaiblie et limitée aux
dérivées directionnelles (dérivées au sens de Gateaur).

Remarque 2.47 (Espaces de Fréchet). Un espace vectoriel topologique E possede une structure
uniforme canonique (on peut définir ce qu’est une suite de Cauchy). On dira que E est un espace
de Fréchet si cette structure uniforme est compléte et si de plus, la topologie de E peut-étre
induite par une famille dénombrable de semi-normes. Dans un espace de Fréchet, le théoreme
de Cauchy-Lipschitz et le théoreme d’inversion locale ne sont plus vrai en général. L’exemple
type d'un espace de Fréchet est ’espace des fonctions C* sur une variété compacte de classe
C>; la famille des semi-normes étant données par les normes C* (k =0,1,...).

Il existe en fait plusieurs définitions (pas toujours équivalentes) de < groupes de Lie > en
dimension infinie. Il n’est pas question de rentrer ici dans ces subtilités mais nous renvoyons
le lecteur intéressé aux références suivantes [14, 40, 15, 36, 41, 26, 27]. Dans la suite de cette
section, on en restera a une vision un peu formelle de ce concept et on ne cherchera pas a donner
des justifications rigoureuses des résultats.
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2.5 L’algebre de Lie du groupe des difféomorphismes

L’espace tangent a Diff (M) en l'identité Id € Diff (M) est I'espace des champs de vecteurs
sur M, noté Vect(M). La justification est la suivante : considérons un arc ¢ — ¢(t) de classe
C*> dans Diff (M) et tel que ¢(0) = Id. Un vecteur tangent au point Id € Diff (M) est donc la
dérivée en t = 0 d’un tel arc p(t) dans Diff (M). Autrement dit

<dfiit)>t:0 (x) = aas:((),x).

Mais I’application

)
X:xHa—f(O,x), M —TM

est une section de TM, i.e. m(X(z)) = = (7 désignant la projection canonique TM — M)
puisque ¢(0) = Id. Donc X est bien un champ de vecteur. D’une facon similaire, on voit qu’il
est possible d’identifier 'espace tangent en un point ¢ € Diff (M) quelconque avec ’espace
vectoriel des applications C*>°, V : M — TM telles que ©(V(x)) = ¢(x). Ce ne sont pas des
sections de TM (et donc pas des champs de vecteurs).

Définition 2.48 (Représentation adjointe de Diff (M)). L’action adjointe de Diff (M) sur Vect(M)
s’écrit :

(Ad<ﬁ X)(x) = T¢*1(w)(P'X((p_l<m))7 reM

ou ¢ € Diff (M) et X € Vect(M). Cette action est souvent notée p,X dans les ouvrages de
géométrie différentielle.

Définition 2.49 (Représentation adjointe de Vect(M)). L’action adjointe de Vect(M) sur

Vect(M) est 'application bilinéaire donnée par :

d
dy YV = — Y
adx dtt:ow*

ot X,Y € Vect(M) et ! est le flot de X.

Remarque 2.50. L’application bilinéaire (X,Y) — adx Y définit sur Vect(M) une structure
d’algebre de Lie. Ce n’est toutefois pas la structure d’algebre de Lie définie au chapitre précédent.
On a:

[X,Y]=—adx?,

Le vérifier!

Du fait que la représentation adjointe est une représentation d’algebre de Lie, on déduit
immédiatement le résultat suivant.

Lemme 2.51. Soient X,Y deux champs de vecteurs et ¢ un difféomorphisme, alors :
(e X, .Y | = [X, Y]

Soit X € Vect(M) un champ de vecteur sur M, autrement dit un élément de ’algebre de
Lie de Diff(M). Le champ de vecteur invariant a droite correspondant s’écrit :

X(p)=Xop,  ¢eDiff(M).
Le flot de X sur Diff(M) est défini par Péquation différentielle

dps ()
dt

= X (pi(z)) -
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cette équation admet des solutions locales en vertu du théoreme de Cauchy-Lipschitz sur M. Elle
n’admet pas de solution globale en général, donc pas de solution dans Diff(M). Contrairement
a ce qui se passe pour un groupe de Lie de dimension finie, la proposition 2.34 n’est plus valable
dans ce cas. Ainsi, le flot habituel du champ de vecteur X correspond (quand il est défini
globalement) au sous-groupe a 1 parametre engendré par translation o droite de I'élément X de
I'algebre de Lie Vect(M) sur le groupe Diff (M).

Remarque 2.52. 1l y a une classe remarquable de groupes de Lie-Fréchet pour lesquels la propo-
sition 2.34 reste vraie, ce sont les groupes de Lie réguliers introduits par Milnor [36]. Un groupe
de Lie est régulier si pour tout arc (C*) ¢ — w(t) d’un intervalle I dans g, il existe une solution
(C*°) de I'équation g(t) = Lyyw(t) (elle est nécessairement unique si la condition initiale est
fixée) et si de plus 'application w + ¢g(0)~'g(1) de C*(I,g) dans G est C®. Le groupe des
difféomorphismes d’une variété compacte est un exemple de tel groupe.

Remarque 2.53. Sur un groupe de Lie-Fréchet, rien ne garantit que 1’exponentielle soit un
difféomorphisme local. En particulier sur le groupe des difféomorphismes du cercle Diff(S?!),
I'exponentielle n’est méme pas localement surjective (voir [36]).

2.6 Action infinitésimale associée a un groupe de Lie

Définition 2.54. Une action (a gauche) d’un groupe de Lie G sur une variété M a été définie
comme une application lisse

Y:GxM— M, (9,2) = (g, )

telle que :

1. ¢(e,x) = z, pour tout x € M,

2. Y(g192, ) = ¥(g91,%(g2,)), pour tout x € M et tout g1, g2 € G.

Un cas particulier important est obtenu lorsque M = FE est un espace vectoriel et que G
agit linéairement sur E. Dans ce cas, on dit que 1 est une représentation linéaire de G sur F.

On peut réinterpréter cette définition en disant qu’une représentation (lisse) de G sur un espace
vectoriel E/ est un morphisme de groupe de Lie

¥ : G — GL(E),

ou GL(F) est le groupe des automorphismes linéaires de E. Si ¢ est différentiable, alors comme
nous 'avons vu, ¢ induit un morphisme entre les algebres de Lie g et L(E) (I'algebre de Lie de
GL(E)). Celui-ci est donné par :

D=Tpg— LE),  um L plexp(tu).
dt |i=o

Autrement dit, z; : g — L(F) est une application linéaire telle que :

¥ ([w,v]y) = )d(v) = p(0)p(w).

Plus généralement, une action différentiable (& gauche) d’un groupe de Lie G sur une variété
quelconque M peut étre assimilée & un morphisme (de groupe de Lie) :

¥ : G — Diff(M).
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Elle induit par dérivation un morphisme entre 1’algebre de Lie g de G et celle de Diff (M), c’est
a dire Vect(M). Plus précisément, & tout élément u de 'algebre de Lie g de G, on peut donc
associer un champ de vecteur sur M, qu’on notera uy; et défini de la facon suivante :

UM(SU) =Tepu = i

G wlew(t),a),  ae,

t=0

ou exp(tu) € G est le sous-groupe a 1 parametre engendré par u € g. C’est I'action infinitésimale
de g sur M associée a l'action de G sur M. On a de plus

[uM7UM]Vect(M) :_([uvv]g)Mv u,v € g.

Dans cette formule, le signe — est du a la définition du crochet de Lie sur Vect(M) qui correspond
a —ad X Y.
Remarque 2.55. Si 1) est une représentation linéaire, alors le champ de vecteurs up dépend

linéairement de x € E. dans ce cas et avec les notations précédentes, on a ups(z) = ¥ (u).x.

Remarque 2.56. Dans le cas général, si G est de dimension infinie, il se peut que exp(tu) ne
soit défini que localement (ou méme pas du tout, sans définition plus précise sur la structure
de G). Toutefois, si G est de dimension finie, ce sous-groupe a 1 parametre exp(tu) est défini
globalement (voir proposition 2.34) et par conséquent le flot du champ de vecteur uyy, qui s’écrit

¢! (x) = Y(exp(tu), x), aussi.

2.7 La dérivée de Lie

A tout champ de vecteur X sur une variété M, on a associé une dérivation sur C*>°(M),
notée Lx et définie par :

(ZLxf)(x) =d. f.X(x), feC®M),xe M.
Si ! désigne le flot du champ de vecteur X, on peut réécrire cette formule sous la forme :

d

= G| s

(Zx f)(x)
Arrétons-nous un instant sur cette définition. La formule
O f = foqp, feC>®(M), ¢ € Diff (M)

définit une action (a droite) du groupe des difféomorphisme Diff (M) sur C*°(M) et la dérivation
Zx correspond a 'action infinitésimale induite de Vect(M) sur C*°(M) :

d

= Gl @i

(Zx f)(x)
Comme nous allons le voir, cette dérivation, appelée dérivée de Lie, peut étre étendue a
tous les objets sur lesquels on peut définir une action (lisse) du groupe des difféomorphismes.
Considérons, par exemple, ’espace des champs de vecteurs Vect(M ). Le groupe des difféomorphismes
Diff (M) agit a gauche sur Vect(M) de la fagon suivante

(0 X)(2) 1= Tpm1 () - X (97 (2)), (2.8)

qui est I'action adjointe, Ad,, de Diff(AM) sur Vect(M). 11 agit également a droite de la fagon
suivante

(" X)(2) = (031 X)(2) = Tpyp ™ X (p()). (2.9)
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L’action infinitésimale associée s’écrit :

_ 4
dtfiyg

d

((@)Y) (@)= —| ¢'Y (). (2.10)

(ZxY)(x) : a|_

Le vecteur .ZxY définit un nouveau champ de vecteur qui est la dérivée de Lie du champ Y par
rapport au champ X.

Remarque 2.57. Comme nous 'avons deja vu : ZxY =[X,Y ] =—adx Y.

La définition de la dérivée de Lie s’étend & tous les champs de tenseurs, comme nous allons
le voir maintenant. L’action naturelle (& droite) sur les champs de covecteurs o (i.e. les sections
du fibré cotangent 7% M) est donnée par :

(¢ ) (&) = Op(z) (Trp-&a)- (2.11)

A partir de l'action naturelle (& droite) sur les champs de vecteurs (2.9) et de I’action naturelle
(& droite) sur les champs de covecteurs (2.11), on déduit par induction une action sur les champs
de tenseurs 1" de type (p,q) en posant :

P ® - ®adX1® X)) =¢a® - Qe X;® - ®¢X, (2.12)
et la dérivée de Lie du champ de tenseurs T s’écrit :

d 1 *
ZLxT = at:O(SO) T.

Remarque 2.58. Plus généralement le calcul de la dérivée en t de ¢! T au temps t s’écrit :

d

adT = . ZxT.

Remarque 2.59. On pourra noter, que du fait de la définition méme de la dérivée de Lie Zx
comme action infinitésimale de ’action du groupe des difféomorphismes, on a :

(Zx, 1T = Lxy|T

pour tout champ de tenseur 7.

Remarque 2.60 (Dérivée de Lie par rapport & un champ de vecteur dépendant du temps). Le
fait méme que la dérivée de Lie soit définie comme une action infinitésimale du groupe des
difféomorphismes permet de justifier I’extension de la dérivée de Lie dans le cas d’un champ
de vecteur X (t) dépendant du temps. Plus précisément, si ¢ s désigne le flot de X (¢), alors la
courbe t — ©(t, s, m) vérifie :

0
o(t,s,m) =m, e (t,s,m) = X(t,m)
ot t=s
on peut donc définir :
0
LxinT = — o T
( ) 8-[; i—s ta

On a alors également :

8 * *
a@t,sT = (Pt,ng(t)T-
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2.8 Exercices

Exercice 2.1. Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne associative.
Montrer que G est un groupe si et seulement si ’axiome suivant est vérifié :

Ya,b,ce G, dxr e G; a=bxc (interposition)
Exercice 2.2. Soit X un ensemble muni de ’action d’un groupe G. Monter que :
Gy = gGrg~ L.

Exercice 2.3. Monter que O(n,R) est compact. On pourra utiliser la norme matricielle || P|| :=
tr(PPY).

Exercice 2.4. Montrer que exp(P~1AP) = P~ exp(A)P.
Exercice 2.5. Montrer que det(exp(A)) = exp(tr(A)).

Exercice 2.6. Montrer que si AB = BA alors exp(A + B) = exp(A)exp(B). Inversement,
montrer que si exp(t(A + B)) = exp(tA) exp(tB) pour tout ¢ € R alors AB = BA.

Exercice 2.7. Montrer que exp : M, (R) — GL(n;R) est surjective (utiliser la décomposition
en sous-espaces caractéristiques).

Exercice 2.8. Soit {2 I’ensemble des éléments A € M, (R) dont le spectre est contenu dans la
bande [Im(z)| < 7. Alors exp envoie Q dans Pouvert Q' qui est 'ensemble des matrices de M, (R)
dont le spectre est contenu dans C — R_. Pour A € €/, on pose

0

f(A) = / [(sI —A)~'—(s—1)"'] ds.
—0oQ

Montrer que f est une application C* de ' dans 2. Montrer que f(exp(tA)) = tA pour tout

t € R et tout A € Q. En déduire que exp :  — € est un difféomorphisme dont la réciproque

est f que l'on notera donc Log.

Exercice 2.9. Montrer que Log(P 'AP) = P !Log(A)P, pour tout A € ' et tout P €
GL(n;R). Montrer que Log(*A) =f Log(A) et que Log(A~!) = — Log(A) si A est inversible.

Exercice 2.10. En utilisant la décomposition polaire, montrer que O(n,R) est un sous-groupe
compact maximal de GL(n,R). Montrer que tout sous-groupe compact maximal de GL(n,R)
est conjugué & O(n,R). Montrer que pour n = 2 et n = 3, on a le résultat suivant plus fort :
SO(n,R) est un sous-groupe maximal de SL(n,R).

Exercice 2.11. Soit f : G — G’ un morphisme de groupe de Lie injectif. Montrer que T, f :
g — ¢ est injectif.

Exercice 2.12. Soit G un groupe de Lie. Montrer que tout élément g € Gy ou Gy est la com-
posante connexe de I'identité peut s’écrire comme un produit exp(uy) - - - exp(uy), ou Uy, ..., Uy
sont des éléments de son algebre de Lie g. On pourra montrer que I’ensembles des éléments ¢
qui vérifient cette propriété forment un ouvert-fermé de G.

Exercice 2.13. Soit G un groupe de Lie et g son algebre de Lie. On introduit sur g la forme
de Killing
kE(u,v) = tr (ady ady), u,v € g.

Montrer que k est une forme bilinéaire symétrique invariante par la représentation adjointe de
G sur g.
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Exercice 2.14. Soient X, Y deux champs de vecteurs et f € C*°(M). Calculer ZsxY et Lx fY.

Exercice 2.15 (Formule de Leibnitz). Montrer que si a est une 1-forme, X, un champ de
vecteur et , un difféomorphisme, on a :

(¢ a) (¢ X)(z) = a(X)(p(z) = ¢"(a(X)).

En déduire que :

Lx(a(Y)) = (Zx a)(Y) + a(ZXY).

Exercice 2.16. Soient 5,7 des champs de tenseurs sur une variété M et X un champ de

vecteur. Montrer que
gx(S@T) =ZxST+ S LxT.

Exercice 2.17. Soit 7' un champ d’ordre (p, ¢) sur une variété M (avec p,q > 0) et X un champ
de vecteur. Montrer que, pour toute contraction ¢, on a :

Zx(e(T)) = c(&LxT).



Chapitre 3

Formes différentielles

Les formes différentielles sont avec les champs de vecteurs a la base de la géométrie
différentielles. On peut les intégrer sur des sous-variétés et elles permettent de formu-
ler des équations bilan. Dans ce chapitre, on introduira d’abord les produits extérieurs
et intérieurs, puis la différentielle extérieur. On formulera ensuite le théoreme de
Stokes dont découlent les formules intégrales classiques de I'analyse vectorielle. On
introduira ensuite la notion de complexe différentiel, ce qui nous permettra de par-
ler du lemme de Poincaré, d’introduire 'opérateur de Hodge et la co-différentielle.
On donnera enfin deux applications de ce formalisme, les équations de Maxwell et
les équations de compatibilité en élasticité linéaire (dans le cadre des complexes
généralisés).

3.1 Formes différentielles extérieures

Etant donné un espace vectoriel F£ de dimension n, ’espace des formes k-linéaire alternées
(i.e totalement antisymétriques) est noté A® E*. On pourra noter que A* E* = {0} si k > n.

Soit (e;) une base de E et (e') la base duale. Etant donnée un sous-ensemble {iy, ... i} de
{1,...,n}, on définit un élément de A* E* en posant :
el A A eik(é'l, o 7£k) — Z G(U)ff(il) .. ‘SZ’(ik),
oce6y,

ot & U) sont les composantes de &, dans la base (e;) et €(0) est la signature de la permutation
o. Il est facile de vérifier que I’ensemble des formes et A --- A €' quand {i1,...,i;} parcourt
I’ensemble des partie de {1,...,n} de cardinal k forme une base de /\k E* et donc que

dim/k\E* = <Z>

Définition 3.1 (Formes différentielles extérieures). Une forme différentielle extérieure de degré
k sur une variété M est une section lisse du fibré /\k T*M. On dénotera cet espace de sections
(A" T* M) par QF(M).

Remarque 3.2. Une forme différentielle de degré 0 est simplement une fonction sur M a valeurs
réelles.

Remarque 3.3. En coordonnées locales, définies sur une carte U de M, une forme différentielles
« de degré k sur une variété M de dimension n s’écrit :

o= Z Qi dwil VANERRIVA d.%'ik

1<) << <n

40
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ou (dz;) est la base duale de la base (9,:) de T, M et ,...;, sont des fonctions lisses sur U.

Remarque 3.4 (Pullback d’une forme différentielle). On pourra remarquer que la définition que
nous avons donné de ¢*a (ou ¢ est un difféomorphisme) ne fait pas intervenir Uinverse de ¢
pour une forme différentielle (ni plus généralement pour un tenseur d’order (0,p)). On peut
donc étendre cette définition dans le cas d’une application lisse f : M — N entre deux variétés
(qui n’est pas nécessairement un difféomorphisme). Plus précisément, a tout f € C*(M, N)
correspond une application linéaire

5 QF(N) = QF (M)

définie par
(f*B)e(€rs s &) = Bra) (Tuf b, Tuf &), B E€QNN)
pour tout x € M et &,..., &, € T, M.

3.1.1 Produit extérieur

Définition 3.5 (Produit extérieur). Le produit extérieur de deux formes différentielle o €
QP (M) et 5 € QI(M) est une opération bilinéaire associative

QP(M) x QI(M) — QPY(M),

notée A et définie® par :

1
(O[ A /B)x(gl, <o 7fp+q) = W Z 6(0’)&(50(1), s 7§U(p))6(§o(p+l)7 s 7£a(p+q))7
0€6p1q
ou €(o) désigne la signature de la permutation o et i, ..., &4 € T M.

Exemple 3.6. Si o, 8 € QY(M) alors

(@A B)x(61,82) = az(&1)Be(&2) — a(§2)Bx(&1),
ou &1,& € Ty M.
Lemme 3.7. Soient a« € QP(M) et 8 € Q4(M) alors :
aNp=(=1PIgAa.
Lemme 3.8. Soient ¢ un difféomorphisme et X un champ de vecteurs. Alors on a

d(anB) =" and B, et  Lx(@hf)=LxaB+anLxp.

3.1.2 Produit intérieur

Le produit intérieur d’'un champ de vecteur X et d’une forme différentielle o est obtenu par
contraction.

Définition 3.9 (Produit intérieur). Etant donné un champ de vecteur X sur une variété M,
on définit 'opérateur linéaire
ix : QP(M) — QP~1 (M)

défini par :
(iXa)$(£17 cee 75})—1) = aI(XJ)7§17 cee 76]2—1)7

pour tout &1,...,&—1 € Ty M. Si p=0 (i.e. si & est une fonction), alors ixa = 0.

1. Le facteur de normalisation ﬁ n’est pas universel et dépend des auteurs.
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Lemme 3.10. Soient a € QP(M) et § € Q4(M) alors :
ix(aNp)=ixaAB+ (-1)Panixp
Lemme 3.11. Soient ¢ un difféomorphisme et X,Y des champs de vecteurs. Alors on a :
P*(ixa) = igex ¢, et Ly (ixa) =ig,x a+ix(Lya).

3.1.3 La différentielle extérieure

Il existe sur 1’algeébre extérieure
n
QO (M) = P ()
p=1
un opérateur différentiel

d: QP(M) — QPFYL(M)

appelé la différentielle extérieure et qui étend la différentielle d’une fonction aux formes différentielles
extérieures. La définition intrinseque de celle-ci est fournie par le théoreme suivant qui permet

de la calculer par induction sur le degré. Pour plus de détails et une démonstration rigoureuse,

on pourra consulter [44, chapitre 2].

Théoréme 3.12 (Formule de Cartan). Il existe une application linéaire et une seule, appelée
différentielle extérieure
d: QP(M) — QP (M)

qui satisfait pour tout p et quel que soit X € Vect(M) a :
Px =doix +ixod. (3.1)

Une expression précise de da est obtenue de facon inductive a partir de la formule de Car-
tan (3.1) et de la formule de Leibniz :

Lx(a(Vi,.. V) = (Lxa)(Yi,.. V) + > (Vs [X Y], V).

p
k=1

Exemple 3.13 (Cas p = 0). Q°(M) est P'espace des fonctions lisses sur M & valeurs réelles.
Dans ce cas, on a ix f = 0 et on obtient :

df(X) = (ixod)f =ZLxf
qui correspond bien & la définition de la différentielle de la fonction f.

Exemple 3.14 (Cas p = 1). Si a € QY(M) et X,Y € Vect(M), alors ixa = a(X) est une
fonction. La formule de Leibnitz nous donne :

Zx(a(Y)) = (Zxa)(Y) + a(ZxY),

et on obtient :

da(X,Y) = Zx(a(Y)) = Ly (a(X)) = a([X, Y]).
Exemple 3.15 (Cas p = 2). Si a € QY(M) et X,Y, Z € Vect(M), on obtient :

da(X,Y. Z) = Zx(a(Y, 2)) + Ly (a2, X)) + L2 (a(X,Y))
FalX,[Y,Z]) + Y, [Z,X]) + a(Z,[X,Y]).
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Plus généralement, on peut montrer la formule suivante.

Proposition 3.16. Soit o € QP(M) et X1,...,Xp41 € Vect(M). on a :

p+1

(do)(X1, ..., Xpr1) = > (1) Zx (a(X1, ..., Xiy .., Xpia))
=1

- Z (—1)i+ja([Xi,Xj},Xl,...,XZ‘,...,X]',...,XP+1),
1<i<j<p+1

ou le symbole” surmontant une lettre signifie qu’il faut l’omettre.

Les expressions locales de la différentielle extérieure d’une forme « s’obtiennent également
facilement en remarquant que dans un systeme de coordonnées locales [0;,0;] = 0.

Exemple 3.17 (Cas d’une 0-forme). Si f est une fonction, on obtient :
(df)i = Oif.
Exemple 3.18 (Cas d’une 1-forme). Si o = > ', a; dz’ est une 1-forme, on obtient :
(dav)ij = Ozaj — Oy
Exemple 3.19 (Cas d’'une 2-forme). Sia =31, ), @ dz* Ndx? est une 2-forme, on obtient :
(dov)iji = Osaujy, — Ojouk, + Okvj.

Exemple 3.20 (Cas d’une 3-forme). Si a =}, <, ®ijk da’ A dx? A da¥ est une 3-forme, on
obtient :
(da)ijrr = Oioujpr — Ojaiipg + Oparijy — Oy,

Proposition 3.21. La différentielle extérieure possede les propriétés suivantes :
1. dod=0;
2. Lxod=do %lx;
3. dlaNpB)=daNB+ (—1)PaAdB, pour tout o € QP(M) et € QI(M) ;
4. f*od=do f*, pour tout f € C*°(M,N).

La démonstration de cette proposition est laissée a titre d’exercice, on pourra également
consulter [44, 54, 31].

3.2 Intégration et formule de Stokes

Le support d’une forme différentielle @ est I’adhérence de I'’ensemble des points z € M
tels que a(x) # 0. C’est donc le plus petit ensemble fermé en dehors duquel a(z) = 0. On
notera QF (M) le sous-espace des formes différentielles de degré p sur M a support compact. On
peut développer une théorie de l’intégration pour les formes différentielles de degré n a support
compact sur une variété M de dimension n, que nous résumerons brievement ici (pour plus de
détails voir [44, 54, 21]). On se limitera au cas ou M est orientable (bien que ce ne soit pas
vraiment nécessaire si on introduit le concept de densité, voir par exemple [53, 21]).
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3.2.1 Formes volumes et orientation

Définition 3.22. Une forme volume sur une variété M de dimension n est un forme différentielle
de degré n qui ne s’annule en aucun point.

On a le résultat suivant qui caractérise les variétés connexes orientables (voir [21, Section

1.G)).

Théoreme 3.23. Soit M une variété connexe de dimension n. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. 1l existe une forme volume sur M ;
2. Le fibré \"T*M est trivial ;
3. M est orientable.

Définition 3.24 (Orientation d’une variété orientable). Etant donné deux formes volumes w et
W', il existe une fonction f € C°°(M) qui ne s’annule pas telle que w’ = fw. Il y a donc deux pos-
sibilités (puisque M est connexe) soit f est strictement positive, soit f est strictement négative.
On dit que w et w’ définissent la méme orientation si f > 0. C’est une relation d’équivalence.
Le choix d’une orientation sur M revient a choisir une de ces deux classe d’équivalence. On dit
alors que la variété M est orientée.

Remarque 3.25. Cette définition est a mettre en perspective avec la définition de l'orientation
d’un espace vectoriel £ de dimension finie. Celle-ci est définie de la fagon suivante. On définit une
relation d’équivalence sur I'ensemble des bases de E. Deux bases, B et %’ sont équivalentes si le
déterminant de %’ dans £ est positif. Il y a deux classes d’équivalence et le choix d’une d’entre
elle définit une orientation sur E. La définition de 'orientation d’une variété M orientable est
une extension de ce concept, une forme volume généralisant le concept de déterminant.

Remarque 3.26 (Orientation induite sur le bord d’une variété orientée). Considérons une variété
a bord M orientable. Soit w une forme volume sur M et © € M. Dans une carte locale au
voisinage de z, on peut considérer la forme i,w ol n est un vecteur avec une composante xy
strictement positive. La classe de cette forme volume définit I'orientation induite sur OM, dite
convention de la normale sortante. Par exemple, considérons le prototype d’une variété a bord,
]—00, 0] x R*~! muni de I'orientation définie par la forme volume dz!A- - -Adx™. Alors I'orientation
induite sur le bord R"~! de ]—o00, 0] x R*~! est représentée par la forme volume dz? A - - - A da™.

3.2.2 Intégrale d’une forme différentielle a support compact

Si M est une variété orientable, il existe un atlas formé par des cartes (Uy, ¢o) telles que
les changements de cartes ont des Jacobiens positifs. Commencons par considérer une forme
différentielle w de degré n sur M et dont le support est inclus dans une carte locale (Uy, ¢o) de
cet atlas. On peut alors considérer le pullback

Wa = (¢31) ' w = fadz' A--- Ada™,

qui est une forme différentielle sur R™ et ou f, : R™ — R est une fonction a support compact
contenu dans l'ouvert ¢(U). On peut donc considérer l'intégrale (au sens de Riemann ou de
Lebesgue)

fo(z)dz! - - - da™,
Rn

qui est une quantité finie. Si maintenant (Ug, ¢3) est une autre carte contenant le support de w
et telle que le changement de carte

bap = dp o by : 9a(Ua NUp) = ¢p(Us NUp).
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ait un Jacobien positif, alors y = ¢ap(x) et

wa = [(621)" 0 (#p)*] ws = Phgws,
soit
fa(z)dz' A Ada™ = (f5 0 ¢ap) () (Pap) dz' A--- Ada™.

On a donc
fal)dot - da” = [ a6aal@) T(0as)da A+ Ao
]Rn RTL

= /n fs(y)dy* - dy",

en vertu de la formule de changement de variables dans les intégrales. On peut donc définir sans

ambiguité
[ o= [ @tre
M n

puisque cette quantité est indépendante de la carte (U,, ¢o) choisie. On remarquera au passage
que 'application
w / w,
M
est une application linéaire.
Pour définir I'intégrale d’une forme w a support compact qui n’est pas contenu dans une
carte, on utilise une partition de l'unité (voir [21, Chapitre 1, Appendice H] pour plus de détails

et la preuve que ga existe), c’est & dire une famille de fonctions lisses définies sur M, p,, a
support compact et telles que :

1. Pour tout = € M, po(z) > 0;

2. chaque p, a son support dans U, ;

3. Pour chaque x € M, il existe seulement un nombre fini de valeur « telles que po(x) # 0;
4. 3, pa(z) =1 (il s’agit d’'une somme finie de termes non nuls).

On note alors que le support de p,w est contenu dans une carte et on peut donc définir :

feom L ()2 e

qui est une somme finie puisque w est a support compact.

Remarque 3.27 (Mesure de Haar). Soit G un groupe de Lie de dimension n et w, € A" TG un
élément non nul. Alors la n forme différentielle sur G induite par translation & gauche

Wol€ly oo 6n) = we(TLy 161, ...\ TLy1.&g),  E&1y..r bn € TyG

définie une forme volume sur GG, ce qui montre que tout groupe de Lie est une variété orientable.
Une telle forme volume invariante a gauche est unique & une constante multiplicative pres. Cette
forme volume permet d’intégrer les fonctions a support compact sur G :

uuwzlgw, f e C=(@).

et on a de plus
u(f o Lg) = p(f).

C’est la mesure de Haar sur G. Si de plus G est compact, on peut normaliser cette mesure en
la divisant par p(1). Dans ce cas, on peut montrer que cette mesure est unique et invariante a
la fois a droite et a gauche.
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Exemple 3.28. Pour le groupe SO(2,R), la mesure de Haar s’écrit :

1
W) = o [ 1O ab.
™
Exemple 3.29. Pour le groupe SO(3,R), avec les coordonnées fournies par les angles d'Euler :
0 € [0, ], ¢ € [0,27], Y € [0, 27],

la mesure de Haar s’écrit :

W) = oy // £(6,6,9) sin6.d6 d do).

3.2.3 La formule de Stokes

Le théoréme de Stokes généralise le théoreme fondamental de l’intégration qui stipule que :

b
| F@ s =0 - fa),
si f est une fonction C* sur lintervalle [a,b]. Nous commencerons par le formuler avant de

donner les grandes lignes d’une démonstration.

Théoréme 3.30 (Théoreme de Stokes). Soit M une variété différentielle orientée de dimension
n, et w une (n — 1)-forme différentielle a support compact sur M de classe C*. Alors, on a :

/dw:/ ifw
M oM

ot d désigne la dérivée extérieure, OM le bord de M (éventuellement vide), muni de l'orientation
sortante, et i : OM — M est l'injection canonique.

Esquisse de preuve. En utilisant une partition de l'unité, on peut se limiter a démontrer le
théoreme pour une forme différentielle w dont le support est contenu dans une carte (Uy, ¢q) &
valeur dans |—00,0] x R"~!. Comme le pullback commute avec le différentielle extérieure, on a

alors
/ dw ::/ (¢a1)*dw:/ dwe
M ]—00,0] xR —1 ]—o00,0] xR —1

/aMZ'*W /Rnl(gbgl)*i*w:/wI(Z.o%l)*w:/wl(gloj)wz/ﬂvljmm

ot j : R*~! = R"! x R est 'injection canonique. Il nous suffit donc d’établir que

/ dwe = / FFwa.
]—00,0] xR"—1 Rn—1

Une (n — 1)-forme sur |—oo, 0] x R"~! s’écrit :

et

n
wazzai(:vl,...,x”)dxl/\o'-/\d:ci/\-o-/\dxn,
=1

olu le chapeau désigne une omission. On trouve alors :

rwe = a1(0,22, ..., 2")dz? A--- A da"
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et

dwe = L R DN B

J

i=1 j:lax
Oa;

—Z Dt dgt A A da™,
856’

Comme w, est a support compact, on a :

+o0 . )
/ 8“?dx1:0, 2<i<n

oo 0!
et 0 5
a—zldx =a1(0,2°,...,2").
On en déduit :
8ai 1 n .
-dx” - -dx” =0, 2<i<n
00,0 xRn—1 O

et

/ 8a1d Lode ”—/ a1 (0,22, ... ™) da? - - - da™.
] OOO]X]R" 1 ax Rn—1

On a donc finalement :

/ dwa:/ L
]—o0,0] xR7—1 |—00,0] xRn—1 0T

d’ou le résultat. O

Il est intéressant de noter que toutes les formules intégrales issues de l'analyse vectorielle
classique dans R" sont des cas particuliers de cette formule générale.

Exemple 3.31 (Formule de Green—Riemann). Soit {2 une sous-variété a bord de dimension 2,
compact, lisse de R? et o = Pdx + Q dy une 1-forme différentielle définie un voisinage sur €.
Alors, la formule de Stokes s’écrit :

/(mj*oz:/(m(Pd:E%—Qdy):/g)(gf—g];> dzdy.

Exemple 3.32 (Formule de Green—Ostrogradski). Considérons le cas particulier ou € est un
domaine compact de I'espace euclidien R?, bordé par une surface lisse S = 9. Soit X un champ
de vecteur lisse sur R? et w := dx A dy A dz la forme volume canonique sur R3. Alors on a :

dixw = div(X)w.
Dans un systeme de coordonnée locales (u, v) sur S, la surface S est représentée localement par :

¢ (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)).
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La normale unitaire sortante n en un point de S s’écrit alors :
1
n= Eﬁu fAO, (produit vectoriel)

ou H = ||0uf A Oyf|| et 'élément d’aire sur S est donné par :
o= Hdu A dv.
On trouve alors
J (ixw) = det(X, Oy f, Opf)du A dv = (X - n)o,

ol j : S — R3 est I'inclusion canonique. La formule de Stokes s’écrit alors :

//S(X-n)a:///ﬂdiv(X)w.

C’est la formule de Green—Ostrogradski (qui est encore valable en dimension n).

Exemple 3.33 (Formule de Stokes—Ampere). Soit S une surface orientée de I'espace euclidien
R3 bordée par une courbe fermée C' muni de I'orientation induite. Soit V un champ de vecteur
lisse sur R? et w := dz A dy A dz la forme volume canonique sur R3. Considérons la 1-forme o
sur R? définie par :

a:=Vide +Vidy + V3dz.

Alors la 2-forme do s’écrit :
3 2 1 3 2 1
da = <8V— o )dy/\dz— (W_@V) dr Adz+ (W_@V) dz A dy
y 0z 0z Ox

= lrot VW.

Comme nous l’avons vu précédemment, si j : S — R? est 'inclusion canonique, la restriction de
la forme da a S s’écrit :
Jj (da) = j* (irot vw) = (rot V - n)o,

ou n est la normale unitaire et ¢ ’élément d’aire. Considérons alors l'inclusion canonique i :
C — S, désignons par 7 la tangente unitaire orientée & C' et dl I’élément de longueur (qui est
une forme volume sur C'). Alors on a :

o= (V-7)dl

et la formule de Stokes nous donne :

/C(V-T)dl:/ci*j*(a):/de*(a):/sj*(da):/S(rotV-n)cr

C’est la formule de Stokes—Ampére.

3.3 Complexes différentiels

3.3.1 Le lemme de Poincaré

Soit M une variété de dimension n. Comme de plus d o d = 0, la différentielle extérieure d
définit ce qu’on appelle un complexe différentielle. Plus exactement on a :

QM) S QM) L Q2(M) - - = QMM), (3.2)

avec

Im [d : Q571 (M) — QF(M)] C ker |[d: QF(M) — Q¥ (M),
pour k=1,...,n— 1.
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Définition 3.34. Une forme différentielle a € QF(M) est dite fermée si da = 0. Elle est dite
ezacte si elle s’écrit dj3 avec B € QF1(M).

Une question naturelle qui se pose est de déterminer sous quelle conditions, une forme « est
exacte. Comme d o d = 0, toute forme exacte est fermée. Une condition nécessaire pour étre
exacte est donc d’étre fermée, c’est ce qu’on appelle une condition de compatibilité. Le résultat
suivant, du a H. Poincaré établit que toute forme fermée est localement exacte.

Lemme 3.35 (Lemme de Poincaré). Soit B une boule ouverte centrée en 0 dans R™ et o €
QF(U) (1 <k <n). Sida=0, alors il existe B € QF~1(B) tel que o = dp.

Esquisse de preuve. Soit ¢(s,x) := e’z ou x € U et s € R. Alors ¢° est un sous-groupe a 1
parametre qui préserve la boule B si s < 0. Son générateur infinitésimal est le champ de vecteur

X(x) = ix’ i
i=1

Introduisons 'application linéaire
0
H:Q%B) = Q%(B), Ha = / (¢*) ads.
—00

On pourra vérifier que 'intégrale est convergente et dépend de fagon lisse de z € B. On montre
ensuite que H et d commutent. En effet (dérivation sous le signe somme) :

0 0
(doH)a = / d(p®)*ads = / (¢*)*dads = (H o d)a.

Par ailleurs
0 0 d
(Ho Zx)a = / ()" Lxads = /

oo oo ds
Posons alors K := H oix. On trouve :

doK+Kod=doHoix+Hoixod=Ho(doix +ixod)=Ho Z%x =1d.
Par conséquent si dave =0 on a :

a=(do K+ Kod)a=dKa).

Remarque 3.36. Le lemme de Poincaré est encore valable dans R™.

Il résulte du théoreme de Poincaré que toute forme fermée oo € QF (M) est localement ezacte,
c’est a dire que pour tout point m € M, on peut trouver un voisinage ouvert U de m tel que la
restriction de o & U soit une forme exacte sur U. Il ne faudrait pas croire toutefois qu’une forme
fermée sur une variété M est toujours exacte comme nous le montre le contre-exemple suivant.

Exemple 3.37. Considérons la 1-forme

rdy —ydr
o=
z? + y?

I
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définie sur R? \ {0}. On vérifie facilement que do = 0. En raisonnant par I’absurde, nous allons
montrer que a n’est pas exacte sur M. Soit i : S — R?\ {0} Iinjection canonique du cercle
unité (paramétré par ) dans R? \ {0}. On a alors i*a = df et donc

"o = 2m.
Sl

Or si on avait a = df ou f € C*°(M), on aurait

/i*a:/ *df = | dif=0
St St S1

d’apres le théoreme de Stokes, car le bord du cercle est vide, ce qui mene a une contradiction.

Cet exemple illustre le fait que le lemme de Poincaré est vraiment un résultat local et non
global. Nous rencontrerons d’autres problémes ou une condition de compatibilité entraine 1’exis-
tence d’un potentiel local mais pas global. Le lemme de Poincaré nous assure que

Im [d : Q71 (U) = QF(U)] =ker [d: QXU) = Q" (@)],  k=1,...n,

ce qu’on appelle, en termes savants, I’ezactitude (locale) du complexe (3.6). Toutefois, le com-
plexe de de Rham (3.6) n’est en général pas globalement exact. On est donc conduit a définir ce
défaut d’exactitude en introduisant les espaces vectoriels quotients

ker[d: QF(M) — QFFL(M)]
HA (M) = Im[d: Qk=1(M) — Qk(M)]

Ce sont les groupes de cohomologie de de Rham. De fagon plus pragmatique, deux formes
différentielles o et ag définissent la méme classe de cohomologie [a], si a1 = ag + df. Ces
espaces vectoriels donnent des informations topologiques sur la variété M (comme le nombre de
< trous » par exemple).

Exemple 3.38. Soit M une variété compacte sans bord (dans le jargon mathématique on
appelle ¢a une variété fermée) et orientable de dimension n (par exemple la sphere ou le tore).
Soit w € Q"(M) une forme volume sur M. Alors dw = 0 mais w n’est pas exacte, sinon on aurait

d’aprés le théoreme de Stokes
/ w:/ dﬂz/ "6 =0,
M M oM

ce qui meénerait a une contradiction. Ceci montre que H" (M) # 0. En fait, on peut montrer que
H"™(M) est un espace vectoriel de dimension 1 et que la classe [w] de n’importe quelle forme
volume w sur M fournit une base de cet espace vectoriel.

3.3.2 Opérateur de Hodge et co-différentielle

Considérons un espace vectoriel E de dimension n et fixons une n-forme alternée non nulle
w (ce qui fixe une orientation de E). On définit alors un opérateur p-linéaire alterné sur E en

posant :
n—k
Ex---xE— N\ E (X1, Xp) = w( X1,y Xpyoyevns )

qui induit lui-méme un opérateur linéaire :

k n—k
*:/\E—)/\E*, k=0,...,n

appelé 'opérateur de Hodge.
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Exemple 3.39. Dans 'espace orienté R? par le déterminant dans la base canonique w = (€ijk),
nous avons introduit 'opérateur j qui associe a tout vecteur & € R? la 2-forme

- k
](x)ij = 6ijkﬂf .
C’est lopérateur de Hodge.
Une base ¢; est dite adaptée si w correspond au déterminant dans cette base. Autrement dit
si:
ot (e) est la base duale de (e;).
Une base de /\k E est fournie par les k-vecteurs
e N Neg,
ol 41 < --- < 1. Une base de /\"_k E* est fournie par les n — k-formes
ekt A A et

oll igy1 < - -+ < ipn. Nous allons maintenant expliciter 'opérateur de Hodge dans ces bases.
Pour chaque ensemble d’indice I := (iy,...,ix) dans {1,...n} avec i; < --- < i, désignons
par J := (ik41,.--,in) le (n — k)-uplet complémentaire de I avec ixy1 < -+ < i, et par (1, J)
la signature de la permutation
( 1 9 ... ... n )
i iy e e ip )

w(eiy Ao Aegy ) = (I, J)e™ 1 Ao Aein,

Alors on a :

L’opérateur de Hodge est un isomorphisme, son inverse étant défini par :
s THe A At = (= D)EO R (T Deg, A Aey,,

du fait que e(I, J)e(J, I) = (—1)*—F),
Supposons a présent que E soit un espace euclidien (ou pseudo-euclidien). Il existe alors un
isomorphisme canonique entre E et son dual E* qui est donné par

v o= (v, ), E— E*
et dont l'inverse est noté
a—a’, E* - E.

Ce sont les isomorphismes musicaur. En désignant par (7;;) les composantes du produit scalaire
dans une base quelconque et par (n"/) son inverse, on trouve :

(v); = mi; X7, (@) =n7ay.

Définition 3.40 (Volume euclidien canonique). Le choix d’une base orthonormée (e;) de E
permet de définir une forme volume

wi=e AN

a partir de la base duale (¢?). Si on choisit une nouvelle base orthonormée, alors la nouvelle forme
volume différe de ’ancienne par un signe. Le choix d’une orientation sur F fixe ce signe et fait
de E un espace euclidien (ou pseudo-euclidien) orienté, ce que nous supposerons dorénavant. La
forme w ainsi définie apparait donc comme canonique (elle ne dépend pas du choix d’une base
orthonormée directe choisie pour la construire).
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Dans ce cas, on peut redéfinir I'opérateur de Hodge comme un opérateur linéaire

k n—=k
«: \E* > \ E*, k=0,....n

en posant : ' ‘ ‘ |
k(e A NeR) = >|<((e“)ﬁ Ao A (elk)ﬁ)‘

Remarque 3.41. Attention, si F un espace euclidien on a (ei)b = ¢; pour tout ¢ mais ceci n’est
plus vrai dans un espace pseudo-euclidien. ot ces deux vecteurs peuvent différer par un signe.
Dans ce cas, la formule correcte est (el)l’ = (e;, €; ) ;. L’opérateur de Hodge

k n—k
«: N\E*— N\ E*, k=0,...,n
s’écrit alors
*(e“/\---/\e“ﬂ::5(I,J)<ei1,ei1 -~-<eik,eik>eik+1/\--~/\ei".

Remarque 3.42. On peut également voir 'opérateur de Hodge comme un opérateur

k n—k
*:/\E—> /\E, k=0,...,n.

C’est comme cela qu’on définit le produit vectoriel dans R3.

Exemple 3.43. Sur l'espace euclidien R?, on a par exemple :

x 1 =dx Ady,

x dr = dy, xdy = —dzx

* (dx AN dy) = 1.
Remargue 3.44. On notera que 'opérateur de Hodge envoie \"(R?)* sur R. Mais attention, si
on change d’orientation, cet isomorphisme change de signe. On désigne souvent ces quantités

numériques qui change de signe avec l'orientation par le terme de pseudo-scalaire. Ainsi, le
produit vectoriel de deux vecteurs dans R? est un pseudo-scalaire.

Remarque 3.45. On notera que 'opérateur de Hodge envoie /\1(R2)* sur lui méme. Plus généralement,
si E est de dimension n = 2p paire, 'opérateur de Hodge est un endomorphisme de AP E*.

Exemple 3.46. Sur 'espace euclidien R?, on a par exemple :
x* 1 =dx ANdy A dz,
xdr =dy Ndz, xdy = —dx N dz, xdz = dx A dy,
* (dy N dz) = dx, % (dx AN dz) = —dy, % (dx AN dy) = dz,
% (de Ndy Ndz) = 1.

Remarque 3.47. D’une fagon plus intrinseque, si on introduit la métrique induite sur /\k E*,
définie sur les vecteurs décomposables

a=a; A Aag, B=PB1 A ABy

par
(o, B) = det(a, Bi),

alors 'opérateur de Hodge est caractérisé par :

aA(xf) = (a, B)w.


Boris
Texte surligné 

Boris
Texte surligné 


CHAPITRE 3. FORMES DIFFERENTIELLES 53

Théoréme 3.48. Soient o € \¥ E*. Alors
Xk = (—l)k("_kHsoz

ot s est la signature de la métrique n, c’est a dire le nombre de signe moins dans une forme
diagonale de la métrique.

L’opérateur de Hodge permet de relier les opérateurs usuels de I'analyse vectorielle (gra-
dient, divergence, rotationnel) aux formes différentielles. Ainsi, par exemple sur 1'espace eucli-
dien orienté R?, on définit alors le gradient, la divergence et le rotationnel de la facon suivante
(le détail des calculs est laissé au lecteur, a titre d’exercice) :

grad f := (df)}, divX =sxdxX",  rotX := (xdX")!,
ot f € C®(R3) et X € Vect(R3). Comme d? = 0, on trouve immédiatement :
rotograd f =0, divorot X = 0.
Le lemme de Poincaré nous permet alors de formuler les résultats suivants.

Corollaire 3.49. La condition nécessaire (et localement suffisante) pour qu’un champ de vecteur
E sur R? soit le gradient d’une fonction U est :

rot £ = 0.

La condition nécessaire (et localement suffisante) pour qu’un champ de vecteur B sur R? soit le
rotationnel d’un champ de vecteur A est :

div B = 0.
L’opérateur de Hodge va également nous permettre de définir un complexe dual du complexe
OE) S oY(E) S Q¥(E) - - — QY(E),
en introduisant I’< adjoint >, noté J, de la différentielle extérieure d.

Définition 3.50 (Co-différentielle). Soit E un espace vectoriel euclidien (ou pseudo-euclidien)
de dimension n. La co-différentielle § est 'opérateur linéaire

§: QF(E) - QFY(E)

définie par :
5= (_1)n(k71)+1+5 * dx

Remarque 3.51. Comme d? = 0, on en déduit que §% = 0.

Remarque 3.52. La co-différentielle § peut étre considérée comme ’adjoint de d si on introduit le
produit scalaire suivant sur ’espace vectoriel de dimension infini QF(E) des formes différentielles
sur E a support compact :

(, By = /E o A (+B).

En effet, soit a € Q¥ 1(E) et B € Q¥(E), on a :
(daB)i = [ dacn ()
— [[dtant) - 1! [ an@es
E

E
_/ d(a/\ (*ﬁ)) _ (_1)k1(_1)(nk+1)(n(nk’+1))+s/ a/\*(*d*ﬁ)
E E
= <Oé7(5,6>k_1,

d’apres le théoreme de Stokes.
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Comme §2 = 0, on obtient un complexe différentiel dual :
QE) S o B S Qn(E) - - — QY(E),

et on peut montrer qu’il est exact.

3.3.3 Les équations de Maxwell

Nous allons illustrer I'intérét de ce formalisme a travers les équations de Mazwell. Celles-ci
fournissent un modele mathématique assez précis des phénomenes électromagnétiques a ’échelle
macroscopique. Classiquement, les phénomenes électromagnétiques macroscopiques sont décrits
par deux champs de vecteur E (le champs électrique) et B (I’induction magnétique) qui dépendent
des trois variables d’espace (z,y,z) et du temps t. Les équations fondamentales vérifiées par
ces champs on d’abord été décrites par Maxwell dans les années 1861-1862 (une vingtaine
d’équations!) puis reformulées par Heaviside dans les années 1890 sous la forme de quatre
équations. Dans le vide et en prenant ¢ = 1, ces équations s’écrivent :

B

rot £ + 8('37 =0, div B =0, (3.3)
E

rot B — %—t =0, divE =0. (3.4)

L’unification des phénomenes électriques et magnétiques nous amene a regrouper les champs F
et B dans une 2-forme définie sur I'espace de Minkowski, i.e. Pespace R* muni de la métrique
de Lorentz :

n = —(dz')? — (d2®)? — (dz®)? + (dz?)?, ot =1t.

Cette 2-forme, notée F, est appelée le tenseur de Faraday. Elle s’écrit :

F := Bidz® A dz® — Bodz! A da® + Byda! A da?
Eida' A da* + Eadz® A da* + Esda® A da?,

ou sous forme matricielle :

0 By -By F
By 0 B Py
B, —-B 0 Ej
B, —Ey —-F3 0

F:

On peut vérifier que les deux premieéres équations de Maxwell (3.3) se réécrivent :
dF = 0.

Le lemme de Poincaré nous assure alors 'existence d’une 1-forme A sur R?* telle que F = dA.
En désignant les composantes de cette 1 forme par (Aj, A, A3, —U), on retrouve :

E=—gradU — 0;A, B =rot A.

ou A = (Aj, Ag, A3) est le vecteur potentiel magnétique et U, le potentiel électrique. Pour
obtenir les deux autres équations de Maxwell, il nous faut faire intervenir ’opérateur de Hodge
sur I'espace de Minkowski. On trouve alors :

« F = Bidz! A dz* + Byda? A da* + Bsda® A dat
— Evdaz® A da? + Exdz! A da® — Esdazt A da®.
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Remarque 3.53. xF revient a faire la substitution £ +— B et B — —FE.

On peut alors vérifier que le deuxieme groupe des équations de Maxwell (3.4) se réécrit
dxF =0, ou encore :
0F = 0.

En présence d’une densité de charge p et d’une densité de courant j, il faut introduire deux
champs supplémentaires, H (le champs magnétique) et D (le déplacement électrique) qui sont
liés & E et B par une loi de comportement et remplacer le deuxieme groupe d’équations de
Maxwell (3.4) par les équations suivantes :

D
rot H — 88t =7, divD = p. (3.5)

En introduisant la 2-forme

0 Hy —-Hy, D
~H; 0 H D
Hy —-H, 0 D
D, -Dy —D3 0

et la 1-forme courant électrique
J = pda* — jldat — 2da® — j3da?
de sorte que
«J = —pdat A da? A da® + jrda? A dad A dat — j2dat A dad A dat + Pdat A da? A dat

les équations (3.5) se réécrivent :
d*x G =xJ

ou encore

G =1J.
On déduit alors de 62 = 0 1’équation 6J = 0 (conservation du courant) qui nous donne :
Oip+divj =0.

C’est 1’équation de continuité.

Remarque 3.54. Une loi de comportement linéaire entre F et G s’écrit :
Gy = CS Fop.

Le cas du vide, G = F, correspond a la loi isotrope (pour le groupe de Lorentz) C’ﬁ‘yﬁ = 52‘55.

En conclusion, on pourra observer le phénomene suivant. Les équations de Maxwell peuvent
se reformuler & partir de deux complezes duauz. D’une part le complexe différentiel associé a la
différentielle extérieure :

QO®RYH S LRYH S 2RYH S BRYH S QARY, (3.6)
et d’autre part le complexe dual associé a la co-différentielle :
QOERY & Q'RY & xRY) & Q3(RY & QYRY). (3.7)

En effet, le premier groupe d’équations (3.3) se réécrit :

dA =F, dF =0, A € QYR?Y), F € Q*(RY),
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alors que le deuxieme groupe d’équation (3.5) se réécrit :
§G=J, 3=0, JcQ'(RY, Gec*RY),

en plus d’une loi de comportement G = CF, qui couple les deux complexes. Comme nous allons
le voir dans la section suivante, cette interprétation de se limite pas aux équations de Maxwell.

Remarque 3.55. Il peut étre intéressant de continuer de distinguer entre les indices covariants et
contravariants. Alors l'opérateur de Hodge envoie /\k E sur /\n_k E* et la co-différentielle agit
sur les tenseurs contravariants antisymétriques. Le tenseur G devient un tenseur contravariant
d’ordre 2 lié & F par la relation G = F* (dans le cas du vide) et J, un tenseur contravariant
d’ordre 1.

3.3.4 Equations de compatibilité en élasticité et complexes généralisés

En élasticité linéaire, on associe a tout champ de déplacement u (un champ de vecteur défini
sur un domaine Q de R™), le tenseur des déformations

1 6uz 8Uj

€ij = 3 -+ -

2 \0xd Ozt

qui est un champ de tenseur d’ordre 2 symétrique sur 2.
Un probleme naturel qui se pose est de savoir si tout champ de tenseur symétrique Gj;
d’ordre 2 sur 2, peut s’écrire comme le champ de déformation d’'un déplacement u. Barré de
Saint-Venant en 1864 a formulé des conditions nécessaires que doivent vérifier € pour que ce

soit le cas. Ces conditions se résument a l’annulation du tenseur d’ordre 4 suivant (le tenseur de
Saint- Venant) :

82Gz‘j 82le 82Gil 32ij
+ - - .
(‘):ck(‘):cl 8561833] 8x]8xk 8%(%;

Beltrami a démontré en 1886 que ces conditions étaient (localement) suffisantes. Autrement dit
si W(G) = 0, alors pour tout point zp € £, on peut trouver un voisinage U de zg et un champ
de vecteur u défini sur U tel que G = e(u). Attention comme pour le probléme des formes
différentielles extérieures, le résultat est seulement local.

Nous allons maintenant montrer que ces équations peuvent s’interpréter a 1’aide d’un com-
plexe différentiel, comme les équations de Maxwell mais en faisant intervenir des tenseurs cova-
riants qui ne sont pas des formes différentielles.

Wijk =

Modules de Schur

Une forme différentielle o de degré k sur R™ peut étre considérée comme une application C*

k
a:R" — /\(R")*

ot A"(R™)* est l'espace des tenseurs covariants d’ordre k totalement antisymétriques sur R™.
On va maintenant substituer ’espace tensoriel /\k(R")* par un autre sous-espace de tenseurs
covariants d’ordre k avec un type de symétrie indicielle différent (pour plus de détails, on pourra
consulter [20] ou [55]), pour définir des complexes différentiels qui nous permettrons d’interpréter
de facon géométrique les équations de 1’élasticité.

Définition 3.56. Une partition de I’entier k en p facteur est un p-uplet (ki,--- ,kp) avec ki >
ko >k, > 1 et tel que :
k=ky+ -+ Ky
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On peut représenter graphiquement une telle partition par ce qu’on appelle un diagramme
d’Young de taille k. Par exemple, les partitions (2,2), (3,1), (1,1,1,1) et (4) du nombre entier
4 correspondent respectivement au diagrammes suivants :

[ ]
] LTI

Un méme diagramme d”Young peut étre numéroté de plusieurs facons différentes, par exemple :

1]2] 3]1]
3 2

Un diagramme d’Young numéroté est appelé un tableau d’Young et sera noté D.

A chaque tableau d’Young D de taille k, on va associer un sous-espace vectoriel de ®"(R™)*,
noté SPR™, défini de la maniere suivante. Soit T € ®k(R”)*, c’est a dire une application k-
linéaire

T:RnX”-XRn—)R, (xl,...,a:k)b—>T(x1,...,a:k).
Alors, T € SPR" si :
1. T est totalement antisymétrique sur chaque colonne de D ;

2. L’anti-symmetrisation totale de 7' sur une colonne de D et une case immédiatement a
droite de cette colonne s’annule.

Exemple 3.57. Soit T dans SPR" ou D est le tableau d’Young suivant :

1]2]
3

Alors T posséde les symétries suivantes :
Tijie = —Thji, Tijie + Tjki + Thij = 0.

Exemple 3.58. Soit R dans SPR"™ ot1 D est le tableau d’Young suivant :

112
34
Alors R possede les symétries suivantes :
Rjixi = —Riju,
Riji = —Riju,

Rijri + Rjpa + Riijr = 0,
Rijii + Rikij + Riyji = 0.

Ces symétries correspondent a celles du tenseur de courbure de Riemann. Il est connu que
R possede la symétrie supplémentaire suivante Ry;; = Rjik, qui est une conséquence des
précédentes.

Remarque 3.59. Un espace SPR™ associé & un diagramme d’Young constitué d’une seule ligne
correspond aux tenseurs totalement symétriques d’ordre k, alors qu'un espace S (R") associé &
un diagramme d’Young constitué d’une seule colonne correspond aux tenseurs d’ordre k totale-
ment antisymétriques.
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Définition 3.60 (Projecteur d’Young). Etant donné un tableau d’Young D de taille k et de
type A, on peut expliciter un projecteur de ®k (R™)* sur SPR™. Celui-ci s’écrit :

1
FpT = o) Y elr)r(o-T), (3.8)

ceRTEC

ou C est le sous-groupe de &y, qui préserve les colonnes de D, R celui qui préservent les lignes de
D et p(A) =[], ; h(4,j) est une constante de normalisation nécessaire pour avoir Fpo Fp = Fp.

Sur 'espace vectoriel ®k(R”)*, agit deux groupes. On a d’une part l'action linéaire (&
gauche) du groupe GL(n,R) :
(9.T)=g-T,  (g-T)(@r,...,zx) = (g7 @1, 07" )
et d’autre part 'action linéaire (& droite) du groupe Sy :
(0,7)—~0o-T, (0 -T) (w1, . 7k) = (To1)s > To(k))-

Ces deux actions commutent. On peut montrer que les espaces SPR™ sont des espaces irréductibles
pour Paction de GL(n,R) (voir [20] pour plus de détails). De plus, si D; et D sont deux tableaux
d’Young correspondant & un méme diagramme d’Young A (autrement dit, deux numérotages
différents de ), alors il existe une permutation o € &y tel que Dy = o - D; et les espaces de
tenseurs Sp, et Sp, sont isomorphes (en tant que représentation de GL(n,R)), I'isomorphisme
entre les deux étant donné explicitement par :

T—o-T, (U-T)(:L'l,...,:z‘k):T(aca(l),...,xa(k)).

Définition 3.61. Le module de Schur S*(R™) est défini comme la classe d’équivalence des
espaces SPR” (modulo isomorphismes équivariant par GL(n,R)) correspondant & un méme
diagramme d’young .

On peut montrer le théoreme suivant [20].

Théoréme 3.62 (Décomposition de Schur-Weyl). Toute représentation tensoriel de GL(n,R)
peut s’écrire comme une somme directe d’espaces vectoriels isomorphe (en tant que représentation
de GL(n,R)) a SMR™).

Exemple 3.63 (Tenseur d’ordre 2). Tout tenseur covariant d’ordre 2 se décompose en la somme
d’un tenseur symétrique et d’un tenseur antisymétrique, ce qu’on pourra écrire schématiquement :

2
QR = ®

Exemple 3.64 (Tenseur d’ordre 3). Pour un tenseur covariant d’ordre 3, ca devient légérement
plus compliqué. La décomposition s’écrit :

3 1[2] [1][3] [2]

Rr™* =1112[3]a[3] o[2] ol3]

Exemple 3.65 (Tenseur d’élasticité). Le tenseur d’élasticité (d’ordre 4) sur R? se décompose
de la fagon suivante :

1]3
Ela=[1]2[3]g[2]4

Le second facteur dans la décomposition étant en fait un sous espace isomorphe a celui-ci.
L’isomorphisme explicite étant décrit par les équations

Cijrl = Rikji — Ragj, Rijii = Cirji + Cugj
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Proposition 3.66. La dimension de S*(R™) est donnée par la formule

HiJ’ (n+j—1)
IL,; 1(i,5)
ot i, j indexent respectivement les lignes et les colonnes du tableau X\ et h(i,j) est la < longueur

d’équerre > de la cellule (i,7) qui vaut 1 plus le nombre de cellules immédiatement & droite, plus
le nombre de cellules immédiatement en dessous de la cellule (i, 7).

dim S*R"™ =

Exemple 3.67. On a :
dim S@2R" — M
12 ’

En particulier, dim SZ2R2 = 1 et dim S@2R3 = 6.

Complexes différentiels généralisés

On va donc introduire un complexe différentiel généralisé, que I’on notera Q% (R™), et défini
de la maniere suivante. Etant donné N > 1, on introduit la suite de tableaux d’Young (DIJ,V )
(p > 1) en commengant par

et en ajoutant, a chaque incrément de p, une case numéroté p + 1 sur la premiere ligne si la
longueur de celle-ci ne dépasse pas la longueur N ou sinon a la ligne suivante et ainsi de suite.

Exemple 3.68 (Cas N =1).

Exemple 3.69 (Cas N = 2).

\)

HEINH

1] [1]2] [3] 3[4

Exemple 3.70 (Cas N = 3).

[\)
‘cnoo»—\
=

112]3] [1]2]3] [1][2]3]
[112] [1]2]3] [4] 4[5 4[5

Définition 3.71. Le complexe généralisé Q3 (R™) est défini par la suite des espaces de champs
de tenseurs

n N n
OR (R™) :=T(SPPR™),
avec Q% (R") = C®(R™) et la différentielle
d: Q5 (R™) — QR (R™)

est définie par :
(dT)(gla e 75p+1) = D%+1(v§p+1T)(£17 e agp)a

olt Vg, ., T désigne la différentielle du champ de tenseurs 1" dans la direction &, 1.

Remarque 3.72. On note que Q3(R™) n’est autre que le complexe de de Rham et que d n’est
autre que la différentielle extérieure dans ce cas.
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Remarque 3.73. On pourra noter que Q?V(R”) = 0 sl p > Nn (car tout tenseur covariant
antisymétrique sur n + 1 variables dans R" est nul. En particulier, le complexe Q% (R"™) est fini.

Exemple 3.74 (Cas N =2). Si f € Qg(R”) = C*®(R™), on a
(df)i = Oif.

Si Z € Q4(R™), on a
1
(dZ)ij = 5(0iZj + 0;Zi).

Si G € Q3(R"), on a
2

Si T € Q3(R"), on a
(dT)ijr1 = i(&lTiﬂg + O Tjit + 05 Thi + O0iTik;)-
On remarquera en particulier que
(*G)ijr = %(&@-le + Ok0,Gij — 0;0kGiy — 0;01G i)

est égal au tenseur de Saint-Venant W (G) a une constante multiplicative pres.

Comme les champ de tenseurs dans QX (R™) sont totalement antisymétriques sur chaque
colonne, on déduit du lemme de Schwarz (0;0; = 0;0;) le résultat suivant.

Lemme 3.75. Soit N > 1. Alors la différentielle
d: QR (R") — QRFH(R)
vérifie dNT1 = 0.

Pour obtenir un < vrai » complexe différentiel si N > 1 (i.e d> = 0) & partir de ce complexe
généralisé, il est nécessaire de < sauter des étapes >. On se limitera ici au cas N = 2 et n = 3.
Dans ce cas, le complexe généralisé s’écrit :

d d d d d d
MR = BERY) = BER’) = BRY) = BRY) = BER®) 5 QB(R?),
duquel on tire un vrai complexe différentiel

AR B 2R3 B ARy B R, (3.9)

qu’on représentera schématiquement par :

(1415 4]

oudi =d, dy = d? et d3 = d. On a alors djy10dj =0.

Le résultat remarquable est que ce complexe est localement exacte comme le complexe de
de Rham, ce qui généralise le lemme de Poincaré sur les formes différentielles (voir [13] pour la
démonstration). Ceci permet de retrouver, en particulier, le théoreme de Beltrami sur le tenseur
de Saint-Venant :

doG =0 = G=dZ.
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Duboix—Violette & Henneaux ont également montré qu’on peut généraliser I'opérateur de
Hodge et la co-différentielle dans le cas des complexes généralisés et que le complexe dual associé
est également localement exacte.

Comme on ne suppose pas ici la donnée d’un produit scalaire, on prendra garde a différencier
les tenseurs covariants et contravariants et on notera Qi,v (R™) Pespace des sections a valeur dans
le fibré des tenseurs contravariants ayant une symétrie associé au tableau d’Young (DZJ,V ). Dans
le cas qui nous intéresse, N = 2 et n = 3, le complexe dual est donc un complexe de champs
contravariants qu’on notera :

Q2R3 & Q2R & QXR%) & Q2(RY), (3.10)

En particulier, un élément u dans Q2(R3) est un champ de vecteur, un élément o dans Q3(R3)
est un champ de tenseur contravariant d’ordre 2 symétrique (comme le champs des contraintes
o= (c)),....

Remarque 3.76 (Adjoint formel). On peut donner une interprétation formelle simple de la co-
différentielle généralisée 6;. On peut contracter ponctuellement un élément o = (c;...;,) dans
OF (R™) avec un élément T = (T"») dans Q) (R™). On notera cette contraction par o - T'. Si
on fixe une forme volume w sur R", on peut alors former le < produit scalaire >

<a,T>= / (- THw
qui a un sens si « et T sont a support compact. On a alors :
<dia, T >=— < a,6;T >

Exemple 3.77. L’adjoint formel de
1
(dlz)ij = 5(61-2]' + ajZi)

est ' ‘
(610)" = 8k02k,

c’est a dire divo.

Considérons a présent 1’équation div o = 0 et introduisons le champ de tenseur covariant
-—_— .. mn
Tijkl ‘= EmijEnkl0 -

On peut vérifier que 7 € Q3(R3) et inversement que tout 7 dans Q3(R3) peut s’écrire de cette
fagon. On peut vérifier également qu’on a :

d3T =0 & diveo = 0.

L’exactitude du complexe (3.9) nous assure alors qu'il existe ¢ € Q3(R3) tel que 7 = da¢ et on
en déduit
O’ij = Eimk6jnlakal¢mn.
Le tenseur symétrique du deuxiéme ordre ¢ est connu en mécanique comme le potentiel des
contraintes de Beltrami.
Remarquons enfin qu’on aurait pu aussi réécrire ’équation div o = 0 sous la forme §10 =0

et déduire de I'exactitude locale du complexe (3.10) 'existence locale d’'un champ de tenseur
R = (RY*) dans Q2(R") tel que 62R = o, ce qui s’écrit (voir [13]) :

o = OO RI*.
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En dimension n = 3, le potentiel R possede possede 6 composantes indépendantes. En dimension
2, elle ne possede qu’une seule composante indépendante et les seules composantes non nulles

sont :

R122 — Rl221 _ _ R212 _ _ R2211 _

) ) Y <p

On obtient donc :
11 2 12 2 22 2
g = 8y(,0, g = _8xy907 0”7 = 0y,

ou ¢ est le potentiel d’Airy.

Nous en resterons la sur ces questions. Ce qu’il faut retenir, c’est que ce soit pour les équations
de l’electro-magnétisme ou les équations de 1’élasticité linéaire, nous avons pu les ramener a
deux complexes différentiels en dualité avec un couplage entre les deux correspondant a la loi
de comportement. Pour aller plus loin, on pourra consulter [51, 12, 13, 56]

3.4 Exercices

Exercice 3.1. Soit X un champ de vecteur sur R” et w := dz' A ---daz™ la forme volume
canonique sur R™. Montrer que :
dixw = div(X)w.

Exercice 3.2. Soit X un champ de vecteur, f € C*°(M). Montrer que sur les formes différentielles,
on a :

Exercice 3.3. Soit X un champ de vecteur (dépendant du temps ou non) et o' son flot. Monter
que pour toute forme différentielle w, on a :

d * *
a(sot) w= (¢ Lxw

Exercice 3.4. Soit X un champ de vecteur dépendant du temps. Montrer que la formule de
Cartan
.,Q”Xw = ixdw + din

est toujours valable.

Exercice 3.5 (Preuve du théoréme de la sphere chevelue). 1. Soit w une forme volume sur
R™ et S une sous-variété de dimension n — 1. Montrer que si n est un champ normal a S
alors i,w est une forme volume sur S.

2. Soit S?(r) la sphere de rayon r dans R?® et o = xdy A dz — ydx A dz + zdz A dy. Montrer

que
/ w=Cr3,
S2(r)

3. Supposons qu'il existe un champ X sur S%(1) qui ne s’annule pas (on peut supposer
|| X =1). Montrer que

ou C est une constante.

frx—x+eX(2)
est un difféomorphisme de S2(1) sur S?(v/1 + €2). Montrer que

fra”
5201

est un polynéme en € et conclure.
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Exercice 3.6. Démontrer la proposition 3.21.
Exercice 3.7. Montrer les formules suivantes sur R :
grad f := (df)!, divX =+dxX’, rotX := (xdX")".
Exercice 3.8. Soit ¢ le tenseur de Levi-Civita et ;; le tenseur de Kronecker. Montrer que :

€ijkEpgr = 5ip5jq5kr + 5jp5kq51'r + 5kp5iq5jr — 5kp5jq5ir — 6ip6kq5j7" — 5jp5iq5kr-



Chapitre 4

Lois de dérivation sur les fibrés
vectoriels

Dans R", on sait calculer la différentielle d’'un champ de vecteur X en un point
x € R™. C’est une application linéaire

d. X : R" — R".
Sur une variété différentielle M, on ne sait pas, en général, dériver un champ de
vecteur car il faut pour cela effectuer des opérations linéaires sur des vecteurs ap-
partenant a des espaces vectoriels différents. Pour remédier a ce probleme, il faut se
donner arbitrairement une loi de dérivation, ou une connerion < maniere de relier
entre eux > des espaces tangents voisins. Ce chapitre sera consacré a la définition de

ces objets. On introduira la notion de dérivée covariante et on montera ’équivalence
avec la notion de connexion linéaire sur le fibré des reperes (théorie du repére mobile).

4.1 Lois de dérivation sur un fibré vectoriel

4.1.1 Lol de dérivation

Dans cette section, nous allons montrer, plus généralement, comment dériver les sections
d’un fibré vectoriel (E, 7, M) en restant dans E. Il n’y a pas de moyen canonique de le faire : il
faut arbitrairement introduire une loi de dérivation.

Définition 4.1. Une loi de dérivation V sur le C*°(M)-module T'(E) des sections d’un fibré
vectoriel (E, 7, M) est une application R-bilinéaire

V : Vect(M) x T'(E) — I'(E), (X,s)— Vxs

et telle que
1. Pour tout X € Vect(M), f € C*(M), s € I'(E),

VszZfVXS.
2. Pour tout X € Vect(M), f € C*(M), s € I'(E),
Vx (fs)=(df.X)s+ fVxs.

Remarque 4.2. L’opérateur V est local : pour tout ouvert U de M, il existe une loi de dérivation
VY sur les sections du fibré Ey tel que

V)U(U Sy = (VX S)U7

I'indice U désignant la restriction a I'ouvert U.

64
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Remarque 4.3. Sion désigne par QP(M,E) l'espace des formes différentielles de degré p sur M
a valeur dans E (i.e. 'espaces des section du fibré AP T*M Q E, alors

V:s—Vs,  TI'(E)— Q'(M,E)
est une application R-linéaire.

Exemple 4.4. Si l'on considere C°°(M) comme 'espace des sections du fibré trivial M x R,
alors la loi définie par

Vxf=Zxf=X-f

est une loi de dérivation sur I'(M x R) dite loi de dérivation canonique.

4.1.2 Lois de dérivation associées

Supposons qu’on se soit donné des lois de dérivation V! et V2 sur les fibrés E; et Eo au
dessus de M. On peut alors fabriquer plusieurs autres lois de dérivation, en utilisant notamment
la regle de Leibnitz.

1. Une loi de dérivation sur I'(E; @ Ez) en posant pour tout s = s1 + s
Vxs=Vis +V%so.
2. Une loi de dérivation sur I'(E; Q) E2) en posant pour tout s = s; ® so
VXSZV}<51®52+81®V§<52.

Exemple 4.5 (Loi de dérivation sur le fibré dual). En partant de la loi de dérivation canonique
sur C*°(M) et d’une loi sur I'(E), on obtient une lois de dérivation sur I'(E*) en posant :

(Vxa)(s):=Vx(a(s)) —a(Vxs)
ouseI'(E) et a € T'(E").
Exemple 4.6. En partant de lois de dérivation V! et V2 sur I'(E;) et T'(E2), on obtient une
loi de dérivation V2 sur le fibré vectoriel & (E1,Eg) des endomorphismes linéaires de E; dans
Es qui n’est autre que I'(E} @ Ez) :

(V¥ L)(s) = VX (Ls) — L(V s).

ou L € Z(E1,Ey) et s € I'(Ey)).

4.1.3 Courbure d’une loi de dérivation

Définition 4.7 (Courbure d’une loi de dérivation). Soit V une loi de dérivation sur un fibré
vectoriel [E au dessus de M et posons :

R(X,Y)S = VXva — VyVXS — V[X,Y]Sa
ot s €T(E) et X,Y € Vect(M). Alors R € Q?(M,End(E)) et s’appelle la courbure de V.

On laisse le soin au lecteur de vérifier que R appartient bien & Q2(M, End(E)), c’est & dire
que :
R(fX,Y)s = fR(X,Y)s, R(Y,X)s = —R(X,Y)s,
pour tout f € C*(M), s € I'(E) et X,Y € Vect(M).
Remarque 4.8. Si on désigne par [A,B] = AB — BA le commutateur habituel entre deux
opérateurs linéaires A, B d’un espace vectoriel E, on peut réécrire la courbure R de V sous

la forme

R(X,Y) = [Vx,Vy] = Vixy]
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4.2 Dérivée covariante

4.2.1 Lol de dérivation sur T'M

Définition 4.9. On appelle dérivée covariante sur une variété différentielle M la donnée d’une
loi de dérivation sur Vect(M ), Uespace des sections du fibré tangent. Une variété M muni d’une
dérivée covariante V est souvent appelée une variété affine (pour la distinguer d’une variété
riemannienne).

Remarque 4.10 (Expression locale d'une dérivée covariante). Soit (x%) un systéme de coordonnées
locales. Une dérivée covariante V est (localement) entierement déterminée par la connaissance
des champs de vecteurs

k
Les I‘fj,
(z'). Attention, les symboles de Christoffel ne se comportent pas comme les composantes d’'un
champ de tenseur dans un changement de carte (voir exercice 4.10).

appelés symboles de Christoffel, sont donc les coordonnées de V dans la carte locale

Exemple 4.11. Sur R" considéré comme variété C'°° on a la connexion définie par
VxY =dY.X,

ol dY désigne la différentielle usuelle de la fonction vectorielle Y. On 'appelle la connexion
canonique de R™. Dans les coordonnées canoniques de R", les symboles de Christoffel de cette
dérivée covariante sont nuls.

Remarque 4.12. Une dérivée covariante sur M induit donc, en vertu des remarques précédentes,
une loi de dérivation sur I'(T* M) définie par :

(Vxa)(Y) = X -aY) —a(Vx Y),

et plus généralement sur tous les champs de tenseurs sur M. Inversement, toute loi de dérivation
sur I'(T* M) induit une dérivée covariante sur M.

Remarque 4.13. Une dérivée covariante sur une variété M n’est pas un champ de tenseur mais la
différence entre deux dérivées covariantes est un champ de tenseur de type (1,2). Par conséquent,
I'espace des dérivées covariantes sur une variété M, qu’on notera 7 (M) est un espace affine de
dimension infinie dont I’espace vectoriel directeur est .7;%(M).

Le groupe des difféomorphismes Diff (M) agit (& gauche) sur o/ (M) de la fagon suivante :

(V) x (V) = 9u(V o1y 01 'Y).
Les difféomorphismes qui préservent une dérivée covariante V sur M forment un sous-groupe
de Diff (M), appelé le groupe affine de (M, V) (voir exercice 4.4).
4.2.2 Courbure et torsion

La courbure de V définie par :
R(X,Y)=VxVy - VyVx —Vixy]

est une 2 forme & valeur dans End(TM), autrement dit un élément de Q?(M,End(T'M)). On
peut également la considérer comme un champ de tenseur de type (1,3). En plus de la courbure,
on peut fabriquer un autre champ de tenseur, la torsion de V définie par :

T(X,Y)=VxY -Vy X —[X,Y],
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Définition 4.14. Une dérivée covariante est dite symétrique si sa torsion est nulle. Si, de plus
sa courbure est nulle, on dit qu’elle est plate.

Lemme 4.15 (premiere identité de Bianchi). Soit V une dérivée covariante symétrique sur une
variété M. Alors
RX,)Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

pour tout X,Y,Z € Vect(M).

Démonstration. C’est une conséquence de I'identité de Jacobi pour le crochet de Lie des champs
de vecteurs. O

La courbure R d’une dérivée covariante V sur une variété M de dimension n étant un champ
de tenseur de type (1,3), il y a trois contractions possibles. Celles-ci s’écrivent en coordonnée
locales :

tr,}j = Rﬁij, tr?j = Rfkj, trg’j = Rfjk
Le tenseur de Ricci est par définition la deuxieme contraction tr?. Attention, celui-ci n’est pas
symétrique en général (voir exercice 4.7).

Remarque 4.16. Dans le cas d'une dérivée covariante symétrique, ces trois contractions sont
linéairement dépendantes et s’expriment toutes en fonction du tenseur de Ricci.

4.2.3 Dérivée covariante canonique sur un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie. Une dérivée covariante sur G est invariante a gauche si elle est
invariante par toutes les translations a gauche Ly, g € G, elle est invariante a droite si elle est
invariante par toutes les translations a droite Ry, g € G.

Définition 4.17 (dérivée covariante canonique sur un groupe de Lie). Soit G un groupe de Lie.

Il existe une dérivée covariante symétrique sur G bi-invariante. Celle-ci est définie par

Vyu XU == [X",X"], wveg (4.1)

1
2
ol X" désigne le champ de vecteur invariant a gauche engendré par le vecteur u € g.

Remarque 4.18. L’espace vectoriel R™ muni de I’addition des vecteurs est un groupe de Lie. Son
algebre de Lie s’identifie & R™ avec le crochet de Lie [u,v] = 0 pour tout u,v € R™. La connexion
canonique sur R" est donc définie par :

VXuXU =0

lorsque X*, X" sont des champs de vecteurs invariants a gauche, c’est a dire des champs constants
(le vérifier!). Si X et Y sont des champs de vecteurs quelconques, on obtient (le vérifier!) :

VxY =dY.X.

Cette connexion est plate.

4.2.4 Dérivée covariante le long d’une courbe

On peut étendre la notion de dérivée covariante pour des champs de vecteurs qui ne sont
définis que le long d’une courbe ¢(t) ou une nappe paramétrée c(t, s) sur une variété M.

Définition 4.19 (Champ de vecteur le long d’une courbe). Soit ¢ une courbe paramétrée sur
M. Un champ de vecteur le long de c, ou relévement de c est une courbe X : I — T'M (de classe
C), telle que (7o X)(t) = ¢(t). On notera L(c) I’ensemble des champs de vecteurs définis le
long de ¢
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Définition 4.20 (Dérivée covariante le long d’une courbe). Une dérivée covariante le long de ¢
est une application R-linéaire de L(c) dans L(c) notée D; et telle que

D fX = f,X + f D, X.
pour tout fonction réelle f € C*°(I,R) et tout X € L(c).

Une dérivée covariante V sur M induit une dérivée covariante sur L(c) pour toute courbe c
de classe C*° sur M. Elle est définie localement par I’expression

(D, X)* = xF + % i X7,

otl ¢ désigne la dérivée par rapport au temps de la fonction c*(t).

Remarque 4.21. Si X un champ de vecteurs sur M, ¢ une courbe sur M et X (t) = X (c(t)) alors
on a

(D X) (t) = (Ve, X)(c(t))-
On également le résultat suivant.

Lemme 4.22. Soit V une connexion linéaire symétrique sur M, o : Iy XxIs — M une application
C*® et X un relévement de o. Alors on a :

Dt050' = Ds8ta, (42)
et
DtDs — DtDs = R(@to, 850'), (43)
ot R désigne le tenseur de courbure de la connexion.

Définition 4.23 (Géodésique). Soit V une dérivée covariante sur une variété M. Une géodésique
c est une courbe paramétrée c sur M telle que :

Dt Ct — 0,
autrement dit une courbe dont « 'accélération est nulle »>.

Remarque 4.24. Plus généralement, étant donné une courbe ¢ sur M, on dit qu'un champ X (¢)
est paralléle le long de c ’il vérifie I’équation

D¢ X =0.

Cette derniere équation est une équation linéaire du premier ordre en X. La solution au temps
t = 1 dépend linéairement et bijectivement de la valeur de X(0) et définit une application
linéaire bijective entre les espaces tangents aux points ¢(0) et ¢(1). Cette application, s’appelle
le transport paralléle. Elle permet de connecter les deux espaces tangents ¢ o) et Tr(1). Attention,
ce transport parallele dépend, en général, du chemin suivi c.

Sur R™, la notion de champ de wvecteur constant a un sens mais pas sur une variété M

quelconque. La définition suivante étend ce concept dans le cas général.

Définition 4.25. Soit M une variété et V une dérivée covariante sur M. Un champ de vecteur
Y est dit paralléle si
VxY =0, VX € Vect(M).

Cette définition s’étend, bien entendu, a tous les champs de tenseurs.
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4.3 Le flot géodésique

4.3.1 Le flot géodésique

Soit V une dérivée covariante sur une variété M de dimension n. Considérons a nouveau
I’équation des géodésiques en coordonnées locales :

cft+FfjcicZ:O 1<k <n.

Cette équation du deuxieme ordre peut se réécrire sous la forme :

=
{ vl o= —I‘fj vl ol (4.4)

Ce systeme du premier ordre sur les variables < positions, vitesses > va pouvoir s’interpréter
comme un champ de vecteur, non pas sur M mais sur T M.

A partir d’une carte locale U et des coordonnées (z') sur M, on obtient une carte locale
U x R" de TM et des coordonnées locales (x%,v7), puis une carte locale U x R" x R™ x R"
de TTM et des coordonnées locales (2%, v7,u*, w'). En posant 2 = (2%), v = (v/), u = (u¥) et
w = (w!), un champ de vecteur F sur TM est donc définie localement par une application

(x,v) = (z,v,U(x,v), W(x,v)), UxR"—UxR"xR"xR".

On dit que F un champ de vecteur du deuziéme ordre sur M si U(z,v) = v.

Remarque 4.26. La définition d’un champ de vecteur du deuxiéme ordre peut étre définie de
maniere intrinseque. Soit 7 : TM — M la projection canonique et F' : TM — TTM un champ
de vecteur sur T'M. Alors, F' est un champ de vecteur du deuxieme si T'w o F' = Idppy.

Une courbe intégrale d’un champ de vecteur du deuxieéme ordre F' est une courbe 8 sur T'M
solution de I’équation
dp

= F(5(1)).

En coordonnées locales, B(t) = (z(t),v(t)) et cette équation s’écrit :

{ T =,

v = fa(z,v)

ce qui justifie son appellation. On peut alors vérifier que ’expression locale
F:(z,v)— (x,v,v, —Ffj(x) viol)

définit bien un champ de vecteur du deuxiéme ordre sur M, c’est le champ géodésique, qui est
un champ de vecteur sur T'M.

4.3.2 L’application exponentielle

On pourra remarquer que F' est quadratique en la variable v. Cette particularité du champ
géodésique F' a des conséquences importantes sur son flot. En effet, on peut montrer [31] que si
@(t,z,v) est le flot de F alors :

o(st,z,v) = p(t,x, sv),

pour tout s > 0, pourvu que le flot soit défini. On déduit de cette observation et du théoreme de
Cauchy-Lipschitz que pour tout point x € M, il existe un voisinage ouvert U, de 0 dans T, M
tel que pour tout v € U, ¢(1,z,v) soit définie.
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Définition 4.27 (Application exponentielle géodésique). Soit M une variété M muni d’une
dérivée covariante V. Alors, pour tout z € M, il existe un voisinage U, dans T, M tel que
I’application

exp, : Uy C T, M — M, vi= mop(l,x,v),

ou m:TM — M est la projection canonique, soit bien définie et lisse. On 'appelle I’application
exponentielle géodésique.

Remarque 4.28. Cette application dépend du point x € M contrairement a ’exponentielle d’un
groupe de Lie.

On peut montrer le résultat suivant (voir [31]).

Théoreme 4.29. Soit x € M. L’application exp, est un difféomorphisme local d’un voisinage
ouvert de 0 dans T, M sur un voisinage ouvert de x dans M.

4.3.3 Les coordonnées géodésiques

L’application exponentielle géodésique au point x, étant un difféomorphisme local d’un voisi-
nage ouvert de 0 € T, M ~ R"™ sur un voisinage ouvert de x dans M, permet de définir une carte
locale particuliere, qu’on appelle la carte exponentielle. Etant donnée une base (e;) de T, M, tout
vecteur v de T, M se met sous la forme

n
v = E €T;€e;.
i=1

Comme dans le cas des groupes de Lie, on peut prendre (z;) comme coordonnées du point
x = exp,(v) € M. Ces coordonnées sont appelées les coordonnées géodésiques ou normales de x
relativement & la base e; de T, M.

Remarque 4.30. Dans ce systeme de coordonnées, une géodésique issue du point x dans la
direction v = ), ¢ e; s’écrit simplement

a*(t) =t €k, E=1,...n.

4.3.4 Signification locale de la nullité de la torsion et de la courbure

Nous citerons ici deux théoremes qui illustrent la signification locale de la nullité de la torsion
ou de la courbure d’une dérivée covariante.

Théoreme 4.31. Soit V une connexion linéaire sur une variété M. Sa torsion est nulle si
et seulement si, pour tout point xo, il est possible de trouver des coordonnées locales (x') pour
lesquelles on a Ffj(a:o) =0.

Démonstration. Supposons d’abord que pour tout point xg, il soit possible de trouver des coor-
données locales (z*) ou Ffj(mo) = 0. Alors on a :

Tfi(x0) = If(20) — Dfi(20) = 0

pour tout 4, j, k et donc T'(xzp) = 0. Le point zy étant arbitraire, on a donc T' = 0 partout.
Inversement supposons que le tenseur T soit identiquement nul. Fixons un point xq et choi-
sissons les coordonnées géodésiques en ce point. Dans ces coordonnées, la géodésique issue de xg
dans la direction £ a pour expression
a*(t) = ter
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et I’équation des géodésiques s’écrit :
Ih((8)) g ¢ =0, k=1,....n
pour tout vecteur £. En particulier au point xg on a
L0)&'¢ =0, ¥
et comme Ffj = F?i (T = 0), on a nécessairement Ff’j(()) = 0 pour tout 1, 7, k. O
Le résultat suivant est un corollaire du théoreme 4.54, qui sera démontré dans la section 4.4.

Théoréme 4.32. Soit V une connexion linéaire symétrique sur une variété M. Sa courbure
est nulle si et seulement si, il est possible en tout point xg, de trouver des coordonnées locales
() pour lesquelles on a Ffj (x) = 0 sur un voisinage de xg.

Remarque 4.33. Sans entrer dans les détails de la démonstrations, faisons remarquer que si dans
une carte locale
k k

en tout point, alors les champs 0; sont paralleles et par conséquent R(0;,0;)0; = 0, pour tout
1, j, k. La démonstration de la réciproque, plus laborieuse, fait en fait apparaitre que, si R = 0,
alors, dans un systéme de coordonnées géodésiques (x'), les champs 0; sont paralleles et donc les
F,’fj sont nuls.

4.3.5 La gravitation galiléenne

Vers 1590, Galilée établit les premieres lois de la chute des corps. Elles expriment 1’existence,
en chaque point de I'Univers, d'un « vecteur accélération > g que subit tout corps tombant
dans cette région de l’espace. Trois parametres donc pour caractériser la pesanteur. Mais les
expérience de Foucault (pendule, gyroscope) nous indiquent que la pesanteur est plus riche que
ca. Elles suggerent 'idée que la gravitation galiléenne puisse étre décrite par une connexion
linéaire symétrique sur I’Univers. Pourquoi symétrique ? Parce qu’il est possible de 'annuler en
tout point de ’Univers : il suffit d’étre en chute libre pour ne plus peser (voir chapitre 1). Avec
ce point de vue, la gravitation galiléenne est représentée par un objet souple D, une connexion
affine symétrique sur I’'Univers M. Le groupe souple (groupe des difféomorphismes C*>° de M)
agit sur 'Univers et son contenu, mais cette action est globale et inobservable. C’est ce que
suggérait Einstein en parlant du <« principe général de relativité >.

Considérons I’équation de Newton d’une particule soumise a une de force :

2
m(lef = f(z,v,t).
Dans cette équation, apparait un mystérieux coefficient m (la < masse ») que nous renommerons
m,;. Si la force f provient du champ de pesanteur a la surface de la Terre, alors elle s’écrit f = myg
avec, a nouveau un mystérieux coefficient m que nous renommerons my,. L’équation de Newton

s’écrit dans ce cas :
d*x _
Mi g = Mgy
On trouve difficilement, dans la littérature, une définition (mathématique) rigoureuse de ces
deux coefficients, a part pour m; (voir le travail de Souriau dans [50]). D’autre part, il n y a
pas a priori de raison que les coefficients m; et m, soient les mémes (justement parce que les
définitions qu’on en trouve laissent & désirer). Le principe d’équivalence d’Einstein consiste a
postuler que m; = mg. C’est seulement un principe (vérifié, par ailleurs, avec une excellente

précision par de nombreuses expériences).
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Si on admet le principe d’équivalence, on peut alors réécrire ’équation de Newton pour une
particule dans un champ de pesanteur :

d2z

az ~

Une autre difficulté de cette équation, c’est qu’elle dépend du systéeme de coordonnées choisis. En
effet, le postulat de Newton impose que cette équation n’est valable que dans certains référentiels
baptisés référentiels d’inertie (dont la définition rigoureuse reste égalent assez obscure). Si par
exemple, on se place dans un <« référentiel tournant >, de nouveaux termes vont apparaitre,
comme la < force centrifuge >, la < force de Coriolis >, ..., termes généralement décrits comme
des < forces d’inertie >.

Comme c’est le cas dans le cadre de I’electro-magnétisme, ou les forces électriques et magnétiques
ont été unifiées sous la forme d’une 2-forme F' (le tenseur de Faraday) définie sur 'espace de
Minkowski, le principe d’équivalence nous invite a < unifier > les forces de pesanteur et les forces
d’inertie sous la forme d’une dérivée covariante sur 'espace R* (espace + temps). C’est la théorie
de la gravitation galiléenne formulée par Cartan [4].

Exemple 4.34. A la surface de la Terre, dans un systeme de cordonnées (z,y, z,t) liés a la
Terre, cette dérivée covariante s’écrit :

Fi4 = 9]7 Fik = Fi4 = QJ? ] = 1a 27 37 (45)

oil g’ est I'accélération de la pesanteur (i la surface de la Terre) et € la vitesse de rotation
angulaire de la Terre sur elle-méme, les autres composantes étant nulles. Le champ de pesanteur
< observé > dépend de la latitude.

Remarque 4.35. On remarque que la dérivée covariante est symétrique. En vertu du théoreme 4.31,
cela signifie qu’il est toujours possible de trouver des coordonnées dans lesquelles les Christoffel

s’annulent ponctuellement (I’expérience des cosmonautes en chute libre dans la station spatiale

internationale semble confirmer cette hypothese). Dans la théorie de Cartan, la gravitation n’est

plus modélisée par un champ de vecteur dépendant des variables (z,y, z,t) (donc 4 composantes)

mais par une dérivée covariante symétrique (donc 24 composantes).

Remarque 4.36. Ce formalisme permet de décrire les équations fondamentales de la dynamique
d’une particule dans un champ de gravitation dans n’importe quel systeme de coordonnées.
4.4 Connexions linéaires

4.4.1 Le fibré des repéres

Soit M une variété de dimension n. Un repére en x € M est une base p := (e;) de I'espace
vectoriel tangent T, M. On peut également voir p comme un isomorphisme linéaire

n
p:R" = T, M, (X X" e > Xes,
=1

Désignons par P, ’ensemble de tous les reperes au point x € M et par

L(M):= | P,

xeM

I'union disjointe de tous les P,. Soit
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Papplication qui associe a p, son point de base x (origine du repere). Alors L(M) peut étre muni
d’une structure de variété. En effet, soit (U, ¢o) une carte locale de M et (z?) les coordonnées
locales dans cette carte. Alors les (xf, X Jk), ou X ]k sont les composantes de e; dans la base (0,x)
de T, M, constituent un systéme de coordonnées locales sur 7—1(U,), ce qui définit une structure
de variété sur L(M ), pour laquelle, la projection canonique 7 est lisse.

La variété L(M) est munie naturellement d’une action (a droite) lisse du groupe de Lie
GL(n,R) définie de la facon suivante :

(9,p) = Rgp:= |(X',...,X") = > giXPe;|,  GL(n,R) x L(M) — L(M).
i,k

Cette action est sans point fire et les orbites sont exactement les fibres 7=!(z) de 7 (le groupe
GL(n,R) agit transitivement sur chaque fibre). Chaque fibre est donc en bijection avec GL(n,R)
sans avoir une structure naturelle de groupe (pour cela, il faudrait fixer une repere préféré, de
la méme fagon qu’'un espace affine n’est pas un espace vectoriel.).

Le systeme de carte sur L(M) que nous avons défini montre de plus que pour chaque carte
Uy de M, on a un difféomorphisme

¢ : Uy x GL(n,R) = 7~ 1(U,)

satisfaisant a

p(x,gh) = Rnp(x,9), et mop(x,g) =
pour tout g, h € GL(n,R) et z € U,. On dit que L(M) est un fibré principal localement trivial,
de groupe structural GL(n,R) et de base M.

Remarque 4.37 (Réduction du groupe structural). On peut faire la méme construction pour
les reperes orthonormés d’une variété riemannienne M. On obtient alors le fibré des reperes
orthonormés O(M) qui est un fibré principal de groupe structural O(n,R). Plus généralement,
si G est un sous-groupe fermé de GL(n,R), on peut réduire le groupe structural a G et on obtient
un fibré principal G(M) (sous-fibré de L(M) de groupe structural G, c’est ce qu’on appelle une
réduction du groupe structural. La donnée d’un fibré principal G(M) au dessus de M s’appelle
une G-structure.

Exemple 4.38. Une SL(n,R)-structure est la donnée d’un fibré principal SL(M) au dessus de
M. Celui-ci correspond au reperes de M qui préservent une forme volume donnée w sur M.

Définition 4.39 (Repere mobile). Un section de L(M) est une application s : M — L(M) tel
que wos = Idyy, une section locale est une section définie seulement sur un ouvert U de M. Une
section (locale ou globale) est appelée un repére mobile (4 chaque point x de M, on associe un
repere qui dépend de maniere lisse de € M).

Remarque 4.40. En général, il n’existe pas de repere mobile global (exemple : sur la sphere S2). Si
c’est le cas, la variété est parallélisable, autrement dit le fibré tangent est trivial (7'M ~ M xR™).
Par contre, a chaque carte locale de M est associée une section locale (autrement dit un repere
mobile local).

Remarque 4.41 (Microstructures et milieux de Cosserat). En mécanique, il peut étre utile de
remplacer le traditionnel body B, qui est généralement une sous-variété de R3 par son fibré des
reperes L(B), pour modéliser des matériaux possédant une microstructure. C’est le formalisme
qui a été adopté par Eringen au début des années 1960 pour la description des milieux dits
micromorphes. L’espace des configurations du systeme est alors représenté par la variété de
dimension infinie constitué par les morphismes de fibrés principaux f : L(B) — L(R3) et tel
que le morphisme de base f : B — R? soit un plongement (comme dans le cas des matériaux
classiques). Les milieux de Cosserat forment un cas particulier de ce formalisme ou le groupe
structural est réduit a SO(3,R).
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4.4.2 Connexion linéaire

Définition 4.42 (Vecteurs verticaux). Soit M une variété de dimension n et L(M) son fibré
des reperes. Un vecteur tangent x;, a L(M) au point p € L(M) est dit vertical (ou tangent aux

fibres) si T,m.xp = 0. On notera V,, = ker T}, le sous-espace vectoriel de T,V constitué par les

vecteurs verticaux. C’est un espace vectoriel de dimension n?.

Remarque 4.43. Le groupe GL(n,R) agit (a droite) sur L(M) et induit une action infinitésimale
de l'algebre de Lie gl(n,R) sur L(M) qui s’écrit :

gl(n,R) = Vect(L(M)), A x*(p)
Du fait que I'action de GL(n,R) sur L(M) est sans point fixe, on a :
xAp) =0 = A=0.
De plus, les fibres 7~!(x) étant les orbites de GL(n,R), on a :
xA(p) € ker Tpyr =V,

et si (4;) est une base de gl(n,R) alors les vecteurs x*(p) forment une base de V.

La famille V' des sous-espaces (V},) dépend de maniere lisse du point de base p € L(M), on
lappelle une distribution. Cette distribution est invariante par GL(n,R), c’est a dire :

Vi =TRy(V,),  V¥pe L(M) Vge GL(n,R).

Il n’existe par contre aucun supplémentaire naturel a Vj,. Une connexion linéaire est justement
le choix d’une distribution H supplémentaire & V' et invariante par GL(n, R).

Définition 4.44 (Connexion linéaire). Une connexion linéaire sur L(M) est une distribution
(Hp) de sous-espaces de T),(L(M)) tels que :

1. V, @& H, =T,L(M), pour tout p € L(M);

2. Hp,, = TRy(H,) pour tout p € L(M) et tout g € GL(n,R).

On pourra démontrer a titre d’exercice que la donnée d’une connexion linéaire H sur L(M)
est équivalent a la donnée d’'une 1-forme w & valeur dans gl(n,R) telle que :

1. w(x?) = A, pour tout A € gl(n,R),

2. Rjw = Adg1 w, pour tout g € GL(n,R),
appelée une forme de connexion. Dans ce cas, H), := ker w,,.

Remarque 4.45 (Connexion sur une G-structure). Dans le cas d’une G-structure, on parle de
G-connexion et dans les définitions précédentes on doit remplacer GL(n,R) par G et gl(n,R)

par g.

4.4.3 Dérivée covariante et connexion linéaire

Le but de cette section est de faire le lien entre dérivée covariante sur une variété M et
connexion linéaire sur son fibré des reperes L(M). Cela justifiera pourquoi de nombreux auteurs
appelle connexion (ou connexion affine pour signifier qu’elle n’est pas liée & une métrique) une
dérivée covariante. L’approche que nous avons choisie est celle du repére mobile (il y en a
d’autres).
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D’une connexion linéaire 4 une dérivée covariants

Supposons que L(M) soit muni d’une connexion linéaire et désignons par w la forme de
connexion. Soit p, : Uy — P une section locale de L(M) (i.e. un repeére mobile défini sur U, ) et
posons A, = piw. Soit Y un champ de vecteur défini sur U, et désignons par v, := p;1(Y) €
R™ le vecteur (dans R™) des composantes de Y dans le repere p,. On peut alors vérifier que
I’expression

$Y = pa (dve(X) + Aa(X)va)

vérifie les axiomes d’une dérivée covariante sur I'ouvert U, de M.
Considérons a présent une autre section locale pg : Ug — P. Si x € U, N Ug, alors il existe
une fonction lisse
98a : Ua NUg — GL(n,R)

telle que :
DPp = Rgﬁapa-
Dans la suite, afin de ne pas alourdir les notations on écrira gg, = g en omettant d’ajouter les
indices. On calcule alors (le vérifier!) :
Vg =9 Wa,  dug(X) = —g7dg(X)g e + g dva(X)
et
Ag(X) = g7 dg(X) + g Aa(X)g.
On en déduit que :
pg (dvg(X) + Ag(X)) = pa (dva(X) + Aa(X))

sur U, N Ug. Par conséquent, les dérivée covariantes locales V< et V4 se recollent pour définir
une dérivée covariante sur U, N Ug. En prenant un recouvrement de M ou sont définies des
sections locales (par exemple un atlas de M) on obtient une dérivée covariante définie sur tout
M.

D’une dérivée covariants a une connexion linéaire

Le passage d’une dérivée covariante a une connexion linéaire est plus laborieux a démontrer.
On citera donc le théoreme suivant sans en donner la démonstration. Le lecteur intéressé pourra
consulter [39].

Théoréme 4.46. Soit (Uy) un recouvrement ouvert de M et p, une section locale définie sur
Uy pour tout . Soient des 1-formes A% sur chaque Uy, a valeur dans gl(n,R), vérifiant pour
tout o # B, x €Uy, NUg et X € T, M :

Aﬂ(x)(X) = QE; (x)dxgﬁa(X) + gﬁa(x)ilAa(m)(X)gﬂa(x)a
ot les ggo sont les fonctions de transition entre p, et pg. Alors il existe une unique 1-forme de
connezion w sur L(M) telle que A“ = p}w pour tout a.
Forme de soudure, courbure et torsion

Définition 4.47 (Forme de soudure). Sur le fibré des reperes (et plus généralement sur n’importe
quelle G-structure sur M), il existe une 1-forme naturelle, a valeur dans R™ et appelée forme de
soudure canonique. Celle-ci, notée 0 est définie de la maniere suivante :

Op(xp) = p_l(TpW-Xp)
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Elle a une interprétation naturelle locale. Soit p, une section du fibré des reperes L(M),
définie sur un ouvert U, de M. Alors, on pourra vérifier que :

(Paf)(X) = pg ' (X).

Ainsi, le pullback de 6 par une section locale p, n’est autre que la 1-forme qui associe a un
vecteur X € TU, le vecteur dans R" formé par ses composantes dans le repére p,.

Définition 4.48 (Extension du produit extérieur). Soit V une variété, E, F, K des espaces
vectoriels et supposons donné une application bilinéaire b : £ x F' — K. On définit alors un
produit extérieur

QYV,E) x QY(V, F) —» QY(V,K), (o, B) = a AP

ou

(@A B)X,Y) :=b(a(X), B(Y)) — bla(Y), (X))
Par exemple, si E = F = K = gl(n,R) et b est le crochet de Lie sur gl(n,R), on a :

(@A B)X,Y) = [a(X), B(Y)] = [a(Y), B(X)].

Si B =gl(n,R), F = K =R" et b est le produit matriciel entre une matrice et un vecteur, on
a:
(@A B)(X,Y) = a(X)B(Y) — a(Y)B(X)

On introduit alors les formes suivantes qui pourront apparaitre totalement abstraites dans
un premier temps.

Définition 4.49 (Courbure et torsion). Etant donné une forme de connexion w sur le fibré
des reperes L(M) (ou plus généralement n’importe quelle G-structure sur M) et 6, la forme de
soudure, on introduit les formes suivantes :

1. La courbure : )
Q:=dw+ iw Aw

2. La torsion :
O:=dd+wANb

De méme que pour la forme de soudure, €2 et © ont 'interprétation naturelle locale qui
résulte de leur dénomination. Soit p, une section du fibré des reperes L(M), définie sur un
ouvert U, de M. On pourra alors vérifier par un calcul direct que :

Pe(X,Y) = pi (R(X,Y))
(pZ@)(X7 Y) = p;l(T(X, Y))

R et T étant respectivement la courbure et la torsion de la dérivée covariante V associée a
la connexion w. Autrement dit (p}:0)(X,Y) et (p5Q)(X,Y) représentent respectivement les
composantes de la torsion et de la courbure dans le repere p,,.

Remarque 4.50 (Connexion affine). Soit M une variété de dimension n. On peut considérer
chaque espace tangent T, M comme un espace affine en < oubliant 'origine ». On peut alors
considérer les reperes affines sur M et fabriquer le fibré des reperes affines de M, qu’on notera
A(M). C’est un fibré principal de groupe structural GA(n,R) = GL(n,R) x R". En considérant
les reperes affines qui fixe l'origine, on voit apparaitre le fibré des reperes (vectoriels) L(M)
comme un sous-fibré de A(M), ce qui donne naissance & une injection canonique i : L(M) —
A(M). La donnée d’une forme de connexion @ sur A(M) induit alors par pullback un couple de
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1-formes (w, 0) telles que w soit une 1-forme de connexion sur L(M) et 6 une 1-forme a valeur
dans R"™ qui vérifie :
o) =0,  go=0,

pour tout A € gl(n,R) et g € GL(n,R) et donc induit un champ de tenseur 7 de type (1,1)
sur M. Inversement on peut montrer qu'un tel couple (w,#) définit une connexion affine sur
A(M). Par exemple la donnée d’une forme de connexion w sur L(M) plus la forme de soudure
canonique sur L(M) induit une forme de connexion affine, c’est la connexion affine canonique
sur A(M) associée a une connexion linéaire. Pour résumer, on dira qu'une connexion affine est
la donnée d’une connexion linéaire et d’'un champ de tenseur n de type (1,1) sur M (induit par
la forme 0).

4.4.4 Intégrabilité d’une G-structure

Le probleme qui va nous intéresser ici est le suivant. Considérons une G-structure au dessus
d’une variété M. Soit p = (e;) un repére mobile a valeur dans G(M). Sous quelle condition
existe-t-il des coordonnées locales () sur M telles que e; := 9;, pour tout i. C’est le probleme
de l'intégrabilité d’une G-structure. De nombreux problemes difficiles en mathématiques se
réduisent a cette question.

Le théoréme de Darboux

Un groupe de Lie G est muni d’une 1-forme canonique (forme de Maurer-Cartan) & valeur
dans g, 'algebre de Lie du groupe. Elle est définie par :

0y(Xg) =TLy1 Xy, X, € TyM.
Pour chaque g € G, 6, défini un isomorphisme de 7,G sur g. Cette forme est invariante a gauche
et vérifie les équations :
1

Soit maintenant M une variété et g : M — G une application lisse, alors la forme différentielle
w = g*0 € QY (M, g) (forme de Darboux) vérifie également les équations de structure :

1
dw + il Nw = 0. (4.6)
Remarque 4.51. Si G est un sous-groupe fermé de GL(n,R), alors la forme de Darboux s’écrit :
w =g 'dg

Inversement, supposons donnée une forme @ € Q! (M, g). Alors, une condition nécessaire qu’il
existe une fonction lisse g : M — G telle que w = g*# est que I"équation de structure (4.7) soit
vérifiée. Le résultat suivant, du a Darboux, montre que cette condition est également suffisante
(voir [32] par exemple).

Théoréme 4.52 (Théoréme de Darboux). Soit w € QY (M, g) une forme différentielle satisfai-
sant les équations :

1
dw + 5@ Nw = 0. (4.7)
Alors pour tout xg € M et tout g9 € G, il existe un voisinage ouvert U de xg et une unique

application lisse g : U — G telle que w = ¢g*0, ou 0 est la forme de Maurer-Cartan sur G.

Remarque 4.53 (Forme de Maurer-Cartan invariante & droite). Bien évidement, tout ce qui
précede est valable également si on remplace la forme de Maurer-Cartan invariante a gauche par
la forme de Maurer-Cartan invariante a droite :

0,(Xy) = TRy 1X,, X, € T,M.
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G-structures intégrables

Théoréme 4.54. Soit M une variété de dimension n, G un sous-groupe fermé de GL(n,R)
et G(M) une G-structure sur M, munie d’une connerion w G-invariante. Soit p, = (e') une
section locale de G(M) définie sur un ouvert U,. Une condition suffisante pour qu’il existe des
coordonnées locales (x%) de M définies sur un ouvert U C U, et telles que e; = O, est la nullité
de la torsion est de la courbure sur 7=1(U,).

Démonstration. Soit (w') la base duale de (e!) définie sur un ouvert U, de M. Pour démontrer

le théoreme, il suffit d’arriver & montrer que dw® = 0 pour ¢ = 1,...,n, en vertu du lemme de

Poincaré. On va donc introduire la 1-forme B, = (w!,...,w") = pi0 sur U, & valeur dans R™.

Soit égalent A, := piw ol w est la forme de connexion sur G(M). Alors A, est une 1-forme a
valeur dans g, l’algebre de Lie du groupe G C GL(n,R). SiQ2 =0et ©® =0, on a donc :

dBy + Aq ANBy =0,
dAqy + Aqg N Ay =0,

et ces formules sont évidement valables pour n’importe quel autre section locale de G(M) définie
sur U,. Considérons donc un second repere mobile pg = (€;) défini sur Ug. Alors pg = pag o1 g
est une fonction définie sur U, N Ug a valeur dans G et on a :

Ag = g tdg+ gt Ang.
11 suffit donc de trouver une telle fonction g telle que
(dg)g™" = —Aa,
afin d’avoir Ag = 0 puis dBg = 0. Or d’apres le théoreme de Darboux 4.52, ceci est possible si :
dAy + Ay N Ay, =0,

ce qui acheve la preuve O

4.5 Exercices

Exercice 4.1. Est-ce que la dérivée de Lie des champs de vecteurs définie une loi de dérivation
sur les sections du fibré tangent d’une variété M. pourquoi?

Exercice 4.2. Soit V et V' deux lois de dérivation sur T'(E) et s € T'(E). Montrer que si
h(z) = Vxs — Vxs', alors :

h(fX) = Fh(X).

Exercice 4.3. Soit V une dérivée covariante sur une variété M et «, une 1-forme différentielle
sur M. Montrer que V est symétrique ssi

da (X, Y) = (Vx a)(¥) = (Vy a)(X),
pour tout a € QY (M) et X, Y € Vect(M).

Exercice 4.4. Considérons R™ muni de la dérivée covariante canonique. Montrer que les difféomorphismes
de R™ qui préservent cette connexion sont les transformations affines de R”.

Exercice 4.5. Soit G un groupe de Lie. Vérifier que la connexion canonique est bi-invariante.
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Exercice 4.6. Soit G un groupe de Lie. Montrer que la courbure de la connexion canonique
s’écrit :

XXX

4

Exercice 4.7. Soit M une variété de dimension n, munie d’une dérivée covariante V. Celle-ci
induit une loi de dérivation sur le fibré \" T*M.

R(X", X") X" =

1. Montrer que la courbure de cette loi de dérivation s’écrit :
R(X,Y)w = (Ric(X,Y) — Ric(Y, X))w

2. En déduire qu’une condition nécessaire et suffisante pour 'existence locale d’une forme
volume parallele est la symétrie du tenseur de Ricci.

Exercice 4.8. Calculer les composantes (Vx Y)* et (Vx )i des dérivées covariantes d’un
champ de vecteur X et d’une 1-forme « en coordonnées locales.

Exercice 4.9. Montrer que dans une carte locale les composantes de la torsion et du tenseur
de courbure s’écrivent respectivement :
k k k
Tk =Tk rﬂ 7
l l

Exercice 4.10. Montrer que si (y') est un autre systéme de coordonnées et ff’] sont les symboles
de Christoffel dans ce nouveau systeme de coordonnées, on a

~ ozt Ox? Oy %zt oy
Y o k
Fas = L1 gy GyB dzk Z AydyB dzt

1,5,k

Comme on s’y attend, les fonctions F ne se comportent pas comme les composantes d’un champ
de tenseurs de type (2,1).

Exercice 4.11. Soit G un groupe de Lie. Montrer que la forme de Maurer-Cartan 6 est invariante
a gauche et qu’elle vérifie :

d9+%9/\9:0,

Exercice 4.12. Soit G un groupe de Lie. Calculer les géodésiques issue de 1’élément neutre
du groupe pour la connexion canonique et montre qu’elle correspondent aux sous-groupes a un
parametre de G.

Exercice 4.13 (Parallélisme absolu). On considere le fibré des reperes L(M). Soit w une 1-forme
de connexion sur L(M) et 6 la forme de soudure canonique. Montrer que I'application :

TL(M)— L(M) x gl(n,R) & R", Xp > (D, wp(Xp), Op(Xp))

est un isomorphisme de fibré vectoriel (dénommé parallélisme absolu par Cartan).



Chapitre 5

Géomeétrie Riemannienne

La donnée d’'une métrique riemannienne sur une variété M enrichit la structure
différentielle. Il y a alors une dérivée covariante canonique (la connezxion rieman-
nienne) et les géodésiques de cette connexion sont aussi les courbes qui < minimisent
I’énergie cinétique ». La métrique riemannienne permet également de définir une dis-
tance intrinseque sur M. Sur une variété riemannienne, on peut définir le gradient, le
Hessien, le Laplacien qui sont des objets intrinseques. Parmi les difféomorphismes de
M, ceux qui préservent la métrique sont les isométries. Ceux-ci forment un groupe
de Lie de dimension finie dont 1’algebre de Lie sont les champs de Killing (qui corres-
pondent aux champs équiprojectifs de la mécanique dans le cas de I'espace euclidien).
Il est également intéressant de regarder I’ensemble de toutes les métriques rieman-
niennes sur une variété donnée M. Cet ensemble est une variété de dimension infinie
qui est elle-méme une variété riemannienne. Sur celle-ci existe une fonctionnelle, la
fonctionnelle d’Finstein-Hilbert qui joue un role fondamental en relativité générale.
Le calcul de sa dérivée est instructif. Il permet d’obtenir le tenseur d’Finstein comme
son gradient et de réaliser le tenseur de Saint-Venant comme la linéarisation du ten-
seur de Riemann. Le fait que cette fonctionnelle soit invariante par le groupe des
difféomorphismes a pour conséquence la nullité de la divergence du tenseur d’Ein-
stein.

5.1 Meétriques riemanniennes et pseudo-riemanniennes

Soit M une variété de classe C* de dimension n. Désignons par S>T* M, le fibré des tenseurs
covariants symétriques sur M et par 7 : S2T*M — M, la projection canonique.

Définition 5.1. Une métriqgue riemannienne (resp. pseudo-riemannienne) g sur M est une
section C* de S2T*M telle que, pour tout x € M, g, soit définie positive (resp. non dégénérée
et de signature constante).

Remarque 5.2. En d’autres termes, une métrique riemannienne est la donnée d’un produit sca-
laire sur chaque espace tangent T, M et qui dépend de maniére C* du point de base z € M. On
écrira indifféremment g(z)(X,Y) ou (X,Y ), pour désigner le produit scalaire de deux vecteurs
X,Y € T, M ou tout simplement (X,Y ) si il n y a pas d’ambiguité.
Remarque 5.3. Localement, une métrique riemannienne g est représentée dans une carte locale
(x%) par ses n(n + 1)/2 composantes :
Gij = Gji =< ai,éj > .

Exemple 5.4. Soit S la surface de R3 définie par le plongement :

FiDSRY () f(u0) = (2(u,0),y(u,v), 2(u,0).

80
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On définit une métrique riemannienne g sur S en posant :

Guu ‘= 6uf : aufy Guv ‘= auf : aufa Gov = 8vf : avf
o1 - désigne le produit scalaire canonique de R3.

Remarque 5.5. Un métrique riemannienne g sur M induit une application :
g:TM — T*M, X Xbi=< X, >
Comme cette application est inversible, elle définit une application
gl T*M — TM, a .
En coordonnées locales, on a :
(X%); = gi X7, (@) = g7ay.

Le champ de tenseur g~ ! définit une métrique riemannienne sur le fibré cotangent 7% M. Plus
généralement, une métrique riemannienne sur M induit une métrique riemannienne sur tous les
fibrés tensoriels de M.

Remarque 5.6. Soit (M, g) une variété riemannienne et S un sous-variété de M. Alors g induit
par restriction une structure riemannienne sur S. Attention ce n’est pas nécessairement le cas
pour une sous-variété d’une variété pseudo-Riemannienne (penser au cas du cone de lumiere
dans 'espace de Minkowski).

Définition 5.7 (Isométries). Une isométrie entre deux variétés riemanniennes (M, g) et (N, h)
est un difféomorphisme f : M — N tel que f*h = g, autrement dit tel que :

by (T f- X, T fY) = g2(X,Y),, Vee M, VX, YeT,M.

Remarque 5.8. Avec les notations usuelles des mécaniciens, cette relation s’écrirait FTHF = G si
G représente la matrice de Gram de la métrique g, H celle de h et F' la matrice du <« gradient > de
la transformation f.

Définition 5.9 (Transformations conformes). Une transformation conforme entre deux variétés
riemanniennes (M, g) et (N,h) est un difféomorphisme f : M — N tel que f*h = kg, ou
Kk € C®(M) est strictement positive, autrement dit tel que :

i) (Tuf X, TofY) = 6(2)g(X,Y),  VzeM, VXY €T,M.

Coordonnées canoniques pour la métrique

Considérons une variété riemannienne (M, g) de dimension n. En général (voir théoreme 5.24),
il n’existe pas de coordonnées locales dans lesquelles la métrique s’écrive :

ds® = (dz')? + - + (dz)2.

Par contre, on peut espérer trouver des systémes de coordonnées (pour une métrique quelconque)
dans lesquelles I'expression de la métrique soit la plus simple possible. Ceci est possible en
dimension 2 et 3. Commencons par un raisonnement euristique. Une métrique sur M est définie
localement par n(n+1)/2 fonctions et un changement de coordonnées par n fonctions. On espere
donc pouvoir trouver un systeme de coordonnées dans lesquelles la métrique soit représenté par
n(n +1)/2 —n = n(n — 1)/2 composantes, c’est a dire 1 composante en dimension 2 et 3
composantes en dimension 3. Les résultats suivants sont des résultats profonds et difficiles a
démontrer.
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Théoréme 5.10 (Théoreme de Gauss). Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension 2.
Alors, en tout point, il existe localement des coordonnées, dites isothermes, dans lesquelles la
métrique s’écrit :

ds? = e?(dz? + dy?),

ol @ est une fonction lisse sur M.

Remarque 5.11. Ce résultat é été établi d’abord par Gauss en 1822 dans le cadre des métriques
avec des coefficients analytiques puis généralisé par une multitude d’auteurs. On pourra consul-
ter [9] pour plus de détails sur le sujet et [7] pour une preuve moderne. Noter que l'existence
de coordonnées isothermales sur la sphere est un résultat tres important pour la navigation
maritime. La navigation se faisant < au compas >, il essentiel que les cartes marines préservent
les angles. En dimension strictement supérieure a 2, I'existence de coordonnées isothermales
nécessite des conditions de compatibilité (annulation du tenseur de Weyl et du tenseur de Cot-
ton).

Théoréme 5.12 (Théoreme de Cartan). Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension
3. Alors, en tout point, il existe localement des coordonnées, dites orthogonales, dans lesquelles
la métrique s’écrit :

ds? = Mda? + Xady?® + Agdz2.

oU A1, Az, A3 sont des fonctions lisses, strictement positives sur M.

Remarque 5.13. Ce résultat é été établi d’abord par Cartan dans le cadre des métriques avec des
coefficients analytiques puis démontré par DeTurck [8] en 1984 dans le cadre C*°. En dimension
strictement supérieure a 3, I'existence de coordonnées orthogonales nécessite des conditions de
compatibilité (annulation du tenseur de Weyl).

5.2 La connexion Riemannienne

Sur une variété M nue (i.e. sans structure supplémentaire), il n’existe pas de dérivée cova-
riante naturelle mais ceci est différent si la variété est munie d’'une métrique riemannienne ou
pseudo-riemannienne g.

Définition 5.14 (Connexion compatible). Une connexion linéaire V est dite compatible avec
la métrique g si

ce qui se traduit aussi par :
X-<Y,Z>=¢9(VxY,Z)+g(Y,VxZ), VX,Y,Z € Vect(M).

Théoréme 5.15. Sur une variété M munie d’une métrique riemannienne (ou pseudo-riemannienne)
g, il existe une unique dérivée covariante symétrique V telle que Vg = 0. On [appelle la
connexion de Lévi-Civita ou connexion riemannienne de (M, g).

Remarque 5.16 (Connexion de Weitzenbock). Dans la modélisation des dislocations, il peut étre
intéressant de considérer une connexion affine V qui préserve la métrique (Vg = 0) mais qui ne
sois pas symétrique. On parle alors de connexion de Riemann-Cartan. Si de plus la courbure est
nulle, on parle de connexion de Weitzenbéick.

On donnera de ce théoreme deux démonstrations. La premiere est classique, la deuxieme,
plus conceptuelle, est peu connue.
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Premiere preuve. Soit V une loi de dérivation symétrique et compatible avec la métrique g, alors
on a :

VxY - VyX =[X,Y],

et
X-9(Y,Z2)=9(VxY,Z)+g(Y,Vx Z),

pour tous champs de vecteurs X, Y, Z. En écrivant la deuxiéme équation pour toutes les permu-
tations circulaires de X, Y, Z et en faisant la somme alternée, on trouve :

29(Vx Z2,Y) =X gV, 2)-Y -g(Z,X)+ Z - g(X,Y )+
—g([X,Y},Z)—I—g([Y,Z],X) —g([Z,X],Y), (5'1)

ce qui établit I'unicité d’une telle dérivée covariante. Inversement, I’équation (5.1) définit un
opérateur V qui est une dérivée covariante symétrique et compatible avec g, ce qui établit
I’existence. O

Deuzieme preuve. Comme nous 'avons vu, la donnée d’une loi de dérivation sur 7'M induit une
loi de dérivation sur T*M et réciproquement. Cherchons donc a déterminer les propriétés de la
connexion induite sur 7% M par une connexion sur 7'M qui vérifie :

VxY —VyX = [X,Y], VX,V € Vect(M), (5.2)

et
X -9Y,2)=9(VxY,Z)+g(Y,Vx 2), VX,Y € Vect(M). (5.3)

La premiere condition (5.2) se traduit par (voir exercice 4.3) :
do(X,Y) = (Vx &) (V) = (Vy ) (X)), (5.4)
pour tout a € QY (M) et X, Y € Vect(M). la deuxieme condition (5.2) se rééerit (le vérifier!) :

£, bg(Xv Y) = (VX a)(Y) + (VY Oz)(X), (5'5)

0%

pour tout o € Q1 (M) et X,Y € Vect(M). Ceci démontre P'existence et 1'unicité d'une telle
connexion. O

Remarque 5.17. En coordonnées locales, les symboles de Christoffel de la connexion riemannienne
s’écrivent :
k 1 ks
I =597 19i9sj + 95 9is — 05 935}
ol les g;; sont les composantes de la métrique et les g%, celles de son inverse.

On a les deux résultats suivants dont les preuve seront laissées a titre d’exercice.

Lemme 5.18. Soit g une métrique (riemannienne ou pseudo-riemannienne) sur M et ¢ €
Diff (M). Désignons par V9 la connexion riemannienne de g. Alors on a :

Ve = p*VY.

Lemme 5.19. Soit (M, g) une variété riemannienne (ou pseudo-riemannienne) et V sa connexion
riemannienne. Soient X,Y € VectM et o € QY (M), alors on a :

(VxY)t = Vx (Y, (Vxa) = Vx(a)
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Définition 5.20. Etant donné une variété riemannienne (ou pseudo-riemannienne) orientable
(M, g), il existe une unique forme volume w qui vaut 1 évalué sur toutes les bases orthonormées
directes. Celui-ci est donné en coordonnées locales par :

w = /|det gi| dzt A -+ Ada™,

c’est le volume riemannien.

On laissera au lecteur le soin de vérifier le fait que Vw = 0 (voir exercice 5.5).

Remarque 5.21 (opérateur de Hodge et co-différentielle). Comme sur R™, on peut également
définir un opérateur de Hodge * sur une variété riemannienne et une co-différentielle § qui définit
un complexe dual au complexe différentiel (2% (M), d). Les résultats du chapitre 4 s’étendent dans
ce cas.

Les opérateurs usuels suivants de ’analyse vectoriel admettent des extensions intrinséques
dans le cas d’une variété riemannienne :

1. Le gradient d’une fonction f € C*> est définit par :
grad f = (df)},

2. La divergence d’un champ de vecteur X est définit par :
divX =trVX.

Cette définition s’étend, sans difficulté, pour un tenseur (covariant ou contravariant) tota-
lement symétrique d’ordre supérieur. Dans le cas d’un champ de vecteur, on a également :

Zxw =dixw = (div X)w,

si w est le volume riemannien.

3. Le Hessien d’une fonction f € C* est définit par :
Hess(f)(X,Y) = (Vxdf)(Y).

On peut vérifier que c¢’est un opérateur symétrique.

4. Le laplacien (ou laplacien de Beltrami) d’une fonction f € C* est défini par
Af =trHess(f) = divgrad f.
Remarque 5.22 (D’alembertien). Le D’alembertien n’est autre que le laplacien de Beltrami pour
la métrique de Lorentz sur I'espace de Minkowski.
5.3 Le tenseur de Riemann

Considérons une variété riemannienne (M, g) et soit V la connexion linéaire. Le tenseur de
courbure R est un tenseur 3 fois covariants et 1 fois contravariant. On peut fabriquer un tenseur
4 fois covariants a partir de R grace a la métrique :

R(X,Y,Z,T):=(R(X,Y)Z,T).
C’est le tenseur de Riemann. Localement il est donc défini par :

Rijii = gim Ry,
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Il possede les symétries indicielles représentées par le tableau d’Young suivant

113
2|4

ou en notation indicielles :
Rijii = —Rjikt = —Rijie,  Rijr + Rjkit + Riiji =0, Rijr + Rjigi + Riiry = 0.

Le tenseur de Ricci Ric = (R;;) correspond a la deuxieme contraction du tenseur de courbure,
autrement dit :
k mn
Rij = Rij; = 97" Rimjn.

La trace du tenseur de Ricci
Y
Si=g J Rij
est la courbure scalaire.

Lemme 5.23. Soit g une métrique (riemannienne ou pseudo-riemannienne) sur M et ¢ €
Diff (M). Désignons par R(g), Ric(g) et s(g) les tenseurs de courbures associés a g. Alors on
a:

R(¢"g) = »*R(g), Ric(¢"g) = ¢*Ric(g), s(p*g) = ¢ s(g).

Décomposition du tenseur de Riemann

On peut décomposer le tenseur de Riemann (en composantes irréductibles par rapport au
groupe orthogonal) a 'aide de ses traces :

1
R-W4+ Ric® + —
+ (n—2) g ®(2,2) Ric” + 2(n—1) 592,29

ou W est un tenseur d’ordre 4 dont toutes les traces sont nulles, dénommé le tenseur de Weyl,
. 0 .1
Ric” := Ric — —sg
n
et le produit tensoriel symétrisé ® s 9) (produit de Kulkarni-Nomizu) est défini par :
a®@2 b=12F"(a®b),

FP étant le projecteur d’Young associé au diagramme suivant :

113
2|4

En coordonnées locales, on trouve :
(a ®,2) b)ijki = aixbji — aybji + ajibiy, — ajrbi,

d’out 'on tire :
tri2(g ®(2,2) a) = (n — 2)a + (tra)g.
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Le théoréme de Riemann

Théoréme 5.24 (Théoreme de Riemann). Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension
n. Alors la métrique est localement isométrique a la métrique euclidienne ssi R = 0.

Démonstration. 1l est d’abord clair que la condition R = 0 est nécessaire. Le fait qu’elle soit
suffisante est un corollaire du théoreme 4.54. En effet, considérons un ouvert U de M sur lequel
soit défini un repere mobile orthonormé p = (e?). Soit (w’) la base duale. Alors la métrique g
s’écrit :

9= (@) 4 (@)

Or d’apres le théoreme 4.54, si la courbure R et la torsion 7' sont nulles, on peut trouver un
ouvert W C U sur lequel w* =dz* pouri=1,...,n. ]

Remarque 5.25 (Condition de compatibilité en élasticité non-linéaire). En élasticité, on est amené
a considérer le tenseur des déformation (tenseur de Green-Lagrange) :

D= %(@*g ~9) (5.6)
ol g est la métrique euclidienne sur le Body et ¢ un difféomorphisme du Body représentant une
configuration ultérieur du milieux. D est donc un champ de tenseur covariant, symétrique d’ordre
2. Une question naturelle est de savoir a quelle condition un tenseur D arbitraire correspond
a une déformation, i.e. & quelle condition peut-on trouver ¢ tel que (5.6). En réécrivant cette
équation sous la forme ¢*g = 2D + ¢, on voit que 2D + g doit étre une métrique plate et donc
que son tenseur de courbure doit s’annuler. C’est la condition de compatibilité. Le théoreme de
Riemann nous assure que c’est également une condition suffisante pour 'existence locale de ¢.

Remarque 5.26. Le tenseur des déformations étant symétrique, il est diagonalisable dans une
base orthonormée. Les directions propres sont les directions principales de déformation et les
valeurs propres J\;, les déformations principales (on peut montrer que A; > —1/2). Un probléme
plus subtil est le suivant : étant donné 3 fonctions réelles arbitraires (& valeur dans |—1/2, 400|),
existe-t-il une transformation ¢, dont le tenseur des déformations de Green-Lagrange avec les \;
comme déformations principales. La réponse est oui sans condition de compatibilité. Le probleme
a été résolu dans [8].

5.4 Le flot géodésique d’une variété riemannienne

A la différence d’une variété affine (M, V), les géodésiques d’une variété riemannienne sont
les extrémales d’un probleme variationnel et le flot géodésique s’interprete comme un flot ha-
miltonien.

Interprétation hamiltonienne du flot géodésique

On peut également donner une interprétation hamiltonienne du flot géodésique. Sur le fibré
cotangent T*M d’une variété M, il y a une 1-forme canonique appelée la forme de Liouville et
définie de la facon suivante :

0a(Xo) = a(Tr(X,)), Xo €T, T"M.

our: T*M — M est la projection canonique et T'w : TT*M — TM, son application linéaire
tangente. Dans un systéme de coordonnées locales (¢*, p;) de T*M, elle s’écrit :

> pidg’
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Sa différentielle extérieure w = df est fermée et non dégénérée et définit donc une forme sym-
plectique sur T* M. Dans un systéme de coordonnées locales (¢*, p;), elle s’écrit :

Z dpi A dq'
i
Soit maintenant, une variété riemannienne (M, g). Alors la métrique induit un isomorphisme
g:TM — T*M, X = (X,)
qui permet de ramener par pullback les deux formes canoniques de T*M sur TM
0, =9"0, Wy = g w.

Ainsi, le fibré tangent 7'M d’une variété riemannienne (M, g) est muni d’une structure symplec-
tique. Soit H : TM — R la fonction définie par :

E(X):% (X, X).

Le gradient symplectique de H, ou champ hamiltonien définit par H est le flot géodésique de
(M, g). C’est un champ de vecteur sur TM.

Le probléme variationnel des géodésiques

Sur une variété riemannienne (M, g), on introduit la fonctionnelle d’énergie :
ol
E(c) :/ §Q(Ct,6t)dt,
0
et la fonctionnelle de longueur :

1
L(c) :/0 V(e er) dt,

oil ¢ est un chemin C! par morceaux entre deux points a et b de M.

Proposition 5.27 (Premiere variation de I’énergie). La premiére variation de l’énergie s’écrit :
1
dE(c).X = —/ 9(X, Dyey)dt
0

Démonstration. Soit o une variation de la courbe ¢(t), c’est & dire une nappe paramétrée o(s,t)
telle que :
o(0,t) = c(t), o(s,0) = ¢(0), o(s,1) =¢(1), Vs, t
et posons X (t) := ds0(o,t). Comme la connexion est symétrique, on a :
Dtﬁsa = DsatO'.

On a donc :

dE(c).X = /01 %889(67507 0,0)(0,1) dt
_ /0 ' o(Dsu0, 010 (0,1)
_ /O ' o(Didsc, 010 (0,1)
_ /0 ' (010(040.040) — 9(0v0, Dydyo)) (0. 8)dt

1
= —/ g(X,Dthc)dt
0

ce qui acheve la démonstration. ]
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Remarque 5.28. On pourra vérifier que la fonctionnelle de longueur est indépendante du pa-
ramétrage, ce qui n’est pas le cas de F, et que toute extrémale de E est également une extrémale
de L mais que la réciproque est fausse (voir exercice 5.12).

Proposition 5.29 (distance géodésique). Soit (M, g) une variété riemannienne connezxe de
dimension finie (ou banachique). Alors la fonction suivante :

d(a,b) = iIgfL(c),

ot ¢ est un chemin C' par morceauz entre a et b, est une distance sur M.

Remarque 5.30. Ce n’est pas nécessairement le cas sur une variété de Fréchet (voir [35] par
exemple).

Définition 5.31 (complétude métrique). L’espace métrique (M, d) est complet si tout suite de
Cauchy converge.

Définition 5.32 (complétude géodésique). La variété riemannienne (M, g) est complete si toute
géodésique est définie sur R tout entier.

On peut alors montrer le résultat suivant (voir [31].

Théoréme 5.33. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension finie et soit d la distance
géodésique. Alors (M,d) est complet ssi (M, g) est compléte.

Remarque 5.34. Le résultat n’est plus vrai en dimension infinie. Dans le cas d’une variété bana-
chique, on a toutefois :

(M,d) complet = (M, g) complete.
Proposition 5.35 (Seconde variation de I'énergie). Soit o une géodésique. La seconde variation
de l’énergie (en «) s’écrit :

1
dE(a).(X,Y) = / ”DtXHZ—I—R(Oét,X, ag, X) dt.
0

Démonstration. Soit o(s,t) une famille & un parametre de chemins joignant a et b et vérifiant
o(s,0)=a, o(s,1)=0b, o(0,t)=af(t), 0s0(0,t)=X(t).
Soit X (s,t) un relevement de o(s,t) tel que X (0,t) = X(¢). La variation seconde de E s’écrit :

d’E(a).(X,X) = 4

La
7 dE(0s).0s0 = —/0 s

S

(050, DiOyo ) (s,t) dt

s=0 s=0

1
= / (<Dsaso'v Dtat0'> + <850, DsDtatO'> (O,t)) dt.
0

Or D;0:0(0,t) = D;0yv = 0 si « est une géodésique. Par ailleurs, voir (4.2) et (4.3), on a :
D,D;0;0(0,t) = D?X — R(oy, X) o

On a donc finalement :

PE(a)(X, X) = - /01 (X, D}X ) — (X, R(au, X)) dt

1
= | (IDX? + (X, Rlow, X)a)) at.
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On en déduit le résultat suivant.

Proposition 5.36. Soit a une géodésique joignant les points a et b dans M. Alors une condition
suffisante pour que o minimise l’énergie est que la forme quadratique d> E(a) soit définie positive.

Remarque 5.37. On peut montrer que si la longueur de la géodésique a est suffisamment petite,
alors d2E(a) est définie positive et donc que la géodésique est minimisante (voir [10]).

Quand une géodésique a cesse d’étre minimisante, il existe donc un champ J le long de
a, tel que J(0) = 0 et J(1) = 0 et qui est dans le noyau de la forme bilinéaire symétrique
d*E(a)(X,Y). Ce champ est donc solution de 1’équation différentielle linéaire :

DtQJ = R(O&t,J)Oét, (57)

appelée I’équation de Jacobi. Les solutions de cette équation sont les champs de Jacobi.

Remarque 5.38. Comme 1’équation de Jacobi est une équation linéaire du second ordre, ses
solutions forment un espace vectoriel de dimension 2n (ot n = dim M). Chaque champ J(t) est
défini par les valeurs initiales J(0) et D;J(0).

On a également le résultat utile suivant.

Proposition 5.39. Soit a(t) une géodésique et o(s,t), une variation de « telle que pour chaque
s firé, t — o(s,t) soit une géodésique. Alors J(t) := 0s0(0,t) est un champ de Jacobi.

Démonstration. On a :
DtQJ = DtDtasU (0, t) = DtDsatJ (0, t) = R(th, J)Ozt

car

DsDtat (S, t) = O, VS, t

5.5 Isométries et champs de Killing

5.5.1 Isométries

Soit (M, ¢g) une variété riemannienne ou pseudo-riemannienne.

Définition 5.40. Un difféomorphisme ¢ de (M, g) est une isométrie si il préserve la métrique
g, autrement dit si :

pg=g. (5.8)
L’ensemble des isométries de (M, g), forme un groupe noté Isom(M, g). Il se trouve que c’est
également un groupe de Lie (voir [38, 29] pour les détails).

Théoréme 5.41 (Myers et Steenrod, 1939). Le groupe des isométries d’une variété rieman-
nienne (M™, g) est un groupe de Lie de dimension < n(n+1)/2.

Exemple 5.42. Si M = R? est muni de la métrique euclidienne canonique alors son groupe
d’isométrie est le groupe des déplacements euclidiens 73, de dimension (maximale) 6.

Exemple 5.43. Si M = R* est muni de la métrique de Minkowski alors son groupe d’isométrie
est le groupe de Poincaré P de dimension (maximale) 10.

Remarque 5.44 (Transformations affines). Plus généralement, soit (M, V) une variété munie
d’une connexion affine, ’ensemble des difféomorphismes qui satisfont :

V¢ = o'V

est également un groupe de Lie de dimension finie et de dimension < n(n + 1) (voir [38, 29]).
C’est le groupe des transformations affines de (M, V).
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5.5.2 Champs de vecteurs de Killing

Une isométrie locale est un difféomorphisme local, défini sur un ouvert U de M et qui vérifie
I'équation (5.8) sur U.

Définition 5.45. Un champ de vecteur X sur M est un champ de vecteurs de Killing si chaque
élément ¢ de son flot est une isométrie locale.

Théoreme 5.46. Soit X un champ de vecteur sur M. On a l’équivalence suivante :
1. X est un champ de Killing
2. Zxg =0
3. Zx (A,B) =(ZxA,B)+ (A, %x B)
4. (VaX ,B)+(VpX,A)=0

De la propriété Zxy) = Lx Ly — Ly ZLx et du théoreme précédent, on obtient tire le
résultat suivant.

Corollaire 5.47. Le sous-espace Kill(M, g) des champs de Killing de M est une sous-algébre
de Lie de Vect(M)

Remarque 5.48. Désignons par g, lalgebre de Lie du groupe de Lie G = Isom(M,g). Alors g
est une sous-algebre de Lie de Kill(M, g) et ces deux algebres de Lie sont égales si la variété est
complete (voire [29]) mais peuvent étre différentes dans le cas général.

Exemple 5.49. Si M = R3\ {0} alors Isom(M, g) = SO(3) alors que tout champ de vecteurs
de Killing de R? induit un champ de Killing sur M = R3\ {0} par restriction. Dans cet exemple
(cas d’une variété riemannienne non complete), 'inclusion est stricte.

Lemme 5.50. Soit X un champ de vecteurs. Alors X est un champ de Killing si et seulement
si pour toute géodésique o om a
(Xowa,a') =Cste (5.9)

Démonstration. Pour établir la nécessité, il suffit de dériver I’équation (5.9), ce qui nous donne :
d / / /
&<Xoa,a > = <VO/X,0¢ >—|—<X,Va/oz > =0.
Inversement, si ’équation (5.9) est satisfaite pour toute géodésique alors (V4 X, A) = 0 pour
tout champ de vecteurs A. Donc X est bien un champ de Killing. ]

Exemple 5.51. Quand M =R", et a(t) =tB + (1 — t) A, la relation précédente s’écrit
X(A)- AB = X(B) - AB,

et caractérise les champs de vecteurs équiprojectifs de R™, qui sont utilisés dans les cours de
mécanique du solide. Les torseurs correspondent aux éléments du dual de I’espace des champ
équiprojectifs.

Remarque 5.52. Si X € Kill(M,g), (VX)(a) est un endomorphisme antisymétrique. En parti-
culier, Kill(M, g) est de dimension inférieure ou égale a n(n + 1)/2. Si M = R", muni de la
métrique euclidienne, on appelle X (a) et V X (a), les éléments de réduction du champ X au
point a.
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On peut donner une formulation covariante de ’équation Zxg = 0. En effet, soit Z = X°,
alors :

DZ(Ab) == (V4 Z)(B)+ (Ve Z)(A) =0, VA,B.

Un champ de vecteurs covariants Z solution de cette équation sera également appelé un champ
de Killing (covariant).

Remarque 5.53. Ce qui est remarquable dans cette formulation covariante, c’est que 1’équation
DZ =0 a un sens dans le cas d’une variété affine, et ceci, indépendamment de ’existence d’une
métrique, contrairement a la définition contravariante.

Proposition 5.54. Soit (M, V) une variété affine et Z un champ de Killing (covariant), alors
Z(a(t)) est une intégrale premiere du flot géodésique sur M.

Démonstration. On a :
dZ ()

dt

— (vatZ) (Odt) + Z(Dta) = 0
O

Remarque 5.55. On peut étende la définition d’un champ de Killing a tous les tenseurs covariants
symétriques. Ainsi si K est un champ de tenseurs covariants symétrique d’ordre p, on dira que
K est un champ de Killing si :

> (Vaypy K)As) - App)) =0, VA1, Ay

0€6pt1

On peut également montrer quun champ de Killing K d’ordre p définit une intégrale premiere
du flot géodésique.

5.6 La variété des métriques riemanniennes

L’ensemble des métriques riemanniennes ou pseudo-riemanniennes de signature fixée sur une
variété donnée M est un ouvert de l’espace vectoriel S?(M) des sections du fibré S2T* M, des
tenseurs covariants symétriques d’ordre 2. Dans le cas des métriques riemanniennes, c¢’est méme
un ouvert convexe (le vérifier!). Lorsque M est compact, I'espace vectoriel S%(M) peut étre
muni d’une structure d’espace vectoriel de Fréchet. La théorie est un peu plus subtil si M n’est
pas compact mais il est hors de propos ici de rentrer dans ces problémes techniques. On en
restera donc & un niveau formel et on notera .# la < variété des métriques > sur M. On notera
également que puisque .# est un ouvert de S?(M), I’espace tangent Ty (o0 g € M) est égal
4 S?(M). On supposera de plus M orientable de sorte qu’a chaque métrique g correspond une
forme volume, noté wy, qui est le volume riemannien. Enfin, on notera que chaque métrique g
induit une métrique sur S?(M) définie localement par :

g(h, k) := " g"hpkjqy.

Définition 5.56 (Métrique L?). On appelle métrique L? ou métrique d’Ebin sur .#, la famille
de produits scalaires :

k), = / g(h, )y
M
Cette famille définie une < métrique riemannienne (ou pseudo-riemannienne) > sur ..

Remarque 5.57. Cette définition a bien siir un sens dans le cas ou M est compact, il faut la
préciser sinon (en se limitant & des sections avec un comportement adéquate a I'infini) pour que
I'intégrale soit finie.
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Remarque 5.58. On pourra noter que Diff (M) est un groupe d’isométrie pour cette métrique
puisque :
(P"h, 97k ) g = (N k), Vo € Diff(M).

Remarque 5.59. Dans ce cadre, on peut considérer le tenseur de Ricci comme un champ de
vecteur sur .#. En effet, pour tout g € .#, Ric(g) appartient & S?(M) qui est I'espace tangent
a . au point g. Il permet de définir un flot sur .#, le flot de Ricci :

g = Ric(g)

introduit par Hamilton (voir [24]) et qui s’est avéré avoir une importance trés importante en
géométrie.
Nous nous intéresserons maintenant a I’étude d’une fonctionnelle, la fonctionnelle d’Einstein-

Hilbert, définie sur .# et qui est a la base de la relativité générale lorsque .# est ’espace des
métrique de Lorentz sur une variété de dimension 4. Celle-ci s’écrit :

() = /M<as<g> +b)w,, (5.10)

ol s(g) est la courbure scalaire, w, le volume riemannien et a, b, des constante réelles.

Remarque 5.60. En relativité générale, a et b sont reliées & la constante d’Einstein x = 87G /c*
et la constante cosmologique A par les relations x = 1/a et A = b/2a.

On pourra tout de suite remarquer que cette fonctionnelle est invariante par Diff(M). En
effet :
H(p*g) = H(g), Vo€ Diff(M).

On en déduit alors immédiatement la propriété suivante qui aura des conséquences impor-
tantes en mécanique (voir chapitre 7).

Lemme 5.61. La dérivée variationnelle de € vérifie [’équation :
dg . (Lxg) =0, VX € Vect(M).

Démonstration. Soient ¢! le flot de X. Alors le résulta découle directement du calcul de la
dérivée par rapport a t en t = 0 de la relation :

H(pg) = H(g).

Proposition 5.62. La dérivée variationnelle de € s’écrit :

| g
dy .G = / <(aR” — —(as+ b)g”) Gijwg.
M 2

Le tenseur S := aR" — J(a s+ b)g" est le tenseur d’Einstein.

Démonstration. La proposition résulte des lemmes 5.64 et 5.70. Le terme de divergence disparait
dans l'intégrale. O

Remarque 5.63. La divergence du tenseur d’Einstein est nulle (le vérifier en utilisant le lemme 5.611).
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Le reste de cette section sera consacré a détailler le calcul de la variation de JZ. Pour cela,
on introduit une famille a 1 parametre g(¢) de métriques sur M, telle que :

9(0) =g,  ¢(0)=dg

On a donc :

d
dg .59 = / i (as(g(t)) + b) wyr)
M t=0

= / [adswg + (as(g) +b)dw].
M

Il nous reste donc a calculer :

0s = —

Sl sy, b=t

= — Wa(t)-
=0 dt‘to 9tt)

Le calcul de dw est assez simple et laissé a titre d’exercice.

Lemme 5.64. On a : )
ow = 3 trg(0g)wg,
ot try b := g hj.

Le calcul de ds nécessite plusieurs étapes qui sont intéressantes en elles-mémes. On va com-
mencer par calculer la variation de la connexion riemannienne, puis celle du tenseur de courbure,
puis celle de la courbure scalaire.

Commencons par la variation de la connexion riemannienne V9 en fonction de la métrique
g. L’espace des connexions sur M est un espace affine <7 (M) de dimension infinie et d’espace
vectoriel directeur .7;%2(M). La connexion riemannienne est donc une application :

M — oI (M), g— VI,
ou VY est déterminer par la formule de Koszul :
29(VX 2.Y)=X g(Y.2) =Y -g(Z,X) + Z - g(X,Y )+
—g([X,Y],Z)—I—Q([KZ],X)—Q([Z,X],Y)
On en déduit :
269(V% Z,Y)+29(0V(X,2),Y) =X -69(Y,Z) =Y -69(Z,X) + Z - 69(X,Y)
—(Sg([X,Y],Z)—F(Sg([YV,Z},X)—59([Z,X],Y),
qui se réécrit :

96V (X, 2),Y) = 1 [(V%30)(¥. Z) — (V§39)(Z, X) + (V4ig)(X, V)]

Remarque 5.65. En coordonnées locales, on a donc :
1
T} = 5 9" {891 — 0giju + Squis }

ou Gij;k = (VakG)(aza aj)

Soit RI(X,Y)Z le tenseur de courbure de la connexion V. On laisser au lecteur le soin de
vérifier le résultat suivant.
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Lemme 5.66. On a :
SR(X,Y,Z) = (VxoV)(Y,Z) — (VydV)(X, 2)
Remarque 5.67. En coordonnées locales, on a donc :

Corollaire 5.68. La variation du tenseur de Riemann s’écrit :
1
ORijri = 0gim Rijy, + 3 (09ki:ji — 0Gjksti + 0Gijiki — OGkizis + 0Gikstj — OGuisks) »

ot
Gij;kl = (V%h@kG)(&, 8]) = (Valv(akG — Vvalak G)(@Z, 6j)

Remarque 5.69. Si la variation du tenseur de Riemann est calculée en g = 1 une métrique plate,
on obtient :

1
ang.G = 5 (Glj,kl + Gik;lj - Gli;kj - ij,lz) ;

qui n’est autre que le tenseur de Saint-Venant & un facteur multiplicatif pres (il faut également
faire attention a la place des indices; il faut ici effectuer la permutation (jk))

Lemme 5.70. La variation de la courbure scalaire s’écrit :
8s = —RF§ g, + div X,
pour un certain champ de vecteur X.

Démonstration. On a :
et .. ..
s = (59” Rij + gZJ 5Rl]
Or
59" = —g™ g’ 5 g1

car g“gj;, = 6%. On a donc finalement :
6s = —g" ¢ Rij6gi + 9" (Vs — 6V ip)
= —RFégy + div X,
ot X' = g5V, — gMovy,. O

5.7 Exercices

Exercice 5.1 (Projection de Mercator (1569) et cartes conformes). La projection Mercator est
une carte de la Terre réalisée en coingant la sphére terrestre dans un cylindre, de sorte que la zone
de contact soit I’équateur terrestre. La projection est obtenue en faisant partir un rayon depuis le
centre de la Terre ; il coupe la surface du globe, puis le cylindre (sauf pour des rayons qui passent
par les poles Nord ou Sud). Le point d’intersection du rayon avec le cylindre correspond a la
projection. Si la Terre est paramétrée en latitude (—7/2 < 6 < 7/2) et longitude (—7 < ¢ < 7),
la carte obtenue est de la forme :

v=06, y=f0) (5.11)

ce qui est le cas des cartes marines. Calculer cette projection. Cette carte est-elle conforme ?
On cherche a fabriquer une carte conforme de la Terre et satisfaisant (5.11). Déterminer f(6).
Montrer qu’elle coincide avec la projection de Mercator, en un point de I’équateur, au deuxieme
ordre.
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Exercice 5.2. Soit V une dérivée covariante sur une variété riemannienne (M, g). Montrer que
les deux équation suivantes sont équivalentes

Vxg=0, VX € Vect(M) (5.12)
X g(Y,2)=g(VxY,2Z)+g(Y,Vx Z), VX,Y,Z € Vect(M) (5.13)

Exercice 5.3. Soit (M, g) une variété riemannienne et ¢ € Diff(M). On pose :
VLY = ¢* (Voxp 1Y),

pour X, Y € I'(TM). Montrer que V¥ est une dérivée covariante. En déduire que si ¢ est une
isométrie alors V¥ est symétrique, préserve la métrique g et en conclure que V¥ = V.

Exercice 5.4. Soit g une métrique (riemannienne ou pseudo-riemannienne) sur M, ¢ € Diff (M)
et VY la connexion riemannienne de g. Montrer que :

V9 = VY.
En déduire que :
R(¢*g) = ¢"R(g), Ric(y"g) = ¢*Ric(g), s(¢™g) = ¥"s(g).

Exercice 5.5. Soit (M, g) une variété riemannienne orientée. Montrer que Vw = 0 (on pourra
considérer un repeére mobile local orthonormé). En déduire que le tenseur de Ricci de la connexion
est symétrique.

Exercice 5.6. Soit (M, g) une variété riemannienne. Montrer que le Hessien
Hess(f)(X,Y) = (Vxdf)(Y)
est symétrique en X,Y.
Exercice 5.7. Soit R;j;; un tenseur possédant les symétries indicielles :
Rijki = —Rjin = — Rijik, Rijki + Rjka + Rgiji = 0, Rijr + Rjiki + Ryinj = 0.
Montrer que R;jr = Ryj-

Exercice 5.8. Soit R;;i; un tenseur possédant les symétries indicielles du tenseur de Riemann.
Posons
Cijkt = Rirji — Rarj, Rijrt = Cirji + Canj

Montrer que C possede les symétries indicielles suivantes :
Cijikt = Cjitt = Cijik, Cijrt + Cirit + Criji = 0, Cijrt + Ciiki + Clirj = 0.
Montrer que la transformation R +— C est inversible et que son inverse s’écrit :
Rijri = Cirji + Cigj-
Exercice 5.9 (Identité de Ricci). On introduit :
V45X :=V4VEX — Vy,5X.

1. Montrer que
VipX —VE X =R(A B)X.
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2. Plus généralement, soit T un tenseur p fois covariant. Montrer I'identité de Ricci

[Q(A, B)T — Q(B, AT (X1,...,Xp) ==Y _T(X1,...,R(4,B)X;,.... X;).
=1

Exercice 5.10. Montrer que dans le cas riemannien ou pseudo-riemannien, le tenseur de Ricci
est symétrique.

Exercice 5.11. Montrer que 'action standard de Diff (M) sur T* M préserve la forme de Liou-
ville 0 et sa dérivée extérieure w.

Exercice 5.12. 1. Montrer que toute courbe ¢ qui minimise 1’énergie minimise également
la longueur.

2. Montrer que si ¢ minimise la longueur, il en est de méme de coy pour tout difféomorphisme
¢ de l'intervalle [0, 1]. En déduire que si ¢ est un minimum de la fonctionnelle de longueur
paramétré par sa longueur, alors c’est également un minimum pour I’énergie.

Exercice 5.13. On considére la sphere unité de R? paramétrée par latitude et longitude

x = cosf cos
y = cos fsin

z =sin6

ou 6 appartient a l'intervalle [—7/2,7/2] et ¢ a Uintervalle [, 7].

Calculer la métrique dans les coordonnées (6, ¢).

Calculer les équations d’Euler-Lagrange des géodésiques et en déduire les Christoffel.
Calculer le tenseur de courbure.

Calculer les champs de Jacobi.

ARl

Montrer que pour ¢ = m, une géodésique issue de ¢ = 0 cesse d’étre minimisante.

Exercice 5.14. Montrer que les champs de vecteurs de Killing de R” muni de la métrique
canonique sont les champs de vecteurs équiprojectifs définis par :

X(A)-AB=X(B)-AB  A,BecR"
Quelle est la dimension de Kill(R", Can)?

Exercice 5.15. Soit wy la forme volume riemannienne correspondant a la métrique g. Montrer
que la variation en g de wy s’écrit :

1
dw = 3 trg 0gwy.
Exercice 5.16. Soit M une surface compacte sans bord et g une métrique sur M. Montrer que

I'intégrale
| e,
M

est indépendante de la métrique g.



Chapitre 6

Géométrie Riemannienne sur un
groupe de Lie

Une application intéressante de la géométrie riemannienne en mécanique (et plus
généralement en physique mathématique) est fournie par le flot géodésique d’une
métrique riemannienne invariante a gauche (ou a droite) sur un groupe de Lie. Dans
ce cas, les équations des géodésiques se réduisent a une équation dans l'algebre de Lie
du groupe dénommée 1’équation d’Euler-Arnold. Le prototype de ce formalisme est
représenté par les équations du mouvement d’un corps rigide libre, auquel cas, ces
équations se réduisent aux célebres équations formulées par Euler en 1765. Pour le
bicentenaire de la découverte de celles-ci, Vladimir Arnold a montré que les équations
d’Euler d’'un fluide parfait (sans frontiere libre) pouvaient également s’interpréter
dans le cadre de ce formalisme.

6.1 Les équations du mouvement d’un corps rigide

6.1.1 L’espace de configuration d’un corps rigide

Les configurations d’un corps rigide ¥ sont représentés par les différentes positions de celui-ci
dans l'espace, autrement dit, par une famille de plongements

p:X— 8
tels que pour tous points M, N de X, la distance euclidienne

d(o(M), p(N))

soit indépendante du plongement .

En vertu du théoréme de prolongement des isométries affines (voir exercice 6.1), la dimension
du sous-espace affine de &3 engendré par ¢(X) est indépendante de @, c’est le rang du corps rigide.
Il en résulte alors, que le choix d’une configuration initiale ¥ d’un corps rigide de rang > 2 est
déterminé de maniére unique par un un déplacement euclidien, ce qui permet d’identifier son
espace de configuration avec le groupe euclidien.

Considérons le cas particulier du mouvement d’corps rigide libre, c’est a dire qui n’est soumis
a aucune force extérieure, alors en vertu du principe de Galilée, on peut supposer que son centre
d’inertie O est fixe (en se plagant dans le bon référentiel), les mouvements de ce corps rigide
pourront alors s’identifier avec une courbe g(t) sur le groupe des rotations SO(3) paramétré par
le temps.

Soit A un repeére orthonormé de &3, d’origine O. On repere un point M de Yy a 'aide de
ses coordonnées a = (a*) dans le repere Z (les coordonnées matérielles ou Lagrangiennes). A

97
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Iinstant ¢, le point M occupe une position M; = (M, t). On notera x = (z¥(t)) ses coordonnées
dans le repére A : ce sont les coordonnées spatiales. Entre ces deux jeux de coordonnées, on a
la relation suivante :

x(t) =g(t)a,  g(t) € SO(3).

11 peut étre utile de considérer un repere # de & comme une application affine de R?® — &,
a+— M telle que :

3
o
OM = Z akey,.
k=1

Alors le groupe des rotations SO(3) agit sur les reperes par composition a droite. En notant
B(t) = ABg(t), on a :
o(M,t) = Bx(t) = By(t)a = HB(t)a.

Définition 6.1 (Vitesse lagrangienne). La vitesse instantanée d’un point M a l'instant ¢ s’écrit :
0 ) . _1-
v(M,t) = o (#x(t)) = B(92) = B[(99”)x(t)] = #(t)[(9~'9)a].

C’est la vitesse lagrangienne du point M.

Définition 6.2 (Vitesse spatiale). Le vecteur (¢g~')x(t) de R? correspond aux composantes de
la vitesse dans la base & fize. C’est la vitesse spatiale.

Définition 6.3 (Vitesse matérielle). Le vecteur (g~ '¢)a de R? correspond aux composantes de
la vitesse dans la base Z(t) mobile. C’est la vitesse matérielle.

Définition 6.4 (Vitesses angulaires). Ces définitions font apparaitre la vitesse angulaire par
rapport au solide

QL = 97197
et la vitesse angulaire par rapport a l’espace

Qr =gy "
Remarque 6.5. On notera que )y, et {1 sont des matrices antisymétriques et appartiennent a
50(3) mais pas ¢ qui est simplement un vecteur tangent au groupe SO(3) au point g. L’isomor-
phisme
(R3A) = s0(3), wrj(w)€s0(3),

ol j(w)r = w Az et qui vérifie

[j(w1),d(w1) ] = j(w1 Awa),

permet d’identifier 7, et Qg avec les vecteurs vitesses instantanées de rotation wgr et wy, de R3
définis par Qr = j(wR) et Qp = j(wL).

Lemme 6.6. On a :
wr(t) = g(t)wr(t).

Démonstration. Cela résulte des relations

1

Qr =909 ", gj(w)g™

= j(gw).
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6.1.2 Les équations d’Euler du corps rigide

L’énergie cinétique du corps rigide s’écrit (le vérifier!) :

1
K(t):2/ lwr Aal? pdr
b

ou p est la densité de masse sur 2. Cette formule peut se réécrire :
1
K(t) = QAWL Wy,
ou

Aw:/a/\ (wAa)pdr.
by

A est un opérateur symétrique défini positif sur so(3) ~ R? qui correspond & un produit scalaire
sur l'algebre de Lie s0(3) :

<wi,we > = Awr - wo
_/ [aA (w1 Aa)| -wepdr
by

:/E (w1 -w2) lal* = (w1 - a)(ws - a)] por.

C’est le tenseur d’inertie du solide. Dans la base canonique de R3, on retrouve les formules
habituelles :

Agy = / (y2 + 22) dp, Awy = Ayaz = _/ rydu,
P 2

Les directions propres de A sont les axes principaux d’inertie du solide et ses valeurs propres [
sont les moments principaux d’inertie. Dans une base orthonormée de vecteurs propres de A, on
a: .

K(w) = 3 (Ilw% + Lws + I3w§) .

Ce sont les équations d’Euler du corps rigide.

Remarque 6.7. Par translation a gauche sur le groupe SO(3), A induit une métrique rieman-
nienne invariante a gauche sur le groupe SO(3). Son expression en un point g € SO(3), est
simplement ’expression de 1’énergie cinétique a l'aide des variables lagrangiennes :

. 1 .
Klg.9) = 5 [ llaal® par.

Le moment cinétique du solide au point fixe O s’écrit (le vérifier!) :

Mo = gAwr,.
Introduisons my := Awy. En I’absence de forces extérieures, il y a conservation du moment
cinétique au cours du mouvement et donc :

d Mo
=gmr+gmp =0
dt gmrp, gmp, )
Ce qui nous donne :
mp = — (g_lg) mr = —Qrmp =mrp Awp,.

En désignant par wi,ws,ws les composantes de wy dans une base orthonormée de vecteur
propres de A, on arrive aux équations obtenues par Euler en 1765 et connues sous le nom
d’équations d’Euler de mouvement du corps rigide :

I, — 13 Is—1h
L b

LI
-

w1 Wows3, wo wiws, w3 Wiwa.
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Remarque 6.8. Il est possible d’intégrer explicitement les équations du mouvement a l'aide des
fonctions elliptiques (voir [33]). L’ingrédient essentiel qui permet cette intégration est l'existence
des deux grandeurs conservées suivantes :

ZK(wL) = Ilw% + IQW% + 13w§
Ime|* = Ifo? + Bwj + 3.
On peut également établir, par des méthodes géométriques que les rotations autour du grand

axe ou du petit axe (qui sont des solutions stationnaires) sont stables (au sens de Lyapunov)
mais pas la rotation autour de ’axe médian.

6.2 Meétrique riemannienne invariante sur un groupe de Lie

Nous allons a présent reprendre les calculs de la section précédente dans le cadre général
d’un groupe de Lie abstrait G. On pourra consulter I'article original d’Arnold [1]. Ce formalisme
général sera valable, chaque fois que 'espace des configurations d’un systéme mécanique peut
s’identifier a un groupe de Lie, autrement si il existe un groupe de Lie qui agit simplement
transitivement sur 'espace des configurations, comme c’est le cas pour un solide de rang > 2.

6.2.1 Meétrique invariante a gauche sur un groupe de Lie

Toute métrique invariante a gauche sur G est entierement déterminée par sa valeur a I’élément
neutre du groupe, autrement dit par un produit scalaire sur l'algebre de Lie g, ou ce qui est
équivalent, par un opérateur

A:g—g"

symétrique, c’est a dire :
(Au,v) = (Av,u), Yu,v € g

et qu’on nomme opérateur d’inertie. Inversement, tout opérateur symétrique A : g — g* inver-
sible, définit une métrique riemannienne sur G invariante a gauche. Celle-ci s’écrit :

< Xy, Yy >g= (ATLy1 Xy, TLy1Yy).

Remarque 6.9. Dans le cas du mouvement du corps rigide, on a identifié g avec I’espace euclidien
R3, ce qui a rendu indiscernable g de g*.

6.2.2 Connexion riemannienne d’une métrique invariante a gauche

La connexion de Levi-Civita V d’une métrique invariante a gauche est également invariante
A gauche. Par suite, en désignant par V° la connexion canonique sur G,

B(X,Y):=VxY - V&Y

est un champ de tenseurs invariant & gauche et la formule de Koszul (évaluée sur des champs
de vecteurs invariants & gauche) nous donne (le vérifier!) :

(B(u,v),w) = —% ((ady w, v ) + (ady w, 1)),

soit : )
B(u,v) = -3 (adl, v + ad} u) .
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Remarque 6.10. Pour une métrique bi-invariante, on a :
(Adgu,Adgv) = (u,v), Vg € G, Vu,v € g

et donc
ad,, v = —ad, v.

Par suite, B(u,v) = 0 et la connexion riemannienne coincide avec la connexion canonique de G

6.2.3 L’équation d’Euler-Arnold

Soit 6 la 1-forme de Maurer-Cartan (invariante a gauche). On montre facilement (exercice 6.4)

que :
(Vx0)(Y) = —% [0(X),0(Y)] = B(6(X),0(Y)).

Soit ¢(t) une géodésique et
u:=0(9) =TLyg.

On a alors :
i = (D0)(g) + 0(D1g) = (V0)(9) = —B(u,u) = ad’, u.

Définition 6.11. L’équation
o =ad’ u (6.1)

est ’équation d’Fuler-Arnold pour une métrique invariante & gauche sur un groupe de Lie G.
Elle généralise les équations d’Euler du mouvement d’un corps rigide (6.1.2).

L’équation des géodésiques se ramene ainsi & un systeme triangulaire :

g =TLgu,
. 6.2
{u =ad’ u. (6.2)

Remarque 6.12. Lorsque la métrique est bi-invariante, on a adZu = 0 et donc & = 0. Les
géodésiques (issues de I’élément neutre) d’une métrique bi-invariante sont les sous-groupes a un
parametre de G.

6.2.4 Les théorémes d’Euler

Introduisons sur g I’action adjointe Ad, et sa dérivée ad,,. Par dualité, on obtient les actions
co-adjointes sur g* (actions a droite), qui s’écrivent :

(Ady;m)(w) := m(Adyw), (ady,)(w) := m(ad, w),
ol w € g et m € g*. Soit g(t) une géodésique et u := 6(g). Introduisons alors :
myp = Au, mR:Adz,l mp,

qu’on dénommera respectivement moment a gauche (mpr) et moment a droite (mg).
Le premier théoreme d’Euler représente une généralisation de la conservation du moment
cinétique du mouvement d’un corps rigide libre autour d’un point fixe.

Théoréme 6.13 (Premier théoreme d’Euler). Le moment a droite mg d’une métrique rieman-
nienne invariante a gauche sur G est indépendant de t :

dmp
T 0, (6.3)
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Le deuxieme théoreme d’Euler est une réécriture, sur un groupe de Lie quelconque, de
I’équation d’évolution des vitesses angulaires d’un solide en rotation autour d’un point fixe.

Théoréme 6.14 (Deuxieme théoreme d’Euler). Le moment d gauche my, d’une métrique rie-
mannienne invariante a gauche sur G vérifie l’équation différentielle du premier ordre suivante :

dmpy,

W = ad; mr, (64)

Remarque 6.15. L’équation (6.4) s’appelle I’ équation d’Euler-Poincaré. Elle avait déja été obte-
nue par Poincaré [43] en 1901 dans le cadre plus général des systémes Lagrangiens sur lesquels
agit transitivement un groupe de Lie. Une version encore plus général de ce formalisme a été
proposé par Hamel en 1904 [22] (voir également [3]).

Preuve des théoremes d’Fuler. Le deuxieme théoreme d’Euler s’obtient immédiatement par sub-
stitution :
g (w) = (adl, u,w ) = (u,ad, w) = (ad} mg)(w).

le premier théoreme d’Fuler en résulte :

mR(w) = — Ad;,1 ad;'i my, + Ad;,1 my, = 0.

6.2.5 Cas d’une métrique invariante a droite

Dans le cas d’une métrique invariante a droite, on introduit v = TR, -1g et I'équation
d’Euler-Arnold s’écrit :

i = —ad’,u (6.5)
On introduit alors :
mp = Au, mp = Ady mg,
et les théoremes d’Euler deviennent :
dmg, dmp
— =0 — =—ad’ .
a dt A MR

6.3 Application a I’hydrodynamique

En appliquant les méthodes générales présentées dans la section précédente au groupe
des difféomorphismes qui préservent le volume d’un domaine régulier de ’espace, on
retrouve les équations d’Euler du mouvement d’ un fluide parfait dans un domaine fize
de 'espace. Cette formulation a été introduite par Arnold dans [1]. Cette description
de ’hydrodynamique avait déja été brievement signalée par Moreau [37] en 1959.
On peut légitimement se demander si Euler lui-méme ne 'avait pas, d’une certaine
maniere, déja remarqué!

6.3.1 Fluides parfaits, homogenes et incompressibles

On dit qu’un milieu continu est un fluide parfait si le tenseur des contraintes en tout point
et a tout instant s’écrit :
Oij = pdij.
On appelle p, la pression du fluide. On dit que ce fluide est incompressible si divua = 0 et
homogeéne si p est constante dans tout le fluide.



CHAPITRE 6. GEOMETRIE RIEMANNIENNE SUR UN GROUPE DE LIE 103

Pour un fluide parfait, homogene et incompressible, les seules inconnues qui demeurent sont
donc le champ des vitesses u(x, t) et le champ des pressions p(x,t). Les relations fondamentales
se réécrivent alors (apres avoir choisi une unité de masse de telle sorte que p = 1) :

divu =0, Vau+ 0ru+ gradp =1,

ott V désigne la connexion canonique de R?. Afin de permettre éventuellement de déterminer la
solution du probleme, c’est a dire les fonctions u(x,t) et p(x,t), il est nécessaire de préciser les
conditions aux limites sur le bord 9€); du domaine €2; ainsi que des conditions initiales.

Dans le cas particulier d’un fluide qui n’est soumis a aucune action extérieure (f = 0), en
utilisant la formule vectorielle :

2
Vuu =rotu A u+ grad %,

et en introduisant 1'enthalpie spécifique (également dénommée fonction de Bernoulli) :

L2

h=—

~ lul® +p,

on obtient donc :
divu =0, Jdyu=—rotuAu—gradh (6.6)

en tout point du domaine §2.

Dans le cas d’un probléeme sans frontiere libre, les configurations du fluide s’identifient avec le
groupe des difféomorphismes de €2 sur lui méme qui préservent le volume. Le champ des vitesses
u est alors astreint a vérifier :

divu =0, a l'intérieur du domaine €2
et

u-n=0, sur le bord 92 de €2,

n désignant la normale sortante au bord 9f2.

Remarque 6.16. On se retrouve donc dans une situation analogue a celle de celui d’un corps rigide
non dégénéré ou [’espace des configurations est muni d’une action simplement transitive d’un
groupe de Lie : le groupe des rotations dans le cas du corps rigide, le groupe des difféomorphismes
qui préservent le volume dans le cas du mouvement d’un fluide parfait incompressible sans
frontiere libre.

6.3.2 La reformulation d’Arnold

Soit SDiff(2) le groupe de difféomorphismes C* de Q qui préservent le volume. Son algebre
de Lie, notée SVect(Q2) est le sous-espaces des champs de vecteurs u définis sur (un voisinage)
Q) et tels que :

divu=0, e u-n=0 surdf.

Sur Vect(£2), on introduit la forme bilinéaire symétrique :
(u,v) = /(u-v)dT.
Q
Cette forme bilinéaire est définie positive et donc non dégénérée :

(u,v)=0,Yo = u=0.

Par restriction, on obtient un produit scalaire défini positif sur le sous-espace SVect(€2).
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Remarque 6.17. Attention, elle n’induit pas une structure hilbertienne sur Vect(€2), ’espace des
champs de vecteurs C* sur 2 (qui n’en possede pas du reste). On parle alors de métrique
riemannienne faible.

En translatant a droite ce produit scalaire sur tous les espaces tangents au groupe SDiff (2),
on obtient une métrique riemannienne faible sur SDiff(f2), invariante & droite. Celle-ci s’in-
terprete (comme dans le cas du corps rigide) comme ’énergie cinétique.

Remarque 6.18 (Connexion riemannienne en dimension infinie). Pour une métrique riemannienne
faible en dimension infinie, 'existence d’une connexion symétrique compatible avec la métrique
n’est pas assurée automatiquement. Dans le cas d’'une métrique invariante a droite sur un groupe
de Lie G (de dimension infinie), I'existence de celle-ci est équivalente & l’existence de 'opérateur
bilinéaire
B(u,v) := ad’, v + ad! u, u,v € g.
Dans le cas particulier qui nous intéresse, 'opérateur ad!, est défini implicitement par I’équation :
t _ _
<vyadyw >=<adyv,w >= — < [u,v],w >,
o u,v,w € SVect(Q2). En utilisant les formules d’analyse vectorielle :

rot(u A v) =div(v)u — div(u)v — [u, V], (6.7)

et :
div(uAv)=v-rotu—u-rotv, (6.8)

o u,v,w € Vect(€2). On obtient donc :
— < [u,v],w >=<rot(uAv),w >=<uAv,rotw >=< rot(wAu),v >,
pour tout u,v,w € SVect(£2). On ne peut toutefois pas en conclure que
ad, w = rot(w A u)

car celui-ci n’est pas nécessairement dans SVect((2).

Remarque 6.19 (Décomposition de Helmholtz). Dans Vect(€2), le sous-espace SVect(Q2) des
champs de vecteurs a divergence nul (et tangentiel au bord) est orthogonal au sous-espace :

{grad f; f € C®(Q)etInf =0}.

des gradients pour le produit scalaire L? défini par :

(u,v) ::/Qu-vdT.

De plus, étant donné un champ de vecteur v € Vect(£2), on peut trouver une fonction f € C*°(),
définie de maniére unique & une constante pres (voir par exemple [45]), solution du probléme de

Neumann :
Af =divv, Onf =0,

n désignant la normale au bord de €. On a donc bien une décomposition unique :

v =u+ grad f, divu = 0.
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On en déduit donc :
ad, w = rot w A u+ grad h

ou h est la fonction, définie & une constante pres, par le probleme de Neumann :
Ah = —div(rotw A u) dans €, Onh = 0 sur 99.
L’équation d’Euler correspondante (cas d’une métrique invariante a droite) :
u=—ad,u

s’écrit donc :
Jiu= —rotuAu-—gradh. (6.9)

Remarque 6.20 (Généralisation). On peut généraliser le formalisme précédent a n’importe quelle
variété riemannienne compacte (avec ou sans bord). On définit ’équation d’Euler d’un fluide
incompressible idéal sur une variété riemannienne (M, g) :

0ru=—Vyu—gradh, divu = 0.

Bien que ceci soit de peu d’intérét pour la physique, cette formulation peut par contre permettre
de mieux comprendre la structure de I’équation d’Euler d’'un point de vue mathématique et la
géométrie des groupes de difféomorphismes (voir [2]).

Remarque 6.21 (Solutions stationnaires). Les solutions stationnaires de ’équation d’Euler sont
les champs u qui vérifient :
u Arotu = gradh.

On en déduit deux propriétés importantes de flots stationnaires :
— h est une intégrale premiere commune des champs u et rot u.
— les champs u et rot u (et donc également leur flot) commutent : [u, rot u] = 0.
On peut en déduire une classification topologique des flots stationnaires de dimension 3 (voir

2])-

6.3.3 L’équation de Helmholtz et I’isovorticité

Dans cette section, on va interpréter le premier théoreme d’Euler, autrement dit la conserva-
tion du moment my,, dans le cas de '’hydrodynamique. Rappelons, a ce sujet, que la conservation
du moment mpg, dans le cas du corps rigide, correspond a la conservation du moment cinétique.

Formellement, le dual de SVect(2) est un espace de distributions. Une des propriétés utilisée
au chapitre 3 concernant l'opérateur d’inertie A : g — g* était son inversibilité. Dans le cas
présent (produit scalaire faible) on peut seulement dire que A est injectif. On va donc utiliser
non pas le dual topologique tout entier de SVect(€2) mais seulement le sous-espace de ce dual
correspondant & I'image de A. Celui-ci est constitué par les distributions m sur SVect(£2) qui
s’écrivent :

ot € Q1 (Q). Attention, m ne détermine pas o de maniere unique. En effet, on peut ajouter une
différentielle totale, autrement dit remplacer a par a + df, sans changer la valeur de l'intégrale
et donc m. C’est la seule liberté possible dans le choix de « (voir [2]). On peut donc identifier
I’espace de ces distributions particulieres avec :

QL (Q)/d°(Q)

qu’on notera SVect®(§2) et qu’appellera le dual régulier de SVect(£2).
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Remarque 6.22. Dans le cas particulier ot H'(€2,R) = 0 (par exemple si  est un domaine
convexe), alors I'application
d: QYQ)/dQ°(Q) — dQ'(Q)

est un isomorphisme, ce qui permet d’identifier SVect*(£2) avec dQ2(Q).

Supposons & présent que H'(Q,R) = 0. On peut donc identifier SVect*(Q) avec dQ'(£2),
I’espace des 2-formes exactes da, que ’on peut lui-méme identifier avec 1’espace des rotationnels
w en posant da = i,d7. Avec ces identifications, le crochet de dualité est défini par :

(rot w,v) ::/w~vd7'.
Q

et 'opérateur d’inertie A s’écrit :
m = Au = rotu.

Lemme 6.23. Les actions coadjointes de SDiff(Q) et SVect(§2) sur l’espace des rotationnels
SVect™(2) s’écrivent respectivement :

Ady, w = 9w, ady, w = Lyw, (6.10)
ot ¢ € SDiff(2), u € SVect(Q2) et w € SVect™(Q) est un rotationnel.

Démonstration. Soit m € SVect*(€2) représenté par la 1-forme « :
m(v) = / a(v)dr, v € SVect(92).
Q

(1) On a :
Adm (v) = m(p.v) = /Qa(go*v) dr = /Q(go*a)(v) dr.
Désignons par w le rotationnel correspondant & m et @ celui correspondant a Ad; m. On a donc :

Z@dT = d(p*a = gp*da = SO* (deT) = Z‘w*wdT,

ce qui nous donne : @ = p*w.
(2) On a :

adl, m (v) = m(ady v) = — / a(fu,v])dr = — /Q a(Lav)dr = / (Lae)(v) dr.

Q Q

Désignons par w le rotationnel correspondant & m et @ celui correspondant a adj; m. On a donc :
iodt = d(ZLha) = Luda = Ly (i,dT) = ig,.dT,
ce qui nous donne : @ = Lyw. O
La conservation du moment my, se traduit donc ici par la loi de conservation :
w(t) = @lw(0), w=rotu (6.11)

relation qui traduit le fait, bien connu en mécanique des fluides, que la vorticité, c’est a dire
le vecteur w = rotu est transporté le long du flot. On parle de < gel du rotationnel > ou
< d’isovorticité >. La version infinitésimale de cette équation s’écrit :

dirotu = -2, rotu. (6.12)

C’est I'équation de Helmholtz.
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6.4 Exercices

Exercice 6.1 (Prolongement des isométries affines). Soit ¥ une partie non vide d’un espace
affine euclidien &, et f : ¥ — &, une isométrie. Montrer que f s’étend de maniére unique en
une isométrie affine f : Aff(X) — &,.

. t . . .
Exercice 6.2. Montrer qu'un mouvement ¢t — ¢ est un mouvement de corps rigide, si et
seulement si, a chaque instant ¢, le champs de ses vitesses est équiprojectif, c’est a dire qu’il
vérifie :

(V(M) — Vi(N)) - MN = 0.

Exercice 6.3 (Paire de Lax). Soit X un champ de vecteur sur une variété M. On suppose qu’il
existe une application L : M — gl(p,R) tel que :
d
5 L(@() =[Lz(®),B{)],  B() € ollp,R),
si z(t) est une courbe intégrale de X.
1. Montrer que les valeurs propres de L(x) sont des intégrales premieéres du flot de X.
2. Appliquer la construction a I’équation d’Arnold-Euler sur O(n) en prenant :
L:o(n) — o(n)", ur—m:=Au
(on identifiera o(n) et o(n)* grace au produit scalaire tr(uv')).

Exercice 6.4. Soit G un groupe de Lie et V une connexion affine invariante a gauche sur G.
Soit w la 1-forme de Maurer-Cartan (invariante a gauche). Alors V s’écrit :

VxY =V%Y + B(X,Y),

oll B est un champ de tenseur invariant a gauche. Montrer que :
(Vxw)(Y) = =5 [w(X),w(Y)] = B(w(X), w(Y)).

Exercice 6.5. Soit w € QP(R") une p-forme et u € Vect(R™) un champ de vecteurs sur R”,
tous deux dépendant d’un parametre t. Soit A une sous-variété de dimension p et A; son image

par le flot ¢’ de u. Posons :
I(t) :/ w
Ay

dal
E —At(Luw+atW)

Exercice 6.6. Le but de cet exercice est de vérifier directement que I’espace tangent a SDiff (Q2)
en l'identité, défini par les équations :

Montrer que :

divu =0, dansw, u-n=0, surlebord 9N

est bien une algebre de Lie.

1. Montrer que si u,v € SVect(2), alors :
div[u,v] =0, dansw
2. Montrer que si u,v € SVect(2), alors :
[u,v] -m=0, surlebord 9

[Indication : on pourra considérer le flot de u.]



Chapitre 7

Un principe de covariance général
d’apres J. M. Souriau

Ce chapitre est une introduction a ’équation universelle formulée par Jean-Marie

Souriau
TD =0,

qui représente une alternative aux principe des puissances virtuelles. On peut, a
partir de celle-ci, dériver la plupart des équations fondamentales de la mécanique, ce
qu’on illustrera & travers de nombreux exemples. Si cette formulation est un principe
en mécanique classique, il acquiert le statut de théoreme dans le cadre de la relativité
générale, ou il apparait comme un simple corollaire du principe de relativité général.
Ce chapitre reprend essentiellement I’article original de Souriau [52].

7.1 Statique

Dans la théorie classique des milieux continus, les tensions internes sont décrites par o, le
tenseur des contraintes caractérisé par des composantes 07* supposées symétriques : 0/F = Tokj.
L’équilibre du milieu s’exprime par les trois équations :

(divo)F =9 0% = 0. (7.1)

7.1.1 Matieére distribuée

Les coques, les fils, nous donnent I'image de milieux condensés sur une sous-variété (surface
ou courbe). Pour étendre simplement la description précédente, une possibilité est de traiter
I'objet mathématique o comme une distribution, i.e. une fonctionnelle linéaire (continue) agissant
sur une vartable d’essai G, un champ de tenseurs d’ordre 2 symétriques et a support compact.
Dans le cas d’'un milieu tridimensionnel, on définira cette fonctionnelle T' par la formule :

TG = /// oI* G w,
R3

oil w est la forme volume canonique sur R3. Réécrivons alors les équations d’équilibre (7.1) sous
la forme dite faible, c’est a dire :

///Rg(div o)z w=0  VZecQ(R?).

Une intégration par partie nous donne (le vérifier!)

/// (div o) ka——/// o*(9; 2 + 0 Z;) w.
R3 R3
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En introduisant alors l'opérateur différentiel D : Q!(R3) — S2(R3) défini par :
(DZ)jk = 8jZ]<; + 8ij,

les équations d’équilibres se réécrivent donc :

/// oM (DZ)jw=0,  VZeQR?,
RS

T(DZ)=0, VZecQLR?),

ou encore :

et plus brievement :
TD = 0.

Remarque 7.1. La formulation faible T D = 0 est en fait un peu plus complete que ’équation
div o = 0. En effet, dans le cas ou le milieu possede une surface libre, elle impose aussi sur cette
surface la condition classique :

O'j knk = 0,

ou ny désigne la normale a la surface (le vérifier!).

Remarque 7.2. Par rapport au < principe des puissances virtuelles > on notera les différences
suivantes :

— Z est un déplacement de l’espace et non un déplacement du milieu;

— Z est un vecteur covariant et non contravariant.

7.1.2 Fils

Considérons a présent le cas d’un fil ou la matiere est distribuée sur une courbe C - décrite
au moyen d’'un parametre arbitraire s. Cherchons a priori la distribution T' de la matiere sous
la forme :

TG:/Tjijkds,
C

ot les quantités T7% sont des fonctions C*° définies le long de la courbe C.
On établit alors le résultat suivant, dont la preuve est proposée en exercice (7.3).

Proposition 7.3. La condition d’équilibre T'D = 0 implique les conséquences suivantes :
— il existe une fonction T de s telle que

4 dad daF
T%(s) = 7(8) —— —— 7.2
(5)=r(s) - (72)
— le vecteur P défini par : ‘
. dxd
Pl =7r— 7.3
T (7.3)
est constant sur la courbe ; ce qui exige que cette courbe soit une droite, a moins que T

ne soit nul.

Remarque 7.4. On obtient bien la description d’un fil sous tension 7 et on voit apparaitre une
grandeur conservée, le vecteur P. Ce vecteur est invariant par changement de variable croissant
sur le parametre s; mais P change de signe si on inverse le sens de parcours. Ce qui donne un
statut de pseudo-scalaire a la tension du fil.
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7.1.3 Membranes

La méme méthode permet de distribuer la matiere sur une surface. Le choix le plus simple

pour la distribution 7" est :
TG = // %G, ds'ds®
b))

en choisissant des coordonnées s',s? sur cette surface ¥. On établit alors le résultat suivant,

dont la preuve est proposée en exercice (7.4).

Proposition 7.5. La condition d’équilibre T'D = 0 implique les conséquences suivantes :
— il existe des fonctions 7% de s', s (a, 8 =1,2) avec 7P = 75 telles que :

Tk (st s%) = 798 (st s

— ces variables vérifient les trois équations suivantes :

0 oxl
0s® (T 0sP ) 0-

7.1.4 Coexistence, homogénéisation et assemblage

L’équation d’équilibre T'D = 0 est linéaire et continue en 7' : on peut ajouter des solutions et
en prendre des limites. Par exemple, on peut disposer dans un plan une infinité de fils paralleles
équidistants, caractérisés chacun par une distribution rectiligne 7;,. Alors la distribution

+oo
T = Z T,

n=—oo

existe, elle décrit la coexistence de tous ces fils, et elle est solution de I’équation d’équilibre.

En resserrant les fils et en diminuant proportionnellement leur tension, 7" aura une limite
(parce que T,,G aura une limite pour chaque choix de G), qui décrira une membrane plane
tendue (dans le sens des fils) : procédure d’homogénéisation.

On pourra donc étre amené a écrire cette équation d’équilibre T'D = 0 dans des situations
limites ot le support de la distribution T n’est plus nécessairement une sous-variété de R3. Il est
donc utile de définir ce qu’est le support d’un tenseur-distribution 7" en général.

Définition 7.6 (Support d’un tenseur-distribution). Le support de T qu’on notera % est défini
de la fagon suivante. Soit U un ouvert de M. On dit que T s’annule sur U si TG = 0 pour tout
champ de tenseurs G dont le support appartient a U. Notons €2 le plus grand ouvert vérifiant
cette propriété (i.e. 'union des tous les ouverts qui la vérifient). Alors on peut montrer que T'
s’annule également sur Q. Nous poserons ¥ = Supp(T) = M \ Q.

Une autre pratique consiste a ajouter des distributions qui ne sont pas individuellement en
équilibre, mais dont la somme l'est : les assemblages. Par exemple :

1. Un assemblage de fils concourants. Dans ce cas, ’équation T'D = 0 implique une nouvelle
condition d’équilibre en chaque point de concours :

anzo,

la composition des forces est incluse dans la condition globale.

2. Un assemblage a trois composantes : une membrane qui sépare un milieu en deux régions
(Pintérieur et 'extérieur), par exemple une bulle de savon. La condition T'D = 0 équilibre
la tension de la membrane avec les contraintes des deux milieux.
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7.1.5 Second gradient

En prenant une distribution T" qui dépend des dérivées secondes du covecteur test Z et donc
des dérivée premieres de GG, on peut décrire des propriétés plus fines de la matiere comme les
milieux de second gradient. On va donc considérer un tenseur-distribution 7', supporté par une
courbe C' qui s’écrit :

TG = / [Ajijk +Bjkl8lij} ds,
C
modele qui conduit & la description d’un fil de torsion. On établit alors le résultat suivant, dont

la preuve est proposée en exercice (7.5).

Proposition 7.7. La condition d’équilibre T D = 0 implique les conséquences suivantes :
— 11 existe des fonctions P, S¥ de s (avec S* = —S™ ) telles que

J
TG = / % [P*Gji + SM0G 1] ds (7.4a)

— P, SH wérifient les 6 équations de conservation suivantes :

Pl =C"
Sik 4 Pigh — Pkgi = Cte (7-4b)

Remarque 7.8. 11 est également possible de faire de faire le choix d’un tenseur-distribution 7" qui
prenne en compte les dérivées seconde de G, ce qui conduit a une intégrale de troisieme gradient.

7.1.6 Coques

La méme méthode, appliquée sur une surface, permet de décrire une coque par une intégrale
du second gradient :

TG = // [A*G . + BM0,Gyy | ds'ds®.
p)
On établit alors le résultat suivant, dont la preuve est proposée en exercice (7.6).

Proposition 7.9. La condition d’équilibre montre Uexistence de nouvelles variables P** et
SR (0 =1,2) avec SV = —S*kL telles que :

J
TG = // gfa [PRGyy + 84 M0,G | ds'ds?,

et leur impose les équations

9 a, k
g 7] =0,

0 a, kl a, k.l a,l, k
Remarque 7.10. Attention! Les douze nouvelles variables ne sont pas completement déterminées
par la distribution T et par les coordonnées. On peut lever 'indétermination en choisissant sur

la surface un champ de vecteurs transversal N (par exemple celui qui a servi & balayer le volume
de la coque) et en imposant les deux conditions supplémentaires :

€kl NjSa’kl = 0;

tous comptes faits, dix variables pour décrire en chaque point 1’état de tension d’une coque en
équilibre.



CHAPITRE 7. UN PRINCIPE DE COVARIANCE GENERAL D’APRES J. M. SOURIAU112

7.2 Dynamique

Pour passer a la dynamique, il faut tenir compte du temps et faire intervenir la variable t. On
la traitera comme une quatrieme coordonnée z4. On va donc se placer dans R*. Les nouveaux
indices (A, u, ...) prendront les valeurs 1,2, 3,4 et I'opération D deviendra :

(DZ))\“ = 8,\ZM + 8MZ)\
L’équation
TD=0
passera ainsi du statut d’équation d’équilibre a celui d’équation du mouvement. Il faut également
décrire la matiere par une distribution quadri-dimensionnelle T.
7.2.1 Matiere libre

Dans le cas d’un milieu continu, T" sera donné par une intégrale quadruple
TG = | T™Gy,w
R4
olt w est la forme volume canonique sur R*. Les T qui peuvent se découper en
Tk T4
< T4k T44 >
demandent une nouvelle interprétation. L’interprétation classique s’obtient en introduisant 10

nouvelles variables p, V7, 07% (en bijection avec les T si T* # 0) qui mettent le tableau des
TH sous la forme :

< ok 4 pVIVE  pVi )
pVF p

Alors I'équation T'D = 0 devient :

o _

ot

ajO'jk + P (Vjajvk +

9; (pV7) + 0,

ovk
— | =0, k=1,23.

)
On reconnait les équations d’Euler des milieux continus ot1 p désigne la masse spécifique, V* la
vitesse du milieu et 07% son tenseur des contraintes. La premiére équation, dite équation de conti-
nuité s’interprete comme conservation de la masse. Les trois derniéres équations s’interpretent
comme la loi fondamentale de la dynamique newtonienne — parce que

ovk :
Ab = 4 vig;vF
ot /
est Iaccélération du milieu et
FF = —0j0’ K

est la force spécifique a laquelle est soumis le milieu du fait de sa contrainte. Bien entendu
ces équations doivent étre complétées par les diverses lois de comportement que proposent la
mécanique des fluides, la théorie de I'élasticité et de la plasticité, la géophysique, la chimie, etc.
Par exemple, le cas des fluides parfaits incompressibles correspond & p = Cste et o/% = p§i¥
(ou p est la pression).
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Remarque 7.11 (Dynamique de la matiére distribuée). On peut aussi étudier les répartitions de
matiere sur des sous-variétés de ’espace-temps dont la dimension vaudra d =1,2,3 :

— d =3 : coques (ou membranes) en mouvement ;

— d = 2 : cordes vibrantes ;

— d =1 : mouvements des particules.
Dans tous ces cas, les méthodes développées en statique pour interpréter I’équation universelle
TD = 0 peuvent se transposer.

Exemple 7.12. Le cas du mouvement d’une particule est 'analogue quadri-dimensionnel de
I’équilibre d’un fil. L’expression de la distribution de matiére sur la ligne d’univers I' de la
particule se transpose en :

TG = / TMG)y,, ds
r

ou on peut facultativement choisir le parametre s = ¢. Il apparalt un quadri-vecteur conservé
P? tangent & la ligne d’univers, ce qui implique que le mouvement soit rectiligne et uniforme
(principe de Galilée).

Remarque 7.13. La régle sur 1’équilibre des fils concourants, transposée, produit les lois des
collisions et des désintégrations; lois de conservation de la somme des P* (qui s’interpretent
comme masses) et des PJ (impulsions).

Un modele de particule a spin

La transposition quadri-dimensionnelle du modele des fils de torsions conduit a une des-
cription classique, non quantique, des particules a spin. Cette notion a d’abord été introduite
pour I’électron, par Uhlenbeck et Goudsmit en 1925, afin d’expliquer certaines particularités
des spectres atomiques, notamment ’apparition de raies supplémentaires en présence de champ
magnétiques. Une particule chargée possede un moment magnétique colinéaire a son spin, ce qui
confere a ce dernier un role dynamique dans les phénomenes électromagnétiques, comme ['effet
Zeeman. Le spin est donc une propriété de la matiere au méme titre que la masse.

Cependant, ’analogie entre le spin et le moment cinétique propre utilisé en mécanique du
solide est trompeuse. C’est pourquoi on a considéré longtemps le spin comme un concept essen-
tiellement quantique. Ce n’est qu’en 1966 que Souriau et Bacry ont proposé, indépendamment,
des modeles classiques de particules a spin.

Considérons donc un tenseur distribution 7', supportée par une courbe I' (non compacte sans
bord) mais donnée cette fois par une intégrale de second gradient :

TG = / (TG + S*°P0,G ) ds.
r
ou
TH = TVM, SHYP — QP
L’équation T'D = 0 conduit a Iexistence, le long de la courbe 3, d'un champ de vecteur P et
d’un champ de tenseurs S, 2-fois contravariants antisymétrique tel que :

TG = / (i PY Gy + i#57°0,G ) ds,
T

oll
P# = Cste, (7.5)
SHY  Plg” — PYat = SEY = Cste. (7.6)
Ce systeme contient 10 équations pour les 14 fonctions inconnues x*, P* S*”. 1l est donc

sous-déterminé. Afin de résoudre completement le probleme, il faut ajouter une équation d’état
(équivalent pour le mécanicien d’une loi de comportement).
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7.2.2 Lois de conservation

Considérons une distribution de matiere T dans R?*, occupant & chaque instant ¢, une région
compacte de I'espace. Soit Z une solution de I’équation DZ = 0 et u, une fonction du temps,
nulle pour ¢ < tg, égale a 1 pour ¢ > ¢;. Le tenseur D[uZ] est a support compact sur le support
de T'. On peut donc calculer TD[uZ] :

TD[uZ) = //// T8, (uZ,) dz*dv?da®da*
b
t1
_ / aJ(t, Z) dt,
t

0

J(t, Z) = /// T Z, da'da?da®,
pa

et X; désigne l'intersection de ¥ avec I’hyperplan x4 = t. Si v est une fonction du temps nulle
pour t < tg et t > t1 alors vZ est a support compact sur le support de T'. Par conséquent :

ou

TD[vZ] =0

et donc

t1 t1 .

/ oIt Z) dt = —/ vJ(t, Z)dt = 0

to to
ce qui entraine que J(t,Z) est indépendant de ¢. Une solution de DZ = 0 (voir exercice 7.7)
s’écrit :

Zy\ = B)\H{L'H + Ay,

ot B,y = —B), et A\ sont des constantes. La fonction J(¢, Z) dépend linéairement des coeffi-
cients Ay, By, ; on peut donc I'écrire :

1
A\P + §BMSA“,

les dix grandeurs P» et SM™ = —SHA étant les composantes d’un objet conservé, le moment.
Le libre choix des dates permet de calculer ce moment & une date arbitraire. Sur 'exemple des
équations d’Euler d’un milieu continu quelconque, le calcul de ces grandeurs fournit le résultat

suivant :

P4:/// pdztdz®da’,
p

P = /// pV7 dztda?da®,
pI

Sk — /// p [xk - th} datda’dz?,
P

Sk — /// p [ijzr:l€ — kaj} datdz?dz?,
P

ol la valeur des intégrales est indépendante de la date t choisie. Ainsi l'interprétation du moment
est claire : P* = m est la masse, P? I'impulsion, S7% le moment angulaire, S** le passage, une
grandeur conservée qui caractérise le mouvement du centre de masse X : mX* = S*%* 4 Pkt

Remarque 7.14. Une absence tout a fait remarquable dans cette liste : on n’y rencontre pas
I’énergie. Parce que la présente description de la mécanique concerne aussi bien les phénomenes
dissipatifs que les autres. Le bilan d’énergie ne pourrait donc y figurer qu’en termes thermo-
dynamiques, et devrait s’accompagner d’autres grandeurs, telles que l’entropie, la chaleur, la
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/ </\
FIGURE 7.1 — La chaise de Souriau.

température, etc. L’énergie est donc reléguée ici au rang des variables concernant les lois de
comportement. Par contre, les grandeurs figurant dans le moment ci-dessus restent pertinentes
dans ce genre de phénomenes.

La procédure présentée ici pour construire le <« moment > s’applique a d’autres situations,
notamment la statique; on doit noter que ces procédures utilisent essentiellement les propriétés
topologiques du vide extérieur au support de la distribution 7', que I'on notera ¥ (le body) et
que 'on supposera compact. Soit « une 1-forme; on peut calculer T'(aw @ Z) ou Z désigne une
solution de DZ = 0. On remarque alors que si 8 est une autre 1-forme telle que a« — 5 = df ou
f est une fonction (que l’on pourra supposer a support compact puisque seul compte la valeur
de a — B sur X)), alors :

T(a—p)®Z)=TD(fZ) = 0.

Ainsi application Z — T'(a® Z) induit une forme linéaire sur 1’espace des solutions de DZ = 0
qui ne dépend que d’une classe de cohomologie de « a préciser en lien sans doute avec la dualité
d’Alexander). C’est cette application que nous avons baptisée ici le < moment >.

Sur la Figure 7.1, on a représenté un probleme de statique. L’intégrale de T% Zj sur I'intersec-
tion de ¥ avec un disque bordé par une des courbes est indépendant de la classe d’homologie de
cette courbe dans le complémentaire de ¥ (comparer avec la 2-homologie évoquée implicitement
dans le cas de la dynamique). Cette intégrale représente la résultante des efforts qui s’exercent
sur la section orientée (par le sens de la courbe) découpée par un disque bordée par cette courbe.
Cette résultante est un objet & 6 composantes (10 dans le cas de la dynamique). Il s’agit d’un
torseur de R3 on champ équiprojectif (qui est une notion affine). L’identification de ce torseur
a un moment du groupe d’Euclide n’apparait a priori que comme une coincidence.

7.3 Forces extérieures

Dans les exemples traités jusqu’ici, les seuls effets subis par les divers corps étaient les
efforts intérieurs. Comment décrire les autres actions extérieures subies par la matiere, comme
la gravitation ? c’est I’objet de cette section.

7.3.1 La chute des corps

Pour décrire completement la chute d’un corps, la connaissance de D ne suffit pas. Il faut
un autre objet pour décrire ce corps, ce qui pése : on ’écrira T. Dans le cas d’un < point
matériel > en chute libre, T" décrit a la fois la ligne d’Univers du corps qui tombe et sa masse :
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c’est un tenseur-distribution. la loi de Galilée s’exprime alors par une simple équation, invariante
par le groupe souple
TD =0,

reliant 1" & la gravitation D. Cette derniere expression n’étant que la forme condensée de
I’équation plus explicite
T(DZ)=0, VZecQl(M), (7.8)

QL(M) désignant I’espace des 1-formes & support compact.
Pour rendre compte de 'expérience de Galilée, nous choisissons les coordonnées usuelles

T =, T2 =Y, €r3 = 2, T4 =1

avec la convention que les lettres latines ¢, j désignent un indice quelconque 1,2, 3 alors qu’'une
lettre grecque «, désigne un indice quelconque 1,2,3,4. Dans ce systeme de coordonnées,
Iopérateur D s’écrit :

DZ,, = 0uZy + 0,7, + D}, Z,,

ot Dfj, = —2T',,. On définit la gravité galiléenne en posant Di4 = 2¢7, les autres composantes
étant nulles.

Le point matériel est représenté par une forme linéaire sur les champs de tenseurs deux fois
covariants symétriques & support compact (un tenseur-distribution)

T:T(T"M ©T*M) — R,
dont le support ¥ est sous-variété connexe C* de dimension 1 (non compacte et sans bord) et

ui s’écrit, apres le choix d’'une paramétrisation quelconque xz(s) de cette courbe :
M

b
TG = / THG,, ds (7.9)

ou TH” sont les composantes d’un champ de tenseurs C°°, 2 fois contravariant symétrique le
long de la courbe 3.

Lemme 7.15. 5i T'D = 0, alors il existe une fonction ¢ de classe C sur X telle que
TG = /b pits" G, ds
Démonstration. L’équation T'D = 0 nous doanne
/bT’“’ (20,2, + D5, Z,) ds =0,
a

pour tout Z € QL(M). Soit u, une fonction quelconque de classe C*, nulle sur la courbe ¥.. En
prenant comme fonction test uZ, on obtient

b
/ T (Oyu)Z, ds =0,

pour toute fonction v € C*°(M) nulle sur la courbe ¥ et tout Z € QL(M). Mais ceci entraine
T"0u=0, v=123,4,

pour toute fonction u € C°°(M) nulle sur la courbe ¥. Remarquons que lorsque u parcours
'ensemble des fonctions C*° nulle sur ¥, le covecteur de composantes 0,,u(z(s)) décrit I'ensemble
des formes linéaires nulles sur @(s). On applique alors le résultat de 'exercice d’algebre linéaire
qui suit, au tenseur 1" et au vecteur &, en chaque point de la courbe . On en déduit ’existence
d’une fonction ¢(s) telle que

TH (5) = @(s)xHha”.
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En écrivant a nouveau ’équation T'DZ = 0, pour un covecteur test Z nul aux extrémités a
et b de la paramétrisation, on obtient, apres une intégration par partie, un systeme de quatre
équations

o4
ds
La gravitation galiléenne impose alors

(@) + @ Dpara” =0, p=1,2,3,4. (7.10)

< (pat) =0,
autrement dit, ¢ #* = m = Cste. Il faut donc envisager deux cas.

- Sim # 0, il est possible de choisir comme paramétrage de notre courbe s = t et dans
ce cas on a ¢(t) = m. La courbe ¥ ainsi paramétrée est alors une géodésique de la connexion.
> représente la ligne d’univers d’un « point matériel > de masse m. En explicitant les trois
premiéres équations du systéme (7.10), on retrouve les équations familieres

d2z7
=9

- Sim = 0, et en supposant que ¢ n’est pas identiquement nulle (sinon il n’y a rien & décrire),
alors dt/ds = 0. Autrement dit ¢ = C'ste. La gravitation galiléenne nous donne dans ce cas

o(s) i = o’ = Cste,

qui est I’équation d’une droite. Ce cas correspond & la description des rayons lumineux selon
Descartes (vitesse de la lumiere infinie).

Remarque 7.16. Plus généralement, 1’équation

d
a o p o
75 (92p) = ¢Dp, @y
permet d’écrire la chute des corps selon Galilée avec des coordonnées quelconques, dans un
systeme de coordonnées <« tournantes > comme les coordonnées terrestres par exemple.

Remarque 7.17. L’expérience de Galilée est plus subtile qu’elle en a I’air. Sur la Lune, en ’absence
d’atmosphere, ’expérience serait simple mais a cause de I'atmosphere terrestre, Galilée a du
recourir a quelques artifices pour vérifier son postulat. En effet, un corps animé d’une vitesse ¥,
subit, dans 'atmosphere terrestre une force de frottement proportionnelle au carré de sa vitesse
(~ cv?) et de direction opposée. Par conséquent, un corps de masse m, laché dans I’atmosphére
terrestre sans vitesse initiale atteint assez rapidement la vitesse limite y/mg/c (le montrer).
C’est pourquoi si deux cyclistes dévalent une pente en bicyclette a partir du méme instant, sans
vitesse initiale et sans pédaler, c’est le plus lourd des deux qui gagne la course, ce qui semble
contradictoire avec I'expérience de Galilée si I’on ne prend pas en compte la résistance de Iair.

On peut reprendre le méme calcul dans le cas ot M = R3 et V est la connexion canonique
de R3. On a montré que la condition 7D = 0 conduisait & I'existence d’une fonction 7(s) telle
que

L’équation T'D = 0 traduit dans ce cas la loi d’équilibre d’un fil libre. La tension de ce fil est
alors décrite par le vecteur

dx’
Tds’

qui est constant sur la courbe, a moins que 7 ne soit nul.

P =
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7.3.2 Les équations de la MMC dans un champ de gravitation

Nous avons déja envisager ’action de la pesanteur sur une particule. Pour la prendre en
compte, il suffit de remplacer la connexion plate de R* utilisée plus haut par une connexion
linéaire symétrique V qui décrit le champ de pesanteur a la surface de la terre.

Dans le cas envisagé ici, les seuls FKH non nuls sont les I'},, égaux aux composantes ¢/ de
I'accélération de la pesanteur, supposées indépendantes de la position. Mais rien n’empéche de
donner une description plus précise de la pesanteur réelle, par exemple en ajoutant des termes
I, = Th, = =, spécifiques de la rotation de la Terre. La loi TD = 0, avec cette nouvelle
valeur de D, inclut automatiquement la pesanteur dans tous les modeles de la mécanique.

Voici par exemple ce que deviennent les équations d’Euler :

) . ovk .
9;07% +p (Vﬂajv’f + 5 ) = p (g* +205v7)
, (7.11)
: P
. J ZF
9; (pV7) + 5t 0

On obtient de méme les équations du mouvement du pendule de Foucault, ou de tout autre
mécanisme soumis a ’action de la pesanteur. Et en particulier les équations de la statique pesante.

7.4 Interprétation dans le cadre de la relativité générale

Nous avons introduit I’équation universelle T'D = 0. Nous avons pu vérifier sur des exemples,
qu’on pouvait en déduire les principales équations de la mécanique. Le sens profond de cette
équation ne peut étre révélé que dans le cadre de la relativité générale d’Einstein.

7.4.1 Eléments de relativité générale

Née en 1915, afin d’introduire les phénomenes de gravitation dans la toute récente théorie
de la relativité (1905), elle représente I'Univers ! par une variété différentielle M, munie d'une
métrique pseudo-riemannienne g de signature (— — —+) (métrique lorentzienne).

Le principe d’invariance de la relativité restreinte va étre remplacé par le principe de re-
lativité générale qui stipule que les lois physiques ne dépendent pas d’un systéme particulier
de coordonnées sur la variété M (objectivité physique). Ce principe se traduit par 'invariance
des grandeurs mathématiques décrivant la physique par le groupe des difféomorphismes de M a
support compact.

La métrique sur M permet de mesurer les durées et les longueurs. Un vecteur X en un point
est dit de type temporel si

9(X, X) >0,

et de type spatial si
9(X, X) <0.

Plus généralement, une courbe paramétrée x(s) dans M est dite de type temporelle si
g(@(s), &(s)) > 0,

et de type spatiale si
g(@(s), &(s)) < 0.

On pourra vérifier que ces définitions sont indépendantes du paramétrage.

1. L’Univers est dénommé parfois a tord < espace-temps >, ce qui réduit ce nouveau concept au paradigme
newtonien classique : univers = espace + temps.
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Cette métrique décrit également les phénomenes gravitationnels. Comme on 1’a vu, pour
décrire la gravitation galiléenne de fagon totalement indépendante d’un systéme de coordonnées,
il faut utiliser une connexion linéaire symétrique V. En relativité générale, c’est la connexion
de Lévi-Civita de la métrique ¢ qui va décrire ces phénomenes. La gravitation galiléenne V&
apparait alors comme une approximation de la gravitation d’Einstein V",

Dans la théorie newtonienne classique, la gravitation est décrite par un champ E sur R3,
dérivant d’un potentiel U et vérifiant 1’équation de champ

AU = 4xGp (7.12)

ou G est la constante de Newton et p est la densité de masse.

Pas analogie, Einstein a cherché a relier la métrique g a la distribution de matiére de I'uni-
vers. Mais, la relativité restreinte ayant établi I’équivalence entre la masse et 1’énergie, une
généralisation cohérente de ’équation de Poisson doit tenir compte de ce nouveau principe. La
densité de masse p va donc étre remplacé par le tenseur énergie-impulsion TH qui décrit la
distribution d’énergie-matiere de 'univers. L’équation formulée par Einstein en 1915 s’écrit :

S“”:R“”—lg“”R: —%T"” (7.13)
2 ct
ot S* est le tenseur d’Einstein de ¢ (le gradient de la fonctionnelle de Einstein-Hilbert) et T#”
est le tenseur d’impulsion-énergie.
En dynamique des milieux continus, nous avons vu que les équations du mouvement d’un

fluide et I’équation de continuité (conservation de la masse) pouvait s’écrire
(divT)” =0,0" =0, v=1,2,3,4
oll A . A
( ok 4 pVIVE  pVi )
T - k
pV p
En relativité générale, le tenseur 7" doit décrire au mieux, la distribution énergétique de

I'univers. De I’équation d’Einstein, il résulte que :

divl =0

qui permet de formuler les équations fondamentales de la mécanique des milieux continus relati-
vistes. Son support (la ou ce tenseur est non-nul) porte le nom de domaine intérieur (intérieur
a la matiere). Le complémentaire de son support (la ou il est nul) porte le nom de domaine
extérieur (extérieur a la matiere).

Comme nous 'avons deja remarqué, il peut étre fructueux de généraliser le tenseur énergie-
impulsion par un tenseur distribution 7', c’est a dire une forme linéaire sur les 2-tenseurs cova-
riants symétriques. Alors, ce tenseur-distribution vérifie I’équation :

T(Lxg) =0, VX € Vect.(M)

simplement parce qu’il est égal a la dérivée de la fonctionnelle de Einstein—Hilbert, qui est
invariante par les difféomorphismes. Comme nous 'avons vu, cette équation peut se réécrire :

T(DZ)=0, VYZecQl(M).
Ce qui était a priori était un principe devient maintenant un corollaire de la relativité générale.
Pour finir, on récapitulera les relations qui relient les trois objets mathématiques fondamen-
taux de la relativité générale, la métrique g, la connexion D et le tenseur-distribution 7" par un

diagramme qu’on pourrait appeler le < triangle de la relativité générale > :

DZ:beg D

)
T=5(g) (Einstem A):O (Souriau)

T
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7.4.2 Le principe des géodésiques

Comme il ressort de 1’étude précédente, la matiere-énergie de I’Univers subit la gravitation
comme elle en est la source. Et pourtant, afin de rendre opérationnelle la théorie de la gra-
vitation et faire explicitement des calculs, on réalise souvent artificiellement cette dichotomie.
Par exemple, dans le probleme de Kepler, on considere que le soleil est la source du champ de
gravitation et que la terre est un corps d’épreuve subissant ce champ. Dans les calculs expli-
cites de la relativité générale, c’est également ce qu’on fait. On décompose artificiellement T (le
tenseur-distribution de Souriau) en écrivant :

T=T,+1T;

ou T constitue la < source du champ > et T¢, le < corps d’épreuve ». On fait donc I’hypothese
que la contribution de T, au champ de gravitation est négligeable devant celle de T et on écrit :

S(g) =T ~ T,
L’équation universelle T D = 0 peut alors s’écrire :
T.D+TsD =0
qui nous donne & la fois :
T.D=0, TsD =0,

si les supports sont disjoints. On appelle habituellement la partie de I’Univers constituée par le
support de T}, la < région intérieure > et son complémentaire, la < région extérieure ». C’est le
point de départ de I’étude de la <« chute des corps > en relativité générale.

Supposons a présent que le support de T, soit une sous-variété 3, de dimension 1 et que
pour tout tenseur d’essai G dont le support est contenu dans une carte on ait :

T.G = / TH' G, ds,
b

ol s est un paramétrage quelconque de la courbe. Le calcul que nous avons fait au chapitre 3
reste valable. Nous avons établi que ’'équation T, D = 0 conduisait a I’existence d’une fonction
© définie sur ¥ telle que

™ = piti”.

En écrivant a nouveau T.D = 0, nous en avons alors déduit que :
d . o
—2% (<p x/’) + Dyt =0, p=1,2,3,4

En posant P = @i et en notant que D}, = —2I'/,,, on obtient :

DP
— = .14
oo =0, (7.14)

et en particulier
(P,P) = * (i) = Cste.

Remarque 7.18. On pourra vérifier que si la fonction ¢ s’annule en un point, elle est identique-
ment nulle.
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Supposons pour commencer que cette constante soit non nulle et méme positive. Dans ce
cas, il en résulte que la courbe X est de type temps; elle possede un paramétrage dit normal tel
que

(i) = 1.

Avec ce nouveau paramétrage on voit que ¢ = m = Cste et I’équation (7.14), nous donne

Dz

— =0.

Ds
La courbe ¥ est donc une géodésique temporelle.

Si (P, P) =0, on peut donc considérer que la fonction ¢ est partout non nulle (sinon, 7, = 0
et le probleme n’a pas d’intérét). On va donc reparamétrer notre courbe ¥ en posant

dr = (1) ds.
Avec ce nouveau paramétrage, la densité de T s’écrit
TH (s) = @t(s)a"(s),

La courbe ¥ est donc une géodésique isotrope. Nous résumerons 1’étude précédente sous la forme
d’un théoréme.

Théoréme 7.19 (Principe des géodésiques). Le mouvement d’un < point matériel libre > de
masse m > 0 est une géodésique de (M, g) de type temps. Les rayons lumineuz de I’Univers sont
des géodésiques isotropes.

Ce principe n’est toutefois, qu’'un cas tres particulier de I’équation universelle 7D = 0. Nous
terminerons ce chapitre par une remarque dont la justification rigoureuse sera laissée de coté. Au
chapitre 3 nous avons montré comment 1’équation 7D = 0 conduisait aux principales équations
de la mécanique. Dans les exemples traités, nous avons utilisés pour D, soit la connexion plate
canonique de R*, soit la connexion décrivant la gravitation newtonienne. Il resterait donc &
justifier que I'équation T'D = 0 < passe a la limite » lorsque 'on approxime la connexion ein-
steinienne par la connexion newtonienne. Un deuxiéme point reste également a justifier; c’est
le passage a la statique. Il s’avere que, la encore I’équation T'D = 0 ou D est la connexion ca-
nonique de R? fournit les principales équations de la statiques des milieux continus. Il resterait
donc & montrer rigoureusement que I’équation de la dynamique 7D = 0 dans R* se réduit & la
méme équation dans R? quand le probleme est stationnaire.

7.5 Perspectives

Nous avons dans ce chapitre introduit I’équation universelle T'D = 0, formulée par Jean-
Marie Souriau, a travers quelques exemples. Cette équation est trés générale, elle décrit aussi
bien I’équation du mouvement d’une particule dans un champ de gravitation que le mouvement
de la matiere, étendue ou distribuée. A ce propos, faisons remarquer que pour passer de la
statique initialement étudiée & la statique pesante, I'introduction d’une nouvelle coordonnée z*
a été nécessaire, qui ne joue apparemment aucun role dans le résultat, puisque les translations
selon z* ne modifient pas I’équilibre. Mais z* fait apparaitre des grandeurs nouvelles, telles que
p =T* qui jouent un r6le essentiel dans la pesanteur.
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Electrodynamique des milieux continus

Une procédure analogue permet de traiter I’électrodynamique. Celle-ci est basée sur le modéle
de Kaluza-Klein qui unifie (dans une assez bonne approximation) les phénomenes gravitation-
nels et électromagnétiques. Le modele mathématique est le suivant, on représente le tenseur de
Faraday F' comme la courbure d’une connexion sur un fibré principal P de groupe structural
U(1) au dessus de M (la variété lorentzienne de dimension 4 servant & décrire l'univers). La
métrique sur M peut alors étre relevée en une métrique sur P invariante par le groupe struc-
tural U(1). On décrit la matiere par une distribution 7" agissant sur des fonctions d’essai Gap
penta-dimensionnelles (A, B = 1,...,5). La dynamique s’écrira encore T'D = 0, mais dans la
définition de D :

[DZ] g = 0aZp +0pZa + 215 Z¢

on complétera les termes I'§ u précédents par des termes
A

que nous allons interpréter. A cet effet, il suffit de calculer les nouvelles équations du mouvement
TD = 0 d’un milieu continu :

0,07 +p| VI0O;V +73t = B;J’ + E'r
N, Op (7.15)
(VI ZF_ .
. Or
. Ji -
0;J7 + N 0

ou ’on a posé B]’-C = 2F§5, EF = 21“25, JI =T3, r=T% (ici, on a pas pris en compte les
termes de pesanteur mais il est possible de coupler les deux phénomenes). Les équations obtenues
coincident avec la théorie classique de I’électromagnétisme si B est l'induction magnétique, E
le champ électrique, J le vecteur densité de courant, r la densité de charge électrique. Cette

construction s’étend bien entendu au cas des milieux condensés.

Milieux de Cosserat

Pour finir ces notes, je signalerai également une critique de cette théorie. Il est souvent dit
que T'D = 0 ne permet pas (a priori) de retrouver les équations fondamentales d’un milieux
de Cosserat (dans le cas d’un milieux étendu particulierement), ce que Souriau reconnaissait
lui-méme (car les termes de gradients supérieurs dans ce cas peuvent étre réécrit sous forme
d’intégrales de bord). Le probleme se pose alors de savoir si cette incompatibilité peut étre levée
en enrichissant ce formalisme ?

7.6 Exercices

Exercice 7.1. Soit (M, V) une variété affine. Soit ¢ un champ de tenseur contravariant d’ordre
2 symétrique et Z un champ de tenseur covariant d’ordre 1. On note o - Z la contraction entre
o et Z (elle ne dépend pas du choix des indices car o est symétrique) et div o la trace de Vo.
Montrer que :

div(c - Z) = Z(dive) — DZ(o0),

| DZ(A, B) := (VaZ)(B) + (V5Z)(A)
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Exercice 7.2. Soit F un espace vectoriel de dimension fini, 7' € E@ E et v € E. On note (v)°
le sous-espace des formes linéaires nulle sur v. Montrer que si

T(a,8) =0, Yae (v)’V6e E",

alors, il existe u € F tel que T' = v®@wu. Montrer que si de plus T" est symétrique alors T' = Av Qv
ou A € R.

Exercice 7.3. [Equation des fils] Démontrer la proposition 7.3. On pourra écrire la condition
TDZ = 0 dans le cas des tenseurs Z qui se mettent sous la forme uZ, u étant une fonction
arbitraire qui s’annule sur la courbe.

Exercice 7.4. [Equation des membranes] Démontrer la proposition 7.5. On pourra écrire la
condition T DZ = 0 dans le cas des tenseurs Z qui se mettent sous la forme uZ, u étant une
fonction arbitraire qui s’annule sur la surface.

Exercice 7.5. [Equation des fils de torsion] Démontrer la proposition 7.7. On pourra écrire la
condition TDZ = (0 dans le cas des tenseurs Z qui se mettent sous la forme uvZ, u et v étant
deux fonctions définies dans ’espace, et nulles sur la courbe.

Exercice 7.6. [Equation des coques] Démontrer la proposition 7.9. On pourra écrire la condition
TDZ = 0 dans le cas des tenseurs Z qui se mettent sous la forme uvZ, u et v étant deux fonctions
définies dans ’espace, et nulles sur la surface.

Exercice 7.7. Montrer que les solutions dans R" de I’équation :
0; 72 j+ 8]- Z;

s’écrivent :
Zk = ij:ck + Bk,

ol 2 = —{;; et By, sont des constantes.
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Solutions des exercices

Solutions des exercices du chapitre 5

Exercice 5.1

1) La projection de Mercator
M:(0,9) — (z,y)
s’écrit :
T =, y = tan@.

Dans les coordonnées (6, ¢) longitudes-latitudes, la métrique de la sphere s’écrit :
ds? = db? + cos® 0dp?
et son pullback par M1 s’écrit donc :
ds? = cos® 0dz? + cos® 0dy?, ou @ = arctany.

Cette métrique n’est clairement pas conforme a la métrique euclidienne de R?.
2) Soit maintenant une transformation inversible (directe)

T:(0.9) = (@=py=[0), T :(zy~@=90) =2
Alors la métrique de la sphére s’écrit dans ces variables :
ds® = cos(g(y))da? + (¢'(y))*dy?.
Pour que cette métrique soit conforme, c’est a dire :
ds* = k%(z,y) (de + dy2) ,

il faut que :
g'(y) = cos(g(y))

qui s’integre en :

y=f(0)=1In {tan (Z + Z)}

si on impose de plus la condition f(0) = 0.
3) il suffit de vérifier que les développements limités de tan 6 et de f(#) coincident au deuxieme
ordre.

124
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Remarque A.1 (Remarques historiques). La projection de Mercator (telle que décrite géométriquement
a partir du cylindre) a été proposée par le géographe flamand, Gerardus Mercator en 1569, soit

un siecle avant la découverte du logarithme néperien, estimée a 1647. Il est donc tres peu pro-
bable que la < correction conforme de la projection de Mercator > ait été connue dés le milieu

du XVIe siecle. Par un hasard de I'histoire, il se trouve que le développement du logarithme a

été calculé pour la premiere fois en 1668 par un certain Nicolaus Mercator (a ne pas confondre

avec le premier).

Exercice 5.13
On considere la sphere unité de R? paramétrée par latitude et longitude
x = cosf cos p

y = cosfsinp

z =sind

ou 6 appartient a l'intervalle [—7/2,7/2] et ¢ a Uintervalle [—m, 7].

Calcul de la métrique La métrique de la sphére est induite par celle de I'espace ambiant.
On a donc

ds® = da® 4+ dy?® + dz* = db* + cos® 0 dp?
c’est a dire

goo = 17 99<,o = 07 gcpcp - COS2 9

Equation des géodésiques Ce sont les extrémales de I’énergie

1 1 . 1
K(a) = / B (0% 4 cos? 0 p?)dt = / L(9,p,0,0)dt.
0 0
Ces extrémales sont définies par les équations d’Euler-Lagrange
4 (0L o
dt \ dq oq’

ce qui nous donne

d -

%(9) — —cosfsinf P2,
d

a(COSQQQb) =0.

On a donc une intégrale premiere cos? § p = w = Cste et une équation différentielle
0 = w?tan A(1 + tan? 6).

Remarquez la solution particuliere 6(t) = 0, ¢(t) = wt qui correspond a ’équateur.
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Calcul des symboles de Christoffel On réécrit les équations des géodésiques sous la forme
0 + cosfsinf oo =0,
@G —2tanf 0p =0,

ce qui nous donne par identification

% =0, sz =0, Fi<p = cosfsinb,
Iy, =0, F&D = —tan6, T%, =0.

Calcul des champs de Jacobi Nous commencerons par calculer le tenseur de courbure.
Comme

R(X,Y)=—-R(X,Y),
il suffit de calculer R(0dg,d,,) sur la base Jg, d,. On commence par calculer

Vo, Oy =0,
Vae (930 = Vaw Op = —tan@@w,
Vo, 0, = cossin 6 dp.

puis
R(09,0,)09 = =0y,
R(9g,0,)0, = cos? 0 Op.

En particulier, le long de la géodésique 6(t) = 0, ¢(t) = wt, on a

0 -1
R(6976§0) - (1 0 > I
ce qui nous donne pour un champ de vecteurs quelconque de composantes (Xg, X,,)

R(é, X)& = —w? Xy g,

alors que
D2X .. ..
W == Xgag + X@@Lp.
L’équation de Jacobi s’écrit donc
X@ = —wQXg,
X, =0.

Les solutions de ce systeme d’équations qui vérifient en plus X (0) = 0 s’écrivent
Xp = Asin(wt) = Asinp(t),
X, = Bt,

ou A et B sont des constantes. On voit donc que pour ¢ = 7 il existe un champ de Jacobi non
nul qui s’annule aux deux extrémités de la géodésique, ce qui traduit le fait que cette géodésique
cesse d’étre un minimum stricte.
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Solutions des exercices du chapitre 7

Exercice 7.5

La solution est donnée dans le cadre général d’'une variété affine (M, V) de dimension quel-
conque.

Soient u et v des fonctions C'*° nulles sur la courbe C' et Z un covecteur a support compact.
En écrivant TD(uvZ) = 0, on obtient, apres quelques calculs

b
/ (SHP 4 SPYBY ,u Do Zyydss = 0,

pour tout Z € QL(M). Ce qui nous donne
(SHP + SPYIY 9udpv = 0,
pour toutes les fonctions u, v nulles sur la courbe. Posons
KHP — GHVP 4 GPVH
Une variante de ’exercice 7.2 montre alors qu’il existe des fonctions A¥” telles que
KHP = gh AYP 4¢P AVH,
En effectuant la somme alternée des trois permutation circulaires de I’équation
KHvP = GHvp 4 Govi.

on obtient
SHYP — 1 (KM — VoI 4 [PV
2 )

et donc finalement
SHYP — % {H (AP — APY) 4 &V (AFP — APH) 4 2P (AW + AYH)}.

Posons S¥P = A¥P — APY et BHY = AMY 4+ AYH. Aprés une intégration par partie, on trouve que
pour tout tenseur symétrique G a support compact

b
1d
TG = / T Gy — 3 (B™) Gy + 8570, Gl ds.
a
Par conséquent, quitte a redéfinir les fonctions T#”, on peut supposer que 1" est de la forme
b
TG = / TGy + 21 SYP0,G ,, ds.
a

Ecrivons & nouveau TD(uZ) = 0 ot u est un fonction ¢ nulle sur le support de 7. Il vient
finalement :

b
TD(uZ) = / {2T‘“’8#u Z, + SN D\ Opu Z, — d% (S"7) dpu Z,,} ds,

ce qui nous donne

{orm s aeswpy, — L (s fgu=0 v=1,234
S
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pour toute fonction v nulle sur la courbe. Le résultat de I’exercice 7.2 nous montre alors qu’il

existe des fonctions P” de s telles que

L., 1d .
T + 3 PPSMDIN — 5 Ts (St} =it pPY,
soit

1
T = M PY = S SMDpy + 5 — (S}

1d
2 ds
Comme de plus

d

— (8"} G =0,

ds ( } 12

N

on a donc finalement

b
1
TG = / {a‘:“P”GW ~3 ipS’\“Dlp’AGuu + jfﬂsypapGuV} ds

b
_ / (##PY Gy + 5" Coy) ds
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