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Wstep

Dynamika populacji jest dziedzing nauki, ktéra probuje wyjasni¢ w pro-
sty, mechanistyczny sposéb zmiany w czasie wielkosci i sktadu populacji
biologicznych, takich jak populacje ludzi, zwierzat, ro§lin czy mikroorga-
nizméw. Jest ona powigzana z bardziej opisowym dziatem statystyki popu-
lacyjnej, ale nadal rézni si¢ od niego. Jednym wspdlnym punktem jest to, ze
obie dziedziny szeroko wykorzystujq jezyk matematyczny.

Dynamika populacji znajduje si¢ na styku réznych dziedzin: matematyki,
nauk spotecznych (demografii), biologii (genetyki i ekologii populacji) oraz
medycyny (epidemiologii). W zwiazku z tym nieczgsto mozna spotkac jej ca-
loSciowe i petne opracowanie, mimo podobiefistw problemdéw znajdujacych
si¢ w réznych zastosowaniach. Znamiennym wyjatkiem w jezyku francu-
skim jest ksigzka Alaina Hilliona Matematyczne teorie populacj Jednak
monografia ta przedstawia zagadnienie z punktu widzenia matematyka, wy-
r6zniajac rozne rodzaje modeli: modele z czasem dyskretnym (r =0,1,2...) i
ciagtym (¢ jest liczba rzeczywista), modele deterministyczne (przyszie stany
sa doktadnie znane, jesli stan obecny jest doktadnie znany) i modele stocha-
styczne (gdzie rolg odgrywa prawdopodobiefistwo), a nastgpnie rozwazane
sa logicznie dyskretne modele deterministyczne, ciagle modele determini-
styczne, dyskretne modele stochastyczne i ciagte modele stochastyczne.

W niniejszej ksiazce staralem si¢ oméwic ten sam temat, ale z historycz-
nego punktu widzenia. Badania sa wyjasnione w jego konteksScie. Dotaczone
sa krétkie biografie naukowcow. Powinno to utatwié czytanie ksiazki oso-
bom mniej obeznanym z matematyka i zwykle moze pomdc w zrozumieniu
genezy badanych probleméw. Nalezy jednak podkresli¢, ze ta ksiazka jest nie
tylko o historii. Moze ona réwniez stuzy¢ jako wprowadzenie do modelowa-
nia matematycznego. Wydaje si¢ wazne, ze zawiera ona szczegoty wigkszo-
Sci obliczen, tak aby czytelnik mégt w petni zobaczy¢ ograniczenia modeli.
Czesci techniczne sa zamieszczone w ramkach i mogg by¢ pominigte przy
pierwszym czytaniu. Ostatni rozdziat koncentruje si¢ na licznych wspétcze-
snych problemach dynamiki populacji, ktére mozna prébowaé analizowaé z
matematycznego punktu widzenia. Dla tych, ktérzy chcieliby dowiedzieé sig¢
wigcej, zamieSciliSmy literaturg uzupelniajaca na koncu kazdego rozdziatu
zawierajaca réwniez strony internetowe, z ktérych mozna pobrac oryginalne
artykuty.

L Presses Universitaires de France, Paryz, 1986.
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W ksigzce o tej dlugosci nie byto mozliwe przedstawienie petnego obrazu
wszystkich dotychczasowych prac ani oméwienie wszystkich naukowcéw,
ktérzy wniesli swéj wktad w t¢ tematyke. Dokonany wybdr z konieczno-
Sci zawiera element arbitralny, szczegdlnie w odniesieniu do ostatnich dzie-
sigcioleci. Mam jednak nadziej¢, ze wybrana probka jest wystarczajaco re-
prezentatywna, a ludzie aktywni w tej dziedzinie, ktérych praca nie zostata
wymieniona, nie beda zasmuceni.

Ksiazka ta skierowana jest gtéwnie do:

Uczniéw szkoét Srednich i studentéw zastanawiajacych sig, jakie moga
by¢ powiagzania migdzy kursami matematyki, na ktére uczgszczaja, a
otaczajacym ich Swiatem, lub studentéw przygotowujacych prace dy-
plomowa na temat zwiazany z dynamika populacji.

Nauczycieli matematyki starajacych si¢ uatrakcyjni¢ swdj kurs. Znajo-
mos¢ czterech operacji elementarnych wystarcza do zrozumienia wigk-
szosci rozdziatéw [T} 2]i[5] Rozdziat[3|moze stuzy¢ jako wprowadzenie
do zastosowari logarytméw. Ksiazka ta obejmuje réwniez: réwnania
rekurencyjne w rozdziatach réwnania réz-
niczkowe w rozdziatach ] [6] [[2} [13} [T6} réwnania rézniczkowe czast-
kowe w rozdziatach 20} 23} réwnanie catkowe w rozdziale [T0} oraz
zastosowania teorii prawdopodobieristwa w rozdziatach 2] [7] [8 0] [13]

[Te} [17} [18} [T9, 22}

Os6b juz zaznajomionych z demografia, epidemiologia, genetyka lub
ekologia i chetnych do poréwnania swojej ulubionej dziedziny z in-
nymi, ktére moga obejmowaé podobne modele matematyczne.

Czytelnikéw zainteresowanych historia nauki.

Za polskie thumaczenie jestem bardzo wdzigczny Katarzynie Pichér, ktéra
sprawdzita i poprawila automatyczne tlumaczenie programu DeepL.



Rozdzial 1

Ciag Fibonacciego (1202)

W 1202 r. Leonardo z Pizy, zwany Fibonaccim, opublikowat ksiazke,
ktéra spopularyzowata w Europie indyjski dziesigtny system liczbowy,
przyjety réwniez przez matematykow arabskich. Wéréd wielu przykta-
déw podanych w ksigzce, jeden dotyczy wzrostu populacji krélikow.
Jest to jeden z najstarszych przyktadéw matematycznego modelu dyna-
miki populacji.

Leonardo z Pizy, nazwany dtugo po §mierci Fibonaccim, urodzit si¢ okoto
roku 1170 w Republice Pizy, kiedy byta ona u szczytu swojej potegi han-
dlowej i militarnej w $wiecie §rédziemnomorskim. Okoto roku 1192 ojciec
Fibonacciego zostal wystany przez Republike do portu Bejaia, obecnie w Al-
gierii, aby kierowac placéwka handlowa. Jego syn dotaczyt do niego wkrétce
potem, aby przygotowac si¢ do zawodu kupca. Leonardo zaczal uczy¢ si¢
dziesigtnego systemu liczbowego, ktéry Arabowie przywieZli z Indii i ktéry
jest uzywany do dzi§ w prawie takiej samej formie: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
81 9. Podrézujac w interesach po Morzu Srédziemnym, poréwnywat rézne
systemy liczbowe i studiowatl arabska matematyke. Po powrocie do Pizy, w
1202 r. ukoriczyt redagowanie taciriskiej ksiazki zatytutowanej Liber abaci
(,,Ksigga rachunkéw”), w ktérej wyjasnit nowy system liczbowy i pokazat,
jak go uzywaé do ksiggowania, przeliczania wagi i waluty, obliczania stop
procentowych i wielu innych zastosowan. Zebrat tez wigkszo$¢ wynikéw al-
gebry 1 arytmetyki znanych Arabom.

Fibonacci rozwazal w swojej ksiazce co$, co dzi§ nazwalibySmy pro-
blemem z zakresu dynamiki populacji. Pojawito si¢ ono jednak tylko jako
¢wiczenie obliczeniowe posrdd innych, niezwigzanych ze sobg tematéw: po-
przedni rozdziat w ksiazce jest o liczbach doskonatych, ktére sa sumg swoich
czynnikéw, jak 28 = 1447 +4+ 2+ 1, a nastepny rozdzial to problem o
podziale pienigdzy migdzy cztery osoby, ktéry jest rtéwnowazny liniowemu
uktadowi czterech rownan. Oto tlumaczenie z taciny problemu dotyczacego
populacji:

,Pewien czlowiek miat jedna pare krélikéw trzymanych razem
w pewnym zamknigtym miejscu. Chciatoby si¢ wiedzied, ile po-
tomnych krélikow bedzie z tej pary w ciagu jednego roku, skoro



ich naturg jest, ze w jednym miesiacu rodza kolejna parg, a w
drugim miesiacu te, ktére si¢ urodzity, réwniez rodza.”

Jesli na poczatku pierwszego miesiaca jest para nowo narodzonych krélikéw,
to po miesigcu ta para nie bedzie jeszcze ptodna i na poczatku drugiego mie-
siaca nadal begdzie tylko jedna para krdlikéw. Ta para krélikéw urodzi kolejna
pare na poczatku trzeciego miesiaca, wigc w sumie beda dwie pary. Poczat-
kowa para krélikéw ponownie urodzi kolejna parg na poczatku czwartego
miesiagca. Ale ta druga para krélikow nie bedzie jeszcze ptodna. Beda tylko
trzy pary krolikéw.

Uzywajac wspéiczesnej notacji, oznaczmy przez B, liczbe par krolikéw
na poczatku miesiaca n. Liczba par krélikéw P, w miesigcu n+ 1 jest suma
liczby P, par w miesiacu n i liczby nowo narodzonych par w miesiacu n+ 1.
Ale tylko te pary krélikow, ktére maja co najmniej dwa miesiace rodza nowe
pary krélikéw w miesiacu n+ 1. Sa to pary, ktére byty juz w miesiacun — 1,
aich liczba wynosi P,_. Zatem

Pn+1:Pn+Pn—l'

Jest to zalezno$¢ rekurencyjna: podaje liczbg osobnikéw w miesiacu n + 1
jako funkcje liczby osobnikéw w poprzednich miesigcach. Stad Fibonacci
mdgt tatwo zbudowac nastgpujaca tabelg, gdzie 1| +1=2,14+2=3,24+3 =35,
3+5=28,itd.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
p, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

W rzeczywistosci, Fibonacci przyjal, ze warunkiem poczatkowym jest
sytuacja w miesiagcu n = 2. Poniewaz P4 = 144 + 233 = 377, ostatecznie
uzyskat 377 par krélikow dwanascie miesigcy po punkcie wyjScia. Zauwazyl,
Ze ten ciag liczb mozna kontynuowaé w nieskoriczonosc.

Po 1202 roku Fibonacci napisat kilka innych ksiazek, takich jak Practica
geometriae w 1220 roku i Liber quadratorum (,,Ksigga kwadratéw”) w 1225
roku. Stat si¢ stawny, a dzigki zdobytej popularnosci spotkat si¢ z cesarzem
Fryderykiem II, znanym z doceniania nauki. W 1240 r. Republika Pizy przy-
znata Fibonacciemu roczna rentg. Rok jego Smierci nie jest znany.

W ciagu nastgpnych stuleci problem krélikéw Fibonacciego zostal za-
pomniany i nie mial wplywu na rozwdj matematycznych modeli dynamiki
populacji. Kilku naukowcéw spotkato si¢ w swoich badaniach z ta sama se-
kwencja liczb, ale nie powotywali si¢ na Fibonacciego ani na zadna popula-
cje. Kilka ksiazek Keplera zawiera uwagg, ze stosunek P, /P, jest zbiezny,



Rozdziat 1. Ciag Fibonacciego (1202) 3

gdy n dazy do nieskoriczonosci, do ztotej liczby ¢ = (14 +/5)/2. Jest to
szczegblny przypadek wlasnosci wspdlnej dla wigkszosci modeli populaciji:
tendencji do geometrycznego wzrostu (patrz rozdziaty [3]i[21). W 1728 roku
Daniel Bernoulli uzyskat doktadny wzér

1 [1evs]t o [1=vE]”
"5 2 N

podczas badania ciagéw rekurencyjnych. Kompletne prace Fibonacciego zo-
staly opublikowane w XIX wieku. Od tego czasu ciag (P,) mozna byto
znaleZ¢ w ksiazkach popularyzujacych matematyke pod nazwa ciag Fibonac-
ciego.

Jest oczywiste, ze aby modelowac populacje krélikéw, hipotezy prowa-
dzace do ciagu Fibonacciego sa dalekie od realistycznych: brak $miertelno-
Sci, brak separacji pici itd. Nasze zainteresowanie tym ciagiem w ostatnich
dekadach w biologii wziglo si¢ stad, ze kilka roslin zawiera struktury, ktére
obejmuja niektére z liczb P,, na przyktad 8 i 13 w szyszkach sosny lub 34155
w stonecznikach. Czasopismo naukowe, The Fibonacci Quarterly, jest nawet
w calos$ci po§wigcone wtasciwosciom i zastosowaniom ciggu Fibonacciego!

Literatura uzupekiajaca

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus. .. Comment. Acad. Sci. Imp. Petro-
politanae 3, 85-100 (1728/1732) — Die Werke von Daniel Bernoulli, Band 2,
Birkhéuser, Basel, 1982, 49—64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer, New York (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scienti-
fic Biography, vol. 4, 604—613. Scribner, New York (1971)



Rozdziat 2

Tablice trwania zycia Halley’a (1693)

W 1693 roku stynny angielski astronom Edmond Halley przestudiowat
akta urodzefi i zgonéw Wroctawia, ktére zostaly przekazane Towarzy-
stwu Krdlewskiemu przez Caspara Neumanna. Stworzyl tabelg trwania
zycia pokazujaca liczbe oséb, ktére dozyja dowolnego wieku z popula-
cji urodzonej w tym samym roku. Uzyt tez swojej tabeli do obliczenia
ceny renty dozywotniej. Ten rozdzial przypomina t¢ prace i umieszcza
ja w kontekscie zycia Halleya oraz wczesnego rozwoju ,,arytmetyki po-
litycznej” i teorii prawdopodobieristwa, ktére interesowaty takich ludzi,
jak Graunt, Petty, De Witt, Hudde, Huygens, Leibniz i de Moivre.

Edmond Halley urodzit si¢ pod Londynem w 1656 roku. Jego ojciec byt
bogatym wytwoérca mydta. Edmond juz w mlodym wieku zainteresowat sig¢
astronomia. Rozpoczat studia w Queen’s College na Uniwersytecie Oks-
fordzkim. Kiedy w 1675 roku zainaugurowano dziatalno$¢ Obserwatorium
w Greenwich, Halley mégt juz odwiedza¢ Flamsteeda, Astronoma Krélew-
skiego. W latach 1676-1678 przerwat studia, aby udaé sie na wyspe Swietej
Heleny i sporzadzi¢ katalog gwiazd widocznych z pétkuli potudniowej. Po
powrocie do Anglii zostal czlonkiem Royal Society. Opublikowat tez ob-
serwacje, ktére poczynit na temat cyrkulacji wiatréw podczas podrézy na
Swigta Heleng. W 1684 r. odwiedzit Newtona w Cambridge, aby przedys-
kutowa¢ zwiazek migedzy prawami ruchu planet Keplera a sila przyciagania
wywierang przez Storice. Zachecil Newtona do napisania stynnych Matema-
tycznych zasad filozofii naturalnej, ksiazki, ktéra ostatecznie opublikowat na
wlasny koszt. Pracowal woéwczas jako urzednik Towarzystwa Kroélewskiego.
W 1689 r. zaprojektowat dzwon do nurkowania, ktéry sam przetestowat.

Mniej wigcej w tym samym czasie Caspar Neumann, teolog mieszkajacy
w Breslau (obecnie Wroctaw), nalezacym wowczas do imperium Habsbur-
géw, zbieral dane o liczbie urodzeri i zgondw w swoim miescie. Dane te
zawieraty wiek, w ktérym ludzie umierali. Mogty wigc postuzy¢ do skon-
struowania tabeli wymieralnosci, pokazujacej prawdopodobieristwo dozycia
danego wieku.

Pierwsza tabela wymieralnosci (zwana tez tablica trwania zycia) zostata
opublikowana w Londynie w 1662 roku w ksiazce zatytutowanej Naturalne i
polityczne obserwacje poczynione nad biuletynami Smiertelnosci. Ksiazka ta
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Rysunek 2.1:
Edmond Halley
(1656-1742)

jest zwykle uwazana za tekst zalozycielski zaréwno statystyki, jak i demogra-
fii i ma dziwng cech¢ szczegdlna: ludzie do dzi$ zastanawiaja si¢, czy napisat
ja John Graunt, londyriski kupiec i autor wskazany na oktadce, czy tez jego
przyjaciel William Petty, jeden z zalozycieli Royal Society.

W kazdym razie tabela wymieralnoSci zawarta w ksiazce starata si¢ wy-
korzysta¢ biuletyny, ktére od poczatku XVII wieku regularnie informowaty
o pochéwkach i chrztach w Londynie. Biuletyny te stuzyly gtéwnie do in-
formowania ludzi o powracajacych epidemiach dzumy. Z tego powodu po-
dawaly one przyczyng $mierci, a nie wiek, w ktérym ludzie umierali. Aby
uzyskacé tabelg wymieralnosci podajaca szansg przezycia jako funkcje wieku,
Graunt lub Petty musieli zgadywad, jak rézne przyczyny Smierci byty powia-
zane z grupami wiekowymi. W ten sposéb ich tabela wymieralno$ci mogta
by¢ przedmiotem duzych btedow. Mimo to ksiazka byta bardzo udana, do-
czekala si¢ pigciu wydan w latach 1662-1676. Kilka miast w Europie zaczgto
publikowaé biuletyny podobne do tego z Londynu.

Tak wigc prawie trzydziesci lat po tej pierwszej tabeli wymieralnosci,
zgodnie z sugestia Leibniza, Neumann przestal Henry’emu Justelowi, sekre-
tarzowi Royal Society, swoje dane demograficzne z Wroctawia za lata 1687-
1691. Justel zmart wkrétce potem, a Halley wszedt w posiadanie tych da-
nych, przeanalizowat je i w 1693 r. opublikowal swoje wnioski w Philoso-
phical Transactions of the Royal Society. Jego artykul nosi tytut Ocena stop-
nia §miertelnosci rodzaju ludzkiego poczyniona na podstawie tablic urodzin i
pogrzebow w miescie Wroctaw z probq ustalenia ceny rent.

W badanym okresie pigciu lat Halley zauwazyl, ze liczba urodzen we
Wroctawiu byta mniej wigcej rowna liczbie zgonéw, wigc catkowita liczba
ludnosci bylta prawie stala. Aby uprosci¢ analize, zatozyl, ze populacja znaj-
duje si¢ dokladnie w stanie stabilnym: roczna liczba urodzen (nazwijmy ja
Py), catkowita populacja, populacja w wieku k (P) oraz roczna liczba zgonéw



w wieku k (Dy) sa stale w czasie. Podkresla to dodatkowa interesujaca wita-
sno$¢ danych z Wroctawia, poniewaz takie uproszczenie nie bytoby mozliwe
dla szybko rozwijajacego si¢ miasta, takiego jak Londyn, gdzie statystyki
byty réwniez znieksztatcone przez naptyw ludnosci z terenéw wiejskich.

Tablica 2.1: Tabela wymieralno$ci Halleya przedstawiajaca populacje P, w wieku k.

k P| k P| k P]| k B]| k PB| k PR
1 1000 | 15 628 |29 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 85|16 622 |30 531 |44 407 | 58 262 | 72 120
3 798| 17 616 | 31 523 | 45 397 |59 252 | 73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 |46 387 | 60 242 | 74 98
5 732 |19 604 |33 507 |47 377 |61 232 |75 88
6 710 |20 598 | 34 499 | 48 367 |62 222 |76 78
7692 |21 592 |35 490 |49 357 |63 212 |77 68
8 680 | 22 586 | 36 481 | 50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 |23 579 |37 472 |51 335|65 192 |79 49
10 661 |24 573 |38 463 |52 324 |66 182 |80 41
11 653 |25 567 |39 45453 313 |67 172|81 34
12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28
13 640 |27 553 |41 436 |55 292 |69 152 |83 23
14 634 | 28 546 | 42 427 |56 282 |70 142 |84 20

Dane z Wroctawia mialy §rednig roczng liczbe 1238 urodzeni: taka war-
to$¢ Halley przyjat dla Py. W zasadzie méglby on réwniez obliczy¢ z danych
Srednig roczng liczbe zgonéw Dy wsrdd ludzi w wieku k dla wszystkich k.
Korzystajac ze wzoru.

Piv1 = P — Dy, 2.1

mogt skonstruowac tablicg P;. I odwrotnie, mozna znalez¢ wartosci Dy, kto-
rych uzywat ze wzoru Dy = P, — Py 1: Do =238, D1 =145, Dy =57, D3 =38
i tak dalej. W rzeczywistosci Halley nieco zmodyfikowat swoje wyniki, albo
po to, by uzyskaé okragle liczby (tak jest w przypadku D, ktére zostato
tak nieco zmienione, ze P; = 1000), albo by wygladzi¢ pewne nieregular-
nosci wynikajace z matej liczby zgonéw w starszym wieku w pigcioletnim
badaniu. Biorac sume¢ wszystkich liczb P, w tabeli, Halley uzyskat szacunek
catkowitej populacji Wroctawia bliski 34 OOOD

Podsumowujac, metoda ta miata tg wielka zalete, ze nie wymagata ogél-
nego spisu ludnosci, a jedynie wiedzy o liczbie urodzen i zgonéw oraz o
wieku, w ktérym ludzie umierali w ciagu kilku lat.

IDla 0s6b w wieku powyzej 84 lat, Halley wtasnie wspomniat, ze ich liczba wynosi 107.
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Tablica trwania zycia Halleya stuzyta jako punkt odniesienia dla réznych
prac w XVIII wieku (patrz rozdziat P, /P;). Rzeczywiscie, chociaz war-
to$ci P byly specyficzne dla Wroctawia, mozna uznaé, ze stosunek Py /P
byt prawdopodobienistwem przezycia do wieku k + 1 wiedzac, ze juz osia-
gneto si¢ wiek k. To prawdopodobienistwo mogtoby by¢ rozsadnie uzyte dla
populacji innych europejskich miast w tym czasie. Na przyktad, mozna by
oczekiwaé, ze roczne dziecko bedzie miato 661 szans na 1000 osiagnigcia
wieku 10 lat lub 598 szans na 1000 osiagnigcia wieku 20 lat.

Halley wykorzystal rowniez swoja tablice trwania zycia do obliczenia
ceny renty za zycie. W XVI i XVII wieku kilka miast i stanéw sprzedawato
takie renty swoim obywatelom, aby zebrac¢ pieniadze. Nabywcy otrzymywali
co roku az do $mierci stata kwote pienigdzy, ktéra byta réwna pewnemu pro-
centowi poczatkowo wptaconej sumy, czesto dwukrotnie wyzszemu od 6w-
czesnej stopy procentowej, ale niezaleznie od wieku nabywcy. Oczywiscie
instytucja ta ryzykowata bankructwo, jesli zbyt wiele oséb o bardzo diugiej
oczekiwanej dtugosci zycia kupowato te renty. Problem ten nie mdgt byé
prawidtowo rozwiazany bez wiarygodnej tabeli trwania zycia.

W 1671 roku Johan De Witt, premier Holandii, i Johannes Hudde, jeden
z burmistrz6w Amsterdamu, zastanawiali si¢ juz nad problemem obliczania
ceny renty dozywotniej. Obawiajac si¢ inwazji wojsk francuskich, chcieli
zebra¢ pieniadze na wzmocnienie armii. Mieli dane dotyczace oséb, ktére
wykupity renty dozywotnie kilkadziesiat lat wczesniej, w szczeg6lnosci wiek,
w ktérym wykupiono renty i wiek, w ktérym osoby te zmarty. Udato im sig¢
mniej wigcej poprawnie obliczy¢ cene renty, ale ich metoda zostata p6Zniej
zapomniana. W nastgpnym roku Holandia zostala zaatakowana, a De Witt
zostal zlinczowany przez thum.

Halley rozwazy? ten problem na nowo w 1693 roku, postugujac si¢ wro-
ctawska tabelq trwania zycia i przyjmujac stopg procentowa w wysokosci 6
procent. Metoda obliczeniowa jest prosta. Niech i bedzie stopa procentowa.
Niech R; bgdzie cena, za ktérg osoba w wieku k moze kupié rentg w wyso-
kosci, powiedzmy, jednego funta rocznie. Osoba ta ma prawdopodobienistwo
Pt/ P, 2e bedzie jeszcze zyta w wieku k + n. Funt, ktéry paristwo obiecuje
wyplacid, jesli osoba ta osiagnie ten wiek, mozna uzyskad, lokujac 1/(14i)"
funtéw z poczatkowej sumy przy stopie procentowej i. Jesli wigc przyjmiemy
upraszczajace zatozenie, ze suma poczatkowa jest wykorzystywana wytacz-
nie do wyplacania rent, to cena powinna wynosi¢

1 (P Pito Prys
Ri=— ) 2.2
£ Pk(1+i+(1+i)2+(1+i)3+ 2.2)

Halley uzyskat w ten sposéb tabelg ktéra pokazuje wspélczynnik Ry,



przez ktéry nalezy pomnozy¢ pozadang rentg, aby uzyskaé niezbedna sumg
poczatkowa. Mezczyzna w wieku 20 lat otrzymywatby wigc co roku 1/12,78,
czyli 7,8 % poczatkowej sumy. Ale m¢zczyzna w wieku 50 lat otrzymalby
1/9,21 ~ 10,9 %, poniewaz miatby mniej lat Zycia. Zauwazmy, ze dwukrotnie
wyzsza stopa procentowa odpowiadataby rencie réwnej 12 % poczatkowej
sumy, lub réwnowaznie cenie réwnej 8,33-krotnosci renty.

Tablica 2.2: Mnoznik okreslajacy ceng¢ renty dozywotniej.

k R. | k Ry | k Re | k R| k R
1 1028 | 15 1333 | 30 11,72 | 45 991 | 60 7,60
5 1340 [ 20 12,78 | 35 11,12 |50 921 | 65 6,54
0 1344 |25 1227 |40 1057 | 55 851 |70 532

1

Obliczenia te sa oczywiscie dos¢ zmudne. Halley mdgt jednak skorzystaé
z tablic logarytmicznych, aby szybciej otrzymaé ogélny wzor Py, /(1 +i)".
Poniewaz nie podat on wartosci dla P, powyzej 84 lat, nie jest mozliwe do-
ktadne sprawdzenie jego obliczei. Wreszcie, praca Halleya nie miata zad-
nego bezposredniego znaczenia: przez kilkadziesiat lat renty dozywotnie w
Anglii i innych krajach nadal byly sprzedawane po cenie niezaleznej od wieku
kupujacego i po cenie znacznie nizszej niz mogtaby by¢, np. 7-krotnos¢ renty.

Zagadnienia wynikajace z tablic trwania zycia interesowaly w czasach
Halleya wielu uczonych. Holender Christiaan Huygens, autor w 1657 roku
pierwszej broszury po§wigconej teorii prawdopodobieristwa, w 1669 roku w
korespondencji ze swoim bratem Grauntem omoéwil tabele wymieralnosci i
obliczanie §redniej dtugosci 2ycieﬂ

Kilka lat przed tym, jak Neumann nawiazat kontakt z Towarzystwem Kro-
lewskim, Leibniz réwniez pisat o obliczaniu dlugosci zycia w eseju, ktéry
pozostal nieopublikowany. W 1709 r. przyszta kolej na Nikolausa I Berno-
ulliego. W 1725 roku Abraham de Moivre opublikowat caly traktat Renty
dozywotnie. Zauwazyt on w szczegdlnosci, ze cena Ry moze by¢ tatwo ob-
liczona dla starszych lat, poniewaz wzoér zawierat tylko kilka wyrazef.
Mozna byto wtedy skorzysta¢ z formuty rekurencji wstecznej

_ B T4+ R
A R

)

co mozna tatwo udowodnié, wychodzac od [2.2). Korzystajac z wartosci,
jaka Halley podaje dla ceny w wieku 70 lat, mozna wigc sprawdzié pozostate
wartosci z tabeli

2Qczekiwana dtugo$é zycia w wieku k dana jest wzorem ll przy i =0.
3Wyglada na to, ze w tabeli jest kilka bledéw, w szczegéInoci dla wieku 5 i 15 lat.
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Po przerwie poswigconej demografii Halley powrdécit do swoich gtow-
nych tematéw badawczych. W latach 1698-1700 optynat Ocean Atlantycki,
aby sporzadzi¢ mape ziemskiego pola magnetycznego. W 1704 r. zostat
profesorem na Uniwersytecie Oksfordzkim. W nastgpnym roku opubliko-
wat ksiazke o kometach i przewidzial, ze kometa z 1682 r., ktéra Kepler
zaobserwowal w 1607 r., powrdci w 1758 r.: stala si¢ ona znana jako ,.ko-
meta Halleya”. Opublikowat takze thumaczenie ksiazki Apolloniusza z Pergi
o stozkach. W 1720 r. zastapit Flamsteeda na stanowisku Astronoma Kro-
lewskiego. Prébowal rozwiazac problem precyzyjnego wyznaczania dlugosci
geograficznej na morzu na podstawie obserwacji Ksigzyca, problem o duzym
znaczeniu praktycznym dla nawigacji. Zmart w Greenwich w 1742 r. w
wieku 86 lat.

Literatura uzupekiajaca

1. Fox, M.V.: Scheduling the Heavens. Morgan Reynolds (2007)

2. Graunt, J.: Natural and Political Observations Mentioned in a Following Index
and Made upon the Bills of Mortality (1665). echo.mpiwg-berlin.mpg.de

3. Hald, A.: A History of Probability and Statistics and Their Applications before
1750. Wiley, Hoboken, New Jersey (2003).

4. Halley, E.: An estimate of the degrees of the mortality of mankind. Phil. Trans.
Roy. Soc. London 17, 596-610 (1693). gallica.bnf.fr

5. Heyde, C.C.: John Graunt. In: Heyde, C.C., Seneta, E. (eds.) Statisticians of
the Centuries, 14—16. Springer, New York (2001)

6. Koch, P.: Caspar Neumann. In: ibid., 29-32.

7. Le Bras, H.: Naissance de la mortalité. Gallimard, Paris (2000)


https://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?pn=3&ws=1.5&ww=1&wh=1&mode=imagepath&url=/mpiwg/online/permanent/echo/mpi_rostock/Graunt_1665/user
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k55822q/f148.item

Rozdzial 3

Euler i geometryczny wzrost populacji (1748-1761)

Euler kilkakrotnie pisal o dynamice populacji. W jego traktacie z 1748
roku, Wstep do analizy nieskoriczonosci (fac. Introductio in analysin
infinitorum), rozdzial poSwigcony funkcji wyktadniczej zawierat cztery
przyktady dotyczace wyktadniczego wzrostu populacji. W 1760 roku
opublikowat artykut taczacy ten wyktadniczy wzrost ze strukturg wie-
kowa populacji. Praca ta jest prekursorem teorii ,,stabilnych” populacji,
ktoéra zostata rozwinigta w XX wieku i odgrywa wazna rolg w demogra-
fii. W 1761 r. Euler pomagal takze Siissmilchowi w drugim wydaniu
jego traktatu o demografii. Opracowal interesujacy model, bedacy ro-
dzajem wariantu ciggu Fibonacciego, ale nie opublikowat jego szczegd-
lowej analizy.

Leonhard Euler urodzit si¢ w 1707 r. w Bazylei, w Szwajcarii. Jego
ojciec byt protestanckim pastorem. W 1720 r. Euler rozpoczat studia na
uniwersytecie. Pobierat tez prywatne lekcje matematyki u Johanna Berno-
ulliego, jednego z najstynniejszych matematykéw pokolenia po Leibnizu i
Newtonie. Zaprzyjaznit si¢ z dwoma synami Johanna Bernoulliego: Niko-
lausem II i Danielem. W 1727 r. Euler dotaczyt do Daniela w nowo utworzo-
nej Akademii Nauk w Petersburgu. Poza matematyka interesowat si¢ fizyka
i wieloma innymi zagadnieniami naukowymi i technicznymi. W 1741 r. krél
pruski Fryderyk II zaproponowal mu stanowisko dyrektora sekcji matema-
tycznej Akademii Nauk w Berlinie. Euler opublikowat znaczng liczbe arty-
kutéw 1 ksigzek dotyczacych wszystkich aspektéw mechaniki (astronomia,
sprezystos¢, ptyny, ciata state) i matematyki (teoria liczb, algebra, szeregi
nieskonczone, funkcje elementarne, liczby zespolone, rachunek r6zniczkowy
i calkowy, réwnania r6zniczkowe i czastkowe, optymalizacja, geometria), ale
takze demografii. Byl najbardziej ptodnym matematykiem swoich czaséw.

W 1748 roku Euler opublikowat po tacinie rozprawe zatytutowana Wstep
do analizy nieskoriczonosci. W rozdziale o wyktadnikach i logarytmach roz-
wazal sze$¢ przyktadéw: jeden z matematycznej teorii skal muzycznych,
drugi ze sptaty pozyczki z odsetkami i cztery z dynamiki populacji. W tym
ostatnim Euler zatozyl, ze populacja P, w roku n spetnia nastgpujace warunki

Bia=(1+xF
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Rysunek 3.1:
Euler (1707-1783)

dla wszystkich liczb calkowitych n. Stopa wzrostu x jest dodatnig liczba rze-
czywista. Zaczynajac od stanu poczatkowego Py, populacja w roku n jest
okreslona przez

P, = (1 +x)”P0 .

Nazywa si¢ to wzrostem geometrycznym lub wykladniczym. W pierwszym
przyktadzie pytamy:

,,Jesli liczba ludno$ci w pewnym regionie wzrasta co roku o jedna
trzydziesta, a kiedy$ byto tam 100 000 mieszkaicéw, to chcieli-
bysSmy zna¢ liczbe ludnosci po 100 latach.”

Odpowiedz brzmi: Pgo = (1 + 1/30)'% x 100000 ~ 2 654 874. Do tego
przyktadu Euler zainspirowat si¢ spisem ludnosci Berlina, ktéry mial miej-
sce w 1747 roku i w wyniku ktérego liczba ludnosci oszacowana zostata na
107 224. Z jego obliczen wynika, ze w ciagu jednego wieku liczba ludnosci
moze wzrosnaé ponad dziesigciokrotnie. Doktadnie to samo zaobserwowano
w tym czasie dla Londynu.

Nalezy zauwazy¢, ze obliczenie (1+1/30)'% jest bardzo proste przy uzy-
ciu nowoczesnego kalkulatora kieszonkowego. Ale w czasach Eulera trzeba
bylo uzywac logarytméw, aby uniknaé wielu rgcznych mnozen i szybko otrzy-
maé wynik. Obliczamy najpierw logarytm dziesigtny (w podstawie 10) z Pjqg.
Z fundamentalnej wtasnosci logarytmu log(ab) = loga + logb wynika, ze

log Pioo = 100 log(31/30) 4 1og(100000) = 100 (log31 —log30) + 5.

Logarytmy zostaly wprowadzone w 1614 roku przez Szkota Johna Napiera.
Jego przyjaciel Henry Briggs opublikowat w 1617 roku pierwsza tablice loga-
rytmow dziesigtnych. W 1628 roku Holender Adriaan Vlacq uzupeknit prace
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Briggsa, publikujac tabelg zawierajaca logarytmy dziesigtne liczb catkowi-
tych od 1 do 100 000 z dziesigciocyfrowa doktadnoscia. To jest ten rodzaj ta-
beli, ktory Euler wykorzystat, aby otrzymac log30 ~ 1,477121255, log31 ~
1,491361694, i w koricu log Pyop =~ 6,4240439. Pozostaje znaleZ¢ liczbg P,
ktérej logarytm jest znany. Poniewaz logarytmy dziesigtne liczb catkowitych
od 1 do 100 000 zawieraja si¢ w przedziale od 0 do 5, szukamy logarytmu
liczby P/ 100, ktéry wynosi 4,4240439. Mozna sprawdzi¢ w tablicy loga-
rytméw, ze log26 548 ~ 4,424031809 oraz log26 549 ~ 4,424048168. Za-
stepujac funkcje logarytmiczna linig prosta pomigdzy 26,548 i 26,549, Euler
otrzymal, ze
Pioo 4,4240439 — 4,424031809

Too = 2038+ 5048168 — 4424031800 2024874

Zatem Pjog =~ 2654 874.
Drugi przyktad dotyczacy dynamiki populacji w ksiazce Eulera jest na-
stepujacy:

,Poniewaz po potopie wszyscy ludzie wywodzili si¢ z popula-
cji liczacej sze$¢ oséb, jesli zatozymy, ze po dwustu latach po-
pulacja wynosita 1000 000, chcielibySmy znalezZ¢é roczna stope
wzrostu.”

Poniewaz 10° = (1 +x)?% x 6, otrzymujemy z kalkulatorem kieszonkowym
x=(10°/6)1/200 _1 ~0,061963. Z tablicami logarytmicznymi trzeba przej§¢
przez log(10°) = 200 log(1 +x) +log6 i po przeksztatceniu

log(1+x) = (6 —1og6)/200 = 0,0261092

otrzymujemy 14x~ 1,061963. Euler mégt wigc stwierdzié, ze populacja be-
dzie rosta o x & 1/16 rocznie. Aby zrozumie¢ genezg tego przyktadu, trzeba
pamigtaé, ze wspoétczesni filozofowie zaczynali zaprzeczaé prawdziwosci bi-
blijnych opowiesci. Dostowne odczytanie ustaliloby czas potopu na okoto
2350 r. p.n.e. z nastgpujacymi ocalaltymi: Noe, jego trzej synowie i ich zony.
Ksigga Rodzaju méwi:

,,Ci trzej byli synami Noego i od nich to zaludnita si¢ cata zie-

mia.”
Tempo wzrostu populacji po potopie wynoszace 1/16 (lub 6,25 %) rocznie
nie wydawalo si¢ Eulerowi zbyt nierealistyczne. Begdac synem protestanc-
kiego pastora i pozostajac religijnym przez cate zycie, doszedt do wniosku:
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,»Z tego powodu niedorzeczne jest twierdzenie niedowiarkow, ze
w tak krétkim czasie cata ziemia nie mogta by¢ zaludniona, za-
czynajac od jednego cz%owieka.’ﬂ

Euler zauwazyl réwniez, ze gdyby wzrost trwat w tym samym tempie do 400
lat po potopie, liczba ludnosci wynositaby (14 x)%% x 6 = (10°/6)? x 6 ~
166 mld:

,Jednak cata Ziemia nigdy nie bylaby w stanie utrzymac takiej
populacji.”

Idea ta zostanie znacznie rozwinigta przez Malthusa p6t wieku pdZniej (patrz
rozdziat ).
W trzecim przyktadzie Eulera pojawia si¢ pytanie:

,Jesli w kazdym stuleciu populacja ludzka podwaja sig, to jakie
jest roczne tempo wzrostu?”

Poniewaz (1 +x)'% = 2, otrzymujemy z kalkulatorem kieszonkowym x =
21/100 _ 1 ~ 0,00695. Z tablicami logarytméw, 100 log(1 +x) = log2. Wiec
log(1 +x) ~ 0,0030103 oraz 1 + x ~ 1,00695. Stad populacja ro$nie o x =
1/144 kazdego roku. W czwartym i ostatnim przyktadzie pytamy w ten sam
sposob:

,,Jesli populacja ludzka wzrasta rocznie o 1/100, to chcielibySmy
wiedzieé, jak dlugo potrwa, zanim stanie si¢ ona dziesi¢é razy
wigksza.”

Majac (1+ 1/100)" = 10, znajdujemy nlog(101/100) = 1. Zatem
n=1/(log101 —2) ~ 231

lat. To wszystko, co mozna znalez¢é we Wstgpie do analizy nieskoriczonosci
z 1748 roku na temat dynamiki populacji. Euler powréci do tego tematu
bardziej szczegétowo kilka lat péZniej.

W 1760 r. opublikowatl w pracach Akademii Nauk w Berlinie pracg za-
tytutowana Ogdlne dochodzenie w sprawie Smiertelnosci i rozmnazania sig

W ksiazce wydanej przez Graunta w 1662 roku (zob. rozdz. [2) znajdujemy podobna uwage:

,,Jedna para, mianowicie Adam i Ewa, podwajajac si¢ co 64 lata z 5 160 lat, ktére sa
wiekiem $wiata wedtug Pisma Swit;tego, powinna wyprodukowa¢ znacznie wigcej
ludzi, niz jest ich teraz na $wiecie. Dlatego tez Swiat nie ma wigcej niz 100 tysigcy
lgt, jak niektérzy prézno sobie wyobrazaja, ani tez nie wigcej niz podaje Pismo
Swiete.”
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gatunku ludzkiego. Praca ta stanowita swoistg syntez¢ pomigdzy jego wcze-
$niejsza analiza geometrycznego wzrostu populacji a wczesniejszymi bada-
niami nad tablicami trwania zycia (zob. rozdz. [2). Euler rozwazat na przy-
ktad problem:

»Znajac liczbe urodzen i pogrzebdw, ktére zdarzaja si¢ w ciagu
jednego roku, znalez¢ liczbe wszystkich zyjacych i ich roczny
wzrost, dla danej hipotezy SmiertelnosSci.”

Euler zatozyt tu, ze znane sa nastgpujace liczby:
e liczba urodzen B,, w roku n;
e liczba zgonéw D, dla danej hipotezy Smiertelno$ci w roku n;
* odsetek g; noworodkéw, ktore osiagaja wiek k > 1.

Niech P, bgdzie populacja w roku n. Euler przyjat dwa dodatkowe zatozenia
domySlne:

* populacja wzrasta w postepie geometrycznym: P,y =rP, (zr=1+
Xx);

* stosunek liczby urodzeni do liczby ludnosci, zwany dalej wspétczynni-
kiem lub wskaZnikiem urodzen, jest staty: B, /P, = m.

Te dwa zalozenia implikuja, ze liczba urodzen ro$nie w postgpie geometrycz-
nym i w tym samym tempie: B, = r B,. Euler rozwazal nastgpnie stan po-
pulacji w odstepie stuletnim, powiedzmy mig¢dzy latami n = 0 i n = 100, za-
ktadajac, ze nikt nie przezyje wigcej niz sto lat. Aby wyjasnié sposéb rozumo-
wania, nazwijmy Py , (k > 1) populacja zyjaca na poczatku roku n, ktéra uro-
dzita si¢ w roku n — k. Niech R , = B, bedzie liczba urodzen w ciagu roku n.
Z definicji wspétczynnika przezycia g, wynika, ze P, = qx Po n—k = qi B—-
Wiec

%Py = Pigo = Po,100 + Pr1,100 + - - - + P00, 100
= B1oo +¢1Bgg + - +¢q100Bo
(X' 4+ g1 4+ -+ q100) Bo-

Dzielac to réwnanie przez r'%° Py otrzymujemy

q1 , 2 4100
1= (1 — =+ —) 3.1
m(1+""+ 3+ + 15 (3.1
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Jest to réwnanie, ktére w demografii nazywane jest czasem ,,réwnaniem Eu-
lera”. Liczac osobno urodzenia i osobno zgony, otrzymujemy

rPy=Py1 =P —Dy+By1 =P —Dy+rB,. (3.2)

Zatem liczba zgonéw réwniez wzrasta w postgpie geometrycznym: D, | =

rD,,. Ponadto,
1 P, D,/B,—r

— = =" _ 33
m B, 1—r 3-3)
Z réwnania (3.I)), otrzymujemy w koricu
Dy/Bi—1 q1 @ 4100
L R T AN L) 3.4
1—r rJrrer +r100’ (34)

gdzie pozostaje tylko jedna niewiadoma: r. To jest przypadek, ktéry zwy-
kle nazywa si¢ réwnaniem uwiktanym, poniewaz nie mozemy wyodrebni¢ r
jako funkcji pozostatych parametréw. Mozemy jednak obliczy¢ lewa i prawa
strong réwnania (3.4) dla ustalonej wartosci r i pozwoli¢ r zmienia sig, az
obie strony si¢ zréwnaja. Otrzymana w ten sposob warto$¢ r daje stopg wzro-
stu x = r — 1 populacji. Zauwazmy, ze z rownan (3.1) i (3.3) otrzymujemy
dla populacji P, nastgpujace wyrazenie:
1 2 100
P=B(1+ L+ 8 LY.
Gdy populacja jest stabilna (r = 1), to wyrazenie jest takie samo jak to uzyte
przez Halleya do oszacowania populacji Wroctawia (patrz rozdziat 2).
Euler rozwazatl réwniez nastgpujace pytanie:

»Wspodtczynniki Smiertelnosci i urodzeni sa podane. Obliczy¢ ile
bedzie zyjacych w kazdym wieku, jesli znamy liczbe wszystkich
zyjacych. ”
Poniewaz wspotczynniki przezycia g i urodzen m sa znane, wspotczynnik
wzrostu r moze by¢ obliczony z réwnania (3.1). Liczba oséb zyjacych w
roku n, ktére urodzity sie¢ w roku n —k, wynosi qxB,_x = qxBn/ * (przy
qo = 1). Zatem proporcja calkowitej populacji, ktéra jest w wieku k wynosi

qi/r*
L+qi/r+aqa/r?+-+qi00/r'%"

Ta proporcja jest stata. Uzywajac terminologii Lotki (patrz rozdziat [I0),
méwi sig, ze populacja jest ,.stabilna”: piramida wieku zachowuje ten sam
ksztalt w czasie.

Euler ponownie przeanalizowat problem skonstruowania tablicy trwania
zycia, gdy populacja nie jest stabilna, ale ro$nie w postgpie geometrycznym:
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»Znalez¢ prawo $miertelnosci, znajac liczbe wszystkich zyja-
cych, podobnie liczbg urodzeri z liczba zgonéw w kazdym wieku
w ciagu jednego roku.”

Przez ,,prawo $miertelnosci” Euler rozumiat zbiér wspétczynnikow przezy-
cia q;. Zaklada sig teraz, ze catkowita populacja jest znana dzigki spisowi
powszechnemu, co nie miato miejsca w przypadku Halleya (patrz rozdziat[2).
Réwnanie (3.2) pokazuje, ze tempo wzrostu wynosi.

Pn - Dn
r= .
P,—B,
Niech Dy, bedzie liczba osob, ktére umieraja w wieku k w roku n: osoby
te urodzily si¢ w roku n —k. Zatem Dy, = (qx — qi+1) Bu—k. Ale By =

B,/r*. Wspétezynniki przezycia g, mozna zatem obliczy¢ za pomoca wzoru
rekurencyjnego

rk Dk,n
B,

dla wszystkich k > 0, przy czym go = 1. Wzér ten pomnozony przez B, daje
7 powrotem formute uzyta przez Halleya dla stacjonarnego przypadku
r = 1. Euler przyjmowal, Ze w jego metodzie obliczania wspétczynnikéw
przezycia gy populacja wzrasta regularnie, wylaczajac wypadki takie jak epi-
demie dzumy, wojny, gtéd itp. Gdyby spisy ludnosci w czasach Eulera reje-
strowaly wiek ludzi (jak w Szwecji), to to zalozenie bytoby niepotrzebne, a
wspoélczynniki g, moglyby by¢ obliczane tatwie;j.

Biorac pod uwage wspoétczynniki przezycia gy, Euler pokazal réwniez,
jak obliczy¢ ceng renty za zycie. Nie wspomniatl przy tym o pracach Halleya
czy de Moivre’a na ten temat. Euler zastosowal stopg procentowa 5 % oraz
tablice trwania zycia opublikowana w 1742 roku przez Holendra Willema
Kerssebooma.

Euler nie byl jedynym naukowcem zainteresowanym demografia w Aka-
demii Berliniskiej. Jego kolega Johann Peter Siissmilch opublikowat w 1741
roku rozprawg w jezyku niemieckim zatytulowana Boski porzqdek w zmia-
nie ludzkiego gatunku wskazywany przez urodzenia, zgony i rozmnazanie sig,
ktora jest dzi§ uwazana za pierwsza rozprawe w catosci po§wigcong demogra-
fii. Suissmilch napisat réwniez w 1752 r. ksiazke O szybkim rozwoju Berlina.

W 1761 roku Siissmilch opublikowat drugie wydanie swojej rozprawy. W
rozdziale zatytutowanym O tempie wzrostu i o czasie podwajania sig popu-
lacji zamiescit interesujacy model matematyczny, ktéry opracowat dla niego
Euler. Model ten byt podobny do modelu Fibonacciego (patrz rozdziat [I)),
ale dla populacji ludzkiej. Zaczynajac od pary (jeden me¢zczyzna i jedna ko-
bieta) w wieku 20 lat w roku O, Euler zatozyt, ze ludzie umieraja w wieku

qk+1 = gk —
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Rysunek 3.2:
Stissmilch (1707-1767)

40 lat i zenia si¢ w wieku 20 lat, a kazda para ma szescioro dzieci: dwoje
dzieci (chtopca i dziewczynke) w wieku 22 lat, kolejna dwdjke w wieku 24
lat i ostatnig dwéjke w wieku 26 lat. Liczac lata dwa po dwa, tak ze B; jest
liczba urodzen w roku 2i, Euler doszedl do wniosku, ze

Bi=Bj_11+Bi—12+Bi_13 (3.5)

dla wszystkich i > 1. Warunki poczatkowe odpowiadaja B_1, =0, B_1; =0,
B_10=21B;=0jesdli —9 < i < 0. Euler mdgt wigc obliczy¢ liczbg urodzen,
jak pokazano w drugiej kolumnie tabeli. Liczba zgonéw D; w roku 2i jest
wtedy réwna liczbie urodzen w roku 2i —40: D; = B;_»q jesli i > 10, podczas
gdy D; =0dlai <9. Jesli chodzi o liczbe P, 0s6b zyjacych w roku 2i, to
jest ona réwna liczbie os6b zyjacych w roku 2i — 2, powigkszonej o liczbe
urodzenn w roku 2i, pomniejszonej o liczbg zgonéw w roku 2i: P, = P +
B;—D,;.

Ten rozdziat ksiazki Siissmilcha koriczy si¢ uwaga, ktéra mogtaby si¢ juz
pojawi¢ na temat ciagu Fibonacciego:

,»Wielki nieporzadek, jaki zdaje si¢ panowaé w tabeli Eulera, nie
przeszkadza, by liczba urodzen podazata za pewnego rodzaju
progresja, ktéra nazywamy seria rekurencyjna [...] Niezaleznie
od poczatkowego nieporzadku tych progresji, przeksztalcaja sig
one w progresj¢ geometryczna, jesli nie sg przerywane, a zabu-
rzenia poczatku bledna stopniowo i znikaja prawie catkowicie.”

Ksiazka nie méwi nic wigcej o matematyce tego modelu populacji. Euler po-
sungl si¢ jednak znacznie dalej w rekopisie zatytutowanym O mnoZeniu sie
rodzaju ludzkiego, ktory za jego zycia pozostal nieopublikowany. Szukajac
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Tablica 3.1: Tablica Eulera.

i Narodziny Zgony Zyjacy i Narodziny Zgony Zyjacy

0 0 0 2 40 20 0 206

1 2 0 4 41 8 0 214

2 2 0 6 42 2 0 216

3 2 0 8 43 0 2 214

4 0 0 8 44 0 6 208

5 0 0 8 45 2 12 198

6 0 0 8 46 10 14 194

7 0 0 8 47 30 12 212

8 0 0 8 48 60 6 266

9 0 0 8 49 90 2 354
10 0 2 6 50 102 0 456
11 0 0 6 51 90 0 546
12 2 0 8 52 60 0 606
13 4 0 12 53 30 0 636
14 6 0 18 54 10 2 644
15 4 0 22 55 2 8 638
16 2 0 24 56 2 20 620
17 0 0 24 57 12 32 600
18 0 0 24 58 42 38 604
19 0 0 24 59 100 32 672
20 0 0 24 60 180 20 832
21 0 2 22 61 252 8 1076
22 0 2 20 62 282 2 1356
23 2 2 20 63 252 0 1608
24 6 0 26 64 180 0 1788
25 12 0 38 65 100 2 1886
26 14 0 52 66 42 10 1918
27 12 0 64 67 14 30 1902
28 6 0 70 68 16 60 1858
29 2 0 72 69 56 90 1824
30 0 0 72 70 154 102 1876
31 0 0 72 71 322 90 2108
32 0 2 70 72 532 60 2580
33 0 4 66 73 714 30 3264
34 2 6 62 74 786 10 4040
35 8 4 66 75 714 2 4752
36 20 2 84 76 532 2 5282
37 32 0 116 77 322 12 5592
38 38 0 154 78 156 42 5706
39 32 0 186 79 72 100 5678
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rozwiazania réwnania (3.5) postaci B; = cr', czyli postaci postepu geome-
trycznego, otrzymatl po uproszczeniu rownanie wielomianowe stopnia 13:

P =r4r+l. (3.6)

Szukatl rozwiazania w poblizu r = 1 i zauwazyl, uzywajac tablicy logaryt-
micznej do obliczenia r'3, ze

0212 jesli r=1,09
2 13 > J U7,
b =r ”{ ~0,142 jesli r=1,10.

Zatem réwnanie ma pierwiastek z przedziatu od 1,09 do 1,10. Przybliza-
jac funkcje 1+ r+ r> — r'3 odcinkiem linii w tym przedziale, Euler otrzymat

0,142 1,09+0,212 x 1,10
- 0,142+0,212

~ 1,0960 .

Lata sa liczone dwa po dwa, liczba urodzefi ma tendencj¢ do mnozenia si¢
przez /r kazdego roku. Liczba ta podwaja si¢ co n lat, jesli (v/r)" =2,
tj. conn=2log2/logr~ 15 lat. Poniewaz asymptotycznie B; ~ cr' a
poniewaz liczba D; zgonéw w roku 2i jest réwna B;_»¢, otrzymujemy D; ~
B;/r*? z r** = 6,25. Liczba urodzen jest okoto szes¢ razy wigksza od liczby
zgondéw. Liczba P, 0séb zyjacych w roku 2i jest réwna B;+B;_1 +---+Bj_19,
otrzymujemy réwniez, ze
1 1 1—r%
P; ~ B <l+r+---+r19) :Bim ~9,598B; .

Calkowita liczba ludnosci jest okolo dziesig¢ razy wigksza od liczby uro-
dzefi.

Dowdd, ze ciag (B;) pokazany w tabeli jest rzeczywiscie asymptotycz-
nie rosnacy jak 7' jest bardziej skomplikowany. Od czasu pracy Abra-
hama de Moivre’a nad szeregami rekurencyjnymi wiadomo byto, ze
wprowadzajac funkcje tworzaca

doo
flx)= ZBix’ ,
i=0

mozna wyrazi¢ f(x) jako funkcje wymierna. Euler wyjasnit t¢ metode
w swoim Witepie do analizy nieskoriczonosci w 1748 roku: zalezno$¢
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rekurencyjna (3.5) daje rzeczywiscie

flx)= ZBixl+ Z (Bi—11 +Bi—12+Bj—13)x'
i=0 =13

=2x+2x2 423 +2x2 + f(x) (x11 +x12 +x13) .
Wiec

B 2x+2x% 4253 4+ 2x12
fx)= 1 — 11— 12 _ I3

Euler wiedzial, ze taka funkcje wymierna mozna roztozy¢ w postaci

ay ars

f(x) = 1 _ l + e + 1 _ i 3
X1 X13
gdzie liczby xi,...,x13 sa rzeczywistymi lub zespolonymi pierwiast-

kami réwnania 1 —x'! — x12 — x13 = 0. Zatem

X ! X i
f(X):g%)al (xl> +---+aps (9613) .

Poniewaz B; jest wspotczynnikiem x' w f(x), Euler otrzymat, ze

X 13 %
przy i — +oo, gdzie x; jest pierwiastkiem o najmniejszym module. In-
nymi stowy, B; rosnie w tempie geometrycznym jak (1/x;)!. Pozostato
zauwazyé, ze xi jest pierwiastkiem réwnania 1 —x!! —x12 —x13 =0
wtedy i tylko wtedy, gdy r = 1/x; jest pierwiastkiem réwnania (3.6).
Pewne szczegoty tego dowodu zostaty ostatecznie wyjasnione przez Gum-
bela w 1916 roku.

W 1765 r. Siissmilch opublikowat trzecie wydanie swego traktatu, a w
1767 r. zmart w Berlinie. W 1766 r. Euler powrdcit do Petersburga z po-
wodu ztych relacji z krélem pruskim. Mimo utraty wzroku, z pomoca synéw
i wspotpracownikéw publikowat nadal wiele prac, zwlaszcza z zakresu alge-
bry, rachunku catkowego, optyki i budowy okretow. Jego Listy do ksigzniczki
niemieckiej, napisane w Berlinie w latach 1760-1762, zostaly opublikowane
w latach 1768-1772 i staty si¢ bestsellerem w calej Europie. Euler zmart w
Sankt Petersburgu w 1783 roku. Jego wklad w demografi¢ matematyczna,
zwlaszcza analiza ,,stabilnej” piramidy wieku w wyktadniczo rosnacej popu-
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lacji, zostanie ponownie odkryta dopiero w XX wieku (zob. rozdziaty [I0]i

21).

Literatura uzupehiajaca

1.

Euler, L.: Recherches générales sur la mortalité et la multiplication du genre
humain. Hist. Acad. R. Sci. B.-Lett. Berl. 16, 144—164 (1760). eulerarchive

. Euler, L.: Sur la multiplication du genre humain. In: Leonhardi Euleri Opera

omnia, Ser. 1, vol. 7, 545-552. Teubner, Leipzig (1923)

. Euler, L.: Introductio in analysin infinitorum (1748). — Leonhardi Euleri

Opera omnia, Ser. 1, vol. 8, Teubner, Leipzig (1922). gallica.bnf.fr

. Fellmann, E.A.: Leonhard Euler. Birkhduser, Basel (2007)
. Gumbel, E.J.: Eine Darstellung statistischer Reihen durch Euler. Jahresber.

dtsch. Math. Ver. 25, 251-264 (1917). digizeitschriften.de

. Reimer, K.F.: Johann Peter SiiBmilch, seine Abstammung und Biographie.

Arch. soz. Hyg. Demogr. 7,20-28 (1932)

. Rohrbasser, J.M.: Johann Peter Siissmilch. In: Heyde, C.C., Seneta, E. (eds.)

Statisticians of the Centuries, 72-76. Springer, New York (2001)

. SiiBmilch, J.P.: Die gottliche Ordnung. Berlin (1761). mpiwg-berlin.mpg.de
. Warusfel, A.: Euler, les mathématiques et la vie. Vuibert, Paris (2009)


http://eulerarchive.maa.org//docs/originals/E334.pdf
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k69587.r
http://www.digizeitschriften.de/dms/img/?PID=GDZPPN002125315
http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView/ECHOzogiLib?pn=4&ws=1.5&mode=imagepath&url=/mpiwg/online/permanent/echo/mpi_rostock/suessmilch_1761/user

Rozdziatl 4

Daniel Bernoulli, d’Alembert i szczepienie przeciw
ospie prawdziwej (1760)

W 1760 roku Daniel Bernoulli napisat artykut o ospie prawdziwej. W
jego czasach istniato wiele kontrowersji wokoét szczepien, praktyki, ktéra
mogta chroni€ ludzi, ale mogta by¢ réwniez $Smiertelna. Wykorzystat on
tablice trwania zycia Halleya i pewne dane dotyczace ospy, aby poka-
zaé, ze szczepienie bylo korzystne, jesli zwigzane z nim ryzyko §mierci
byto mniejsze niz 11 %. Szczepienie moglo zwigkszy¢ oczekiwang dhu-
go§¢ zycia w momencie narodzin do trzech lat. D’ Alembert skrytykowat
prace Bernoulliego, ktéra byta pierwszym modelem matematycznym w
epidemiologii.

Daniel Bernoulli urodzit si¢ w 1700 r. w Groningen w Holandii. W jego
rodzinie bylo juz dwdéch stynnych matematykéw: jego ojciec Johann Ber-
noulli i wuj Jakob Bernoulli. W 1705 r. Johann przeniést si¢ do Bazylei
w Szwajcarii, gdzie objat profesurg zwolniong po $mierci Jakoba. Johann
nie chcial, by jego syn studiowal matematyke. Daniel zwrdcit si¢ wigc w
strong medycyny, uzyskujac w 1721 r. stopien doktora dzigki pracy na temat
oddychania. Przenidst si¢ do Wenecji i zaczat zajmowaé si¢ matematyka,
publikujac w 1724 r. ksiazke. Po zdobyciu w tym samym roku nagrody pa-
ryskiej Akademii Nauk za esej O doskonatosci klepsydry na statku na morzu,
otrzymat profesur¢ w nowej Akademii Petersburskiej. W tych latach praco-
watl zwlaszcza nad szeregami rekurencyjnymi lub nad ,,paradoksem peters-
burskim” w teorii prawdopodobienistwa. W 1733 r. Daniel Bernoulli powré-
cil na uniwersytet w Bazylei, gdzie wykladat kolejno botanike, fizjologi¢ i
fizyke. W 1738 r. opublikowat ksiazke o dynamice ptynéw, ktéra do dzis jest
znana w historii fizyki. Okoto 1753 r. zainteresowat si¢, w tym samym cza-
sie co Euler i d’ Alembert, problemem drgajacych strun, co wywotalo wazna
kontrowersj¢ matematyczna.

W 1760 roku przedtozyt Akademii Nauk w Paryzu prace zatytutowana
Préba nowej analizy Smiertelnosci spowodowanej przez ospe i korzysci pty-
nqcych z zaszczepienia w celu jej zapobieZenia. Pytanie brzmialo, czy szcze-
pienie (dobrowolne wprowadzenie do organizmu niewielkiej ilo§ci mniej zja-
dliwej ospy w celu ochrony przed p6Zniejszymi infekcjami) powinno by¢ pro-
mowane, nawet jes§li czasami jest to operacja $miertelna. Technika ta byta
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Rysunek 4.1:
Daniel Bernoulli (1700-1782)

znana od dawna w Azji i zostata wprowadzona w 1718 roku w Anglii przez
Lady Montagu, zong brytyjskiego ambasadora w Imperium Osmanskim. We
Francji, pomimo $mierci najstarszego syna Ludwika XIV na ospg w 1711
roku, szczepienie byto rozwazane niechgtnie. Voltaire (Wolter), ktéry przezyt
ospe w 1723 roku i ktéry przez kilka lat mieszkat na wygnaniu w Anglii, ob-
serwujac najnowsze innowacje, w swoich Listach filozoficznych w 1734 roku
opowiadat si¢ za szczepieniami. Francuski uczony La Condamine, ktéry row-
niez przezyl ospe, w 1754 roku w paryskiej Akademii Nauk opowiadat si¢ za
szczepieniami.

Przed $miercia w Bazylei w 1759 roku Maupertuis zachgcit Daniela Ber-
noulliego do zbadania problemu szczepient z matematycznego punktu widze-
nia. Dokladniej rzecz ujmujac, chodzito o znalezienie sposobu na poréwna-
nie dlugoterminowej korzySci ze szczepienia z natychmiastowym ryzykiem
Smierci. W tym celu Bernoulli przyjat nastgpujace zalozenia upraszczajace:

* 0soby zarazone ospa po raz pierwszy umieraja z prawdopodobiefistwem
p (niezaleznym od wieku), a przezywaja z prawdopodobieristwem 1 —
p;

* kazdy z prawdopodobieristwem g moze zarazi¢ si¢ kazdego roku; do-
ktadniej, prawdopodobienistwo zarazenia si¢ jednego osobnika pomig-
dzy wiekiem x a wiekiem x + dx wynosi gdx, gdzie dx jest nieskoricze-
nie malym okresem czasu;

* osoby, ktére przezyly ospe, sa chronione przed nowymi zakazeniami

do konca zycia (zostalty uodpornione).
Niech m(x) bedzie $miertelno$cia w wieku x z przyczyn innych niz ospa:
prawdopodobieristwo, ze jeden osobnik umrze w przedziale czasu dx migdzy
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wiekiem x a wiekiem x + dx wynosi m(x)dx. Rozwazajac grupg Py 0séb
urodzonych w tym samym roku, przyjmijmy oznaczenia

* S(x) liczba ,,podatnych” ludzi, ktérzy wciaz zyja w wieku x bez zara-
Zenia sig¢ ospa;

* R(x) liczba 0séb, ktére zyja w wieku x i ktére przezyly ospe;
* P(x) = S(x) + R(x) catkowita liczba 0séb zyjacych w wieku x.

Narodziny odpowiadaja wiekowi x = 0. Zatem S(0) = P(0) = Py i R(0) = 0.
Stosujac metody rachunku, ktére zostaty opracowane pod koniec XVII wieku
przez Newtona, Leibniza, a pZniej przez jego ojca, Daniel Bernoulli zauwa-
zyt, ze pomigdzy wiekiem x a wiekiem x + dx (przy czym dx jest nieskon-
czenie mate), kazdy podatny osobnik z prawdopodobieristwem g dx moze za-
razi¢ si¢ ospa i z prawdopodobiefistwem m(x) dx umrzeé z innych przyczyn.
Zmiana liczby 0séb podatnych wynosi wige dS = —S gdx — Sm(x) dx, co pro-
wadzi do réwnania rézniczkowego

ds

—=—qS— S. 4.1

T =—qS—m(x) (“.1)
W réwnaniu tym, dS/dx nazywamy pochodna funkcji S(x). W tym samym
matym przedziale czasu liczba os6b umierajacych na ospg wynosi pSqdx, a
liczba oséb, ktére przezywaja ospe wynosi (1 — p) Sgdx. Co wigcej, mamy
tez Rm(x)dx oséb, ktére umieraja z przyczyn innych niz ospa. Prowadzi to

do drugiego réwnania rézniczkowego:
dR
Ir =q(1—p)S—m(x)R. 4.2)

Dodajac te dwa réwnania, otrzymujemy

dP

Ir =—pgS—m(x)P. 4.3)
Zréwnan @.1)) i @.3) Bernoulli mégt pokazad, ze czes¢ ludzi, ktorzy sa nadal
podatni w wieku x wynosi

- (4.4)
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Aby otrzymaé wzér (4.4), Bernoulli wyeliminowat m(x) z réwnaii (4.1)

i @3):

Po przeksztalceniu otrzymujemy

Fireiat) —aptra(p

1dS Sdp S S\?

Pdx P*dx P '
Zauwazamy, ze lewa strona jest pochodna zaleznosci f(x) = S(x)/P(x),
czyli frakcji os6b podatnych na zachorowanie w populacji w wieku x.
Zatem

d
dff =—qf+paf*. 4.5)
X

Rozwiazanie tego typu réwnania byto znane juz od kilkudziesigciu lat
dzigki pracy Jakoba Bernoulliego, wuja Daniela. Dzielac réwnanie przez
f? i podstawiajac g(x) = 1/f(x), widzimy, ze dg/dx = qg — pq i ze
g(0) =1/£(0) = 1. Majac h(x) = g(x) — p, otrzymujemy dh/dx = qh.
Zatem h(x) = h(0)e?* = (1 — p)e?*. Wreszcie g(x) = (1 —p)e?* +p
oraz f(x) =1/g(x).

Aby zastosowaé swoja teori¢, Bernoulli postuzyt si¢ tabelg trwania zycia
Halleya (patrz rozdziat [2). Tabela ta podaje liczbe oséb wciaz Zyjacych na
poczatku roku x (przy x = 1,2...) z populacji 1238 urodzonych w roku 0.
Ale w ramach swojego modelu Bernoulli potrzebowat liczby ludzi P(x), kt6-
rzy rzeczywiscie osiagna wiek x, co jest nieco innym problemem. Poniewaz
Bernoulli — jak wigkszo$¢ jemu wspodtczesnych — nie zdawal sobie sprawy
z tej réznicy (artykul Halleya nie jest zreszta zbyt jasny), zachowat liczby z
tabeli Halleya z wyjatkiem pierwszej liczby 1238, ktdra zastapit liczba 1300,
aby uzyskac realistyczna $miertelno$¢ w pierwszym roku zycia. Liczby te sa
umieszczone w drugiej kolumnie tabeli[4.1]

Bernoulli przyjal, ze prawdopodobieristwo §mierci na ospg wynosi p =
1/8 = 12,5%, co jest zgodne z obserwacjami z jego czas6w. Roczne praw-
dopodobiefnistwo zarazenia si¢ ospa g nie mogto by¢ oszacowane bezposred-
nio. Tak wigc Bernoulli prawdopodobnie brat pod uwage kilka wartosci ¢ i
w koricu wybrat taka, ze liczba zgonéw z powodu ospy po wszystkich po-
nizszych obliczeniach wynosi okoto 1/13 catkowitej liczby zgonéw, co byto
proporcja, ktéra zaobserwowano w kilku europejskich miastach. Okazalo sig,
ze wybor ¢ = 1/8 na rok daje dobre dopasowanie, jak teraz zobaczym

ITo, ze p i ¢ sa réwne jest tylko przypadkiem.
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Tablica 4.1: Tablica zycia Halley’a i obliczenia Bernoulliego.

Wiek  Zyje Podatny Odporny Zgony z powodu Nie ma ospy
x  P(x) S(x) R(x) ospy wietrznej P*(x)
0 1300 1300 0 17,2 1300
1 1000 896 104 12,3 1015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 82 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 771
6 710 359 351 5.2 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 35 732

10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 23 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1.4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656
24 572 32 540 649
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Korzystajac ze wzoru i warto$ci P(x) w drugiej kolumnie tabeli, mo-
zemy obliczy¢ liczbg S(x) podatnych oséb w wieku x: jest to trzecia kolumna
tabeli zaokraglona do najblizszej liczby catkowitej. Czwarta kolumna poka-
zuje liczbe R(x) = P(x) — S(x) oséb w wieku x, ktére przezyly ospe. Piata
kolumna pokazuje w wierszu odpowiadajacym wiekowi x liczbg zgondéw z
powodu ospy pomigdzy wiekiem x a wiekiem x + 1. Teoretycznie liczba ta
powinna by¢ catka pq [*!S(t)dr ale wzér pq[S(x) + S(x+1)]/2 daje do-
bre przyblizenie, jak na rysunku @.2} pole trapezu jest zblizone do pola pod
krzywa, czyli do calki z funkcji.

Rysunek 4.2:  Pole prze-
rywanego trapezu aproksy-
muje catke funkcji S mie-
dzy xax+1.

Bernoulli zauwazyt, ze suma wszystkich liczb w piatej kolumnie daje 98
zgondéw na ospe przed ukoficzeniem 24 roku zycia. Gdyby$Smy kontynuowali
tabele dla starszych grup wiekowych, znaleZlibySmy jeszcze tylko trzy zgony
na ospg wsrdd 32 oséb, ktdére sa nadal podatne na zachorowanie w wieku 24
lat. Podsumowujac, poczawszy od 1300 urodzen, okoto 101 oséb umrze na
ospe. Jest to prawie doktadnie oczekiwany utamek 1/13.

Bernoulli rozwazal sytuacje, w ktérej kazdy przy urodzeniu otrzymatby
szczepionke przeciw ospie i szczepionka ta nie powodowalaby zadnych zgo-
néw. Ospa zostalaby zlikwidowana, a pytanie dotyczy oszacowania wzrostu
Sredniej dtugosci zycia. Wychodzac od tej samej liczby urodzen Py, oznaczmy
przez P*(x) liczbg 0s6b w wieku x, gdy ospa zniknie. Wéwczas

dpP*
dx

—m(x) P*. 4.6)
Bernoulli mégt wykazac, ze

P = — " () 4.7)

~l-ptpesr’
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gdzie P(x) jest jak wyzej populacja w wieku x, gdy ospa jest obecna.

Rzeczywiscie, eliminujac jak poprzednio m(x) w réwnaniach (4.6) i
(#.3), Bernoulli uzyskat po przeksztatceniu
1 dP P dP* S P
Pa4p P
Wyznaczyt h(x) = P(x)/P*(x). Korzystajac ze wzoru (4.4), pomnozyt
licznik i mianownik przez e~ 4" i otrzymat

L dh e 1"
hdx pql—p—i—pe—q"’
co jest réwnoznaczne z ;—X logh = % log(1—p+pe ), gdzie log ozna-

cza tutaj logarytm naturalny, a nie logarytm dziesietny. Ale h(0) = 1.
Zatem h(x) =1—p+ pe 9%,

Zauwazmy, ze stosunek P(x)/P*(x) zmierza do 1 — p, gdy wiek x jest
wystarczajaco duzy. Szdsta kolumna tabeliprzedstawia P*(x). Sposobem
na poréwnanie P(x) i P*(x) jest oszacowanie oczekiwanej dtugosci zycia przy
urodzeniu, ktéra w przypadku ospy wyraza si¢ wzorem:

! /OerP(x) dx.

Py

Podobne wyrazenie, w ktérym P*(x) zastepuje P(x), zachodzi bez ospy. Ber-
noulli uzyt przyblizonego wzoru [1P(0) + P(1) + P(2) +---]/Py, czyli ta-
kiego, jaki daje metoda trapezéw (rysunek 4.2)). Kontynuujac tabele po 24
latach az do 84 lat (patrz tabela[2.T)), uzyskat w koricu Srednia dtugos¢ zycia
E z ospa réwna [3 x 1300+ 1000+ - - +20] /1300 ~ 26,57 lat, tj. 26 lati 7
miesigcy. Bez ospy wietrznej uzyskat dtugos$é zycia E* réwna [% x 1300 +
1015+ ---+23]/1300 = 29,65 lat, tj. 29 lat i 8 miesigcy. Szczepienie przy
urodzeniu zwigkszyloby oczekiwana dlugos¢ zycia o ponad trzy lata.

Mozemy zauwazy¢, ze istnieje prostsza i szybsza metoda niz ta, ktorej
uzyl Bernoulli, aby otrzyma¢ te wzory. Wychodzac z rownania r6znicz-
kowego (4.1) dla S(x), widzimy najpierw, ze

S(x) = Pye % exp (— /0 ") dy) .




Rozdziat 4. Bernoulli i szczepienie przeciw ospie prawdziwej (1760) 29

Wykorzystujac to wyrazenie w réwnaniu (4.2) dla R(x), stwierdzamy,
ze

R(x)=PR(1—p)(1—e")exp (—/Oxm(y)dy> .

Z réwnania (4.6) dla P*(x) wynika, ze
P*(x) = Pyexp (—/0 m(y) dy) . (4.8)

Wzory @.4) i (@.7) otrzymujemy natychmiast!

Oczywiscie, zaszczepienie mniej zjadliwym szczepem ospy nie jest cat-
kowicie bezpieczne. JeSli p’ jest prawdopodobiefistwem $mierci na ospe
zaraz po zaszczepieniu (p’ < p), to §rednia dtugo$é zycia wynositaby (1 —
p')E*, gdyby kazdy przeszedt szczepienie przy urodzeniu. Ta oczekiwana
dtugos$é zycia pozostaje wyzsza od naturalnej dlugosci zycia E, jesli p’ <
1 — E/E* lub okoto 11 %. Dane dotyczace p’ byty wéwczas trudne do uzy-
skania. Bernoulli szacowat jednak, ze ryzyko p’ jest mniejsze niz 1 %. Dla
niego nie bylo watpliwosci: szczepienia musialy by¢ promowane przez pai-
stwo. Stwierdzil:

,,Chcialbym po prostu, aby w sprawie, ktora tak scisle dotyczy
dobrobytu rasy ludzkiej, nie podejmowano decyzji bez calej wie-
dzy, ktéra moze dostarczy¢ odrobina analizy i kalkulacji.”

Praca Bernoulliego zostata zaprezentowana w Akademii Nauk w Paryzu
w kwietniu 1760 roku. W listopadzie d’ Alembert przedstawil komentarz za-
tytutowany O zastosowaniu teorii prawdopodobieristwa do szczepienia prze-
ciw ospie. Komentarz ten zostal opublikowany wkrétce potem w drugim to-
mie jego Opuscules mathématiques z bardziej szczegdétowymi obliczeniami i
wraz z inng praca zatytutowana Matematyczna teoria szczepieri. D’ Alembert
skrytykowat zatozenia Bernoulliego, ze prawdopodobienstwo zakazenia i praw-
dopodobieristwo §mierci na osp¢ sa niezalezne od wieku. Zaproponowat inne
rozwiazanie, ktére nie wymaga tych zatoze. Nazwijmy v(x) Smiertelno$cia
spowodowanag ospa w wieku x, m(x) $miertelnoscig spowodowang innymi
przyczynami, a P(x) liczba oséb, ktére jeszcze zyja. Wtedy

drP

= —v(x)P—m(x)P. (4.9)

Poréwnujac z réwnaniem (4.3) widzimy, ze w rzeczywistosci v(x) = p,q,S(x) /P(x).
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Otrzymujemy teraz

P*(x) = P(x) exp ( /0 ) dy> , (4.10)

gdzie P*(x) oznacza liczbe 0s6b zyjacych w wieku x, gdy ospa znikneta.

Rysunek 4.3:
D’ Alembert (1717-1783)

W istocie mozemy albo podstawié funkcje m(x) do réwnan i
albo uzy¢ wzoru (4.8) dla P*(x) i zauwazy¢, ze rozwiazanie (4.9) jest dane
przez

P =nexs (- [0 +milay )

Wz6r (@.10) podany przez d’ Alemberta nie jest sprzeczny ze wzorem Ber-
noulliego . Wykorzystuje on jedynie inny rodzaj informacji v(x), ktéra
nie byta wéwczas dostgpna, poniewaz rejestry zgondw zawieraly przyczyne
$mierci, ale nie wiek ofiary. D’ Alembert zasugerowal, ze nie mozna tak na-
prawdg stwierdzié, czy szczepienie byto uzyteczne, zanim tego typu dane nie
stang si¢ dostgpne.

D’ Alembert skrytykowat réwniez przydatno$¢ oczekiwanej dtugosci zy-
cia jako kryterium decyzji, poniewaz daje t¢ sama wage do wszystkich lat,
czy w bliskiej czy odlegtej przysztosci. Zauwazyt, ze z punktu widzenia jed-
nostki lub panstwa, nie wszystkie lata majq taka sama ,,uzyteczno$¢”, wiek
miody i starszy sa mniej warto§ciowe niz wiek Sredni. Pomimo tych wszyst-
kich krytycznych uwag, d’ Alembert opowiedziat si¢ za szczepieniami.

Z powodu opéznien w publikacji, praca Bernoulliego zostata wydana do-
piero w 1766 roku, podczas gdy d’ Alembertowi udalo si¢ bardzo szybko opu-
blikowaé swoja prace. Bernoulli wyrazil swoje rozgoryczenie w liScie do
Eulera:
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,,Co Pan powie o ogromnych frazesach wielkiego d’Alemberta
na temat prawdopodobiefistwa: poniewaz zbyt czgsto czuje si¢
niesprawiedliwie traktowany w jego publikacjach, zdecydowa-
fem sig juz jaki$ czas temu nie czyta¢ wigcej niczego, co wyszio
spod jego pidra. Podjatem t¢ decyzje przy okazji manuskryptu
o szczepieniach, ktéry wystalem do Akademii w Paryzu osiem
lat temu i ktéry zostal bardzo doceniony ze wzglgdu na nowosé
analizy. Bylo to, §miem twierdzié, jak wtaczenie nowej prowin-
cji do korpusu matematyki. Wydaje sig, ze sukces tej nowej ana-
lizy sprawit mu b6l w sercu. Krytykowat ja na tysiac sposobdw,
wszystkie rownie niedorzeczne, a gdy juz ja dobrze skrytykowat,
udaje, ze jest pierwszym autorem teorii, o ktérej nie styszat, ze
byla juz poruszana. On jednak wiedzial, ze méj rekopis mogt
si¢ ukazac dopiero po jakich$ siedmiu czy o$Smiu latach. Mogt o
tym wiedzie¢ tylko jako cztonek Akademii. Pod tym wzgledem
mdj rgkopis powinien byt pozostaé §wiety, dopoki nie zostat upu-
bliczniony. Dolus an virtus quis in hoste requirat?”E]

Pomimo prac Bernoulliego i d’Alemberta, szczepienia nie byty wykony-
wane na szeroka skale we Francji. Krél Ludwik XV zmart na ospe w 1774
roku. Lekarze dworscy zaszczepili resztg rodziny krélewskiej wkrétce potem.
Problem stracit na znaczeniu, gdy Edward Jenner odkryt, ze zaszczepienie
ludzi przeciwko krowiance, czyli ospie krowiej (tzw. ,,szczepienie”) chroni
przed ospa i jest bezpieczne. Jego praca, Badania nad przyczynami i skut-
kami ospy krowiej, zostata opublikowana w 1798 roku. Szczepienia szybko
rozprzestrzenily si¢ w catej Europie. Niemniej jednak metody opracowane w
celu obliczenia wzrostu oczekiwanej dlugosci zycia w przypadku usunigcia
jednej przyczyny $mierci sa nadal uzywane do dzis.

W nastgpnych dziesigcioleciach pojawily si¢ dane dotyczace wieku, w
ktérym ludzie umierali na ospg. Problem ten ponownie studiowali

 Johann Heinrich Lambert, matematyk z Akademii Berlifiskiej, w 1772
roku;

+ Emmanuel-Etienne Duvillard, wéwczas odpowiedzialny za statystyki
ludno$ci w Ministerstwie Spraw Wewnetrznych w Paryzu, w swojej
Analizie i tabelach wptywu ospy na smiertelnosé w kazdym wieku (1806);

* Pierre-Simon Laplace w swojej Analitycznej teorii prawdopodobieri-
stwa (1812).

2Jakie to ma znaczenie, czy przez mestwo, czy przez spryt zwyciezymy wroga? Wergiliusz:
Eneida, Ksigga II.



32

Duvillard i Laplace pokazali na przyktad, jak zmodyfikowaé wzér @.7), gdy
parametry p i g zaleza od wieku:

. P(x)
P (x)= - .
) 1— [ p(y)g(y)e 1@ gy

Tutaj p(x) jest prawdopodobiefistwem $mierci na ospg, jesli zostanie zara-
zony w wieku x, a g(x) jest prawdopodobiefistwem bycia zarazonym ospa w
wieku x.

Po tej pracy nad ospa Daniel Bernoulli nie badat juz zadnego innego
problemu z zakresu dynamiki populacji. Zmarl w Bazylei w 1782 roku.
D’ Alembert zmart w Paryzu rok péZnie;j.
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Rozdziatl 5

Malthus i przeszkody dla wzrostu geometrycznego
(1798)

W 1798 roku Malthus opublikowal Prawo ludnosci, w ktérym dowo-
dzil, ze podaz zywnosci nie moze przez dluzszy czas podazaé za na-
turalng tendencja populacji ludzkich do wykladniczego wzrostu. Jesli
populacja pozostawata wzglednie stala, to dlatego, ze duza czes$¢ ludz-
kosci cierpiata z powodu niedoboru zywnosci. Malthus postrzegat ,,za-
sade populacji” jako argument przeciwko pismom Godwina i Condor-
ceta, ktore podkreslaty postep w spoteczenstwach ludzkich. Esej Mal-
thusa wptynat na teori¢ ewolucji Darwina i Wallace’a i byt krytykowany
przez Marksa, ale zostal wprowadzony w zycie wraz z chinska polityka
jednego dziecka.

Thomas Robert Malthus urodzit si¢ w 1766 roku pod Londynem, jako
szoste z siedmiorga dzieci. Jego ojciec, przyjaciel i wielbiciel Jeana-Jacques’a
Rousseau, byt jego pierwszym nauczycielem. W 1784 roku mtody Malthus
rozpoczal studia matematyczne na Uniwersytecie Cambridge. Dyplom uzy-
skat w 1791 r., w 1793 r. zostal cztonkiem Jesus College, a w 1797 r. du-
chownym anglikanskim.

Rysunek 5.1:
Malthus (1766-1834)

W 1798 roku Malthus opublikowatl anonimowo ksiazke zatytutowana Roz-
prawa o prawie ludnosci i jego oddziatywaniu na przyszty postep spoteczeri-
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stwa, wraz z uwagami na temat spekulacji pana Godwina, pana Condorceta
i innych pisarzy. Powstata ona jako reakcja na Zapytanie o sprawiedliwosé
polityczng Godwina (1793) i Szkic obrazu postepu ducha ludzkiego poprzez
dzieje Condorceta (1794). Pomimo okropnosci, jakie Rewolucja Francuska
wyrzadzita w imi¢ postepu, obaj autorzy twierdzili, ze postep spoteczernstwa
jest nieunikniony. Malthus nie podzielat tego samego optymizmu. Twierdzit
réwniez, ze angielskie ,,prawa o ubogich”, ktére pomagaty biednym rodzi-
nom wielodzietnym, sprzyjaly wzrostowi populacji, nie zachgcajac do po-
dobnego wzrostu produkcji zywnosci. Wydawato mu sig, ze te prawa tak na-
prawde nie ulzyty biednym, a wrecz przeciwnie. Méwiac ogdlniej, poniewaz
liczba ludnosci rosnie zawsze szybciej niz produkcja zywnosci, czg$¢ spote-
czenistwa wydaje si¢ by¢ skazana na ngdzg, gtdd lub epidemie: sa to plagi,
ktére spowalniaja wzrost populacji i ktére, zdaniem Malthusa, sa gtéwnymi
przeszkodami na drodze postepu spotecznego. Wszystkie teorie obiecujace
postep bytyby po prostu utopijne. Te idee sktonity Malthusa do opublikowa-
nia swojej ksiazki w 1798 roku. Oto jak strescit on swoja tezg:

,»Sila populacji jest nieskoniczenie wigksza niz zdolnos¢ ziemi do
produkowania $rodkéw do zycia dla cztowieka. Populacja, gdy
nie jest kontrolowana, wzrasta w geometrycznym tempie. Utrzy-
manie wzrasta tylko w tempie arytmetycznym. Nawet niewielka
znajomos$¢ liczb pokazuje jak ogromne jest znaczenie pierwszej
potegi w poréwnaniu z druga. Przez to prawo naszej natury, ktéra
sprawia, ze pozywienie jest niezbgdne do zycia cztowieka, skutki
tych dwéch nieréwnych sit musza by¢ utrzymywane na jednako-
wym poziomie. Oznacza to silny i stale dzialajacy mechanizm
kontroli populacji spowodowany trudno$ciami w jej przetrwa-
niu. Trudno$¢ ta musi wystapi¢ gdzies, i musi koniecznie by¢
powaznie odczuwalna przez duza czes$¢ ludzkosci.”

Ksigzka Malthusa odniosta wielki sukces. Zawierata niewiele danych. Mal-
thus zauwazyt na przyktad, ze populacja USA podwajata si¢ co dwadziescia
pie¢ lat w ciagu XVIII wieku. Tak naprawde nie prébowatl on przetozy¢ swo-
ich tez na modele matematyczne, ale utorowal drogg pdZniejszym pracom
Adolphe’a Queteleta i Pierre’a-Frangois Verhulsta, ktére beda omawiane w
nastgpnym rozdziale.

Po ukazaniu si¢ ksiazki Malthus podrézowat z przyjaciétmi najpierw do
Niemiec, Skandynawii i Rosji, a nastgpnie do Francji i Szwajcarii. Zbierajac
informacje podczas podrézy, opublikowat pod swoim nazwiskiem w 1803
r. znacznie poszerzone drugie wydanie ksigzki, z innym podtytulem: Roz-
prawa o prawie ludnosci, czyli widok jej przesztych i terazniejszych skutkow
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dla ludzkiego szczescia, z zapytaniem o nasze perspektywy dotyczace przy-
sztego usuniecia lub ztagodzenia zta, ktore ono powoduje. To nowe wydanie
szczegbtowo omawiato przeszkody dla wzrostu populacji w réznych krajach:
pdZne matzeristwo, aborcja, dzieciobdjstwo, gtdd, wojna, epidemie, czynniki
ekonomiczne... Dla Malthusa p6Zne matzenstwo byto najlepszym sposobem
na ustabilizowanie populacji. Cztery kolejne wydania ksiazki ukazaty si¢ w
1806, 1807, 1817 i 1826 roku. W 1805 roku Malthus zostat profesorem hi-
storii i ekonomii politycznej w nowej szkole zatozonej przez Kompanig¢ Indii
Zachodnich dla jej pracownikéw. Opublikowat réwniez Sledztwo w spra-
wie natury i postepu renty (1815) 1 Zasady ekonomii politycznej (1820). W
1819 roku Malthus zostal wybrany do Royal Society. W 1834 r. byt jednym
z cztonkéw zatozycieli Towarzystwa Statystycznego. W tym samym roku
zmarl w poblizu Bath.

Prace Malthusa wywarty silny wptyw na rozwdj teorii ewolucji. Karol
Darwin, po powrocie z podrézy na pokladzie statku Beagle, przeczytat w
1838 roku ksigzke Malthusa na temat populacji. Oto, co napisat we wste-
pie do swojej stynnej ksiazki O powstawaniu gatunkow drogq naturalnego
doboru czyli o utrzymywaniu sie doskonalszych ras w walce o byt, opubliko-
wanej w 1859 roku:

,»W nastgpnym rozdziale rozpatrywaé bedziemy walke o byt po-
miedzy wszystkimi istotami organicznymi na ziemi, walke, ktéra
nieuchronnie wynika z mnozenia si¢ ich w postepie geometrycz-
nym. Jest to teoria Malthusa zastosowana do krdlestwa zwierze-
cego i roSlinnego.”

Alfred Russel Wallace, ktéry opracowat teorig ewolucji w tym samym czasie
co Darwin, réwniez powiedzial, Ze jego pomysty powstaty po przeczytaniu
ksigzki Malthusa.

Dla kontrastu, oto punkt widzenia Karola Marksa na sukces ksiazki Mal-
thusa, jak mozna przeczytaé w przypisie do jego Kapitatu:

,Czytelnik zdziwi si¢ moze, ze pomijam Malthusa, ktérego dzieto
Essay on population, ukazato si¢ w r. 1798, lecz ksiazka ta w
swej pierwotnej formie jest tylko plagiatem, dokonanym z za-
kowska powierzchownoscia i klesza napuszonos$cia, z De Foe‘go,
Sir Jamesa Stuarta, Townsenda, Franklina, Wallace‘a i in., 1 nie
zawiera jednego bodaj samoistnie przemys$lanego zdania. Wiel-
kie wrazenie wywotane przez t¢ ksiazke, zawdzigcza ona jedy-
nie interesom partyjnym. Rewolucja Francuska znalazta w Kré-
lestwie brytyjskim namigtnych rzecznikéw. Wobec tego »za-
sada zaludnienia«, wypracowana stopniowo w ciagu 18-go stule-
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cia, a halasliwie otrabiona w czasie wielkiego kryzysu spotecz-
nego, jako niezawodna odtrutka przeciw naukom Condorceta i
in., zostata powitana rykiem radosci przez oligarchi¢ angielska,
ktéra w niej ujrzata doskonate narzedzie do wyrywania z korze-
niami wszelkich porywéw, zmierzajacych ku postgpowi ludzko-
Sci. Malthus, wysoce zdumiony swym powodzeniem, wziat si¢
potem do wypychania starych ram swym powierzchownie do-
branym materialem, doktadajac dofi materiat §wiezy, zreszta nie
odkryty, lecz tylko przywtaszczony sobie.”

Z pewnoScia tezy Malthusa nie byty catkowicie nowe. Na przyklad idea, ze
populacja ro$nie w tempie geometrycznym, jest czgsto przypisywana Malthu-
sowi, chociaz widzieliSmy w rozdziale [3] Ze idea ta byta juz znana Eulerowi
pot wieku Wczeénieﬂ Jednak Malthus nadat jej rozglos, wiazac ja w pole-
miczny sposéb z rzeczywistymi problemami legislacyjnymi. Jak na ironig, to
wtasnie w komunistycznych Chinach sugestia Malthusa, by ograniczy¢ liczbe
urodzen, znalazta swoje najbardziej uderzajace zastosowanie (zob. rozdziat

23).
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Rozdziat 6

Verhulst i rownanie logistyczne (1838)

W 1838 roku belgijski matematyk Verhulst wprowadzit réwnanie logi-
styczne, ktdre jest rodzajem uogdlnienia rdwnania dla wzrostu wyktad-
niczego, ale z maksymalng warto$cia dla populacji. Do oszacowania
nieznanych parametréw wykorzystat dane z kilku krajow, w szczegdl-
nosci z Belgii. Praca Verhulsta zostata ponownie odkryta dopiero w
latach dwudziestych XX wieku.

Pierre-Francois Verhulst urodzit si¢ w 1804 r. w Brukseli. W 1825 r. uzy-
skat tytul doktora matematyki na Uniwersytecie w Gandawie. Interesowat si¢
réwniez polityka. Podczas pobytu we Wloszech, gdzie leczyt si¢ z powodu
gruzlicy, bezskutecznie zabiegat o konstytucje dla panstw papieskich. Po re-
wolucji 1830 r. i uzyskaniu niepodlegtosci przez Belgi¢ opublikowat esej
historyczny o osiemnastowiecznym patriocie. W 1835 r. zostat profesorem
matematyki na nowo utworzonym Wolnym Uniwersytecie w Brukseli.

Rysunek 6.1:
Verhulst (1804-1849)

W tym samym roku 1835, jego rodak Adolphe Quetelet, statystyk i dy-
rektor obserwatorium w Brukseli, opublikowat Traktat o cztowieku i rozwoju
Jjego zdolnosci. Quetelet sugerowat, ze populacje nie moga rosnaé w sposéb
geometryczny w dlugim okresie czasu, poniewaz przeszkody wymienione
przez Malthusa tworzyty rodzaj ,,oporu”, ktéry wedlug niego (przez analogi¢
do mechaniki) byt proporcjonalny do kwadratu prgdkosci wzrostu populacji.
Analogia ta nie miata zadnych realnych podstaw, ale zainspirowata Verhulsta.
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Rzeczywiscie, Verhulst opublikowat w 1838 roku Uwagi o prawie wzro-
stu populacji. Oto kilka fragmentéw:

»Wiemy, ze stynny Malthus wykazatl zasade, ze populacja ludzka
ma tendencj¢ do wzrostu w postgpie geometrycznym, tak aby
podwoic si¢ po pewnym czasie, na przyktad co dwadziescia pigé
lat. Teza ta jest niepodwazalna, jesli abstrahuje si¢ od rosnacych
trudnosci ze znalezieniem pozywienia [...] Wirtualny wzrost liczby
ludnosci jest wige ograniczony wielkoscia i zasobnoscia kraju.
W rezultacie populacja zbliza si¢ coraz bardziej do stanu stabil-
nego.”

Verhulst prawdopodobnie zdal sobie sprawe, ze mechaniczna analogia Quete-
leta nie byta rozsadna i zaproponowal zamiast niej nastgpujace (wciaz nieco
arbitralne) réwnanie rézniczkowe dla populacji P(z) w czasie #:

dpP P
@ _p (1 - f). 6.1
ar K @1
Gdy populacja P(t) jest mata w poréwnaniu z parametrem K, otrzymujemy
przyblizone réwnanie
dP _
dr
ktérego rozwigzaniem jest P(r) = P(0) e, tj. wzrost wykladniczyﬂ Tempo
wzrostu maleje, gdy P(¢) zbliza si¢ do K. Stalaby si¢ nawet ujemna, gdyby
P(t) mogto przekroczyé K. Aby otrzymaé doktadne wyrazenie rozwiazania
réwnania (6.1), mozemy postapi¢ jak Daniel Bernoulli dla réwnania (4.5)).

rP

7

Dzielac réwnanie przez P? i podstawiajac p = 1/P, otrzymujemy
dp/dt = —rp+r/K. Majac ¢ = p— 1/K, otrzymujemy dq/dt = —rq
oraz q(t) = g(0)e " = (1/P(0) — 1/K) e "". Mozemy wigc wyliczy¢
p() i P(1).

Ostatecznie po przeksztatceniu otrzymujemy

B P(0)e"
(1) = 1+P(0) (e —1)/K

6.2)

Catkowita populacja ros$nie progresywnie od P(0) w czasie ¢ = 0 do granicy
K, ktora jest osiagana tylko wtedy, gdy 1 — oo (rysunek [6.2)).

1Zwykle méwi sig o wzroscie geometrycznym w modelach dyskretnych i o wzroscie wyktad-
niczym w modelach ciagtych, ale jest to w zasadzie to samo.
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Rysunek 6.2:  Liczba 57
ludnoéci  Belgii (w 4 1
milionach) i krzywa
logistyczna. Punkty
danych  odpowiadaja

latom 1815, 1830 1
i 1845. WartoSci 0 . . . i i :
parametréw pochodza 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000

z artykutu z 1845 roku.

Nie podajac wartoSci, jakich uzyt dla nieznanych parametréw r i K, Ver-
hulst poréwnat swdj wynik z danymi dotyczacymi populacji Francji w latach
1817-1831, Belgii w latach 1815-1833, hrabstwa Essex w Anglii w latach
1811-1831 oraz Rosji w latach 1796-1827. Okazalo sig, ze dopasowanie jest
catkiem dobre.

W 1840 roku Verhulst zostat profesorem w Krélewskiej Szkole Wojsko-
wej w Brukseli. W nastgpnym roku opublikowat Elementarny traktat o funk-
cjach eliptycznych i zostat wybrany do Krélewskiej Akademii Belgii. W 1845
roku kontynuowat swoje badania nad populacja, publikujac artykut zatytuto-
wany Matematyczne badania nad prawem wzrostu populacji. Najpierw po-
wrocit do spostrzezenia Malthusa, wedtug ktérego populacja USA podwajata
sig co 25 lat (tabela[6.T).

Tablica 6.1: Oficjalne spisy ludnosci
USA.

rok ludnosé rok ludnosé

1790 3929827 1820 9638131
1800 5305925 1830 12866020
1810 7239814 1840 17062566

Jesli obliczymy stosunek populacji w roku n+ 10 do tej w roku n, znaj-
dziemy odpowiednio 1,350, 1,364, 1,331, 1,3351 1,326, co jest w miarg stale.
Populacja mnozyta si¢ wigc Srednio o 1,34 co 10 latio 1,34%5/10 2 08 co
25 lat. Tak wigc od czasu eseju Malthusa, czyli prawie pSt wieku wezesniej,
populacja podwajata si¢ co 25 lat. Verhulst dodat jednak:

,Nie bedziemy sig¢ upiera¢ przy hipotezie postgpu geometrycz-
nego, poniewaz moze ona obowiazywac tylko w bardzo szcze-
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gblnych okolicznos$ciach, na przyktad wtedy, gdy zyzne teryto-
rium o niemal nieograniczonych rozmiarach jest zamieszkiwane
przez ludzi o zaawansowanej cywilizacji, jak to miato miejsce w
przypadku pierwszych kolonii amerykanskich.”

W swoim artykule Verhulst réwniez powrécit do réwnania (6.1)), ktére na-
zwat ,logistycznym”. Zauwazyt, ze krzywa P(t) rosnie z dodatnig krzywizna
(jest wypukta) tak dtugo, jak P(t) < K/2, a nastgpnie kontynuuje wzrost w
kierunku K, ale z ujemna krzywizna (jest wklgsta), gdy tylko P(t) > K/2.
Krzywa ma wigc ksztalt znieksztatconej litery S (rysunek [6.2).

W rzeczy samej, d>P/dt*> = r (1 —2P/K)dP/dt. Zatem d*P/dt* > 0,
jesli P < K/2id?P/dt*> <0, jesli P > K /2.

Verhulst wyjasnit réwniez, jak parametry r i K moga by¢ oszacowane na
podstawie populacji P(¢) w trzech réznych, ale réwno oddalonych od siebie
latach. Jesli Py to populacja w czasiet =0, P, ze w czasiet =T i P>, Ze W
czasie t = 2T, to zmudne obliczenia wychodzace z réwnania pokazuja,
ze

PPi+PP—2PP . 1 [I/P()—l/K]

= s y = —
P oRP T °|1/P—1/K

Wykorzystujac szacunki dla populacji Belgii w latach 1815, 18301 1845 (od-
powiednio 3,627, 4,247 i 4,801 mln), uzyskat K = 6,584 mln i r = 2,62 %
rocznie. Nastepnie mégt uzyé réwnania (6.2)), aby przewidzie¢, ze populacja
Belgii wyniesie 4,998 mln na poczatku roku 1851 i 6,064 mln na poczatku
roku 1900 (rysunek [6.2). Verhulst przeprowadzit podobne badanie dla Fran-
cji. Uzyskat K = 39,685 mln i r = 3,2 % rocznie. Poniewaz populacje Belgii
i Francji w migdzyczasie znacznie przekroczyly te wartosci K, widzimy, ze
réwnanie logistyczne moze by¢ realistycznym modelem tylko dla okreséw
kilkudziesigciu lat, jak w artykule Verhulsta z 1838 roku, ale nie dla dluz-
szych okreséw.

W 1847 roku ukazata si¢ Druga rozprawa o prawie wzrostu populacji, w
ktérej Verhulst zrezygnowat z réwnania logistycznego i wybrat zamiast niego
réwnanie rézniczkowe, ktére mozna zapisa¢ w postaci

)

Sadzil, ze réwnanie to bedzie obowiazywaé, gdy populacja P(t) przekro-
czy pewien prég. Rozwiazaniem jest P(t) = K + (P(0) — K)e /K. Uzy-
wajac tych samych danych demograficznych dla Belgii, Verhulst oszacowat
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na nowo parametry r i K. Tym razem znalazt K = 9,4 mln dla maksymal-
nej liczby ludnosci. Widzimy, jak bardzo wynik moze zaleze¢ od wyboru
modelu!

Verhulst zostal prezesem Kroélewskiej Akademii Belgii w 1848 r., ale
zmarl w nastgpnym roku w Brukseli, prawdopodobnie na gruzlice. Pomimo
wahan Verhulsta migdzy réwnaniami modelowymi, réwnanie logistyczne zo-
stalo ponownie wprowadzone niezaleznie kilka dekad pdzniej przez rézne
osoby. Robertson uzyt go w 1908 roku do modelowania indywidualnego
wzrostu zwierzat, roslin, ludzi i organéw ciata. McKendrick i Kesava Pai
uzyli go w 1911 roku do wzrostu populacji mikroorganizméw. Pearl i Reed
uzyli go w 1920 roku do wzrostu populacji USA, ktéra zaczeta zwalniac. W
1922 roku Pearl w konicu zauwazyt prace Verhulsta. Od tego momentu réw-
nanie logistyczne stafo si¢ inspiracja dla wielu prac (patrz rozdziaty [13] 20]
i[24). Maksymalna populacja K stata si¢ w koricu znana jako ,,pojemnos¢
Srodowiska”.
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Rozdzialt 7

Bienaymé, Cournot i wymieranie nazwisk rodo-
wych (1845-1847)

Francuski statystyk Bienaymé w 1845 roku wykazal, jak obliczy¢ praw-
dopodobiefistwo wymarcia nazwiska rodziny, jesli kazdy mezczyzna ma
liczbe synéw zgodng z danym rozktadem prawdopodobieristwa. Jesli
Srednia liczba synéw jest mniejsza lub réwna jeden, nazwisko wymrze.
Jesli Srednia jest wigksza od jedynki, to prawdopodobienstwo wymarcia
jest Scisle mniejsze od jedynki. Dowdd jego wyniku zostat opubliko-
wany dwa lata pézniej w ksiazce napisanej przez jego przyjaciela Cour-
nota. Prace te zostaly odkryte na nowo dopiero niedawno.

Irenée Jules Bienaymé urodzit si¢ w 1796 roku w Paryzu. Studiowal w
Ecole Polytechnique i zrobit kariere w Ministerstwie Finanséw, osiagajac wy-
soki stopien generalnego inspektora. Pod wptywem ksiazki Analityczna teo-
ria prawdopodobieristwa napisanej przez Laplace’a, Bienaymé znalazt row-
niez czas, by opublikowa¢ artykuly na temat wielu zastosowan teorii prawdo-
podobieristwa, takich jak statystyka demograficzna i medyczna ($§miertelnos¢é
noworodkéw, liczba urodzen, oczekiwana dlugo$é zycia), prawdopodobieni-
stwo btedéw w sadownictwie, teoria ubezpieczen i reprezentatywnos¢ syste-
méw glosowania.

Rysunek 7.1:
Bienaymé (1796-1878)
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W 1845 roku Bienaymé napisat krétka notatke O prawie mnozenia i trwa-
niu rodzin, ktéra zostata opublikowana w biuletynie Société Philomatique w
Paryzu. Wielu autoréw pisato juz na ten temat. W drugim wydaniu rozprawy
Prawo ludnosci (1803) Malthus zamieScit rozdziat o ludnosci Szwajcarii i
zauwazyt, ze

,»W miescie Berno, od roku 1583 do 1654, suwerenna rada przy-
jeta do stanu mieszczariskiego 487 rodzin, z ktérych 379 wy-
marto w ciagu dwoch stuleci, a w roku 1783 pozostato ich tylko
108

W 1842 roku Thomas Doubleday twierdzit bardziej ogélnie, ze rodziny z
wyzszej klasy szlacheckiej lub mieszczanskiej maja wigksza tendencje do
znikania niz rodziny z nizszej klasy. Podobne idee zostaly wysunigte we
Francji przez Emile’a Littré w 1844 roku w tekScie wprowadzajacym do po-
zytywistycznej filozofii Auguste’a Comte’a oraz przez Benoistona de Chate-
auneuf - przyjaciela Bienaymé - ktéry opublikowat w 1845 roku esej O trwa-
niu rodzin szlacheckich we Francji.

To witasnie w tym kontekscie Bienaymé prébowat wyjasnic, jak to moz-
liwe, ze populacja kraju rosnie w tempie geometrycznym, podczas gdy duza
liczba rodzin znika. Aby zmierzy¢ si¢ z tym problemem, rozwazyt uprosz-
czony przypadek, w ktérym wszyscy mezczyZni mieliby takie samo praw-
dopodobienistwo posiadania 0, 1, 2, 3,... syndéw osiagajacych petnoletnosc.
Doktadniej, zadat sobie pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo, ze mgzczy-
zna begdzie miat potomstwo noszace jego nazwisko po n pokoleniach. Jesli
$rednia liczba synéw jest mniejsza niz jeden, to oczywiste jest, ze prawdo-
podobienstwo to powinno dazy¢ do zera, gdy n ro$nie do nieskoiczonosci.
Bienaymé zauwazyl, ze ten sam wniosek pozostalby prawdziwy, gdyby $red-
nia liczba synéw wynosita doktadnie jederﬂ np. gdyby istniato prawdopodo-
bienstwo 1/2 nie posiadania zadnego syna i prawdopodobienstwo 1/2 posia-
dania dwoch syn6éw (rysunek [7.2). Ale w takim przypadku prawdopodobien-
stwo posiadania potomstwa w pokoleniu n spada do zera wolniej: w naszym
przyktadzie nadal wynositoby ono 5 % po 35 pokoleniach, czyli po jedenastu
lub dwunastu stuleciach, jesli na jedno stulecie przypadaja trzy pokolenieﬂ
Bienaymé zauwazyt wreszcie, ze jesli Srednia liczba synéw jest wigksza niz
jeden, to wymarcie linii rodzinnej nie jest pewne: jego prawdopodobienstwo
mozna obliczy¢, rozwiazujac pewne réwnanie algebraiczne.

1Z wyjatkiem sytuacji, gdy kazdy mezczyzna ma doktadnie jednego syna.
2Jak zobaczymy ponizej, to prawdopodobieristwo jest réwne 1 —x35 z x4 = % + %x,zl oraz
x0 =0.
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Rysunek 7.2: Sztuczny przyktad drzewa genealogicznego. Przodek znajduje si¢ na
szczycie drzewa. W kazdym pokoleniu m¢zczyZni maja prawdopodobieristwo 1/2, ze
nie beda mieli zadnego syna i prawdopodobienistwo 1/2, ze beda mieli dwdch synow.

Artykul Bienaymégo nie zawieral wigcej wyjasnien. W 1847 roku jego
przyjaciel Antoine-Augustin Cournot, matematyk i ekonomista, zawart kilka
szczegbtow w ksiazce zatytutowanej O pochodzeniu i granicach korelacji
miedzy algebrq a geometriq. Przedstawit problem w formie gry losowej, ale
przyznal, ze jest on identyczny z badaniem Bienaymégo nad wymieraniem
nazwisk rodowych. Jesli utrzymamy interpretacje w kategoriach nazwisk ro-
dowych, Cournot rozwazal najpierw szczegdlny przypadek, w ktérym mez-
czyZni maja co najwyzej dwoéch synéw, przy czym pg, p; 1 p» oznaczaja
odpowiednio prawdopodobieristwo posiadania 0, 1 lub 2 synéw. Oczywi-
Scie, po+ p1 + p2 = 1. Wychodzac od jednego przodka, prawdopodobieni-
stwo wymarcia juz po jednym pokoleniu, nazwijmy je xj, jest oczywiscie
réwne pg. Prawdopodobienstwo wymarcia w ciagu dwdéch pokolefi wynosi
Xy = po+ pi1x1 + p2x12: albo rodzina wymarta juz w pierwszym pokole-
niu (prawdopodobiefistwo pg), albo w pierwszym pokoleniu byt tylko jeden
syn, ktéry nie miat meskiego potomka (prawdopodobieristwo ppxp), albo w
pierwszym pokoleniu byto dwéch synéw i kazdy z nich nie miat meskiego
potomka (prawdopodobiefistwo p, x12). Ogélniej, prawdopodobienistwo wy-
marcia w ciagu pokolefi n wynosi x, = po+ p1xp—1 + p2 (Xa—1 )2. W istocie,
jesli w pierwszym pokoleniu jest np. dwéch synéw (prawdopodobienistwo
P2), to rodzina wymrze n — 1 pokolen péZniej (czyli w pokoleniu n) z praw-
dopodobiefistwem réwnym (x,_1)2. Cournot zauwazyl, ze x, jest rosnagcym
ciagiem z x,, < 1 dla wszystkich n. Zatem x,, ma granicg x.. < 1, ktdra jest
rozwiazaniem réwnania x = pg + p1x + p>x>. Uzywajac p1 = 1 — po — pa,
réwnanie to jest rtéwnowazne 0 = py(x — 1)(x — po/p2). Sa wigc dwa pier-
wiastki: x = 1 oraz x = pg/ps. Mozna wyréznic trzy przypadki w zalezno$ci
od $redniej liczby syndéw pi + 2p;, ktora jest rowniez réwna 1 — pg + po i
ktéra nazwiemy Z. JeSli Zy < 1, to po/p> > 1. Zatem x = 1 jest jedyna
mozliwa warto$cia dla granicy x... Na pewno nazwisko rodziny wymrze.
Jesli Zy = 1, to oba pierwiastki sa réwne 1 i wniosek jest taki sam. Jesli
Ho > 1, to Cournot argumentowat, ze x., powinno by¢ réwne drugiemu pier-
wiastkowi pg/p2, poniewaz prawdopodobiefistwo wymarcia oczywiscie musi
by¢ réwne 0 w szczegdlnym przypadku, gdy po = 0.
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Cournot krétko wspomniat o bardziej ogélnym przypadku, w ktérym mez-
czyZzni moga mie¢ co najwyzej m synéw z prawdopodobiefistwami pg, pi,
.., Pm- Wniosek zalezy w ten sam sposdb od wartosci Zy = p1 +2ps2 +
-+ 4mpy,, czyli Sredniej liczby syndw, wzgledem 1. Réwnanie dla x.., czyli
x=po+pi1x+--+ pnx™, ma zawsze pierwiastek x = 1. Ma on tylko jeden
inny dodatni pierwiastek, ktéry daje prawdopodobienstwo wymarcia X, gdy
o > 1.

Niestety artykul Bienaymégo i kilka stron ksigzki Cournota przeszty wow-
czas zupelnie niezauwazone. Artykut zostal zauwazony dopiero w latach sie-
demdziesiatych, a ksiazka kolejne dwadziescia lat p6Zniej! W migdzyczasie
problem i jego rozwiazanie zostaly ponownie odkryte przez innych, a temat
znacznie si¢ rozwinal. Powrécimy do tego w rozdziatach 9] [T7]i[I8]

Bienaymé musiat zrezygnowac z pracy w Ministerstwie Finans6w po re-
wolucji 1848 roku. Katedra teorii prawdopodobiefistwa na Uniwersytecie Pa-
ryskim, do ktérej byt z pewnoscia najlepszym kandydatem, réwniez zostata
przyznana komu$ innemu. Mimo to Bienaymé mégt ponownie pracowaé w
Ministerstwie Finanséw po 1850 roku, ale zrezygnowat w 1852. Jeszcze w
tym samym roku zostat wybrany do Akademii Nauk, gdzie byt specjalista w
dziedzinie statystyki. W 1853 r. udowodnit to, co niektére wspétczesne pod-
reczniki nazywaja nieréwnoscig Bienaymégo-Czebyszewa. W 1875 r. zostat
prezesem nowo utworzonego Société Mathématique de France. Zmarl w Pa-
ryzu w 1878 roku.
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Rozdziat 8

Mendel i dziedzicznosé (1865)

W 1865 roku Mendel opublikowat wyniki swoich pionierskich ekspery-
mentéw nad hybrydyzacja grochu. W swojej analizie wykorzystat ele-
mentarne pojecia teorii prawdopodobienistwa. Rozwazat rowniez model
dynamiczny dla populacji samopylnych roslin. Jego praca, ktéra zostata
ponownie odkryta dopiero w 1900 roku, jest kamieniem milowym w
historii genetyki.

Johann Mendel urodzit si¢ w 1822 r. na Morawach, nalezacych wowczas
do Cesarstwa Austriackiego, a obecnie do Republiki Czeskiej. Jego ojciec
byt chtopem. Dzigki dobrym wynikom w szkole $redniej i stabemu zdrowiu
Mendel wolal kontynuowaé nauke niz pracowac na rodzinnej farmie. Nie
byto go jednak sta¢ na studia. W 1843 r. wstapil wigc do opactwa §w. Toma-
sza w Briinn (obecnie Brno), gdzie przyjat imi¢ Gregor. Studiowat teologie,
ale uczeszczat tez na kursy rolnicze. W 1847 r. zostal wySwiecony na ksie-
dza. Przez kilka lat uczyt w szkole Sredniej, ale nie zdal egzaminu na pro-
fesora zwyczajnego. W latach 1851-1853, dzigki wsparciu hierarchii, mégt
jednak kontynuowa¢ studia na Uniwersytecie Wiedeniskim, gdzie uczeszczat
na kursy fizyki, matematyki i nauk przyrodniczych. Nastgpnie powrdcit do
Brna i uczyt fizyki w szkole techniczne;j.

Rysunek 8.1:
Mendel (1822-1884)

W latach 1856-1863 Mendel przeprowadzit seri¢ eksperymentéw na du-
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zej liczbie rodlin w ogrodzie swojego opactwa. W 1865 r. zaprezentowat
swoje wyniki na dwéch spotkaniach Towarzystwa Historii Naturalnej w Brnie,
ktérego byt cztonkiem. Jego praca, Eksperymenty nad hybrydyzacjq roslin,
zostala opublikowana w jezyku niemieckim w nastgpnym roku w materia-
tach Towarzystwa. Mendel wyjasnit, jak doszedt do badania odmian grochu,
ro§liny, ktéra rozmnaza si¢ naturalnie przez samozaplodnienie i ktérej na-
siona moga przybiera¢ rézne, tatwe do zidentyfikowania formy: okragte lub
pomarszczone, zéite lub zielone, itp. Krzyzujac rosling pochodzaca z linii
o okragtych nasionach i ro§ling pochodzaca z linii o pomarszczonych na-
sionach, zauwazyt, ze zawsze otrzymywal mieszarice, ktére dawaty okragte
nasiona. Nazwat cechg ,,0kragle nasiona” dominujaca, a cechg ,,zmarszczone
nasiona” recesywna. Pokazat w ten sam sposéb, ze charakter ,,z6ttych na-
sion” byl dominujacy, a charakter ,,zielonych nasion” byt recesywny.

Mendel zauwazyt wéwczas, ze samozaptodnienie roslin wyhodowanych
z nasion hybrydowych dalo w pierwszym pokoleniu nowe nasiona, ktére
mialy albo charakter dominujacy, albo recesywny w pozornie przypadkowych
proporcjach. Co wigcej, zauwazyt, ze powtarzajac eksperyment wiele razy,
otrzymywat §rednio okoto trzy razy wigcej nasion o charakterze dominuja-
cym niz o charakterze recesywnym. Na przyktad, w pierwszym eksperymen-
cie otrzymat w sumie 5474 okragte nasiona i 1 850 pomarszczonych nasion,
co odpowiada stosunkowi 2,96 do 1. Drugi eksperyment dat w sumie 6 022
z6ttych nasion 1 2001 zielonych nasion, co odpowiada stosunkowi 3,01 do
1

Mendel zauwazyt réwniez, ze wsrdéd roslin wyrostych z nasion pierw-
szego pokolenia o charakterze dominujacym, tych, ktére daty przez samoza-
pylenie nasiona o charakterze dominujacym lub recesywnym, byto okoto dwa
razy wigcej niz tych, ktére daty nasiona tylko o charakterze dominujacym. Na
przyktad, wsréd 565 roslin wyrostych z okragtych nasion pierwszego pokole-
nia, 372 daty zaréwno okragle, jak i pomarszczone nasiona, podczas gdy 193
daty tylko okragte nasiona; stosunek ten wynosi 1,93. Podobnie, wsréd 519
ro§lin wyhodowanych z zéttych nasion pierwszego pokolenia, 353 dato za-
réwno zotte jak i zielone nasiona, podczas gdy 166 dato tylko z6ite nasiona;
stosunek ten jest réwny 2,13.

Aby wyjasni¢ te wyniki, Mendel wpadl na genialny pomyst, aby uznaé, ze
pozorny charakter nasiona jest wynikiem polaczenia dwéch ukrytych czynni-

1Jak zauwazyt pé7niej R. A. Fisher (patrz rozdziai, prawdopodobienstwo uzyskania wy-
nikéw eksperymentalnych tak bliskich wartosci teoretycznej jest do$¢ mate. Mendel prawdopo-
dobnie zmodyfikowat i odpowiednio dopasowat swoje dane. Na przyktad, w drugim ekspery-
mencie dotyczacym nasion n = 6022 + 2001 = 8023 prawdopodobieristwo, ze stosunek bedzie
si¢ r6znit od 3 o mniej niz 0,01 wynosi tylko okoto 10 procent.
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kéw, z ktérych kazdy jest albo dominujacy (oznaczony przez A), albo rece-
sywny (oznaczony przez a). Istnieja trzy mozliwe kombinacje: AA, Aa i aa.
Nasiona z czynnikami AA lub Aa maja ten sam dominujacy charakter A. Na-
siona z czynnikami aa majq ceche recesywna a. Mendel zatozyt ponadto, ze
podczas zapylenia ziarna pytku i komoérki jajowe (gamety) przekazuja tylko
jeden z dwoch czynnikéw, kazdy z prawdopodobienstwem 1/2.

Stad krzyzowanie czystych przodkéw AA i aa daje mieszaince, ktére wszyst-
kie maja czynniki Aa i dominujaca ceche A. Gamety mieszafica Aa przenosza
czynnik A z prawdopodobieristwem 1/2, a czynnik a z prawdopodobieristwem
1/2. Samozapylenie roSliny wyrostej z nasion mieszaiica Aa daje zatem AA z
prawdopodobiernistwem 1/4, Aa z prawdopodobienstwem 1/2 i aa z prawdo-
podobieristwem 1/4, jak pokazano w tabeli [8.1]

Tablica 8.1: Mozliwe wyniki samozapylenia mieszanca Aa i ich prawdopodobiefistwa
w funkcji czynnikéw przenoszonych przez gamety meskie (w wierszach) i zeriskie (w
kolumnach).

Czynnik (Prawdopodobienstwo) | A (1/2) a (1/2)
A (1/2) AA (1/4) | Aa (1/4)
a(1/2) Aa (1/4) | aa (1/4)

Mendel zauwazyt, ze proporcje AA : Aa : aa, ktére wynosity 1:2: 1,
mozna réwniez uzyskaé przez formalne obliczenie (A +a)? = AA +2Aa+ aa.
Poniewaz nasiona AA i Aa maja pozorny znak A, a tylko nasiona aa maja po-
zorny znak a, to rzeczywiscie jest trzy razy wigcej nasion o znaku A niz o
znaku a. Co wigcej, nasion Aa jest §rednio dwa razy wigcej niz nasion AA.
Samozapylenie ro§lin wyrostych z tych pierwszych daje nasiona z cecha do-
minujaca (AA lub Aa) lub recesywna (aa). Jesli chodzi o samozapylenie ro§lin
wyrostych z nasion AA, to zawsze daje ono nasiona AA z cecha dominujaca.
Wszystkie obserwacje sa w ten spos6b wyjasnione.

Mendel przyjrzat si¢ rowniez kolejnym pokoleniom. Wychodzac od N
nasion hybrydowych Aa i zakladajac dla uproszczenia, ze kazda roslina daje
przez samozapylenie tylko cztery nowe nasiona, obliczyl, ze Srednia liczba
nasion (AA),, (Aa), i (aa), w pokoleniu n bedzie okreslona w tabeli
gdzie dla przejrzystosci prezentacji wyniki zostalty podzielone przez N.

Liczby te otrzymuje si¢ po prostu z wzoréw

(AA)ns1 = (Aa)n +4(AA)n 8.1)
(Aa)nJrl =2 (Aa)n ; (8.2)
(aa)n+1 = (Aa), +4(aa), , (8.3)
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Tablica 8.2: Kolejne pokolenia.

n 0 1 2 3 4 5
(AA), 0 1 6 28 120 496
(Aa), 1 2 4 8 16 32
(aa), 0 1 6 28 120 496

ogblem 1 4 16 64 256 1024

ktére méwia, ze AA daje po samozapyleniu cztery nasiona AA, natomiast aa
daje cztery nasiona aa, a Aa daje $rednio jedno nasiono AA, dwa nasiona Aa i
jedno nasiono aa. Mendel zauwazyt ponadto, ze (AA), = (aa), = 2""'(2" —
1) oraz (Aa), =2".

Istotnie, z réwnania (8.2) i z warunku poczatkowego (Aa)g = 1 wy-
nika, ze (Aa), = 2". Wstawiajac to do réwnania (8.1), otrzymujemy, ze
(AA),+1 = 4(AA), +2". Latwo uswiadomimy sobie, ze (AA), = ¢2"
jest szczegblnym rozwiazaniem, gdy ¢ = —1/2. Rozwigzaniem og6l-
nym réwnania jednorodnego (AA),+1 = 4 (AA), jest (AA), = C4". W
koricu, dodajac te dwa rozwiazania, widzimy, ze (AA), = C4" — on—1
spetnia warunek poczatkowy (AA)g = 0, jesli C = 1/2. Jesli chodzi o
ciag (aa),, to spelnia on te sama zalezno$¢ rekurencyjna i ten sam wa-
runek poczatkowy co (AA),. Zatem (aa), = (AA),.

Podsumowujac, udzial mieszancéw Aa w calej populacji, ktéry wynosi
2" /4" = 1/2", w kazdym pokoleniu dzieli si¢ przez dwa w wyniku samoza-
pylenia.

Praca Mendla pozostata za jego zycia zupelnie niezauwazona. Kilka lat
pbéZniej Mendel prébowat podobnych eksperymentéw z innymi gatunkami
ro§lin, opublikowat kilka artykutéw na temat meteorologii i badat dziedzicz-
nos$¢ u pszczét. Po tym jak w 1868 roku zostat opatem, wigkszo$¢ czasu
spedzal na zarzadzaniu problemami administracyjnymi. Zmart w 1884 roku.

Dopiero w 1900 roku praca Mendla zostata w koricu odkryta na nowo nie-
zaleznie i prawie jednoczes$nie przez Hugo De Vriesa w Amsterdamie, Carla
Corrensa w Tybindze i Ericha von Tschermaka w Wiedniu. Zapoczatkowato
to nowg ere w tym, co obecnie nazywamy genetyka.
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Rozdzialt 9

Galton, Watson i problem wymierania (1873-1875)

W 1873 roku brytyjski statystyk Galton i jego rodak matematyk Wat-
son rozwazali problem wymierania nazwisk rodowych, nie znajac pracy
Bienaymégo. Watson zauwazyl, ze funkcja tworzaca zwiazana z rozkta-
dem prawdopodobienstwa liczby mgzczyzn w kazdym pokoleniu moze
by¢ obliczana rekurencyjnie. Jednak btednie przeanalizowat prawdopo-
dobiefistwo wymarcia.

Francis Galton urodzit si¢ w 1822 r., w tym samym roku co Mendel, w po-
blizu Birmingham w Anglii. Byt najmtodszym z siedmiorga dzieci. Jego oj-
ciec byt bogatym bankierem. Byt kuzynem Karola Darwina w linii po matce.
Galton rozpoczat studia medyczne w 1838 r., najpierw w szpitalu w Birming-
ham, a péZniej w Londynie. Latem 1840 r. odbyl swoja pierwsza dluga
podréz po Europie az do Stambulu. Nastepnie przez cztery lata studiowat
w Trinity College na Uniwersytecie Cambridge. Jednak jego ojciec zmart w
1844 roku, pozostawiajac znaczny majatek. Galton porzucit mysl o zostaniu
lekarzem. Podrézowat do Egiptu, Sudanu i Syrii. Przez kilka nastgpnych lat
prowadzit dostatni tryb zycia, spedzajac czas na polowaniach, podrézach ba-
lonami i todziami lub prébujac udoskonali¢ telegraf elektryczny. W 1850 r.
zorganizowatl ekspedycje badawcza do Afryki Poludniowo-Zachodniej (obec-
nie Namibia). Po powrocie do Anglii w 1852 r. zostal wybrany do Kré-
lewskiego Towarzystwa Geograficznego. Tam mégt sledzi¢ wiadomosci z
wypraw do Afryki Wschodniej w poszukiwaniu Zrédta Nilu. Zamieszkat w
Londynie i napisal przewodnik dla podréznikéw, ktéry stat si¢ bestsellerem.
W 1856 r. zostal wybrany do Royal Society. Interesowal si¢ wtedy mete-
orologia i wymyslit stowo ,,antycyklon”. Po opublikowaniu w 1859 r. przez
kuzyna Darwina O pochodzeniu gatunkow, Galton zajat si¢ badaniem dzie-
dzicznosci. W 1869 r. opublikowat ksiazke Dziedziczny geniusz, w ktorej
twierdzit, ze zdolnosci intelektualne moga by¢ przekazywane dziedzicznie.

W 1873 roku Alphonse de Candolle, szwajcarski botanik, opublikowat
ksiazke zatytulowana Historia nauki i naukowcow w ostatnich dwoch stule-
ciach, ktéra zawierala réwniez esej Odpowiedni wpltyw dziedzicznosci, zmien-
nosci i selekcji na rozwdj gatunku ludzkiego i na prawdopodobnq przysztosé
tego gatunku. Poczynit tam nastgpujace uwagi:
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Rysunek 9.1: Galton (z lewej) i Watson (z prawej).

,»W§réd precyzyjnych informacji i bardzo rozsadnych opinii pana
Benoiston de Chateauneuf, Galtona i innych statystykéw, nie
dostrzegtem waznej uwagi, ktéra powinni byli poczyni¢ na te-
mat nieuniknionego wymierania nazwisk rodowych. Oczywi-
Scie, kazde nazwisko musi wygasna¢ [...] Matematyk mégitby
obliczy¢, w jaki spos6b nastapi spadek nazwisk lub tytutéw, zna-
jac prawdopodobieristwo posiadania dzieci pici zeriskiej lub me-
skiej oraz prawdopodobienstwo nieposiadania dziecka przez dana
pare.”

Jest to ten sam problem, ktéry Bienaymé badat w 1845 roku. Ale Candolle,
ktéry nie znat pracy Bienaymégo, uwazal, ze wszystkie rodziny sa skazane na
wyginigcie. Galton zauwazyl powyzszy akapit w ksiagzce Candolle’a. Ponie-
waz on réwniez nie znat pracy Bienaymégo, Galton postawit ja jako otwarty
problem dla czytelnikéw Educational Times:

»~Zadanie 4001: Pewien duzy nar6d, wéréd ktérego bedziemy
zajmowac si¢ tylko dorostymi mezczyznami, ktérych liczba wy-
nosi N, a kazdy z nich nosi odrgbne nazwisko, kolonizuje pewien
okreg. Ich prawo populacji jest takie, ze w kazdym pokoleniu ag
procent dorostych mezczyzn nie ma meskich dzieci, ktére osia-
gnetyby doroste zycie; a; ma jedno takie meskie dziecko; a; ma
dwoje; i tak dalej az do as, ktérzy majq pigcioro.

Oblicz (1) jaka cze$¢ nazwisk wymrze po r pokoleniach; i (2) ile
bedzie przypadkéw posiadania nazwiska przez m osob.”



52

Zauwazmy, ze druga czegs$¢ problemu nie zostala podjeta przez Bienaymégo.
Galton nie otrzymal zadnej satysfakcjonujacej odpowiedzi od czytelnikéw
czasopisma i najwyrazniej nie mogl sam znaleZ¢ rozwiazania tego problemu.
Poprosit wigc swojego przyjaciela, matematyka Henry’ego Williama Wat-
sona, aby sprébowat go rozwiazaé.

Watson urodzit si¢ w Londynie w 1827 roku. Jego ojciec byt oficerem
w brytyjskiej marynarce wojennej. Studiowat najpierw w King’s College w
Londynie, a nastgpnie w Trinity College na Uniwersytecie Cambridge, gdzie
w latach 1846-1850, zaledwie kilka lat po Galtonie, studiowat matematyke.
W latach 1857-1865 zostat kolejno: fellow Trinity College, asystentem mi-
strza w City of London School, wyktadowca matematyki w King’s College
i profesorem matematyki w Harrow School. Zamilowany w alpinizmie, byt
cztonkiem ekspedycji, ktéra w 1855 r. zdobyla szczyt Monte Rosa w Szwaj-
carii. W 1856 r. zostal wySwigcony na diakona, a dwa lata p6Zniej na ksigdza
anglikaniskiego. Od 1865 roku az do emerytury byt rektorem Berkswell with
Barton w poblizu Coventry, co dawalo mu wystarczajaco duzo czasu na ba-
dania naukowe.

Galton i Watson napisali wspélnie artykutl zatytutowany O prawdopodo-
bieristwie wyginigcia rodzin, ktory zostat opublikowany w 1875 roku w Jo-
urnal of the Royal Anthropological Institute. Galton przedstawit problem, a
Watson wyjasnit swoje obliczenia i wnioski, do jakich doszedt. Zatozyli oni,
Ze MeZCZyZni maja co najwyzej g syndw, przy czym py, jest prawdopodobiei-
stwem posiadania k synéw (k =0,1,2,...,¢). Innymi stowy, p; = a;/100,
jesli uzyjemy oryginalnych notacji Galtona. Zatem po+ pi +---+py = 1.
Rozwazmy sytuacje, w ktérej w pokoleniu O jest jeden mezczyzna. Pokolenie
1 sktada si¢ z s mgzczyzn z prawdopodobienistwem p;. Uzywajac sztuczki,
ktéra byta dobrze znana w jego czasach i ktéra zostata wprowadzona duzo
wczesniej przez Abrahama de Moivre, Watson rozwazal funkcjg tworzaca

F(xX)=po+prx+prx®+- + pgx? ©.1)

zwiazana z prawdopodobieristwami po, ..., p,. Analogicznie, niech f;, (x) be-
dzie wielomianem, dla ktérego wspéiczynnik x* jest prawdopodobiefistwem
posiadania s potomkéw meskich w pokoleniu n poczawszy od jednego mez-
czyzny w pokoleniu 0. Wtedy f)(x) = f(x). Watson zauwazyl, ze

fo(X) = fa1(F(x)), 9.2)

wz0r, ktdéry pozwala na rekurencyjne obliczanie f,(x).
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W istocie, ustawiamy f,(X) = pon + piaX+ pan X4+ Pqin x4").
Zauwazmy, ze w pokoleniu 7 jest co najwyzej ¢" mezczyzn. Jesli w po-
koleniu n — 1 jest s mg¢zczyzn ponumerowanych od 1 do s, to nazwijmy
t1, ...,ts liczba ich meskiego potomstwa. W takim przypadku, w pokole-
niu n bedzie t mgzczyzn z prawdopodobiefistwem réwnym

Z P XX Py
4=t

Gdy s = 0, to nalezy rozumie¢, ze to prawdopodobieristwo jest rowne 1,
gdy t =01iréwne 0, gdy r = 1. Zatem

Ptn = Z Psn—1 X Z Pty X oo X Py
550 f =t

Wynika z tego, ze

fn(x) = Zpt,nxf = Zps,nfl Z Z (le xtl) XX (pt,rxfx)

>0 520 120 11+ Fts=t

= Zps,n—l [Poxo+p1xl —|—p2x2+...]s

s=>0

= Zps,n—l [f(x)]s = f"—l(f(x)) ’

s=0

W szczeg6lnosci prawdopodobienstwo x, wymarcia nazwiska rodowego w
ciagu n pokoler jest réwne pg ,, co jest tozsame z f,(0). Jako pierwszy przy-
ktad Watson przyjat

fla)=(1+x+2%)/3,
tzn. ¢ = 31 po = p1 = p» = 1/3. Obliczyt wielomiany f,(x)dlan=1,...,4
korzystajac z réwnania (9.2)). Otrzymat np.

1 14+x+x% 14+x+x2 2
f2(x):§ +< )

B 134+ 5x+6x2 +2x3 +x*
N 27

1
- 3 3

oraz f>(0) = 13/27 ~ 0,481. Obliczanie f,(x) dla n > 3 staje si¢ bardzo
zmudne, tak zmudne, ze Watson juz popetnit btad dla n = 4. Poniewaz x5 =
f5(0) = f4(f(0)) mozna unikna¢ obliczania f5(x), otrzymat nastepujaca liste
prawdopodobieiistw wyginigcia x, = f,(0):

x1 ~0333, x~0481, x3~0,571, x4~0,641, xs5~0,675.

Prawidlowe warto$ci to x4 =~ 0,632 i x5 ~ 0,677, co mozna sprawdzié, korzy-
stajac z prostego wzoru x, = f(x,—1) wyprowadzonego przez Bienaymégo.
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Jak zobaczymy w rozdziale([T7] ta ostatnia formuta moze by¢ réwniez wypro-
wadzona z réwnania (9.2).

Watson zauwazyl, ze kazdy mezczyzna ma przecigtnie Zy = p1 +2p2 +
-4 qpg Syndw i ze Zy = 1 w jego pierwszym przykladzie. Mozna by wiec
sadzic¢, ze jesli poczatkowa liczba meskich cztonkéw rodziny bedzie wystar-
czajaco duza, to wielko$¢ rodziny pozostanie mniej wigcej stata. Niemniej
jednak Watson twierdzit, ze prawdopodobienstwo wyginigcia x, zbiega do 1,
gdy n — +oo, cho¢ dos¢ powoli. Innymi stowy, cata rodzina wyginie, jak su-
gerowat Candolle. Rysunek[9.2h, kt6ry nie jest zamieszczony w oryginalnym
artykule, oraz wyniki Bienaymé potwierdzaja, ze ten wniosek dla pierwszego
przyktadu jest poprawny.

Rysunek 9.2: Wykresy funkcji y = f(x) i y = x. Prawdopodobienstwo wyginiecia
Xn = f(xp—1) w ciagu n pokolen jest wysokoscia n-tego ,,stopnia schodéw”. Po lewej:
fx) = (1+x+x%)/3. Po prawej: f(x) = (3+x)°/4°.

Jako drugi przyktad, Watson rozwazyt dwumianowy rozktad prawdopo-

dobienstwa
q aq—k bk
= —_— 9.3
Pk (k> (atb)i’ 9.3)

dla ktérych funkcja tworzaca (generujaca) wynosi f(x) = (a+bx)?/(a+b)?.
Obliczyt f>(x) i x, = f2(0). W tym momencie zdat sobie sprawe, ze x; =
f(x1) oraz ze x,, = f(x,—1) dla wszystkich n. Mys§lat jednak, ze wzér ten jest
prawdziwy tylko dla szczegélnego przypadku dwumianu (9.3). Stosujac go
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do przypadku, gdy g =5,a =31b =1, otrzymat
x1~0237, x=0347, x3=0410, ... x9~0,527, x;0~0,533...

Watson zdat sobie sprawe, ze x,, musi by¢ zbiezne do granicy x.. gdy n — oo,
ktéra spetnia xo = f(Xe) = (a+ bxe)?/(a+b)1. Zauwazyl, ze x = 1 jest roz-
wiazaniem tego réwnania, ale nie zdawat sobie sprawy, ze mogg istnie¢ inne
rozwiazania, gdy %, > 1. Blednie wiec wywnioskowal, wprowadzony w btad
przez Candolle’a, ze wymieranie (X = 1) wystepuje w kazdym przypadku,
wlaczajac w to przyktad liczbowy, ktéry wtasnie rozpatrywat. rysunek [9.2p
pokazuje, ze tak nie jest!

Watson zauwazyl, ze $rednia liczba synéw w tym przyktadzie liczbowym
jest wigksza od 1 (mozna pokazaé, ze Zy = gb/(a+b) =5/4), co oznacza,
ze populacja ma tendencje do wzrostu wyktadniczego. To jednak nie pomo-
gto mu wykry¢ jego btgdu. Wysnut nawet przypuszczenie, Ze wymieranie
nazwiska jest pewne dla kazdego rozktadu prawdopodobienistwa (py ), a wiec
nie tylko dla przypadku dwumianowego. Do tego problemu wrécimy w roz-
dziatach[T71i [I8]

Galton kontynuowal swoje statystyczne badania rodzin w ksigzce zaty-
tutowanej Angielscy ludzie nauki, ich natura i wychowanie, ktéra koncen-
trowala si¢ na genealogii czlonkéw Royal Society. Zainteresowal si¢ row-
niez antropometria, czyli miara ludzkiego ciata. Skorzystat z migdzynaro-
dowej wystawy w 1884 roku w Londynie, aby zebra¢ dane na temat duzej
liczby oséb. Jego wyniki zostaty opublikowane w 1889 roku w ksigzce za-
tytutowanej Naturalne dziedziczenie, ktérej zalacznik powielat artykut napi-
sany we wspotpracy z Watsonem. Ksigzka ta wprowadzita réwniez pewne
nowe slownictwo statystyczne, takie jak ,,percentyl” i ,.kwartyl”, jak réwniez
stowo ,,eugenika”, czyli doskonalenie gatunku ludzkiego z punktu widzenia
cech dziedzicznych. Po roku 1888 Galton opracowat technike rozpoznawa-
nia odciskéw palcow, ktéra kilka lat péZniej miata by¢é wykorzystywana przez
brytyjska policje. Kontynuowat tez badania nad rola dziedzicznosci i §rodo-
wiska w fizycznych i intelektualnych cechach blizniat, w wielkosci grochu
hodowanego przez kilka pokolen czy w kolorze myszy hodowanych w labo-
ratorium. To doprowadzilo go do pojecia ,,wspétczynnika korelacji” miedzy
dwiema zmiennymi. W 1904 roku zatozono Laboratorium Galtona w ramach
University College w Londynie. Galton zostat pasowany na rycerza w 1909
roku i zmart w 1911 roku.

Watson opublikowat kilka ksiazek, w szczeg6lnosci rozprawe o kinetycz-
nej teorii gaz6w w 1876 r. oraz rozprawe o matematycznej teorii elektryczno-
$ci i magnetyzmu w dwéch tomach (1885 1 1889). W 1881 r. zostal wybrany
do Royal Society, a zmart w Brighton w 1903 r.
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W 1924 roku, w drugim tomie biografii Galtona, Karl Pearson strescit
artykul o wymieraniu nazwisk rodowych, nie zauwazajac tego btedu. Blad
ten zostat ostatecznie zauwazony w 1930 roku (patrz rozdziat[I8).
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Rozdziat 10

Lotka i teoria stabilnej populacji (1907-1911)

W 1907 r. amerykanski chemik Alfred Lotka zaczal badaé zaleznosé
pomiegdzy liczba urodzen, wspdtczynnikiem §miertelnosci specyficznym
dla danego wieku oraz wspdtczynnikiem wzrostu populacji przy uzyciu
modelu z czasem ciagtym. W 1911 roku wraz z F. R. Sharpe’em opubli-
kowat kolejny artykul na ten sam temat, w ktérym uwzglednit réwniez
wspotczynniki urodzen specyficzne dla danego wieku. Réwnanie impli-
cite okreslajace wspdtczynnik wzrostu populacji jest czgsto nazywane
,,JoOwnaniem Lotki”.

Alfred James Lotka urodzit si¢ z rodzicéw amerykanskich w 1880 r. we
Lwowie, ktory byt czescig Cesarstwa Austro-Wegierskiego (obecnie Lwéw
jest na Ukrainie). Studiowal najpierw we Francji i w Niemczech, a w 1901
r. uzyskat tytut licencjata w dziedzinie fizyki i chemii na Uniwersytecie w
Birmingham w Anglii. Nastgpnie spedzit rok w Lipsku, gdzie rolg termody-
namiki w chemii i biologii doceniat Wilhelm Ostwald, ktéry w 1909 r. miat
otrzymac nagrode Nobla w dziedzinie chemii. W 1902 r. Lotka osiedlit si¢ w
Nowym Jorku i rozpoczat prace w General Chemical Company.

Rysunek 10.1:
Lotka (1880-1949)

W latach 1907 i 1911[1_-] Lotka zajat si¢ badaniem dynamiki populacji o
strukturze wiekowej, nie wiedzac o pracach Eulera na ten sam temat (patrz

Drugi artykut zostat napisany we wspétpracy z matematykiem F. R. Sharpe’em.
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rozdzial E]) W przeciwienstwie do Eulera, zalozyt on, ze czas i wiek sa
zmiennymi ciagtymi. Niech B(¢) bedzie wspéiczynnikiem urodzen meskich
(liczba urodzen meskich na jednostke czasu) w czasie #, p(x) prawdopodo-
bieristwem tego, ze w wieku x nadal bedziemy zy¢, a h(x) wskaznikiem uro-
dze w wieku x: h(x)dx jest prawdopodobiefistwem tego, ze mezczyzna be-
dzie miat jednego nowo narodzonego syna w wieku x i x + dx, jesli dx jest
nieskoriczenie mate. Wtedy [, p(x)dx jest oczekiwana diugoscia zycia w
chwili urodzenia. Ponadto B(t — x) p(x) dx to liczba meskich potomkéw uro-
dzonych migdzy czasem ¢ —x a t — x + dx, ktérzy wciaz zyja w czasie t. Ci
potomkowie maja B(¢ — x) p(x) h(x) dx synéw na jednostke czasu w czasie ¢.
Zatem catkowity przyrost naturalny mezczyzn w czasie ¢ wynosi
~+oo
B(t) = A B(t — x) p(x) h(x) dx.

Szukajac wyktadniczego rozwiazania tego rownania catkowego z niewiadoma
B(t) w postaci B(t) = be'" i dzielac obie strony przez B(t), Lotka uzyskat
rOwnanie oo

1= /0 e " p(x)h(x)dx, (10.1)
ktére jest obecnie nazywane przez demograféw ,,réwnaniem Lotki’ﬂ Euler
uzyskal analogiczne, niejawne réwnanie dla tempa wzrostu, gdy czas
i wiek sa zmiennymi dyskretnymi. Lotka zauwazyl, Ze prawa strona
jest malejaca funkcja r, ktéra zmierza do oo, gdy r — —oo i ktéra zmierza
do 0, gdy r — +oo. Istnieje wigc jedyna warto$¢ r, nazwijmy ja r*, taka, ze
zachodzi réwnanie (10.1)). Poza tym, r* > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

Ry = /O+wp(x)h(x) dx>1. (10.2)

Parametr %, (notacja zostata wprowadzona przez Dublina i Lotk w 1925
roku) jest bazowym wspoéiczynnikiem reprodukcji, czyli oczekiwana liczba
synéw, ktérych jeden mezczyzna moze mie¢ w ciagu swojego zycia.

Lotka zasugerowal’} Ze niezaleznie od poczatkowej struktury wiekowej
populacji, liczba urodzen megzczyzn w jednostce czasu jest rzeczywiscie taka,
7e B(t) ~be'", gdy t — oo, gdzie b jest stata. Calkowita liczba ludnosci jest
zatem okreSlona przez P(t) = [, " B(t —x) p(x)dx. Wynika z tego, ze P(t)

2R.A. Fisher doszedt niezaleznie do tego samego réwnania w 1927 roku i pézniej zinterpre-
towat pierwiastek r* jako ,,darwinowski wspétczynnik przystosowania” w teorii ewolucji przez
dobor naturalny.

3Zostato to Scisle udowodnione w 1941 roku przez Fellera. Podejscie probabilistyczne zo-
stato opracowane w 1968 r. przez Crumpa, Mode’a i Jagersa.
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réwniez rosnie lub maleje jak e’'’, gdy t — oo tempo wzrostu jest réwne
r*. Ponadto, struktura wieku populacji, okreSlona przez B(r — x) p(x)/P(t),
zmierza do .
e " p(x)
Jo e ply)dy

To jest to, co Lotka nazwat ,,stabilng populacja”: piramida wieku zachowuje
ten sam ksztalt w czasie, ale calkowita populacja ro$nie lub maleje wyktadni-
czo. Whniosek jest wigc taki sam, jak w dyskretnym modelu Eulera. Badanie
Lotki uwzglednia jednak zalezno$¢ wspéiczynnika urodzen od wieku. Jest
wigc w pewnym sensie bardziej ogélne niz model Eulera.

Lotka kontynuowat prace nad tym tematem przez cale swoje zycie. W la-
tach 1908-1909 wznowit studia na Uniwersytecie Cornella, aby uzyskac tytut
magistra. Od 1909 do 1911 roku pracowat w National Bureau of Standards,
a od 1911 do 1914 roku jako redaktor czasopisma Scientific American Sup-
plement. W 1912 r. uzyskal tytut doktora na Uniwersytecie w Birmingham,
zbierajac artykuly, ktére publikowat od 1907 r. na temat dynamiki popula-
cjiidemografii. W czasie I wojny §wiatowej pracowal ponownie dla General
Chemical Company nad sposobami wigzania azotu z atmosfery. W 1920 roku
jeden z jego artykutéw na temat biologicznych oscylacji (patrz rozdziat [I3))
zrobil duze wrazenie na Raymondzie Pearlu, profesorze biometrii na Uni-
wersytecie Johnsa Hopkinsa, ktéry wtasnie ,,odkryt” réwnanie logistyczne
(patrz rozdziat [). Majac nadziej¢ na znalezienie pracy w Instytucie Badari
Medycznych Rockefellera w Nowym Jorku, Lotka pracowat nad modelami
matematycznymi opracowanymi przez Rossa w odniesieniu do malarii (patrz
rozdziat [I2). W koricu otrzymat dwuletnie stypendium na Uniwersytecie
Johnsa Hopkinsa, co pozwolito mu napisaé ksiazke zatytutowana Elementy
biologii fizycznej, wydana w 1925 roku. Nastepnie zostal szefem dziatu ba-
dawczego Metropolitan Life Insurance Company w Nowym Jorku. Skupit
si¢ na matematycznej analizie zagadnieri demograficznych i we wspotpracy
z kolega, statystykiem i wiceprezesem firmy Louisem Israelem Dublinem,
opublikowat kilka ksiazek: Wartosé pienigzna cztowieka (1930), Dtugosc¢ zy-
cia (1936) i Dwadziescia pigc lat postepu w dziedzinie zdrowia (1937). Zo-
stal wybrany na prezydenta Population Association of America na lata 1938—
1939. Wsrdd jego réznych badan statystycznych, ,,Prawo Lotki” (siggajace
1926 roku) stwierdza, ze liczba autoréw, ktérzy napisali n artykuléw w danej
dziedzinie naukowej maleje mniej wigcej jak 1/n*> wraz ze wzrostem n.

Lotka opublikowat réwniez ksiazke w jezyku francuskim zatytutowana
Analityczna teoria zwiqzkow biologicznych. Pierwsza czg$¢, ktéra bylta bar-
dziej filozoficzna, ukazata si¢ w 1934 roku. Druga, bardziej techniczna czg¢sc,
wydana w 1939 roku, podsumowywata wszystkie jego badania nad demogra-
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fia ludzi od 1907 roku. W swojej ksiazce Lotka przedstawil réwniez swoj
wktad w problem wymierania nazwisk rodowych. Po opublikowaniu w 1930
roku pierwszego artykutu Steffensena na ten temat (patrz rozdziat[T8)), zasto-
sowat on teori¢ do danych zawartych w spisie powszechnym biatej populacji
USA z 1920 roku. Zauwazyt, ze obserwowany rozktad (py)i>o liczby synéw
jest dobrze aproksymowany przez malejace prawo geometryczne dla wszyst-
kichk > 1: pg=a, py =bc*! (k> 1), przy czym a = 0,4825, b = 0,2126 i
c=1-b/(1—a). W ten sposob Y ;~opx = 1. Zwiazana z tym funkcja two-
rzaca jest postaci f(x) = a+bY ;= K1k =a+ lfﬁx. Dwoma rozwiaza-
niami réwnania x = f(x) sa x = 1 i x = a/c. Prawdopodobiefistwo wymarcia
X jest mniejszym z tych dwéch rozwiazan (patrz rozdziat [7). Przy war-
todciach liczbowych dla USA stwierdzil, ze x. ~ 0,819, podczas gdy Sred-
nia liczba synéw wynosita Zy = f'(1) = (1 —a)? /b ~ 1,26. Mimo $redniej
liczby dzieci (w tym synéw i cérek) zblizonej do 2,5, prawdopodobiefistwo
wymarcia nazwiska przekracza 80 proc.

Lotka zostat wybrany na prezydenta Amerykarnskiego Stowarzyszenia Sta-
tystycznego w 1942 roku. W 1947 roku przeszedt na emeryturg, a zmart w
1949 roku w New Jersey. Nowe wydanie jego ksiazki z 1925 roku ukazato
si¢ w 1956 roku pod nieco innym tytutem Elementy biologii matematycznej.
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Rozdziat 11

Prawo Hardy’ego-Weinberga (1908)

W 1908 r. brytyjski matematyk Hardy i niemiecki lekarz Weinberg nie-
zaleznie od siebie odkryli, ze w nieskoriczenie duzej populacji, ktéra
kojarzy si¢ losowo zgodnie z prawami Mendla, czgstosci genotypéw
uzyskanych z dwéch alleli pozostaja state przez pokolenia. Ich model
matematyczny byl jednym z punktéw wyjscia dla genetyki populacyj-
nej.

Godfrey Harold Hardy urodzit si¢ w 1877 roku w Surrey, w Anglii. Jego
rodzice byli nauczycielami. Od 1896 r. studiowat matematyke w Trinity Col-
lege na Uniwersytecie Cambridge, w 1900 r. zostat cztonkiem kolegium, a w
1906 r. wyktadowca matematyki. Po pierwszej ksiazce Catkowanie funkcji
Jjednej zmiennej (1905), opublikowat w 1908 roku kolejna pt. Kurs analizy,
ktéra byta wielokrotnie wznawiana i thumaczona na wiele jezykow obcych.

Rysunek 11.1:
Hardy (1877-1947)

W tym czasie ponowne odkrycie prac Mendla wzbudzito pewne watpli-
wosci. Niektorzy biolodzy zastanawiali sig, dlaczego dominujace cechy nie
stajg si¢ czestsze z pokolenia na pokolenie. Reginald Punnett, ktéry napisat
ksigzke zatytutowana Mendelizm w 1905 roku, zadat to pytanie Hardy’emu,
z ktérym grat w krykieta w Cambridge. Hardy napisal swoje rozwiazanie w
artykule Mendlowskie proporcje w populacji mieszanej, ktéry zostal opubli-
kowany w 1908 roku. Aby upro$ci¢ analizg¢, wyobrazil sobie sytuacje du-
zej populacji, w ktorej wybor partnera seksualnego bytby losowy. Ponadto
ograniczyt on swoje rozwazania do dwdch czynnikéw (lub ,alleli”) A i a,
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przy czym A jest dominujacy, a a recesywny. Dla pokolenia n, niech p,
bedzie czgstotliwoscia ,,genotypu” z AA, 2q, z Aa i r, z aa. Oczywiscie,
Pn+2qn,+ 1, = 1. Hardy zatozyt tez, ze zaden z tych genotypow nie prowa-
dzi do nadmiaru §miertelnosci ani do spadku wskaZznika urodzen w poréwna-
niu z dwoma pozostatymi genotypami. Czgstosci w pokoleniu n + 1 mozna
fatwo obliczyé, zauwazajac, ze jeden losowo wybrany osobnik w pokoleniu
n przekazuje allel A z prawdopodobiefistwem p, + g,: albo genotypem jest
AA 1 allel A jest przekazywany na pewno, albo genotypem jest Aa i allel A
jest przekazywany z 50-procentowa szansa. Analogicznie, allel a jest przeka-
zywany z prawdopodobiefistwem ¢, + r,. Mozna wigc skonstruowac tabelg
[[T.1]w taki sam sposéb jak tabele[8.1]

Tablica 11.1: Obliczenie czgstosci genotypéw w pokoleniu n + 1 z czestosci alleli
rodzicéw (wiersze sa dla matki, kolumny dla ojca).

Allele A a
Czestotliwosé Pn+an gn+rn
A AA Aa
Pntdn (pn+51n)2 (Pn+Qil)(qn+rn)
a Aa aa
qn+rn (pn+Qn)(Qn+rn) (C]n+rn)2

Czestosci genotypow AA, Aa i aa w pokoleniu n + 1 wynosza odpowied-
nio pu+1, 2qn+1 1 rpy1. Hardy stwierdzit wiec, ze

Patt = (Pn+an) (11.1)
2Gn11 = 2(Pn+qn)(qn +12) (11.2)
Fpil = (q,,—i—r,l)z. (11.3)

Nastgpnie zbadal, przy jakich warunkach czgstosci genotypéw moga pozo-
sta¢ stale przez pokolenia, bedac réwne p, 2q i r. Poniewaz z definicji p +
2g+r =1, widzimy, ze wszystkie réownania (TT.T)-(TT.3) daja ten sam waru-
nek ¢> = pr.

Na przyktad, pierwsze réwnanie daje p = (p +¢)* = p> +2pq + ¢, co
jest réwnowazne p(1 — p —2q) = ¢* i wreszcie pr = ¢°.

Zaczynajac od dowolnych warunkéw poczatkowych (po,2qo,r0) z po+
2go +ro = 1, Hardy zauwazyt, ze

a1 = (po+40)*(q0 +r0)* = p1r1.
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Stan (p1,2q1,r1) jest wiec juz réwnowaga. Zatem (pp,2q,,r,) pozostaje
réwny (p1,2q1,r1) dla wszystkich n > 1. Jesli ustalimy x = pg + ¢o dla cze-
stoSci wystgpowania allelu A w pokoleniu 0, to 1 —x = go + ro jest czgstoscia

wystgpowania allelu a. Korzystajac ponownie z uktadu (IT.1)—(11.3), otrzy-
mujemy

pn=x", 2q,=2x(1—-x), r,=(1-x)

dla wszystkich n > 1 (Rysunek[T1.2).

1
aa A
Aa
Rysunek 11.2:  Wykresy funkcji x2,
2x(1—x) i (1 —x)? odpowiadajacych >
czestoSciom réwnowagowym genoty- 0 1

péw AA, Aaiaa.

Podsumowujac, powyzsze hipotezy prowadza do prawa, zgodnie z kt6-
rym czgstosci genotypdw AA, Aa i aa pozostaja niezmienne w ciggu pokoleri.
Teoria Mendla nie prowadzi do stopniowego wzrostu czgstosci cechy domi-
nujacej, jak poczatkowo sadzono.

Kilka lat pdZniej Fisher wykaze wazne nastgpstwo tego prawa: w pierw-
szym przyblizeniu (tj. zaktadajac, ze hipotezy modelu sa realistyczne), po-
pulacja utrzymuje stata wariancj¢ genetyczna. Ta obserwacja rozwiazuje je-
den z probleméw, jakie zrodzita darwinowska teoria ewolucji przez dobér
naturalny. Darwin, podobnie jak jego wspdtczesni, uwazal, ze w kazdym
pokoleniu cechy fizjologiczne dzieci sa swego rodzaju §rednig cech dwojga
rodzicéw, z ktérych kazde wnosi potowe. Idea ta zostala péZniej doktadnie
zbadana przy uzyciu statystyki przez Francisa Galtona i jego nastgpce w la-
boratorium biometrii, Karla Pearsona. Gdyby to byta prawda, wariancja tych
cech w populacji powinna by¢ dzielona przez dwa w kazdym pokoleniu i
wkrotce nastgpitaby taka jednorodnosé, ze selekcja naturalna, majaca ttuma-
czy¢ ewolucje, bylaby niemozliwa. Niemniej jednak potrzeba byto kilku lat,
aby ten mechanizm uSredniania zostal odrzucony, biometrycy bronili punktu
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widzenia Darwina i niechetnie przyznawali, ze prawa Mendla sg nieuniknione
dla zrozumienia ewolucji.

Po publikacji z 1908 r. Hardy powrdcit do czystej matematyki. W swojej
autobiografii, Apologia Matematyka, z dumg twierdzit nawet, ze uniknat od-
kry¢ o jakimkolwiek praktycznym zastosowaniu. W 1910 r. zostal wybrany
do Royal Society. W 1913 r. odkryt hinduskiego cudotwérce Ramanujana
i zaprosit go do pracy w Cambridge. Po I wojnie §wiatowe] zostat profe-
sorem na Uniwersytecie Oksfordzkim i kontynuowat owocna wspétprace ze
swoim rodakiem Littlewoodem. W latach 1931-1942 byl ponownie profeso-
rem w Cambridge. Opublikowal wiele ksiazek, czgsto we wspélpracy: Roz-
kazy nieskoriczonosci (1910), Ogolna teoria szeregow Dirichleta z Marcelem
Rieszem (1915), Nieréwnosci z Littlewoodem i Plaszczyca (1934), Wprowa-
dzenie do teorii liczb z E. M. Wrightem (1938), Ramanujan (1940), Szeregi
Fouriera z Rogozifiskim (1944) i Szereg rozbiezny (1949). Zmarl w Cam-
bridge w 1947 r.

Rysunek 11.3:
Weinberg (1862-1937)

Kilkadziesiat lat p6Zniej zauwazono, ze prawo Hardy’ego dla czgstotli-
wosci genéw zostalo réwniez odkryte w tym samym roku 1908 przez nie-
mieckiego lekarza, Wilhelma Weinberga. Weinberg urodzit si¢ w Stuttgarcie
w 1862 roku. Po studiach w Tybindze i Monachium, az do uzyskania dokto-
ratu z medycyny, pracowatl przez kilka lat w szpitalach w Berlinie, Wiedniu
1 Frankfurcie. W 1889 r. osiadt w Stuttgarcie jako lekarz ogélny i potoznik.
Mimo duzego obciazenia praca znajdowal czas na pisanie wielu artykutéw
w niemieckich czasopismach naukowych. W 1901 roku badat z punktu wi-
dzenia statystyki czgstotliwo$¢ wystepowania bliZniat tej samej plci. Artykut
z 1908 roku, w ktérym wyjasnit to samo prawo, ktére odkryl Hardy, zostat
opublikowany w lokalnym czasopi§mie naukowym i nie zostal zauwazony.
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Jednak w przeciwienistwie do Hardy’ego, kontynuowat badania w nastgpnych
latach, odkrywajac na przyktad uogélnienie na przypadek, gdy istnieja wig-
cej niz dwa allele. Wnidst réwniez wktad w dziedzing statystyki medycz-
nej. Weinberg zmart w 1937 roku. Po ponownym odkryciu jego artykutu z
1908 roku, genetycy nazwali prawo stabilnosci czgstosci genotypéw prawem
Hardy’ego—Weinberga.

Obecnie to prawo jest czgsto uzywane w nastepujacy sposob. Jesli rzadki
recesywny allel a nie ma wptywu na przezywalno$¢ lub wskaznik urodzen i
jesli znamy czestosé x> genotypu aa, poniewaz aa wytwarza okreslony feno-
typ, to mozemy obliczy¢ x i oszacowaé czestos¢ 2x(1 — x) = 2x genotypu Aa.
Jako przyktad, jesli czgstos¢ wystgpowania aa wynosi 1/20 000, to otrzymu-
jemy x &~ 1/140. Zatem 2x = 1/70 jest czesto$cia genotypu Aa. Allel rece-
sywny a, ktéry moze wydawac si¢ bardzo rzadki z obserwacji fenotypéw, w
rzeczywistoSci nie jest tak rzadki.

Literatura uzupekiajaca

1. Hardy, G.H.: Mendelian proportions in a mixed population. Science 28, 49-50
(1908). lesp.org

2. Hardy, G.H.: A Mathematician’s Apology. Cambridge University Press (1940).
archive.org

3. Punnett, R.C.: Mendelism, 2nd edn. Cambridge University Press (1907). jar-
chive.org

4. Stern, C.: The Hardy—Weinberg law. Science 97, 137-138 (1943)

5. Stern, C.: Wilhelm Weinberg 1862—1937. Genetics 47, 1-5 (1962)

6. Titchmarsh, E.C.: Godfrey Harold Hardy, 1877-1947. Obit. Not. Fellows R.
Soc. 6, 446461 (1949)

7. Weinberg, W.: Uber den Nachweis der Vererbung beim Menschen. Jahresh.
Wuertt. Ver. vaterl. Natkd. 64, 369-382 (1908). biodiversitylibrary.org


http://www.esp.org/foundations/genetics/classical/hardy.pdf
https://archive.org/details/AMathematiciansApology-G.h.Hardy
http://www.archive.org/details/mendelism00punngoog
http://www.archive.org/details/mendelism00punngoog
https://www.biodiversitylibrary.org/item/33516#page/469/mode/1up

Rozdzial 12

Ross i malaria (1911)

W 1911 r. brytyjski lekarz Ronald Ross, ktéry juz w 1902 r. otrzymat
nagrode Nobla za prace nad malaria, badat uktad réwnan rézniczko-
wych modelujacy rozprzestrzenianie si¢ tej choroby. Wykazat, ze mala-
ria moze si¢ utrzymywac tylko wtedy, gdy liczba komaréw przekracza
pewien prég. W zwiazku z tym, aby wyeliminowa¢ malarig, nie trzeba
zabija¢ wszystkich komaréw - wystarczy zabié tylko pewna ich czgsc.
Podobne modele epidemii opracowali p6Zniej Kermack i McKendrick.

Ronald Ross urodzit si¢ w 1857 roku na pétnocy Indii, gdzie jego oj-
ciec byl oficerem armii brytyjskiej. Studiowal medycynge w Londynie, ale
wolal pisaé wiersze i dramaty. Po rocznej pracy na statku w charakterze chi-
rurga, udalo mu si¢ w 1881 roku wstapi¢ do indyjskiej stuzby medyczne;.
Praca medyczna w Indiach pozostawiata mu duzo wolnego czasu, w ktérym
pisal utwory literackie i uczyt si¢ matematyki. Na przepustce do Anglii w
1888 r. uzyskal dyplom z zakresu zdrowia publicznego i studiowat bakte-
riologi¢, nowa nauke stworzong kilka lat wcze$niej przez Pasteura i Kocha.
Po powrocie do Indii Ross rozpoczat badania nad malaria. Podczas swojego
drugiego urlopu w 1894 roku spotkat w Londynie Patricka Mansona, specja-
list¢ w dziedzinie medycyny tropikalnej, ktéry pokazal mu pod mikroskopem
to, co francuski lekarz wojskowy Alphonse Laveran zauwazyt w 1880 roku:
krew pacjentéw z malarig zawiera pasozyty. Manson zasugerowal, ze paso-
zyty te moga pochodzi¢ od komaréw, poniewaz sam odkryl w Chinach pa-
sozyty innej choroby tropikalnej (filariozy) w tych owadach. Uwazat jednak,
7e ludzie zarazali si¢ pasozytem pijac wod¢ zanieczyszczong przez komary.
Od 1895 do 1898 roku Ross kontynuowat swoje badania w Indiach i testowat
pomyst Mansona. W 1897 roku odkryt w zotadku pewnego gatunku komara,
ktérego wcezesniej nie badal (anopheles), pasozyty podobne do tych zaob-
serwowanych przez Laverana. Poniewaz przetozeni wystali go do Kalkuty w
sezonie, w ktérym przypadki malarii byty rzadkie, postanowit zbadaé malarig
u ptakéw trzymanych w klatkach. Znalazt pasozyta w gruczotach $linowych
komaréw anopheles i udato mu si¢ zarazi¢ eksperymentalnie zdrowe ptaki,
pozwalajac komarom je uktu¢: udowodnit w ten sposéb, ze malaria jest prze-
noszona przez uktucia komaréw, a nie przez spozycie skazonej wody. W
1899 roku Ross opuscit Indyjska Stuzbe Medyczna, aby uczy¢ w Szkole Me-
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dycyny Tropikalnej w Liverpoolu, ktéra zostata utworzona rok wczesniej. W
1901 r. zostal wybrany do Royal Society, a w 1902 r. otrzymat Nagrode No-
bla w dziedzinie fizjologii lub medycyny za prace nad malaria. Podrézowat
do Afryki, na Mauritius i w rejon Morza Srédziemnego, aby popularyzowaé
walke z komarami. Metoda okazala si¢ skuteczna w Egipcie wzdtuz Kanatu
Sueskiego, wzdtuz budowanego Kanatu Panamskiego, na Kubie i w Malezji.
W niektérych innych rejonach odniosta mniejszy sukces. Ross opublikowat
Sprawozdanie na temat zapobiegania malarii na Mauritiusie w 1908 roku i
Zapobieganie malarii w 1910 roku.

Rysunek 12.1:
Ross (1857-1932)

Pomimo udowodnienia roli niektérych komaréw w przenoszeniu malarii
Ross spotkat si¢ ze sceptycyzmem, gdy twierdzit, ze malarig¢ mozna wyelimi-
nowaé po prostu poprzez zmniejszenie liczby komaréw. W drugim wydaniu
swojej ksiazki Zapobieganie malarii, opublikowanym w 1911 roku, prébowat
zbudowaé matematyczne modele przenoszenia malarii, aby poprze¢ swoje
twierdzenie. Jeden z jego modeli sktadat si¢ z uktadu dwéch réwnafi réznicz-
kowych. WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:

* N: catkowita populacja ludzka na danym obszarze;
¢ I(t): liczba ludzi zarazonych malaria w czasie f;

* n: calkowita populacja komaréw (zakladana jako stata);

i(¢): liczba komaréw zarazonych malaria;
e b: czgstotliwosé ktucia przez komary;

* p (odpowiednio p'): prawdopodobiefistwo przeniesienia malarii z czto-
wieka na komara (odpowiednio z komara na czlowieka) podczas jed-
nego uktucia;
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* a: szybko$¢, z jaka ludzie wracaja do zdrowia po zachorowaniu na
malarie;

¢ m: Smiertelno$¢ komarow.

Podczas matego przedzialu czasu dt, kazdy zarazony komar kiuje bdt lu-

dzi, wéréd ktérych utamek réwny & N I nie jest jeszcze zarazony. Biorac pod

uwage prawdopodobienistwo transmisji p’, jest bp'i %dt nowych zarazo-
nych ludzi. W tym samym przedziale czasu, liczba ludzi, ktérzy wyzdrowieli
wynosi aldt. Stad,

Podobnie kazdy niezakazony komar ktuje bdt ludzi, wsréd ktérych utamek
réwny I /N jest juz zakazony. Biorac pod uwage prawdopodobienstwo trans-
misji p, jest bp (n—1i) %dl nowych zainfekowanych komaréw. Tymczasem,
zaktadajac, ze infekcja nie ma wpltywu na $miertelno$¢, liczba komaréw,
ktére umierajq wynosi midt. Wigc

di Ny )
7 =bp(n l)N mi.
Poniewaz malaria istnieje stale w wigkszoSci zainfekowanych krajéw, Ross
rozwazat tylko stany stacjonarne swojego uktadu dwéch réwnan: liczba zain-
fekowanych ludzi I(¢) i liczba zainfekowanych komaréw i(¢) pozostajg state
w czasie (dI/dt =01 di/dt = 0). Po pierwsze, zawsze istnieje stan stacjo-
narny z [ = 01 = 0, ktéry odpowiada nieobecno$ci malarii. Po drugie, Ross
szukat takiego stanu stacjonarnego, ze I > 01i > 0 i pokazal, ze

1—amN/(b?>pp'n) i_nl—amN/(bZPP/n)
l+aN/(bp'n) = 14+m/(bp) '

(12.1)

Dzielac réwnania stanu stacjonarnego przez iloczyn I X i, problem staje
si¢ liniowym uktadem dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi 1/7 i
1/i,

bp a bp m bpn bp

I i N’ I Ni N’
Jego rozwiazanie jest fatwe do uzyskania.

Mozna zauwazy¢, ze I > 01 > 0 jesli liczba komaréw jest powyzej krytycz-
nego progu:
amN

>nf = ——o.
n n b2pp/
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W tym przypadku stan stacjonarny odpowiada sytuacji, w ktérej choroba jest
endemiczna, tzn. stale obecna. Ross doszedl do wniosku, ze jesli liczba
komaréw n zostanie zmniejszona ponizej krytycznego progu n*, to jedynym
pozostatym stanem stacjonarnym jest / = 0 i i = 0, a wigc malaria powinna
zniknaé. W szczegd6lnosci nie jest konieczne wytgpienie wszystkich koma-
réw, aby zlikwidowaé malarig. Jest to doktadnie ten punkt, ktéry Ross chciat
podkresli¢ w swoim modelu.

Aby zilustrowaé swoja teorig¢, Ross szukat rozsadnych wartosci liczbo-
wych dla parametréw swojego modelu. Zalozyl, ze

* $miertelno$§¢ komaréw jest taka, ze tylko jedna trzecia z nich pozo-
staje przy zyciu po dziesieciu dniach; tak wigc e~ 10" = % oraz m =

(log3)/10 za dzien;

* potowa ludzi jest nadal zakazona po trzech miesiacach, wigc e~ 20¢ =

1/2 oraz a = (log2)/90 za dziefi;

* jeden na osiem komaréw uktuje kazdego dnia; wiec e * = 1—1/8 oraz
b =10g(8/7) za dziefi.

e Zakazone komary zazwyczaj nie zarazaja w ciagu pierwszych dzie-
sigciu dni od zarazenia, poniewaz pasozyty musza przej$¢ przez kilka
etapow transformacji. Poniewaz jedna trzecia komaréw moze przezy¢
dziesig¢ dni, Ross zatozyt, ze jest réwniez okoto jedna trzecia wszyst-
kich zakazonych komaréw, ktére zarazaja: p’ = 1 /3;

e p=1/4.

Ross mégt obliczy¢ za pomoca wzoru (12.1) zakazong frakcje I/N w po-
pulacji ludzkiej jako funkcje stosunku n/N pomigdzy komarem a populacja
ludzka. Swoje wyniki przedstawit w tabeli, ktéra jest odpowiednikiem ry-
sunku[12.21

Ksztalt krzywej pokazuje, ze frakcja zainfekowanych ludzi jest wyzsza
niz 50 % juz wtedy, gdy stosunek n/N jest tylko nieznacznie powyzej warto-
$ci krytycznej n* /N. Jednak frakcja ta nie zmienia si¢ zbytnio, gdy stosunek
n/N wzrasta dalej. To wyjasnia, dlaczego korelacja migdzy liczba komaréw a
wystgpowaniem malarii nigdy wcze$niej nie zostala zauwazona. Ross zauwa-
zyt jednak, ze liczbowa warto$¢ progu n*/N byta bardzo wrazliwa na mate
zmiany w szybkosci ktucia b, ale nie zmieniato to ogdlnego ksztattu krzy-
wej na rysunku[I2.2] Jego jakosciowe wyjasnienie jest wazniejsze niz wyniki
iloSciowe, ktdre traca z powodu niepewnosci zwiazanej z warto$ciami liczbo-
wymi parametréw.
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I/N
1 4
0.5
Rysunek 12.2: Frakcja I/N
zainfekowanych ludzi jako
funkcja stosunku n/N po-
miedzy komarem a popula- 0 n*/N n/N

cja ludzka.

Aby zinterpretowac krytyczny prég n* odkryty przez Rosszﬂ rozwazmy
jednego zarazonego czlowieka wprowadzonego do populacji ludzi i koma-
réw, ktore sa wolne od malarii. Czlowiek ten pozostaje zakazony Srednio
przez okres czasu réwny 1/a. Otrzymuje on bn/N uktué na jednostke czasu,
wigc $rednio bn/(aN) uktué w sumie podczas zarazenia. Tak wigc zaraza on
$rednio bpn/(aN) komaréw. Kazdy z tych zainfekowanych komaréw zyje
$rednio przez okres czasu réwny 1/m, ktuje b/m ludzi i zaraza bp’ /m ludzi.
W sumie, po transmisji od pierwszego zarazonego cztowieka do komaréw i
od tych komaréw do innych ludzi, Srednia liczba nowo zarazonych ludzi jest
iloczynem dwoch poprzednich wynikéw, tzn.

2 /
=P (12.2)
amN
To % jest liczba wtérnych przypadkéw ludzkich spowodowanych jednym
pierwotnym przypadkiem ludzkim. Tak wigc proces infekcji, ktory przebiega
w sposéb ciagly w czasie, moze by¢ réwniez rozpatrywany poprzez kolejne
pokolenia. Malaria moze ,,inwazyjnie” zaatakowac populacje tylko wtedy,
gdy Zy > 1. Warunek ten jest réwnowazny warunkowi n > n*.

Podsumowujac, Ross opowiedziat si¢ bardziej ogélnie za modelowaniem

matematycznym w epidemiologii:

»W gruncie rzeczy cala epidemiologia, zajmujaca si¢ zmienno-
Scig choroby w czasie lub w zalezno$ci od miejsca, musi by¢ roz-
patrywana matematycznie, niezaleznie od tego, jak wiele zmien-
nych jest w nia zaangazowanych, jesli ma by¢ w ogéle rozpa-
trywana naukowo. Powiedzieé, ze choroba zalezy od pewnych

I'Ta interpretacja zostata podana dopiero dtugo po pracy Rossa.
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czynnikéw, to nie jest powiedzie¢ wiele, ale mozemy réwniez
dodatkowo utworzy¢ szacunek, jak bardzo kazdy czynnik wptywa
na caly wynik. A matematyczna metoda leczenia jest naprawde
niczym innym, jak tylko zastosowaniem starannego rozumowa-
nia do omawianych probleméw.”

Ross zostat pasowany na rycerza w 1911 roku. Przeprowadzit si¢ do Lon-
dynu i zostal konsultantem armii brytyjskiej podczas I wojny Swiatowej. W
1923 r. opublikowat swoja autobiografi¢ Pamigtniki z petnym opisem wiel-
kiego problemu malarii i jego rozwiqzania. W 1926 r. zainaugurowat dzia-
falno$¢ Ross Institute of Tropical Diseases (obecnie czg$¢ London School of
Hygiene and Tropical Medicine), ktérego zostat dyrektorem. Ross zmart w
Londynie w 1932 roku.
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Rozdziat 13

Lotka, Volterra i model drapieznik - ofiara (1920-
1926)

W 1920 roku Alfred Lotka badal model drapieznik-ofiara i wykazat, ze
populacje moga stale oscylowac. Rozwinat te badania w swojej ksiazce
Elementy biologii fizycznej z 1925 roku. W 1926 roku wtoski matema-
tyk Vito Volterra zainteresowat si¢ tym samym modelem, aby odpowie-
dzie¢ na pytanie postawione przez biologa Umberto d’ Ancona: dlaczego
w czasie pierwszej wojny §wiatowej, kiedy potowy byty niskie, rybacy
towili wigcej ryb drapieznych na Adriatyku?

W 1920 roku Lotka opublikowat artykut zatytutowany Analityczna uwaga
o pewnych rytmicznych relacjach w systemach organicznych. Juz od kilku lat
interesowal si¢ on pewnymi reakcjami chemicznymi, ktére w eksperymen-
tach laboratoryjnych wykazywaly dziwne, przejSciowe oscylacje. Celem jego
artykutu bylo zasugerowanie, ze uktad dwoch gatunkéw biologicznych moze
nawet oscylowaé w sposob trwaty. Jako przyktad podatl populacje roslinozer-
cow zywiacych sig roSlinami. W analogii do réwnan stosowanych w kinetyce
chemicznej, niech x(¢) bedzie catkowita masa ro§lin, a y(¢) catkowita masa
ro§linozercéw w czasie f. Lotka uzyt jako modelu nastgpujacego uktadu row-
nan r6zniczkowych

dx

E:ax—bxy, (13.1)
d
d—};:—cy—i—dxy, (13.2)

gdzie wszystkie parametry a, b, ¢ i d sa dodatnie. Parametr a jest tempem
wzrostu ro§lin, gdy nie ma roslinozercéw, natomiast ¢ jest tempem spadku
populacji roslinozercéw, gdy nie ma roslin. Wyrazenia —bxyidxy wyrazaja,
Ze im wigcej jest zwierzat i roslin, tym wigkszy jest transfer masy od roslin w
kierunku zwierzat (transfer obejmuje pewna utratg masy, wigc d < b). Usta-
wiajac dx/dt =01idy/dt =0, Lotka zauwazyl, ze istniejg dwa stany ustalone:

* (x=0,y=0), populacja roslinozerc6w wygineta i nie ma juz roslin;

* (x=c/d,y=a/b), wspélistnieja zwierzeta roslinozerne i rosliny.
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Stwierdzit tez bez dowodu, ze jesli w czasie t =0, (x(0),y(0)) nie jest jednym
z tych dwdch stanéw stacjonarnych, to funkcje x(¢) i y(¢) oscyluja okresowo:
istnieje taka liczba T > 0, ze x(t +T) = x(¢) i y(r + T) = y(¢) dla wszyst-
kich # > 0 (rysunek Jesli na przykiad ro§linno$¢ jest bardzo obfita,
to populacja roslinozercéw wzrosnie, powodujac spadek catkowitej masy ro-
$lin. Gdy masa ta stanie si¢ niewystarczajaca do wyzywienia roslinozercéw,
niektére zwierzeta zging z glodu, a calkowita masa roslin zacznie ponownie
rosnaé, az osiagnie poziom réwny wartosci poczatkowej. Zjawisko bedzie si¢
powtarzacd.

x(®)

Rysunek 13.1:  Oscylacje
catkowitej masy roslin x(r)
i catkowitej masy roslino-
zercow y(t) jako funkcja 0 t
czasu.

Lotka zbadatl ten model nieco doktadniej w drugim artykule, opubliko-
wanym w 1920 roku, zatytutowanym Ttumione oscylacje wyprowadzone z
prawa dziatania masy. Wyjasnit, dlaczego uktad moze oscylowa¢ w spos6b
periodyczny. Wynika to z faktu, ze punkt (x(¢),y(¢)) musi pozostawac na za-
mknietej trajektorii w plaszczyZnie, w ktérej x lezy na osi poziomej, a y na
pionowej; doktadniej w czworokacie, w ktérym x > 0 iy > 0 (rysunek[I3.2).

Rzeczywiscie, dzielac réwnanie (I3.1)) przez réwnanie (13.2)), otrzymu-
jemy po pewnej zmianie kolejnosci

c dx a dy
¢ d) T_ (9 p) Y,
( x+ dt <y ) dt
Po scatkowaniu mamy

dx(t) —clogx(t) = —by(t)+ alogy(t) + K,

1Okres T zalezy od warunkéw poczatkowych, ale Lotka uswiadomit sobie ten fakt dopiero w
1925 roku.
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gdzie K jest stata, ktéra zalezy tylko od warunku poczatkowego. Stad punkt
(x(2),y(t)) pozostaje na krzywej dx — ¢ logx = —by+ alogy + K, ktdra tak
si¢ sktada, ze jest krzywa zamknieta (rysunek[13.2).

Rysunek 13.2:  Wykres z
catkowita masa roslin x(r)
na osi poziomej i catko-
wita masa roslinozercéw
y(f) na osi pionowej. Trzy
zamknigte krzywe wokot
stanu stacjonarnego odpo-
wiadaja r6znym warunkom
poczatkowym.

>
X

Trajektoria (x(z),y(r)) obraca si¢ wokét stanu stacjonarnego (c/d,a/b)
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, co mozna tatwo zauwazy¢ badajac
znak dx/dt i dy/dt. W poblizu stanu stacjonarnego uktad wykazuje niewiel-
kie oscylacje o okresie réwnym 27/+/ac.

W istocie, podstawiamy x = § +x" iy = § +y*, gdzie |x*| < §,a [y"| <
5. Wtedy

dx* byt (c L *> bec ,
= — — X ~ — —
dr Y \a a’
dy* a ad
=dx* (7 *) ~—x.
ar Ty ) R
Z tych dwoéch réwnan otrzymujemy
d2x* . dZy* .
AR —acx — & —acy".
dr? ’ dr? Y

Roéwnania te sg takie same jak dla oscylacji wahadta matematycznego w
fizyce. Okres wynosi 27 /+/ac.

Raymond Pearl, ktéry przekazal pierwszy artykut z 1920 roku do Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences, pomégl Lotce uzyska¢ dwu-
letnie stypendium Uniwersytetu Johnsa Hopkinsa na napisanie ksiazki zaty-
tutowanej Elementy biologii fizycznej. Ksiazka ta ukazata sig¢ w 1925 roku.
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W rozdziale podsumowujacym prace z 1920 roku wspomniano réwniez, ze
uktady dwéch gatunkéw, jednego gatunku zywiciela i jednego gatunku pa-
sozyta lub jednej ofiary i jednego gatunku drapieznika, moga by¢ opisane
tym samym modelem (T3.1)—(13.2). Niestety ksiazka Lotki nie cieszyta si¢
zbyt duza popularnoscia, kiedy zostata opublikowana. Jednakze, stynny ma-
tematyk Volterra niezaleznie odkryt ten sam model wkrétce potem podczas
badania problemu rybotéwstwa.

Vito Volterra urodzit si¢ w zydowskim getcie w Ankonie w 1860 roku,
na krétko przed zjednoczeniem Wiloch, kiedy miasto nalezato jeszcze do
panstw papieskich. Byt osieroconym dzieckiem. Jego ojciec, handlarz suk-
nem, zmarl, gdy Vito miat dwa lata i pozostawit rodzing bez pienigdzy. Jako
dobry uczen szkoty $redniej, mimo ubdstwa, Volterra kontynuowat studia,
najpierw na Uniwersytecie Florenckim, a pézniej w Scuola Normale Supe-
riore w Pizie. W 1882 r. uzyskatl doktorat z fizyki, a w nastgpnym roku zostat
profesorem mechaniki na uniwersytecie w Pizie. W 1892 r. zwiazal si¢ z
Uniwersytetem w Turynie, a w 1900 r. objat katedre fizyki matematycznej na
Uniwersytecie La Sapienza w Rzymie. W 1905 r. zostal senatorem. Wiele
z wyktadéw, ktére wygtosit w Rzymie lub na zagranicznych uniwersytetach,
zostato opublikowanych w formie ksiazkowej: Trzy wyktady na temat ostat-
nich postepow w fizyce matematycznej (Uniwersytet Clark, 1909), Wyktady o
réownaniach catkowych i catkowo-rézniczkowych (Rzym, 1910), Wyktady na
temat funkcji liniowych (Paryz, 1912), Teoria funkcji permutowalnych (Prin-
ceton, 1912). W czasie I wojny $§wiatowej stuzy? jako oficer armii wtoskiej i
kierowat biurem wynalazkéw wojennych. Po wojnie aktywnie uczestniczyt w
tworzeniu Wtoskiej Unii Matematycznej (1922) i Wtoskiej Narodowej Rady
Badan Naukowych (1923), zostajac jej pierwszym przewodniczacym. Zostat
takze przewodniczacym Migdzynarodowej Komisji Badan Naukowych Mo-
rza Srédziemnego (1923) i przewodniczacym Accademia dei Lincei (1924).
W 1924 r. ukazata si¢ kolejna monografia, napisana we wspdtpracy z J.
Péresem, Wyktady na temat funkcji ztozonych i permutowalnych.

W 1925 roku, w wieku 65 lat, Volterra zainteresowat si¢ badaniami zoo-
loga Umberto D’ Ancona, ktéry p6zniej zostal jego zigciem, na temat propor-
cji ryb chrzgstnoszkieletowych (takich jak rekiny i ptaszczki) pozyskiwanych
w rybotéwstwie w latach 1905-1923 w trzech portach Morza Adriatyckiego:
Triescie, FiumeE]i Wenecji. D’ Ancona zauwazyt, ze udzial tych ryb wzrdst
podczas I wojny §wiatowej, kiedy to zmniejszono potowy (tabela [I3.T).

Poniewaz ryby chrzgstnoszkieletowe sa drapieznikami mniejszych ryb,
wydawato sig, ze zmniejszenie polowdéw faworyzuje gatunki drapiezne. Vol-
terra, ktéry nie znat prac Lotki, wyjasnil t¢ obserwacj¢ za pomoca tego sa-

2Teraz Rijeka w Chorwacji.
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Rysunek 13.3: Volterra
(1860-1940), otrzymujac
w 1900 r. tytul doktora
honoris causa Uniwersytetu
Cambridge.

Tablica 13.1: Odsetek ryb chrzgstnoszkieletowych w towiskach Triestu, Fiume i We-
necji przed, w trakcie i po I wojnie §wiatowej.

rok 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916
Triest 5,7 8,8 95 157 14,6 76 16,2
Fiume - - - 119 214 22,1

Wenecja 21,8 - - - - - -

rok 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Triest 15,4 - 199 158 133 10,7 10,2
Fiume 21,2 364 273 160 159 148 10,7
Wenecja - - 309 253 259 258 26,6
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mego modelu

dx dy
o =ax—bxy, i —cy+dxy,

gdzie x(t) oznacza liczbg ofiar, a y(t) liczbe drapieznikéw. Zauwazyt on, po-
dobnie jak Lotka, ze uktad ten moze oscylowaé w sposéb okresowy z okresem
T, ktory zalezy od warunku poczatkowego (xo,yo). Zauwazyt tez, ze

d d
Elogx:a—by7 Elogy: —c+dx.

Catkujac po okresie T (tak, ze x(0) = x(T) 1 y(0) = y(T)), otrzymat

I a I c
?/0 y(t)dt— B, ?/0 x(l‘)dt—a.

Zatem $rednia w jednym okresie zaréwno liczby ofiar, jak i liczby drapiez-
nikéw jest niezalezna od warunkéw poczatkowych. Ponadto, jesli potowy
maleja, to tempo wzrostu a ofiar ro$nie, natomiast tempo wymierania c dra-
pieznikéw maleje. Dlatego Srednia z x(¢) maleje, a $rednia z y(¢) rosnie:
udzial drapieznikéw wzrasta. Jest to doktadnie to, co zaobserwowano dla
statystyk rybotéwstwa z Morza Adriatyckiego.

Volterra opublikowat swdj artykut po raz pierwszy po wiosku w 1926
roku. Angielskie streszczenie ukazato si¢ kilka miesigcy pdzniej w Nature.
Lotka poinformowat Volterre i innych naukowcéw o pierwszefistwie swoich
badan przed modelem drapieznik-ofiara. Jednak jego artykut z 1920 roku i
ksiazka z 1925 roku nie zawsze byly cytowane. Lotka pracowal juz wtedy
dla firmy ubezpieczeniowej, wigc jego praca koncentrowala si¢ na demogra-
fii ludzkiej. Volterra kontynuowat pracg nad wariantami systemu drapieznik-
ofiara przez dekade. W latach 1928-1929 wyglosit seri¢ wyktadéw w nowo
utworzonym Instytucie Henri Poincarégo w Paryzu. Notatki z tych wyktadéw
zostaty opublikowane w 1931 roku pod tytutem Wyktady na temat matema-
tycznej teorii walki o Zycie. W 1935 roku Volterra opublikowal we wspot-
pracy z Umberto D’ Ancong kolejna ksiazke Towarzystwa biologiczne z ma-
tematycznego punktu widzenia.

Chociaz model drapieznik—ofiara wydaje si¢ poprawnie wyjasnia¢ dane
dotyczace ryboldwstwa, debata dotyczaca realizmu uproszczonych modeli
w ekologii dopiero si¢ rozpoczynata i nadal jest przedmiotem sporéw na-
ukowych. Obecnie model drapieznik—ofiara znany jest réwniez jako model
Lotki—Volterry i jest jednym z najczgsciej cytowanych w ekologii.

W 1931 r. Volterra odméwit postuszeiistwa Mussoliniemu. Stracit pro-
fesurg na uniwersytecie w Rzymie i zostal wykluczony z wtoskich akade-
mii naukowych, ktérych byt jednym z najbardziej znanych cztonkéw. Odtad
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przebywat gtéwnie poza granicami Wtoch, podrézujac po Europie i wygta-
szajac wyktady. Opublikowat wraz z J. Pérésem pierwszy tom Ogdlnej teorii
funkcji (1936) oraz ksiazke z B. Hostinskym o Nieskoriczenie wiele operacji
liniowych (1938). Zmart w Rzymie w 1940 roku.
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Rozdzial 14

Fisher i dobor naturalny (1922)

W 1922 roku brytyjski biolog matematyczny Ronald Fisher opubliko-
wal bardzo wplywowy artykut na temat genetyki populacyjnej. W tym
rozdziale rozpatrujemy tylko jedna cze$¢ artykutu, ktéra skupia si¢ na
wariancie modelu Hardy’ego—Weinberga uwzgledniajacym dobdr natu-
ralny. Fisher wykazat, ze jesli heterozygota jest faworyzowana, to oba
allele moga wspétistnieé. Jesli jedna z dwéch homozygot jest fawory-
zowana, wtedy drugi allel zanika. Podstawowym problemem jest wyja-
$nienie, dlaczego niektére geny moga miec kilka alleli.

Ronald Aylmer Fisher urodzit si¢ w Londynie w 1890 roku, jako ostatnie
z szesciorga dzieci. Jego ojciec byt licytatorem, ale p6Zniej ogtosit bankruc-
two. Fisher studiowal matematyke i fizyke w Gonville and Caius College
na Uniwersytecie Cambridge w latach 1909-1913. W tym czasie genetyka
szybko si¢ rozwijata. Od 1911 r. Fisher uczestniczyl w spotkaniach Towa-
rzystwa Eugenicznego zainicjowanego przez Galtona. Zaczat koncentrowaé
si¢ na problemach statystycznych zwigzanych z pracami Galtona i Mendla.
Po ukoriczeniu studiéw uniwersyteckich spedzit jedno lato pracujac na far-
mie w Kanadzie, a nastgpnie zatrudnit si¢ w Mercantile and General Invest-
ment Company w londynskim City. Z powodu skrajnej krétkowzrocznosci nie
mégt wziac udziatu w I wojnie Swiatowej, mimo ze zgtosit si¢ na ochotnika.
Lata te spedzil na nauczaniu w szkotach §rednich. W wolnych chwilach zaj-
mowat si¢ gospodarstwem rolnym i kontynuowat badania naukowe. Uzyskat
nowe wazne wyniki wiazace wspoétczynniki korelacji z genetyka mendlow-
ska. W 1919 r. rozpoczatl prace jako statystyk w Rothamsted Experimental
Station, ktéra koncentrowata si¢ na rolnictwie.

W 1922 roku Fisher opublikowat artykut zatytulowany O wspotczynniku
dominacji. W§réd kilku innych waznych nowych idei, artykut ten rozwa-
zat model matematyczny laczacy prawa Mendla i ideg¢ doboru naturalnego
wazng w teorii ewolucji Darwina. Fisher rozwazat t¢ samg sytuacje co Hardy
z dwoma allelami A i a i z hipoteza losowego kojarzenia. Zatozyt jednak, ze
osobniki o genotypach AA, Aa i aa maja r6zna $miertelnos$¢ przed osiagnig-
ciem dorostosci, nasladujac w ten sposéb dobér naturalny. Ustalajac p,, 2¢q,
i r, jako czestoSci wystepowania trzech genotypéw wsréd dorostych osob-
nikéw w pokoleniu n, istnieja odpowiednio (p, + ¢n)?, 2(pn + qn)(qn + 1)
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Rysunek 14.1:
Fisher (1890-1962)

i (¢ + r4)? noworodki w pokoleniu n + 1 posiadajace te genotypy. Niech
u, viw beda odpowiednimi prawdopodobiefistwami przezycia od urodzenia
do dorostosci. Wtedy czestosci genotypdéw wsrdd dorostych osobnikéw w
pokoleniu n + 1 wynosza pp+1, 2qn+1 1 7p+1 Z

u + 2
puit = Pt ) (14.1)
n
st — V(pn+q2)(qn+rn) (14.2)
n
w —+r, 2
Forl = %, (14.3)
n

gdzie dla wygody oznaczamy

dn = tu(Pn+qn)* +2V(Pn+ Gn) (Gn + 1) +w(qn +10)*.
Pamietajac, ze p, +2q, +r, = 1, widzimy, ze gdy u = v =w (czyli gdy nie ma

selekcji naturalnej), uktad (T4:1)-(T4.3) redukuje si¢ do uktadu (TT.I)-(TT.3)
rozwazanego przez Hardy’ego.

Niech x, = p, + g, bedzie czgstoscia wystgpowania allelu A wsréd doro-
stych osobnikéw w pokoleniu n. Wéwczas ¢, +r, = 1 —x,, jest czgstoscia

allelu a. Dodajac (T4.T) i (T4.2) otrzymujemy
ux2 +vx,(1—x,)
uxz+2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%"

Xp+1 =

Réwnanie to mozna zapisaé w postaci

v=w)(1 —x,)+ (u—v)x,
uxz+2vx, (1 —x,) +w(l—x,)% "

Xn+1 —Xnp = Xp (1 *xn) (14.4)
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Zawsze istnieja co najmniej dwa stany stacjonarne, w ktoérych czgstos¢ x,, po-
zostaje stala przez pokolenia: x = 0 (populacja sktada si¢ w catosci z homozy-
gotycznych aa) i x = 1 (populacja sktada si¢ w catoSci z homozygotycznych
AA).

Korzystajac z réwnania (14.4), mozna pokaza¢, ze jesli homozygotyczny
AA ma wigksze szanse na przezycie niz dwa pozostate genotypy (u > v i
u > w), to allel a bedzie stopniowo znikal z populacji. Przypadek ten nie
powinien by¢ zbyt czesty w przyrodzie, skoro wiemy, ze oba allele wspotist-
nieja. Jesli jednak heterozygotyczne Aa ma przewage selektywna nad homo-
zygotycznymi AA i aa (v > uiv > w), to trzy genotypy moga wspotistnie¢ w
populacji. Jest to najczestszy przypadek i moze on ttumaczyc¢ ,,sitg witalng”
mieszancéw zauwazany przez rolnikow.

Rzeczywiscie, stan stacjonarny x = 1 jest stabilny, gdy u > v, poniewaz
Xnt1 — X = (1 —x,) (u—v)/u gdy x, jest bliskie 1. Populacja dazy do
tego stanu stacjonarnego. Stan stacjonarny x = 1 jest niestabilny, gdy
u < v, w ktérym to przypadku istnieje trzeci stan stacjonarny

v—w

*

X=—
2v—u—w

z 0 < x* < 1. Co wigcej, mozemy sprawdzié, ze jest on stabilny. Stan
stacjonarny x* odpowiada mieszaninie pomigdzy trzema genotypami.

Stad taczac po prostu prawa Mendla i hipotezg doboru naturalnego (tu
rézne prawdopodobienstwa przezycia dla trzech genotypéw), mozemy wyja-
$ni¢ dwie sytuacje wspdtistnienia lub zaniku genotypéw. Po Fisherze model
ten zostat rozwiniety réwniez przez J. B. S. Haldane’a (patrz rozdziat[I7) oraz
przez Sewalla Wrighta (patrz rozdziat[19).

W oczekiwaniu na rozdziat zauwazmy, ze jeSli A jest catkowicie do-
minujacy i homozygotyczny aa jest uposledzony w poréwnaniu do dwéch in-
nych genotyp6w, liczby u:v:w sa w stosunku 1 : 1 : 1 —g, to réwnanie (14.4)
ma postaé

2
Xp1 —Xn = ffe((ll—);)y ~ ex, (1 —x,)? (14.5)
jesli € < 1. Jesli przezywalno$¢ heterozygotycznego Aa jest posrodku mig-
dzy tymi dwoma homozygotycznymi, wtedy liczby u : v : w sag w stosunku
I:1—¢g/2:1—¢€i

€
Sxa(l—x,) €

= 2 T S (1=, 14.
T ey 2 (14.6)

Xn+1 —Xn
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jeslie < 1.

Rothamsted Fisher analizowat dtugoterminowe dane dotyczace plonéw i
meteorologii. Wnidst rowniez wielki wkiad w metodologie¢ statystyczng. W
1925 r. opublikowat ksiazke Metody statystyczne dla pracownikéw nauko-
wych, ktéra odniosta wielki sukces i byta wielokrotnie wznawiana. W 1929
r. zostal cztonkiem Royal Society. W 1930 r. Fisher opublikowat ksiazke
Genetyczna teoria doboru naturalnego, kamienn milowy w historii genetyki
populacyjnej. W 1933 r. zostal profesorem eugeniki w University College
w Londynie, zastgpujac Karla Pearsona w Laboratorium Galtona. W 1943 r.
przenidst sie na katedre genetyki na Uniwersytecie Cambridge, tym razem za-
stepujac R. C. Punnetta (patrz rozdziat: [TT). Opublikowat réwniez kilka ksia-
zek: Projektowanie eksperymentow (1935), Teoria chowu wsobnego (1949)
oraz Metody statystyczne i wnioskowanie naukowe (1956). Pasowany na ry-
cerza w 1952 roku, po przejsSciu na emeryture w 1959 roku osiadl w Australii
i zmarl w Adelajdzie w 1962 roku. Do innej czgsci jego twdrczoSci wrocimy
w rozdziale
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Rozdziat 15

Yule i ewolucja (1924)

W 1924 roku brytyjski statystyk Yule badal model ewolucji, w ktérym
gatunki moga produkowaé nowe gatunki przez mate mutacje, a rodzaje
moga produkowaé nowe rodzaje przez duze mutacje. Jego celem byto
wyjasnienie rozktadu liczby gatunkéw w obrebie rodzajéw, gdzie wigk-
szo$¢ rodzajéw zawiera tylko jeden gatunek, a kilka rodzajow zawiera
duza liczbe gatunkéw. Stochastyczny ,,proces urodzin” wprowadzony
przez Yule’a w jego modelu jest nadal podstawowym narzgdziem w ba-
daniach drzew filogenetycznych i w wielu innych dziedzinach.

George Udny Yule urodzit si¢ w Szkocji w 1871 r. Jego ojciec zajmo-
watl wysokie stanowisko w brytyjskiej administracji w Indiach. W wieku 16
lat Yule rozpoczat studia w University College w Londynie, by zosta¢ inzy-
nierem. W 1892 r. zmienit kierunek i przez rok prowadzit badania w Bonn
pod kierunkiem fizyka Heinricha Hertza, ktéry kilka lat weze$niej wykazat
istnienie fal elektromagnetycznych. Gdy Yule wrécit do Anglii, Karl Pearson
zaproponowal mu stanowisko asystenta profesora matematyki stosowanej w
University College. Yule, podazajac za Pearsonem, zaczat koncentrowaé si¢
na statystyce. W 1911 r. opublikowal Wistep do teorii statystyki, ktéry byt 14
razy wznawiany. W nastgpnym roku przenidst si¢ na Uniwersytet Cambridge.
Jego praca badawcza dotyczyta teoretycznych aspektéw statystyki, ale takze
zastosowan w rolnictwie i epidemiologii. W 1922 r. zostat cztonkiem Royal
Society.

W 1924 roku Yule opublikowat artykut zatytutlowany Matematyczna teo-
ria ewolucji oparta na wnioskach dr J. C. Willisa. Willis byt kolega z Royal
Society, ktéry w 1922 roku opublikowat ksiazke zatytutowana Wiek i obszar,
badanie rozmieszczenia geograficznego i pochodzenia gatunkow. Badal on
rozmieszczenie gatunkéw wsrdd réznych rodzajow w klasyfikacji ro§lin i
zwierzat. Z danych, ktére zebral, wynikalo, ze wigkszo$¢ rodzajéow zawie-
rala tylko jeden gatunek, ze coraz mniej rodzajéw zawierato wigksza liczbe
gatunkéw i ze nadal istniato kilka rodzajéw zawierajacych duza liczbe ga-
tunkéw. Tabela [T5.1] przedstawia dane dla wezy, jaszczurek i dwéch rodzin
chrzaszczy (Chrysomelidae i Cerambycinae).

Znane wowczas 1580 gatunkéw jaszczurek zostato sklasyfikowanych w
259 rodzajach, z ktérych 105 zawierato tylko jeden gatunek, 44 tylko dwa



Rysunek 15.1:
Yule (1871-1951)

Tablica 15.1: Dane opracowane przez Willisa.

Liczba Liczba rodzajéw
gatunkow  Chrysomelidae ~ Cerambycinae ~ Wegze  Jaszczurki

1 215 469 131 105

2 90 152 35 44

3 38 82 28 23

4 35 61 17 14

5 21 33 16 12

6 16 36 9 7

7 15 18 8 6

8 14 17 8 4

9 5 14 9 5

10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2

ogdtem 627 1024 293 259
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gatunki, 23 tylko trzy gatunki itd. oraz dwa rodzaje zawierajace ponad sto
gatunkéw. Dla innych rodzin zwierzat i rolin rozklad rodzajéw w zaleznosci
od liczby zawartych w nich gatunkéw mial bardzo podobny ksztatt.

Yule zasugerowat, ze Willis powinien sprébowaé przedstawi¢ swoje dane
na wykresie w skali logarytmicznej. Dalo to uderzajacy wynik (rysunek
[15.2): logarytm liczby Q, rodzajéw zawierajacych n gatunkéw maleje mniej
wigcej liniowo z log(n). Innymi stowy, istnieja takie state @ > 01 f8 > 0, ze
0, ~ an P rozklad jest zgodny z ,,prawem sity”. W swoim artykule z 1924
roku Yule szukal matematycznego modelu ewolucji, ktéry mégtby wyjasnié
taki rozklad statystyczny.

Rysunek 15.2:  Liczba rodzajéw

jako funkcja liczby zawartych w » [N\liczba rodzajow
nich gatunkéw, w skali logaryt-
micznej. Dane dla Chrysomeli-
dae. Aby wygtadzic¢ fluktuacje, gdy 10 1
n (liczba gatunkéw) jest duza, ro-

dzaje liczono dla zakreséw warto- .
Sci n, jak w tabeli Sred- 107
nia liczba rodzajéw dla pojedyn-

czej wartoS§ci n moze wigc byé 10 .
mniejsza niz 1. 10 10 10

liczba gatunkéw

-1

W tym celu wyobrazil sobie najpierw model stochastycznymz czasem cig-
gtym dla wzrostu liczby gatunkéw w obrebie jednego rodzaju (rysunek [15.3).
Zaczynajac z jednym gatunkiem w czasie t = 0, zatozyl, ze prawdopodobiein-
stwo, ze gatunek urodzi przez mutacj¢ nowy gatunek tego samego rodzaju w
,»malym” przedziale czasu dt (w skali czasowej ewolucji) jest rowne rdt z
r>0.

Niech p,(t) bedzie prawdopodobieristwem, ze istnieje n gatunkéw w cza-
sie t (n jest liczba catkowita, ale ¢ jest liczba rzeczywista). Aby obliczy¢
pu(t +dt), Yule rozwazat kilka przypadkéw:

* jesli istnieje n — 1 gatunkéw w czasie ¢, to kazdy gatunek ma prawdo-
podobienstwo rdt wygenerowania jednego nowego gatunku migdzy ¢
at+dt; w granicy dt — 0, bedzie n gatunkéw w czasie ¢ + dt z praw-
dopodobiefistwem (n— 1) rdr;

e jesli jest n gatunkéw w czasie ¢, to bedzie n+ 1 gatunkéw w czasie
t +dt z prawdopodobienstwem nrdt.

"McKendrick (patrz rozdziat zaczat juz badaé takie modele w dynamice populacji w
pracy opublikowanej w 1914 roku.
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1 3
3
Rysunek 15.3: Symulacja ewolucji 1 4
liczby gatunkéw w obrebie jednego
rodzaju. Gatunek 1 generuje ga- 2
tunki 2 i 3. Gatunek 3 generuje ga- t
tunek 4.

Zatem p,(t) jest okreslone przez nastgpujacy uktad réwnan rézniczkowych

dp;

—_— = 15.1
7 rpi, (15.1)
d

Cz” =m—=1)rpy_1—nrpy (15.2)

dla wszystkich n > 2. Z pierwszego réwnania otrzymujemy p;(¢) = e,

poniewaz p;(0) = 1. Mozna pokazaé, ze rozwiazaniem drugiego réwnania,
ktére spetnia warunek poczatkowy p,(0) = 0 jest

put)=e (1 —e ! (15.3)

dla wszystkich n > 2 (rysunek [I5.4). Zatem w pewnym ustalonym czasie ,
rozktad prawdopodobieristw (py(7))n>1 jest ,,geometryczny” ze stosunkiem
migdzy dwoma kolejnymi cztonami réwnym 1 —e~"".

n=1

Rysunek 15.4:  Prawdopodobien-
Stwo pp (1), ze istnieje n gatunkéw
tego samego rodzaju w czasie t, je- 0 T
Sil<n<4.
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Rzeczywiscie, najpierw zauwazamy, ze réwnanie (15.2)) jest rtownowazne

d
E{pne"”} =(n—1)rpy,_1€e"", (15.4)
z ktérych mozemy obliczy¢ kolejno p;(t), p3(f).... Otrzymujemy p, (1) =
e " (1—e""), oraz p3(t) = e~ (1 —e~ )2, co sugeruje wzér (15.3) na
rozwiazanie ogélne. Mozna w koficu sprawdzié, ze wzér ten jest rozwia-
zaniem réwnania (15.4).

Yule wydedukowat réwniez ze wzoru (15.3)), ze oczekiwana liczba gatun-
kéw ro$nie wykladniczo z czasem: Y/ np, (1) = €.

Rzeczywiscie, najpierw zauwazamy, ze dla wszystkich |x| < 1,

= d = d 1 1
n—1_ % n_ = _ )
r;nx o xngj)x dx(l—x) (1—x)2

Wiec

oo oo
Z npn(t) _ efrt Z I’l(l _efrt)nfl _ ert.
n=1 n=1

W szczeg6lnosci, jesli T jest czasem podwojenia zdefiniowanym przez
e'T =2, to rozktad prawdopodobieristwa (p,(¢)),>1 liczby gatunkéw w cza-
sie t = T jest geometryczny ze stosunkiem 1/2: %, %, %, %W czasie
t = kT, jest ona geometryczna ze stosunkiem 1 — 1/2% i py (kT) = 1/2*.

Nastepnie Yule rozwazat, réwnolegle do wzrostu liczby gatunkéw nale-
zacych do tego samego rodzaju, podobny proces spowodowany wigkszymi
mutacjami prowadzacymi do powstania nowych rodzajéw. Niech sdt bedzie
prawdopodobienstwem, ze istniejacy rodzaj wygeneruje nowy rodzaj w ma-
lym przedziale czasowym dt. Tak jak poprzednio, zaktadajac, ze w czasie
t = 0 istnieje tylko jeden rodzaj, oczekiwana liczba rodzajow w czasie t wy-
nosi ¢*’. Srednia liczba rodzajéw stworzonych na jednostke czasu w czasie
t jest pochodng se’!. W granic gdzie t — oo, Srednia liczba rodzajéw,
ktére w czasie ¢ istnialy migdzy x a x + dx jednostek czasu wynosi wtedy
ses 79 dx. Prawdopodobienistwo, ze w czasie ¢t losowo wybrany rodzaj ist-
nial miedzy jednostkami czasu x i x +dx wynosi se™** dx.

2Yule rozwazat réwniez przypadek, w ktérym nie zaktada sie, ze ¢ jest bardzo duze w po-
réwnaniu z czasem podwojenia e*’. Obliczenia sa nieco bardziej skomplikowane, ale ostateczne
wyniki nie r6znig si¢ zbytnio.
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Jesli rodzaj wybrany losowo w czasie ¢ istniat od x do x 4 dx jednostek
czasu, to prawdopodobienstwo, ze ten rodzaj zawiera n gatunkéw jest, zgod-
nie ze wzorem , réwne e~ (1 —e~"¥)"~! dla wszystkich n > 1. Zatem
prawdopodobiefistwo ¢, ze rodzaj losowo wybrany w czasie ¢ bedzie zawie-
ral n gatunkéw wynosi

~+oo
Gn = / sefsxeer(l _efrx)nfl dx.
0

Oznaczamy u = r/s. Proste obliczenie pokazuje, ze g = 1/(1 +u) oraz ze
1 u 2u (n—1)u
C 14w 14+2u 143u 1+nu

Gn (15.5)

dla wszystkich n > 2.

Rzeczywiscie, mamy (1 — ¢ ")""1 = (1—¢ )" 2 (1 — "), Wige
oo
qn = 4n—1 75/ 6_(r+s)x(17e_rx)n—ze—rxdx'
0

Catkujac przez czgsci, otrzymujemy

r+s (n—1)r/s
n =4qn—1— 7~ . 49n; n = —V 7
(n=1)r

Wzér pokazuje, ze ciag prawdopodobiefistw (¢,),>1 jest malejacy.
Tak wigc maksimum jest osiggane dla n = 1: wigkszo$¢ rodzajéw zawiera
tylko jeden gatunek. To jest doktadnie to, co pokazywaly dane. Co wigcej,
spadek g, w kierunku 0, gdy n dazy do nieskoriczonosci, jest stosunkowo po-
wolny, poniewaz g, /g,—1 — 1. Moze to wyjasniaé, dlaczego niektére rodzaje
zawieraja duza liczbg gatunkéw. Doktadniej, Yule pokazat, ze log g, maleje
liniowo z log(n).

Wprowadzmy funkcje Gamma Eulera ['(z) = [," 7! e~ dt. Wéwczas
I'h+1)=n'=nx(n—1)x---x2x1, gdy n jest liczba catkowita i
['(z+1) =zI'(z). Zatem (15.3) przyjmuje postaé

(n—1)! _ I(mr+1)
u(l+He+h .+ )y uTm+1+1)°

qn =

Przyblizenie Stirlinga daje jednak logI'(n) ~ nlogn —n — %1ogn +C,
gdzie C jest stata. Podobnie, logI'(n+ 1+ 1/u) ~ nlogn —n+ (% +
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1)logn+ C. Wreszcie logg, ~ —(1+ 1)logn+C’.

Rozwazmy na przyktad przypadek jaszczurek. Parametr ¥ mozna osza-
cowaé na podstawie proporcji g1 = 1/(1 4 u) rodzajéw, ktére zawieraja tylko
jeden gatunek. Zgodnie z tabela[15.1] mamy ¢; = 105/259, wiec u ~ 1,467.
Mozemy wigc obliczy¢ teoretyczne prawdopodobienistwo g, i oczekiwang
liczbe Q,, rodzajéw zawierajacych n gatunkéw, mnozac ¢, przez calkowity
liczbe gatunkéw, ktéra wynosi 259 (Tabela [I5.2). Yule zauwazyl, ze zgod-
no$¢ migdzy obserwacjami a obliczeniami jest stosunkowo dobr:ﬂ biorac pod
uwage prostote¢ modelu, ktéry nie uwzglednia np. kataklizmoéw, przez ktore
przechodzity gatunki w ciaggu milionéw lat ewolucji.

Tablica 15.2: Poréwnanie danych i teorii w przypadku jaszczurek (1580 gatunkéw
sklasyfikowanych w 259 rodzajach).

Liczba gatunkéw Obserwowana Obliczona
w rodzaju liczba rodzajow liczba rodzajow

1 105 105,0

2 44 39,2

3 23 21,3

4 14 13,6

5 12 9,6

6 7 7,2

7 6 5,6

8 4 4,5

9 5 37

10 5 3,1
11-20 17 16,6
21-30 9 6,9
31-40 3 39
41-50 2 2,6
51-60 0 1,9
61-70 1 1.4
71-80 0 1,1
81-90 0 0,9
91-100 0 0,7
101- 2 10,1
ogoétem 259 259

Po 1931 roku Yule przeszedl na stopniowa emeryture z Uniwersytetu

3Dla liczby rodzajéw zawierajacych ponad 100 gatunkéw, Yule uzyskat lepsze dopasowanie
niz w tabeli ‘ uznajac, ze t nie byto duze w poréwnaniu z czasem podwojenia e* .
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Cambridge. Zainteresowatl si¢ statystycznym rozktadem dlugosci zdan w
celu identyfikacji autoréw ksiazek. Zastosowat to w szczegdlnosci do ksiazki
wydanej przez Johna Graunta (patrz rozdziat [, ale prawdopodobnie zain-
spirowat go William Petty. W 1944 roku opublikowat ksiazke Statystyczne
badanie stownictwa literackiego. Zmart w 1951 roku.

Obecnie model Yule’a jest nadal uzywany do analizy ,.drzew filogene-
tycznych” (drzew genealogicznych gatunkéw). Drzewa te, podobne do tego
na rysunku [15.3] sa lepiej znane dzieki nowym danym pochodzacym z bio-
logii molekularnej. Ale zastosowania procesu stochastycznego okreslonego
réwnaniami (I5.1)-(T5.2) nie ograniczaja si¢ do teorii ewolucji. Proces ten
jest elementem sktadowym wielu modeli dynamiki populacji, od poziomu mi-
kroskopowego (do modelowania np. kolonii bakterii) do poziomu makrosko-
powego (do modelowania poczatku epidemii). Nazywa si¢ go ,,czystym pro-
cesem urodzin” lub ,,procesem Yule’a”. Prosty wariant zawiera prawdopo-
dobienistwo mdt §mierci w dowolnie matym przedziale czasowym dt: ocze-
kiwana wielko$¢ populacji w czasie ¢ dla tego ,,procesu urodzin i $mierci”
jest wtedy e~ Jesli chodzi o rozktad prawdopodobieristwa , jest
on czasem nazywany rozktadem Yule’a. Rozktady o ogonach spetniajacych
prawa potggowe przyciagaja wiele uwagi w réznych dziedzinach nauki. Jed-
nym z przyktadéw jest badanie epidemii w sieciach losowych o rozktadzie
stopni zgodnym z prawem potggowym.
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Rozdziatl 16

McKendrick i Kermack w sprawie modelowania
epidemii (1926-1927)

W 1926 roku McKendrick badat stochastyczny model epidemii i zna-
lazt metode obliczania prawdopodobienistwa osiagnigcia przez epidemi¢
okreslonej wielkosci koficowej. Odkryl réwniez réwnanie rézniczkowe
czastkowe opisujace populacje ze strukturag wiekowa i z czasem cia-
glym. W 1927 roku Kermack i McKendrick badali deterministyczny
model epidemii i otrzymali réwnanie na ostateczny rozmiar epidemii,
ktére opisuje pewien prog gestosci populacji. Duze epidemie moga wy-
stapi¢ powyzej, ale nie ponizej tego progu. Prace te sa nadal bardzo
czgsto wykorzystywane we wspdlczesnej epidemiologii.

Anderson Gray McKendrick urodzit si¢ w 1876 roku w Edynburgu, jako
ostatnie z pigciorga dzieci. Studiowat medycyne na Uniwersytecie w Glas-
gow, gdzie jego ojciec byl profesorem fizjologii. W 1900 roku wstapit do
Indyjskiej Stuzby Medycznej. Przed wyjazdem do Indii towarzyszyt Ronal-
dowi Rossowi w misji zwalczania malarii w Sierra Leone. Nastepnie przez
18 miesigcy stuzyt w armii w Sudanie. Po przyjezdzie do Indii zostat miano-
wany lekarzem w wigzieniu w Bengalu, gdzie prébowat zwalcza¢ czerwonke.
W 1905 r. dotaczyt do nowego Centralnego Instytutu Badan Medycznych w
Kasauli (péinoc Indii). Pracowat nad wscieklizna, ale studiowat tez matema-
tyke. W 1920 roku, zarazony chorobg tropikalna, powrdcit do Edynburga i
zostat kuratorem Laboratorium Royal College of Physicians.

W 1926 roku McKendrick opublikowat artykul na temat Zastosowar ma-
tematyki do probleméw medycznych, ktéry zawierat kilka nowych pomystéw.
Wprowadzit on w szczegdélnoSci matematyczny model epidemii z czasem cia-
glym, ktéry uwzglednial stochastyczny aspekt infekcji i zdrowienia.

Rozwazmy populacje o rozmiarze N z poczatkowo tylko jedng zarazona
osoba. Ludzie mogg kolejno przechodzié przez trzy stany: stan podatnosci S,
stan zakazenia / i stan wyzdrowienia R (rysunek

Niech p; ,(t) bedzie prawdopodobienistwem, ze populacja zawiera w cza-
sie t doktadnie i ludzi w stanie / i r ludzi w stanie R, gdzie i i r sa takimi

Model Daniela Bernoulliego (patrz rozdzial@) obejmowat stany S i R, ale nie I, przy czym
czas trwania infekcji byt znacznie krétszy niz Srednia dtugosc zycia.
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Rysunek 16.1: McKendrick (1876-1943) i Kermack (1898-1970)

Rysunek 16.2: Mozliwe stany: podatny (S), zakazony (I), wyleczony (R).

liczbami catkowitymi, ze 1 <i+r < N. W tym przypadku mowi sie, ze
populacja jest w stanie (i,r). Liczba oséb podatnych na zakazenie wynosi
s = N —i—r. Wzorujac si¢ na pracach Rossa dotyczacych malarii (patrz roz-
dziat [12)), McKendrick zatozyl, ze w matym przedziale czasowym dr praw-
dopodobienistwo wystapienia jednej nowej infekcji jest rowne asidt (tzn.
proporcjonalne zaréwno do liczby oséb podatnych, jak i liczby oséb zara-
zonych). Prawdopodobiefistwo wystapienia jednego nowego wyzdrowienia
jest réwne bidt. Zar6wno a, jak i b sa parametrami dodatnimi. Aby obliczy¢
pir(t +dt), nalezy wyréznic kilka przypadkow:

* populacja jest w stanie (i — 1,r) w czasie 7 i jedna nowa infekcja prze-
nosi populacje do stanu (i, r) pomigdzy ¢ a ¢ + dt; prawdopodobieristwo
tego zdarzenia wynosias(i—1)—rdtzs=N—(i—1)—r;

* populacja jest w stanie (i,7) w czasie ¢ i jedna nowa infekcja przenosi
populacje do stanu (i + 1,r) pomiedzy ¢ a t + dt; prawdopodobieristwo
tego zdarzenia wynosi asidt zs=N —i—r;

* populacja jest w stanie (i+ 1,7 — 1) w czasie 7 i jeden nowy powrét do
zdrowia przenosi populacje do stanu (i, r) miedzy ¢ a t 4 dt; prawdopo-
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dobieristwo tego zdarzenia wynosi b (i + 1) dt;

* populacja jest w stanie (i,r) w czasie ¢ i jeden nowy odzysk przenosi
populacje do stanu (i — 1, r+ 1) miedzy ¢ a4 dt; prawdopodobieristwo
tego zdarzenia jest bi dt.

W zwiazku z tym McKendrick otrzymat réwnania

dp:
% =aN—i—r+1)(i—-1)pici,—a(N—i—r)ipi,
+b(i+1)piv1,-1—Dbipir (16.1)

dla 1 <i+r < N. Pierwszego cztonu po prawej stronie brak, gdy i = 0,
natomiast trzeciego cztonu brak, gdy r = 0. Warunki poczatkowe sa p; (0) =
0 dla wszystkich (i,r) z wyjatkiem p; 0(0) = 1.

Za pomoca tego modelu McKendrickowi udato si¢ obliczy¢ prawdopodo-
biefistwo zakoficzenia epidemii, gdy n os6b zostato zarazonych, co jest gra-
nica po (1), gdy t — +oo. W istocie nie ma potrzeby rozwiazywania uktadu
(16.1). Wystarczy zauwazy¢, ze tak dtugo jak istnieje i os6b zarazonych i r
0s6b wyleczonych, prawdopodobiefistwo nowego zarazenia w matym prze-
dziale czasu dr wynosi a (N —i— r)idt, a prawdopodobieristwo nowego wyle-
czenia wynosi bidt. Tak wigc prawdopodobienstwa przejscia (jak to si¢ zwy-
kle nazywa w teorii fancuchéw Markowa) ze stanu (,r) do stanu (i+1,7) lub
stanu (i — 1,r+ 1) wynosza odpowiednio

a(N—i—r) b
Plin 1) = TN T4 N—i—r)+b’ Plir)y+li-lr) = - N—i—r)+b’

dla wszystkich ig1 (rysunek[16.3).

Niech g, , bedzie prawdopodobiefistwem, ze populacja przechodzi przez
stan (i, r) podczas epidemii. Poniewaz i =1ir=0, gdy r =0, mamy ¢q; o = 1.
Pozostate stany osiggane sa albo po zakazeniu, albo po wyzdrowieniu:

qir = qi-1,r gz(ifl,r)ﬂ(i.r) +qivr1,-1 g(ﬂrl.r*])ﬁ(i,r) .

Brakuje pierwszego czionu prawej strony, gdy i = 0 lub i = 1. Drugiego
cztonu brakuje, gdy r = 0. Z tego wzoru mozemy najpierw obliczy¢ (gi0)2<i<ns
potem (g; 1)o<i<n—1, potem (g;2)o<i<n—2 itd. Prawdopodobieristwo, ze epi-
demia w koricu dosiggnie 1 0s6b wynosi gp,. W 1926 roku takie obliczenia
byly dos¢ zmudne. McKendrick ograniczyt si¢ wigc do przyktadéw doty-
czacych bardzo matych populacji, na przyktad rodziny. Majac N =5 os6b

i b/a =2, otrzymal tabelg Najwieksze prawdopodobiefistwa odpowia-
daja przypadkowi, w ktérym tylko jedna osoba w rodzinie jest zarazona oraz
przypadkowi, w ktérym cata rodzina jest zarazona.
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[ w ~ (S 2 B

Rysunek 16.3: Diagram przed-
stawiajacy mozliwe stany po-
pulacji o N = 5 (i na osi po- 1 T T T
ziomej, r na osi pionowej)
oraz mozliwe przejScia w wy-
niku infekcji (strzatki poziome) 0 1 2 3 4 5
lub wyzdrowienia (pozostale

strzafki).

Tablica 16.1: Prawdopodobienistwo,
ze epidemia w pigcioosobowej rodzi-
nie dosiggnie n 0séb, gdy b/a = 2. qon 033 011 009 0,13 0,34

n 1 2 3 4 5

Ten sam artykut z 1926 roku zawiera réwniez nowe sformutowanie pro-
bleméw demograficznych, gdy czas jest traktowany jako zmienna ciagta. Dla
dx nieskoriczenie matego, niech P(x,) bedzie populacja o wieku pomigdzy x
ax+dx w czasie ¢. Niech m(x) bedzie $miertelnoscia w wieku x. Wéwczas

P(x+h,t +h) ~ P(x,t) —m(x) P(x,t) h

dla h nieskoriczenie matych. WprowadZzmy pochodne czastkowe funkcji P(x,?):

aP . Plx+ht)—Pxt) OP . P(x,t+h)—P(x,1)
oy H1) = im h » g nt) = fim h '

Wykorzystujac

oP oP
P(x+h,t+h)~P(t,x)+h a—x(x,t) +h y()@t) ,

McKendrick otrzymat nastgpujace réwnanie rézniczkowe czastkowe:

JoP oP
WOC’I) + a(x,t) +m(x)P(x,t) =0.
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Takie réwnanie pojawia si¢ naturalnie w problemach populacyjnych, w kt6-
rych wystepuje zmienna ciagta, taka jak wiek w demografii (zob. rozdziat25)
lub czas od zakazenia w epidemiologii.

W 1921 roku William Ogilvy Kermack zostat mianowany kierownikiem
sekcji chemicznej w laboratorium Royal College of Physicians w Edynburgu.
Kermack urodzit si¢ w 1898 roku w matym miasteczku w Szkocji. Studiowat
na Uniwersytecie w Aberdeen i rozpoczat badania w dziedzinie chemii or-
ganicznej w laboratorium przemystowym w Oxfordzie. Pomimo catkowitej
Slepoty po wybuchu w laboratorium w Edynburgu w 1924 r., kontynuowat
swoja pracg chemiczng z pomoca kolegéw i studentéw. Kermack zaczat row-
niez wspolpracowaé z McKendrickiem nad matematycznym modelowaniem
epidemii. Poczawszy od 1927 r. opublikowali wspdlnie seri¢ pt. Wkiad do
matematycznej teorii epidemii, w ktérej badali deterministyczne modele epi-
demii. Niech N bedzie liczebnoscia populacji, przy czym N jest wystarcza-
jaco duze. Przyjmijmy, jak w artykule z 1926 roku, ze ludzie moga by¢ albo
podatni, albo zarazeni, albo wyleczeni. Jesli choroba jest Smiertelna, to trze-
cim stanem jest w istocie §mieré. Niech S(z), I(r) i R(¢) beda liczba ludzi w
kazdym z trzech stanéw. Model ten jest (w uproszczonej postaci) uktadem
trzech réwnan rézniczkowych:

ds
— =—aSl 16.2
- =—asl. (16.2)
dl
—=aSI—-bl 16.3
~=asi-bl, (16.3)
dR
— =bl. 16.4
. (16.4)

Stad liczba nowych zakazen w jednostce czasu jest, tak jak w modelu stocha-
stycznym z 1926 roku, proporcjonalna zaréwno do liczby oséb podatnych, jak
i do liczby os6b zakazonych. Na poczatku epidemii, w czasie ¢ = 0, pewna
liczba 0s6b jest zakazona: S(0) =N — Iy, I(0) = I i R(0) = 0, przy zalozeniu
0<lp<N.

Chociaz uktad (16.2)-(16.4) nie ma rozwiazania w jawnej postaci, to kilka
jego wihasnosci mozna udowodnié:

* catkowita populacja S(¢) +I(¢) + R(¢) pozostaje stata i réwna N;

e S(1), I(t) i R(t) pozostaja dodatnie (tak jak powinno by¢, poniewaz sa
to populacje);

* gdy t — +oo, S(r) maleje do granicy S.. > 0, I(t) dazy do 0, a R(¢)
ros$nie do granicy R. < N;
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¢ ponadto wzor

Seo a
—log—= =+-(N—S.), 16.5
%% 50) 5 ) (16.5)
daje posrednio S.., a wigc takze ostateczny rozmiar epidemii Ro = N —

Seo.

Istotnie, zauwazmy najpierw, ze 4 (S+1+R) = 0. Zatem S(t) + (1) +

R(t) = S(0)+1(0) 4+ R(0) = N. Réwnania (16.2)) i (16.3) mozna przepi-
saé jako

d 1 d i
afpl(t)dt| _ bt—a fyS(t)dt| _
pr [S(t)e 0 } 0, = [l(l)e 0 } 0.

Z jednej strony wynika z tego, ze

a z drugiej strony, ze
1(t) = 1(0) e S(D)de=bt

Réwnania (16.2)) i (16.4) pokazuja, ze funkcja S(7) jest malejaca, a funk-
cja R(t) jest rosnaca (w szczegdlnosei, R(r) > 0). Poniewaz S(¢) < 01
R(t) <N, to funkcje S(¢) i R(t) maja granice, gdy t — +oo. Poniewaz
I(t) = N —S(t) — R(t), to I(t) réwniez ma granicg, gdy t — oo, ktdra
moze by¢ tylko zerowa, jak wida¢ po scatkowaniu (16.4). Z réwnania
(16.2) wynika réwniez, ze

d

——|logS] =al.

JploeS] =a

Catkujac w granicach t = 0 it = 400, znajdujemy

~+oo
log S(0) —logSe :a/ I(t)dt.
0

Réwnanie (16.3) mozna zapisac jako




Rozdziat 16. McKendrick w sprawie modelowania epidemii (1926) 97

Catkujac w granicach t = 0 it = 40, otrzymujemy
~+o0
—1(0) = S(0) — S — b / 1(t)dt.
0

Faczac te dwa wyniki, otrzymujemy wzor (16.3), z ktérego wynika, ze
See > 0.

Gdy poczatkowa liczba zakazonych [ jest mata w poréwnaniu z liczeb-
nosciag populacji N, co czesto ma miejsce na poczatku epidemii w miescie,
wzOr mozna przepisaé uzywajac Seo = N — R jako

R R
-1 1—— |~ %y — 16.6
og( N) 0N (16.6)
gdzie z definicji
aN

Réwnanie ma dodatnie rozwiazanie tylko wtedy, gdy %o > 1. Ker-
mack i McKendrick dochodza wigc do nastgpujacego wniosku: epidemia
obejmuje istotng czes$¢ populacji tylko wtedy, gdy %y > 1. Istnieje prég ge-
sto$ci populacji N* = b/a, ponizej ktérego epidemia nie moze wystapic.

Gdy wielko$¢ populacji N jest tuz powyzej tego progu (N = N* 4 €), na-
stepuje epidemia o matej amplitudzie. Z (16.6) wynika, ze R.. ~ 2€. Zatem
S &~ N* — &: epidemia doprowadzi podatna populacj¢ ponizej progu N* w
takim samym stopniu, jak poczatkowo znajdowala si¢ powyze;.

Rzeczywiscie, uzywajac przyblizenia —log(l —x) =~ x + %, réwnanie

(16.6) staje sig
R. 1 [/R.\* R
Boy 2 (22) oz
N+2<N> N
Wiec

€
Rm%Z(%O*l)Nizﬁ(N*ﬁ’E)%ZS‘

Podobnie jak w modelu malarii Rossa (rozdziat [I2)), warunek %o > 1
ma prostg interpretacje. Poniewaz aN jest liczba oséb, ktére jedna zakazona
osoba zaraza w jednostce czasu na poczatku epidemii i poniewaz 1/b jest
Srednim okresem zarazliwosci, Zy = aN /b jest Srednig liczba przypadkéw
wtérnych spowodowanych przez jedna zakazona osobe na poczatku epidemii.

Dla choréb $miertelnych, R(z) jest skumulowana liczba zgonéw od po-
czatku epidemii, a dR/dt jest liczba zgonéw na jednostke czasu. Kermack i
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McKendrick zauwazyli, ze wykres funkcji dR/dt w ich modelu matematycz-
nym ma ksztalt dzwonu, ktérego mozna si¢ spodziewaé po krzywej epidemii

(rysunek[16.4).

1 0001
zgony na tydzien

8001

6001

Rysunek 16.4: Krzywa
dR/dt jako funkcja czasu 4001
oraz  dane  dotyczace

liczby zgonéw na tydzien 200
podczas epidemii dzumy tygodnie
w Bombaju w latach 0 y y

1905-1906. 0 5 10 15 20 25 30

Wyznaczmy dR/dt. Z réwnaii (16.2)) i (16.4) otrzymujemy dS/dR =
—aS/b. Zatem S(t) = S(0) exp(—aR(t)/b). Po podstawieniu tego do
réwnania (16.4) i uzyciu S(¢) +1(t) +R(¢t) = N, otrzymujemy réwnanie

dR a

—:b[N—R—SO (—42)}, 16.7

” (0) exp(— (16.7)
ktérego nadal nie da si¢ rozwigzac jednoznacznie. Niemniej jednak, jesli
% R() pozostaje mate podczas catej epidemii, przyblizenie exp(—u) ~
1 —u+u?/2 daje

dR a a
dtNb[N—R—S(O)—I—S(O)bR—S(O)ZbZR} . (16.8)

Jest to tak zwane réwnanie Riccatiego z dwoma stalymi rozwiazaniami,
jednym dodatnim R i jednym ujemnym R_, okre§lonymi przez pier-
wiastki wielomianu drugiego rzedu w R po prawej stronie (16.8). Niech
R(t) bedzie rozwiazaniem i ustalmy Q(¢) = R(t) — R,. Wtedy
Q(r) spetnia réwnanie rézniczkowe Bernoulliego podobne do tych, z

ktérymi zetkneli si¢ Daniel Bernoulli i Verhulst (patrz @.3) i (6.1))).
Mozna wigc bezposrednio zaadaptowaé wzor (6.2)), aby otrzymaé Q(z).
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Eatwe, ale zmudne obliczenia pokazuja, ze dQ/dt jest postaci

o *
cosh?(Bt — )’

gdzie o, B i y sa statymi, ktére w skomplikowany sposéb zalezg od
parametréw modelu. Poniewaz dR/dt ~ dR/dt = dQ/dt, Kermack i
McKendrick mogli wybraé (o, 8, y), aby dopasowaé swoje dane. Oczy-
wiScie wspodtczesne komputery i oprogramowanie moga z fatwoscia roz-
wigzaé numerycznie rownanie rézniczkowe bez przechodzenia
przez te przyblizenia.

Otrzymana w ten sposéb krzywa dla dR/dt dobrze pasowata do danych
dotyczacych liczby zgonéw na tydzien podczas epidemii dzumy w Bombaju
migdzy grudniem 1905 a lipcem 1906 roku (rysunek [T6.4).

Kermack i McKendrick rozwazali réwniez bardziej ogélny model, w kt6-
rym zarazliwo$¢ a(x) zalezy od czasu x od zakazenia i w ktérym wskaz-
nik wyzdrowienia b(x) réwniez zalezy od x. Réwnanie okre§lajace osta-
teczng wielko$¢ epidemii (gdy poczatkowa liczba zakazonych przypadkéw
jest mata) jest nadal réwne (16.6), ale z

oo X
Ry = N/ a(x)e PO gy (16.9)
0

Parametr %, bedacy bazowym wspétczynnikiem reprodukcji, ma taka sama
interpretacje jak w poprzednim przypadku: jest to §rednia liczba zarazonych
przez jedna osobg zakazona na poczatku epidemii. Zauwazmy podobienstwo
migdzy a formuta Lotki dla Zy w demografii: wiek zastepujemy
czasem od zakazenia, przezywalno$¢ prawdopodobienistwem e~ JobG)dy by-
cia nadal zakazonym, wskaznik urodzen wspétczynnikiem kontaktu N a(x).

Kermack i McKendrick opracowali kilka innych matematycznych modeli
epidemii w latach 30-tych XX wieku. Sa one nadal podstawg dla wigkszosci
bardziej ztozonych modeli stosowanych obecnie w epidemiologii. Parametr
o wciaz odgrywa gtéwna rolg w analizie modelu.

McKendrick przeszedl na emeryturg w 1941 roku i zmart w 1943. W la-
tach 1930-1933 Kermack byl wspétautorem kilku artykutéw z zakresu fizyki
matematycznej z Williamem McCrea i Edmundem Whittakerem, obaj z wy-
dzialu matematyki na Uniwersytecie w Edynburgu. W latach 30. i 40. zespét
chemikéw Kermacka prébowat zsyntetyzowac nowe czasteczki o aktywnosci
przeciwmalarycznej, ale z ograniczonym powodzeniem. W 1938 r. Kermack
byt wspétautorem, wraz z Philipem Eggletonem, popularnej ksiazki o ele-
mentarnej biochemii, Rzeczy, z ktorych jestesmy stworzeni. W 1944 r. zostat
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wybrany na czlonka Royal Society, a w 1949 r. objat katedr¢ biochemii na
Uniwersytecie w Aberdeen. P6zZniej pelnit funkcje dziekana Wydziatu Na-
uki. Przeszedl na emeryture w 1968 roku i zmart w 1970 roku.
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Rozdziat 17

Haldane i mutacje (1927)

W innej czegsci swojego artykutu z 1922 roku Fisher badat problem zmu-
towanego genu, ktéry moze by¢ przekazany losowej liczbie potomstwa
z danym rozkladem prawdopodobiefistwa. Problem ten byt formalnie
taki sam jak problem wymierania nazwisk rodowych, ale w kontekscie
genetycznym. Fisher wykazat, ze jesli rozktad prawdopodobieristwa byt
rozktadem Poissona i jesli zmutowany gen nie mial przewagi selektyw-
nej, to zmutowany gen mégt zniknaé z populacji bardzo powoli. W 1927
roku brytyjski biolog Haldane posunat badania nad tym modelem dale;j
1 wykazal, ze prawdopodobiefistwo utrzymania si¢ zmutowanego genu
przewagi jest dwukrotnie wigksze niz jego przewaga selektywna. Podat
on réwniez bardziej rygorystyczne traktowanie problemu wymierania.

John Burdon Sanderson Haldane urodzit sie w 1892 r. w Oksfordzie,
gdzie jego ojciec byl profesorem fizjologii na uniwersytecie. Haldane studio-
wat w Eton College, apo 1911 r. w New College na Uniwersytecie Oksfordz-
kim. Po skoncentrowaniu si¢ na matematyce na pierwszym roku, zwrdcit
si¢ ku naukom humanistycznym. Studia przerwata I wojna Swiatowa, pod-
czas ktérej stuzyt we Francji i Iraku. Ranny, zostal wystany jako instruktor
wojskowy do Indii. W 1915 r. opublikowal pierwszy artykut omawiajacy
eksperymenty genetyczne na myszach, ktére rozpoczat jeszcze przed wojna.
W 1919 1. zostat stypendysta New College, wyktadat fizjologie i studiowat fi-
zjologie uktadu oddechowego, podobnie jak jego ojciec. W 1923 r. dotaczyt
do laboratorium biochemicznego F. G. Hopkjns na Uniwersytecie Cam-
bridge, gdzie skupit si¢ na kinetyce enzyméw. Opublikowat réwniez powiesé
science fiction Dedal, czyli nauka i przysztos¢ (1923) oraz esej Callinicus,
Obrona wojny chemicznej (1925). W latach 1924-1934 napisat seri¢ dzie-
sigciu artykutéw zatytutlowanych Matematyczna teoria doboru naturalnego i
sztucznego.

W piatym artykule z tej serii, opublikowanym w 1927 roku, Haldane po-
nownie badat inny model genetyczny, ktéry Fisher badat w 1922 roku, model
skupiajacy si¢ na mutacjach. Fisher badal prawdopodobieristwo wtargnigcia

!Frederick Gowland Hopkins, ktéry otrzymat Nagrode Nobla w dziedzinie fizjologii i medy-
cyny w 1929 roku za swoja prace nad witaminami.
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Rysunek 17.1:
Haldane (1892-1964)

zmutowanego genu do populacji lub jego zniknigcia. Problem ten jest formal-
nie taki sam, jak ten Bienaymégo, Galtona i Watsona dotyczacy wymierania
nazwisk rodowych. Ale Fisher nie odni6st si¢ do tych prac, cho¢ byé moze
przeczytat artykut Galtona i Watsona zamieszczony w dodatku ksiazki Gal-
tona z 1889 Naturalne dziedziczenie. Podobnie jak w rozdziale [0 oznaczmy
przez p; prawdopodobiefistwo przekazania genu potomstwu k w pierwszym
pokoleniu (k > 0). Fisher rozwazat réwniez funkcj¢ tworzaca

f(x):PO+P1X+P23C2+"'+kak+"'7

Z tym, ze nie ustalit zadnego gdérnego ograniczenia dla k: suma moze za-
wiera¢ nieskoniczong liczbe cztonéw. Zrozumial, ze wychodzac od jednego
osobnika ze zmutowanym genem w pokoleniu 0, prawdopodobienstwo, ze
ten gen znajduje sig u k osobnikéw jest wspétczynnikiem x* w fi (x) = f(x)
dla pokolenia 1, w f>(x) = f(f(x)) dla pokolenia 2, w f3(x) = f(f(f(x))) dla
pokolenia 3 itd. W ten sposdb staje si¢ oczywiste, ze zachodzi nastgpujace
réwnanie.

Ja(x) = f(fa1(x)) 17.1)

Réwnanie to jest znacznie bardziej praktyczne niz réwnanie f,(x) = f,—1(f(x))
wyprowadzone przez Watsona. W szczegdlnosci, z wynika, ze praw-
dopodobieristwo wymarcia w ciagu n pokoleni x, = f,(0) spetnia formute
iteracyjna x,, = f(x,—1), co zauwazyl juz Bienaymé.

Jako przyktad, Fisher rozwazal przypadek roSliny ze zmutowanym ge-
nem, ktéra moze wyprodukowac N nasion, z ktérych kazde ma prawdopodo-
biefistwo g przetrwania, aby wyprodukowac nowa rosling. Prawdopodobien-
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stwo pj uzyskania k potomstwa ze zmutowanym genem jest dwumianowe:

P = (Z)q"(l—cJ)N"

dla wszystkich 0 < k < N i py =0 dla k > N. Funkcja tworzaca jest wigc
postaci f(x) = (1 — g+ qx)N. Niech %y = N q bedzie srednia liczba nasion,
ktére przezywaja, by wytworzy¢ nowa rosling. Gdy N jest duze, a g jest male,
to

Ro N ~ o Hox—1) _ %o %Ox
f(x)<l+N(x 1)) ~e Z )
Rozktad prawdopodobiefistwa (py) zmierza do e~%0 (%) /k!, ktéry nazy-
wany jest rozkladem Poissona. Nastgpnie Fisher obliczyl prawdopodobiei-
stwo wyginigcia w ciagu n pokolen, uzywajac xo = 0, x,, = eZ0ln-1=1) oraz
wartosci liczbowych N = 801 ¢ = 1/80. W tym przypadku Zy = Ng = 1.
Zmudne obliczenia pokazuja, ze x190 ~ 0,98: zmutowany gen bez przewagi
selektywnej (% = 1) zanika bardzo powoli. Nadal istnieje 2 % szans, ze gen
ten bedzie obecny w populacji po 100 pokoleniach. W 1922 roku Fisher nie
forsowat dalej badan nad tym modelem.

Kontynuujac pracg Fishera, Haldane po raz pierwszy zauwazyt w swoim
artykule z 1927 roku, ze dla dowolnego takiego rozktadu prawdopodobiefi-
stwa (px), ze po > 0, réwnanie x = f(x) ma doktadnie dwa pierwiastki w
przedziale (0,1], gdy Srednia liczba potomstwa niosacego zmutowany gen
Xy jest Scisle wigksza od 1, czyli gdy zmutowany gen ma przewage selek-
tywna. Co wigcej, prawdopodobienistwo wygaszenia x.., ktore jest granica x,
jako n — oo, jest najmniejszym z dwéch pierwiastkéw z x = f(x): gen ma
niezerowe prawdopodobienistwo pozostania w populacji. W przeciwienistwie
do Bienaymégo i Cournota, Haldane przedstawit dowdd tego wniosku.

Istotnie, f7(x) > 01 f”(x) > 0 na przedziale [0, 1]. Innymi stowy, funk-
cja f(x) jest niemalejaca i wypukla. Z zatozen f(0) = po > 0 oraz
f'(1) = %o = p1 +2p2+3p3 + -+ wynika, ze réwnanie f(x) = x ma
dokladme dwa rozwiazania w przedziale (0,1]: x =11 x* takie, ze
0 < x* < 1. Nastgpnie Haldane powotat si¢ na artykut Gabriela Koenigsa
z 1883 roku, z ktérego wynikato, ze jesli x, = f(x,—1) oraz x, — Xe, to
Xoo = f(¥eo) 1 |/ (%0)| < 1. Gdy f'(1) > 1, jedyna mozliwoscia jest to,
7€ Xoo = X

Dla przypadku rozktadu Poissona z f(x) = ¢#0(~1) i 2, tylko nieznacz-

nie wigkszym od 1, prawdopodobiefistwo wymarcia x.. jest bardzo bliskie 1.
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Réwnanie f(Xe) = Xo jest wtedy réwnowazne

(X —1)?

Ko (Xeo — 1) =108 X0 A2 (Xoo — 1) — 3

Wynika z tego, ze 1 — xe &~ 2(%p — 1). Haldane doszedt do wniosku, ze praw-
dopodobiefistwo, iz zmutowany gen nie wyginie, jest dwukrotnie wigksze niz
jego przewaga selektywna %y — 1. Nie powolujac si¢ na Haldane’a, Fisher
w swojej ksiagzce z 1930 roku przytoczyt jako przyktad przypadek, w ktérym
Zo = 1,01, co daje 2 % szansy na to, ze zmutowany gen nie wyginie.

Haldane zostat cztonkiem Royal Society w 1932 roku. Opuscit Cam-
bridge, aby zosta¢ profesorem genetyki, a p6Zniej biometrii w University
College w Londynie. Interesowal si¢ woéwczas szczegdlnie genetyka czlo-
wieka: szacowaniem wskaZnikéw mutacji, mapami genetycznymi chromo-
soméw itp. Obok swoich ksigzek naukowych (Biologia zwierzqt w 1927 1.
z Julianem Huxleyem, Enzymy w 1930 r. i Przyczyny ewolucji w 1932 r.,
Biochemia genetyki w 1954 r.), opublikowat w prasie wiele artykutéw na-
ukowych (np, o pochodzeniu zycia) i kilka esejow (Nierownos¢ cztowieka
w 1932 r., Filozofia biologa w 1935 r., Filozofia marksistowska a nauki sci-
ste w 1938 1., Dziedzicznosc¢ i polityka w 1938 1. 1 Postepy nauki w 1947 1.).
Po kilku wizytach w Hiszpanii w czasie wojny domowej, probowat przekonaé
swoj kraj do budowy schronéw przeciwlotniczych. W czasie II wojny Swiato-
wej pracowal nad problemami oddychania w todziach podwodnych. Cztonek
partii komunistycznej od 1942 r., zrezygnowal w 1950 r. z powodu oficjal-
nego odrzucenia genetyki mendlowskiej w ZSRR z powodu wptywu Lysenki.
W 1957 r. osiadt w Indiach, gdzie kontynuowat swoje badania, najpierw w
Indyjskim Instytucie Statystycznym w Kalkucie, a p6Zniej w Bhubaneswar.
Po uzyskaniu obywatelstwa indyjskiego zmart w 1964 roku.
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Rozdzial 18

Erlang i Steffensen o problemie wymierania (1929-
1933)

W 1929 roku dusiski inzynier telekomunikacji Erlang ponownie rozwa-
zal problem wymierania nazwisk rodowych. Jego rodak, statystyk Stef-
fensen, opracowatl petne rozwiazanie tego problemu. Pokazal w szcze-
g6lnosci, ze oczekiwanie na liczbg potomstwa w kazdym pokoleniu ro-
$nie wyktadniczo, tworzac w ten sposéb pomost migdzy stochastycz-
nymi i deterministycznymi modelami populacji.

Agner Krarup Erlang urodzit si¢ w 1878 r. w Lgnborg w Danii. Jego oj-
ciec byl nauczycielem. W latach 1896-1901 mtody Erlang studiowat matema-
tyke, fizyke i chemi¢ na Uniwersytecie w Kopenhadze. Nastepnie przez kilka
lat uczyt w szkotach Srednich, nie przestajac interesowac si¢ matematyka, a
zwlaszcza teorig prawdopodobienistwa. Poznat Jensena, gléwnego inzyniera
Kopenhaskiej Spétki Telefonicznej i matematyka amatora, ktéry w 1908 .
przekonat go do wstapienia do nowego laboratorium badawczego tej firmy.
Erlang zaczatl publikowaé artykuly na temat zastosowan teorii prawdopodo-
biefistwa do zarzadzania potaczeniami telefonicznymi. W 1917 roku odkryt
wz0r na czas oczekiwania, ktory szybko zostal wykorzystany przez firmy te-
lefoniczne na calym §wiecie. Jego artykutly, opublikowane najpierw w jezyku
dunskim, zostaly nastgpnie przettumaczone na kilka innych jezykéw.

W 1929 roku Erlang zainteresowat si¢ tym samym problemem wymiera-
nia, ktéry Bienaymé, Galton i Watson badali przed nim dla nazwisk rodowych
i ktory Fisher i Haldane badali dla zmutowanych genéw. Podobnie jak jego
poprzednicy, nie byt §wiadomy wszystkich opublikowanych prac. Nazywajac
ponownie p; prawdopodobiefistwem, ze jeden osobnik bedzie miat k potom-
stwa, zauwazyl, ze prawdopodobienstwo x, wyginigcia w ciagu n pokolen
spetnia warunek x, = po -+ p1 Xp—1 +p2 (Xp—1)> +--- = f(x,_1) zxo = 0. Za-
uwazyt tez, ze catkowite prawdopodobiefistwo wymarcia x.., bedace granica
Xu, jest rozwigzaniem réwnania Xe = f (X ). Zdawat sobie sprawe, ze x = 1
jest zawsze rozwigzaniem i ze inne rozwiazanie istnieje migdzy 0 a 1, gdy
$rednia liczba potomstwa Zy = f'(1) jest wigksza od 1. Wydaje si¢ jednak,
ze nie mégt si¢ zorientowad, ktére z tych dwéch rozwiazan jest wlasciwe. Po-
dobnie jak Galton, zglosit ten problem w 1929 roku do duriskiego czasopisma
matematycznego Matematisk Tidsskrift:
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Rysunek 18.1:
Erlang (1878-1929)

»~Pytanie 15. Zaktadajac, ze prawdopodobiernistwo, ze osobnik
ma k dzieci jest réwne py, gdzie po+ p1 + p2 +--- = 1, znajdz
prawdopodobienistwo, ze jego rodzina wymrze.”

Niestety, Erlang zmart w tym samym roku 1929 w wieku 51 lat. W rzeczy-
wistosci zmart bezdzietnid!|

Profesor matematyki aktuarialnej na Uniwersytecie w Kopenhadze, Johan
Frederik Steffensen, podjat pytanie Erlanga. Swoje rozwigzanie opublikowat
w 1930 roku w tym samym dunskim czasopismie: prawdopodobienstwo wy-
ginigcia x. jest zawsze najmniejszym pierwiastkiem réwnania x = f(x) w
domknigtym przedziale [0, 1], co zauwazyli juz Bienaymé i Haldane. Dowdd
Steffensena jest tym, ktéry mozna znaleZ¢ we wspdtczesnych podrecznikach.

Istotnie, wiemy, ze prawdopodobiefistwo wymarcia x.. jest rozwiaza-
niem x = f(x) w domknigtym przedziale [0, 1]. Niech x* bedzie naj-
mniejszym takim rozwiazaniem. Z definicji, x* < X... Steffensen za-
uwazyl najpierw, ze x* = f(x*) > po = x;. Przyjmijmy przez indukcje,
ze xX* = x,. Wtedy x* = f(x*) > f(xn) = %441, gdyz funkcja f(x) jest
rosngca. Zatem x* > x, dla wszystkich n. Mamy zatem przekroczenie
granicy, x* > xe. Wigc xoo = x*.

Steffensen podat tez bardziej formalne wyjasnienie, dlaczego x = 1 jest
jedynym pierwiastkiem x = f(x), gdy Srednia liczba potomstwa Zy = f'(1)
jest mniejsza lub réwna 1 (rysunek [I8.2h) i dlaczego istnieje tylko jeden inny

TKu jego pamieci Miedzynarodowy Telefoniczny Komitet Konsultacyjny postanowil w 1946
roku nazwaé ,erlang” jednostka miary natgzenia ruchu telefonicznego. Nazwa ,Erlang” jest
réwniez nazwa nadang jezykowi programowania przez firm¢ Ericsson.
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pierwiastek r6zny od x = 1 w przypadku, gdy % > 1 (rysunek [18.2p). Za-
uwazmy, ze %o = f’(1) jest nachyleniem funkcji f(x) przy x = 1.

Zauwazyt on, ze dla dowolnego pierwiastka z x = f(x), | —x=1—
fx)=1—po— Z,j:l prxk = 2;3 pe(1 —x%). Zaktadajac, 7e x # 1 i
dzielac przez 1 — x, otrzymujemy

L=pi+p2(1+x)+p3 (I +x+x7) +---. (18.1)

Gdy x ro$nie od 0 do 1, prawa strona réwnania ro$nie od 1 — pg do
Ry = f'(1). Jesli Zy < 1, to réwnanie nie ma rozwiazania. Jesli
Ho > 11 jesli wykluczymy trywialny przypadek, w ktérym p; = 1, to
prawa strona réwnania (I8.1) jest Scisle rosnaca funkcja x. W przeciw-
nym razie nie istniatloby zadne k > 2 takie, ze p; # 01 % bytoby réwne
p1 < 1. Podsumowujac, ma jedno i tylko jedno rozwiazanie w
przedziale [0, 1], gdy %y > 1.

> H »
> >

0 1 0 Xt 1

Rysunek 18.2: Wykresy funkcji y = x iy = f(x) w przyktadzie z rozdzialu flx)=
e#0=1) brzy czym %y = 0,75 < 1 (po lewej) lub %y = 1,5 > 1 (po prawej).

Steffensen, ktéry byt réwniez prezesem Duriskiego Towarzystwa Aktu-
arialnego i Dunskiego Towarzystwa Matematycznego, zostal zaproszony na
Uniwersytet Londyriski w 1930 roku. Jego brytyjski kolega W. P. Elderton
opowiedzial mu o pracach Galtona i Watsona. W 1933 roku Steffensen opu-
blikowat nowy artykut w kronikach Institut Henri Poincaré, gdzie w 1931
roku mial wyktad konferencyjny. Strescit w nim wyniki swojego artykutu
w jezyku dunskim i poréwnat je z wynikami Watsona. Pokazat réwniez, ze
wartos$¢ oczekiwana na liczbe potomstwa w pokoleniu 7 jest rtéwna (%)".
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W rzeczy samej, niech py, bedzie prawdopodobiefistwem, ze istnieje
k potomstwa w pokoleniu 7, zaczynajac od jednego osobnika w poko-
leniu 0. W swoim artykule z 1930 roku Steffensen zauwazyt, podob-
nie jak jego poprzednicy, ze funkcja tworzaca odnoszaca si¢ do poko-
lenia n fy(x) = X% prox® spetnia f1(x) = £(x) i fulx) = F(fuu1 (x)).
Niech M, bedzie oczekiwaniem na liczbe potomstwa w pokoleniu .
Wtedy M, = ¥, kprn = f3(1). Z pochodnej otrzymujemy f;(x) =
S aor () X iy (x). Wiee My = f(1) = f'(fu1(1)) x fi_ (1) =
f/(l) X Mn—l = L@Q X Mn—l- Poniewaz M1 = fl/(l) = f/(l) = e@o, wy-
nika z tego, ze M, = (%,)" dla wszystkich n.

Stad oczekiwana liczba potomstwa ro$nie lub maleje geometrycznie w
zaleznos$ci od tego, czy Zy jest wigksza czy mniejsza od 1. Oczekiwana
liczba potomstwa zachowuje si¢ podobnie jak w deterministycznych mode-
lach wzrostu populacji rozwazanych przez Eulera, Malthusa itp. Jednak na-
wet wtedy, gdy %o > 1, istnieje niezerowe prawdopodobiefistwo Xe., Ze 1o-
dzina wyginie. Taka mozliwo$¢ nie wystgpuje w modelach deterministycz-
nych.

Proces stochastyczny badany przez Steffensena i jego poprzednikéw jest
nadal podstawowym elementem wielu bardziej realistycznych modeli dyna-
miki populacji. Wspomnimy o tym problemie po raz ostatni w rozdziale
[20] Steffensen pozostat profesorem na Uniwersytecie w Kopenhadze do 1943
roku i zmart w 1961 roku.
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Rozdziatl 19

Wright i losowy dryf genetyczny (1931)

W 1931 roku amerykariski biolog Sewall Wright rozwinat badania nad
modelem stochastycznym w genetyce populacyjnej, ktéry opiera si¢ na
tych samych zatozeniach, co prawo Hardy’ego—Weinberga, z tym wy-
jatkiem, ze nie zaktada si¢ nieskonczenie duzej populacji. Czgstosci
genotyp6w nie sa juz state. Jeden z dwdch alleli faktycznie zniknie, ale
by¢ moze po bardzo dtugim czasie. Interpretacja tego modelu pozosta-
wala przedmiotem sporu migdzy Wrightem i Fisherem, przy czym ten
ostatni uwazal, ze dobdr naturalny odgrywa w ewolucji wazniejsza role
niz stochastycznos¢.

Sewall Wright urodzit si¢ w Massachusetts w 1889 roku. Studia licencjac-
kie odbyt w matym college’u w Illinois, gdzie jego ojciec wyktadat ekonomig.
Po uzyskaniu tytutu magistra biologii na Uniwersytecie Illinois w Urbana
i odbyciu szkoty letniej w Cold Spring Harbor Laboratory, Wright zrobit
doktorat na Uniwersytecie Harvarda na temat dziedziczenia koloru siersci u
kawii domowej (§winki morskiej). W latach 1915-1925 kontynuowat prace
nad eksperymentami inbredu na kawiach domowych w Wydziale ds. hodowli
zwierzat Departamentu Rolnictwa Stanéw Zjednoczonych w Waszyngtonie.
Opracowat ,,metod¢ wspétczynnikéw Sciezek” do analizy tych doswiadczen.
Nastepnie dotaczyt do wydziatu zoologii na Uniwersytecie w Chicago.

Rysunek 19.1:
Wright (1889-1988)

Pod wptywem artykutu Fishera z 1922 roku na temat genetyki populacyj-
nej (patrz rozdziat [I4)), Wright napisat w 1925 roku dtugi artykut zatytuto-
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wany Ewolucja w populacjach mendlowskich, ktéry zostat ostatecznie opu-
blikowany w 1931 roku. W szczegdlnosci badat on model matematyczny,
ktdry pojawil si¢ rowniez implicite w ksiazce Fishera z 1930 roku Genetyczna
teoria doboru naturalnego. Podobnie jak w prawie Hardy’ego—Weinberga,
model ten rozwaza przypadek, w ktérym istnieja tylko dwa mozliwe allele
A 1 a dla jednego locus, ale nie zaklada sig, ze populacja jest nieskoncze-
nie duza. Chodzi o to, aby sprawdzié, czy usunigcie tego zatozenia ma jaki$
wplyw na sktad genetyczny populacji. Niech wigc N bedzie calkowita liczba
osobnikdw, ktéra jest taka sama we wszystkich pokoleniach. Kazdy osob-
nik ma dwa allele. Zatem w kazdym pokoleniu w populacji jest w sumie 2N
alleli. Model zaktada réwniez, ze kojarzenie odbywa si¢ w sposéb losowy.
Jesli w pokoleniu n sa i allele A i 2N — i allele a, to allel wybrany losowo
wsrdd osobnikéw w pokoleniu n 4 1 bedzie A z prawdopodobiefistwem ﬁ i
a z prawdopodobienstwem 1 — ﬁ Liczba alleli A w pokoleniu n + 1 bedzie

wigc réwna j z prawdopodobieﬁstwenﬂ

= ()G 05" o

gdzie (25\/ ) jest wspétczynnikiem dwumianowym réwnym (2N)!/;j!/(2N —
J)!. Niech X, bedzie liczbg alleli A w pokoleniu n: jest to zmienna losowa
(rysunek[19.2). Mozna pokazaé, ze warto$¢ oczekiwana X, | przy zatozeniu,

2N

Rysunek 19.2:  Dwie
symulacje pokazujace
zmiany liczby X,, alleli
A w ciagu 30 pokolen, 0 10 20 30
jesliN =201 Xy = 10.

ze X, = i jest réwna i: przypomina to prawo Hardy ego—Weinberga, gdzie
czgstos¢ allelu A pozostawala stala przez pokolenia.

I'To sformutowanie w jezyku taicuchéw Markowa zawdzigczamy Malécotowi (1944).
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Rzeczywiscie, rozwazmy funkcj¢ tworzaca

2N : N
. l X
=Y pyd = (1- 7)
%) jzop”x ( N Tan)

Wartos$¢ oczekiwana X, przy zalozeniu, ze X,, = i wynosi

2N
Y jpij=r(Q1)=i. (19.2)
=0

W tym modelu jest jednak mozliwe, ze wychodzac od warunku poczatko-
wego Xo =i z 0 < i < 2N, zdarzenie X,, = 0 pojawia si¢ przypadkowo po
pewnej liczbie pokolen. W takim przypadku wszystkie allele bytyby typu a
1 X,, pozostalby réwny 0 we wszystkich przysztych pokoleniach. Taka sama
fiksacja nastapitaby w przypadku allelu A, gdyby X,, = 2N po pewnej licz-
bie pokolen. Podsumowujac, gdy zaktadamy, ze populacja jest nieskonczenie
duza, jak w modelu Hardy’ego—Weinberga, dwa allele nie moga zniknaé, po-
niewaz ich czgstoSci pozostajg state. Gdy weZmiemy pod uwage skoficzong
wielko$¢ populacji, jak w modelu Fishera—Wrighta, czestosci dwdch alleli
zmieniaja si¢ i jeden z nich moze (i bedzie) zanikac.

Zaczynajac od Xy = i, mozna tatwo obliczy¢ prawdopodobienstwo Q; dla
populacji, ktdra jest ustalona w stanie X = 0. Istotnie, Q; musi spetniaé ,,wa-
runki brzegowe”

Oo=1, QOw=0. (19.3)
Ponadto,

2N
0i=Y pij0;. (19.4)
j=0

poniewaz p; ; Q; jest prawdopodobiefistwem pozostania w stanie X = 0 za-
czynajac od Xo = i i przechodzac przez X| = j. Poniewaz }, ipij =1, wi-
dzimy korzystajac z , zeQi=1-— ﬁ jest rozwiazaniem ukladu —
(19.4). Stad prawdopodobiefistwo, ze zaczynajac od i alleli typu A w popula-
cji o rozmiarze N, system ewoluuje w kierunku populacji zawierajacej tylko
allel a jest réwne 1 — ﬁ Podobnie prawdopodobienstwo, ze ewoluuje w
kierunku populacji zawierajacej tylko allel A jest rowne ﬁ

Wrightowi udato si¢ wykazaé, ze liczba pokolen, ktére uptywaja przed
utrwaleniem si¢ w jednym z dwéch skrajnych stanéw jest rzedu 2N pokolen
(rysunek [T9.3). Dla populacji liczacych kilka milionéw osobnikéw czas ten
bytby tak dlugi, Zze czestosci alleli mozna by uznaé za prawie stale, jak w
prawie Hardy’ego—Weinberga.
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W istocie, zat6zmy, ze w populacji w pokoleniu O istnieja iy allele typu
A. Niech ul(”) bedzie prawdopodobiefistwem, ze w populacji w pokole-
niu # jest i alleli typu A. Wtedy

(n+1) X (n)

n n

u; = Z”i Pi,j
i=0

dla wszystkich j =0,...,2N. PokazaliSmy juz, ze gdy n — oo,

(n) Io (m) . o (n)
”on_”_ﬁv tyy N i

dla wszystkich 0 < i < 2N. Wright zauwazyt, ze jesli u\"”) = v dla
wszystkichi=1,...,2N —1, to

i = () E G () ws

dla wszystkich 1 < j < 2N, poniewaz py; = pay,j = 0. Gdy N jest
wystarczajaco duze,

(R N i \2N—j (I .

— LYV (1-L ~ [ ¥(1-x)N 4

N & (21\/) ( ZN) /0 (1 =x)T
_JY@eN =)
SNt (19.6)

warto$¢ calki otrzymujemy przez kolejne calkowania przez czgsci. Z
(19.5) i (19.6), otrzymujemy ostatecznie dla 0 < j < 2N wartos¢

u"t & 2N V= (1 - )u@).

1 2N+1 2N+1/
Zatem prawdopodobiefistwa uﬁ.”) dla wszystkich 0 < j < 2N maleja w
tempie okoto 1/2N na pokolenie. Tempo to jest bardzo wolne, jezeli
N jest duze. Nie ma prawie zadnego spadku, jesli, na przyktad, N jest
rzedu wielko$ci milionow.

W 1922 roku Fisher prébowal juz oszacowaé ten wspéiczynnik fiksacji
(1/2N), ale przeoczyt czynnik 2. W kazdym razie, obaj naukowcy nie zga-
dzali si¢ co do typowej wielkosci N populacji hodowlanych. Dla teorii ewolu-
cji praca Wrighta sugerowala, ze losowy dryf genetyczny w matej populacji
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0.1+

Rysunek 19.3:  Praw-
dopodobienstwo, ze po
30 pokoleniach w po-
pulacji jest i alleli A, 1

esli NV =20 1 Xo = I
10 (i=0,...,2N na osi 0 N N
poziomej) .

moze by¢ mechanizmem powstawania gatunkéw. Biolodzy pracujacy nad
klasyfikacja gatunkéw rzeczywiscie zauwazyli, ze réznice migdzy gatunkami
lub podgatunkami czesto nie maja oczywistego wyjasnienia w kategoriach
doboru naturalnego. W latach czterdziestych i pigédziesiatych pomystowi
temu ostro sprzeciwiali si¢ Fisher i jego kolega E. B. Ford, ktérzy uwazali,
ze losowy dryf genetyczny jest nieistotny w poréwnaniu z doborem natural-
nym. Odnosili si¢ oni w szczegdélnosci do swoich badan nad fluktuacjami
czgsto$ci genéw w malej izolowanej populacji émy (Panaxia dominula) w
poblizu Oksfordu, gdzie trzy genotypy dla pewnego genu (wspdlna homozy-
gota, heterozygota i rzadka homozygota) mogly by¢ rozrézniane wzrokowo.
Inna stynna kontrowersja dotyczaca odpowiedniego wptywu doboru natural-
nego i losowego dryfu skupita si¢ na §limakach z rodzaju Cepaea. Bardziej
realistyczne modele ewolucji tacza obecnie losowy dryf, selekcje, mutacje,
migracje, nielosowe kojarzenie itd. Rola losowego dryfu zostata pdZniej po-
nownie doceniona przez japofiskiego naukowca Motoo Kimure w jego ,,neu-
tralnej teorii ewolucji molekularnej”. Kolejnym efektem byl rozwdj teorii ko-
alescencji (wprowadzonej przez Johna Kingmana w 1982 roku), ktdra §ledzi
rodowdd genéw wstecz w czasie, az do punktu, w ktérym maja one jednego
wspélnego przodka.

Wright zostat cztonkiem Narodowej Akademii Nauk w 1934 roku. Przez
wiele lat pracowat z Theodosiusem Dobzhansky’m nad genetyka natural-
nych populacji muchéwek (Drosophila pseudoobscura) w regionie Doliny
Smierci. W 1955 roku przeszedt na emeryture z Uniwersytetu w Chicago, ale
przez kolejne pigé lat pracowal jako profesor na Uniwersytecie Wisconsin-
Madison. W latach 1968-1978 opublikowat czterotomowa rozprawe podsu-
mowujaca jego prace na temat Ewolucja i genetyka populacji. W 1984 r.
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otrzymatl nagrod¢ Balzana, a zmarl w 1988 r. w wieku 98 lat.
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Rozdziat 20

Rozprzestrzenianie si¢ genow (1937)

W 1937 roku Ronald Fisher i trzej rosyjscy matematycy, Kotmogorow,
Pietrowski i Piskunow, niezaleznie od siebie badali réwnanie réznicz-
kowe czastkowe dla geograficznego rozprzestrzeniania si¢ korzystnego
genu. Wykazali, ze czestotliwo$¢ genéw zachowuje sig jak fala poru-
szajaca si¢ z dobrze zdefiniowana predkoscia zalezna od przewagi genu
i wspétczynnika dyfuzji. Ich prace stanowily punkt wyjscia dla teorii
réwnan reakcja-dyfuzja.

W 1937 roku ukazaly si¢ dwa artykuty wprowadzajace nowe podejscie
do badania heterogenicznosci przestrzennej w dynamice populacji. Fisher
byl autorem pierwszego artykulu, zatytulowanego Fala postepu korzystnych
genow, ktory ukazal si¢ w Annals of Eugenics. Badal on przestrzenne roz-
przestrzenianie si¢ korzystnego genu w populacji. W pewnym uproszcze-
niu rozwazal przestrzen zredukowana do jednego wymiaru i oznaczyt przez
u(x,t) czes¢ populacji znajdujacej si¢ w punkcie x w czasie ¢, ktéra posiada
korzystny gen. Wigc 0 < u(x,7) < 1. Aby uwzglednié¢ dobdr naturalny, uzyt
on réwnania z czasem ciaglym

% =au(l—u),

gdzie a jest dodatnim parametrem. Dla danej wartosci x, otrzymujemy réow-
nanie logistyczne Verhulsta (patrz rozdziat [6) z rozwiazaniem u(x,r), ktore
dazy do 1 przy t — 4. Ponadto Fisher zatozyl, ze potomstwo osobnika
znajdujacego si¢ w punkcie x z korzystnym genem nie pozostaje w tym sa-
mym punkcie, lecz rozprasza si¢ losowo w sasiedztwie x. Przez analogi¢ do
fizyki argumentowat, ze do réwnania na u(x,t) nalezy dodaé czton dyfuzyjny,
co prowadzi do réwnania rézniczkowego czastkowego

du %u

Ezau(l—u)+Dﬁ. (20.1)
Gdy wspdélczynnik selekcji a wynosi zero, sprowadza si¢ to do réwnania dy-
fuzji wprowadzonego przez Fouriera w jego teorii ciepla, a pézniej wyko-
rzystanego przez Ficka do dyfuzji czastek fizycznych. W 1904 roku Ronald
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Ross zaczat rozwazac losowa dyspersje w dynamice populacji. Zastanawiat
si¢ wowczas, w jaki sposéb gesto$¢ komaréw maleje wraz ze wzrostem od-
legtosci od miejsca rozrodu. Problemem tym zainteresowali si¢ Karl Pearson
i Lord Rayleigh. Do 1937 roku literatura naukowa dotyczaca réwnan dyfuz;ji
znacznie si¢ powigkszyta, w szczegdlnosci po pracach Einsteina nad ruchem
Browna.

Fisher pokazat, ze istnieja rozwiazania réwnania w postaci u(x,t) =
U (x+ vr) spetniajace trzy warunki

0<u(xt) <1, u(xt) - 0, u(x,r) — 1,

X——00 X—>-o00

pod warunkiem, ze v > v*, gdzie
v =2vaD.

Rozwigzania te taczg stan stacjonarny u = 1 z korzystnym genem ze stanem
stacjonarnym u = 0, w ktérym takiego genu nie ma. Reprezentuja one fale
rozchodzace si¢ z predkoscia v w kierunku malejacych wartosci x. Istotnie,
u(x—vT,t+T)=u(x,t): czes fali, ktéra znajdowata si¢ w pozycji x w czasie
t przenosi si¢ do pozycji x —vT w czasiet +T.

-

Juit.x

Rysunek 20.1:  Propa-
gacja od lewej do pra-
wej korzystnego genu z
predkoscia v*. Czesto-
tliwosé genéw u(z,x) w
chwili # = 0 jest funk-
cja krokowa.

Rzeczywiscie, podstawiajac z = x+vt, Fisher zauwazyl, ze jesli u(x,t) =
2 P . .

U(z), to % = v.U’(z), % =U'(z) oraz % =U"(z). Jesli u jest rozwia-

zaniem réwnania (20.1), to

vU'(z) =aU(z) (1-U(z))+DU"(z). (20.2)
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Gdy u jest bliskie 0, tzn. gdy z — —oo, Fisher spodziewat sig, ze U(z) —
01 U’(z) — 0. Oznaczmy przez k granicg U'(z)/U(z), gdy z — —o0. Z
reguty de L’Hopitala wiemy, ze U” (z) /U’ (z) — k. Dlatego, U" (z) /U (z) =
[U"(z)/U'(z)] x [U'(z)/U(z)] — k*>. Dzielac réwnanie (20.2) przez
U(z) i przechodzac z z do —eo, otrzymujemy réwnanie drugiego rzedu
DKk?> —vk+a=0. Ale k musi by¢ liczba rzeczywista. Zatem delta
tego réwnania musi by¢ nieujemna: v> —4aD > 0, lub v > 2v/aD = v*.
Stad v > v* jest warunkiem koniecznym istnienia fali rozchodzacej si¢
z predkosciag v. Jest to rdwniez warunek dostateczny, jak wyjas$niono
ponizej.

Fisher zauwazyt, ze tylko fala rozchodzaca si¢ doktadnie z predkoscia
v* jest wybrana dla duzej klasy warunkéw poczatkowych, np. dla funkcji
schodkowej: u(x,0) =0 dla x < 0, u(x,0) = 1 dla x > 0. Rysunek [20.1] po-
kazuje jak ten nieciagly warunek poczatkowy staje si¢ stopniowo gtadka fala
rozchodzacg si¢ w kierunku malejacego x z predkoscia v*.

W tym samym 1937 roku, niezaleznie od pracy Fishera, Andriej Nikota-
jewicz Kotmogorow, Iwan Gieorgijewicz Pietrowski i Nikotaj Siemionowicz
Piskunow badali ten sam problem propagacji genu dominujacego.

Kotmogorow urodzit si¢ w 1903 r. w Tambowie w Rosji. Podczas stu-
diéw matematycznych na Moskiewskim Uniwersytecie Panstwowym wyko-
nal wazne prace dotyczace szeregéw trygonometrycznych. W 1929 r. zo-
stal pracownikiem naukowym Instytutu Matematyki i Mechaniki, a w 1931
r. profesorem uniwersyteckim. Pracowatl nad procesami stochastycznymi i
ich zwigzkiem z réwnaniami rézniczkowymi i czastkowymi. W 1933 r. opu-
blikowat rozprawe o nowoczesnych podstawach teorii prawdopodobienistwa.
Jego zainteresowania badawcze obejmowaty topologie, teori¢ aproksymaciji,
laficuchy Markowa, ruch Browna, a takze zastosowania do probleméw bio-
logicznych. W 1935 r. opublikowat artykut o genetyce, w ktérym oméwit
wyniki Hardy’ego, Fishera i Wrighta. W 1936 . opublikowat artykut o uogél-
nieniu modelu Lotki—Volterry.

Pietrowski urodzit si¢ w 1901 roku w Sevsku. Studiowat réwniez mate-
matyke na Moskiewskim Uniwersytecie Panstwowym, gdzie w 1933 roku zo-
stat profesorem. Zajmowat si¢ gléwnie teoria réwnan rézniczkowych czast-
kowych i topologia rzeczywistych krzywych algebraicznych, ale napisat tez
kilka artykutéw na temat réwnan rézniczkowych zwyczajnych i teorii praw-
dopodobiefistwa. Piskunow, ktéry urodzit si¢ w 1908 roku, byt kolejnym
bytym studentem matematyki na Moskiewskim Uniwersytecie Pafistwowym.

W latach trzydziestych Kotmogorow utrzymywat kontakty z A. S. Sere-
browskim, pionierem genetyki populacyjnej w Moskwie. Obrona genetyki
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Rysunek 20.2: Kotmogorow (1903-1987) oraz Pietrowski (1901-1973)

mendlowskiej w ZSRR stawala si¢ coraz bardziej niebezpieczna z powodu
wzrostu znaczenia Lysenki, agronoma, ktéremu udato si¢ przekonaé Stalina,
7e genetyka mendlowska jest tylko ,burzuazyjna pseudonauka”. Siédmy
Miedzynarodowy Kongres Genetyki, pierwotnie zaplanowany na 1937 rok w
Moskwie, zostat odwotany. Wielu radzieckich genetykéw zostato straconych
lub zestanych do obozéw pracy.

W artykule z 1937 r. zatytulowanym Badanie rownania dyfuzji ze wzro-
stem iloSci substancji i jego zastosowanie do problemu biologicznego, ktéry
ukazat si¢ w biuletynie Moskiewskiego Uniwersytetu Paiistwowego, Kotmo-
gorow, Pietrowski i Piskunow postuzyli si¢ jednak modelem matematycznym
opartym na genetyce mendlowskiej. Ich model byt réwnaniem rézniczko-
wym czastkowym postaci

du u

=f(u)+D 72 (20.3)
gdzie u(x,t) jest ponownie czgstoscia wystgpowania korzystnego genu w punk-
cie x i czasie t. Przyjmuje si¢, ze funkcja f(u) spetnia kilka warunkéw:
F0)=f(1)=0, f(u) >0jesli 0 <u <1, f/(0) >0 oraz f'(u) < f/(0)
jesli 0 < u < 1. Autorzy pokazali wynik analogiczny do Fishera, ale z bar-
dziej rygorystycznym dowodem: jeSli warunek poczatkowy jest taki, ze 0 <
u(x,0) < 1, u(x,0) = 0 dla wszystkich x < x1 i u(x,0) = 1 dla wszystkich
X > xp > X1, to gen rozprzestrzenia si¢ z predkoscia v =24/ f'(0) D.
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Poszukiwanie rozwiazania u(x,t) = U(z) gdzie z = x + vt prowadzi do
oczywistego uogélnienia réwnania vU'(z) = f(U(z)) +DU" (z).
To réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu mozna zapisaé jako uktad réw-
nan rézniczkowych pierwszego rzedu

au dl:vp—f(U)

a _ 20.4
Pl SR D (20.4)

Przypomnijmy, ze U (z) powinno by¢ takie, aby U(z) — 0 jesli z — —oo
iU(z) — 1 jesli z — +oo. W poblizu stanu stacjonarnego (U =0, p =0)
ukfadu (20.4), mamy f(U) ~ f'(0)U. Zatem moze byé aproksy-
mowany przez uklad liniowy

dU dp vp—f(OU

PR AN D ’ (205
Szukajac rozwiazain wyktadniczych postaci U(z) = Upe** oraz p(z) =
po ek otrzymujemy réwnanie charakterystyczne Dk> — vk + f'(0) = 0,
tak jak w artykule Fishera. Ponownie k musi by¢ rzeczywiste (w prze-
ciwnym razie u oscylowatoby i przyjmowato warto$ci ujemne). Zatem
v > 2+4/f'(0)D = v*. Dwa pierwiastki dla k sa wtedy rzeczywiste i
dodatnie. Jesli v > v*, to oba pierwiastki sa rézne i stan stacjonarny
(U =0, p=0) jest weztem niestabilnym. Jesli v = v*, to oba pierwiastki
sg identyczne i (U = 0, p = 0) jest niestabilnym weztem zdegenerowa-
nym, jak pokazano na rysunku Analogicznie, uktad W po-
blizu stanu stacjonarnego (U = 1, p = 0) prowadzi do uktadu liniowego

dU-1) _dp _vp-s U=

dz Todz D

i do réwnania charakterystycznego Dk*> — vk + f'(1) = 0. Wyréznik
wynosi v2 —4Df'(1) > 0, poniewaz f'(1) < 0. Jesli f/(1) <0, to ist-
nieja dwa pierwiastki rzeczywiste przeciwnego znaku i (U = 1,p = 0)
jest punktem siodtowym. Jesli f'(1) = 0, to jeden pierwiastek jest ze-
rowy, a drugi dodatni (patrz rysunek [20.3). Szczegétowa analiza poka-
zuje w rzeczywistosci, ze dla wszystkich v > 24/ f(0)D istnieje uni-
kalna krzywa catkowa laczaca dwa stany stacjonarne (U = 0,p = 0) i
(U =1,p=0), jak w szczegélnym przypadku na rysunkum
Kotmogorow, Pietrowski i Piskunow pokazali dalej rygorystycznie,
ze rownanie rézniczkowe czastkowe ma jedyne rozwiazanie u(x, )
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spelniajace warunek poczatkowy oraz ze to rozwiazanie jest takie, ze
0 < u(x,7) < 1 dla wszystkich x i t > 0, ponadto u(x,t) pozostaje ro-
snacg funkcja x, jesli jest taka w # = 0 1 wreszcie, ze u(x,t) rzeczywiscie
zbiega do profilu falowego rozchodzacego si¢ z predkoscia v*. Dowody
sa zbyt diugie, by je tu strescic.

Zauwazmy, ze funkcja f(u) = au (1 —u) uzyta przez Fishera spetnia wszyst-
kie te warunki z f'(0) = a. Kolmogorow, Pietrowski i Piskunow, zainspiro-
wani réwnaniem (14.5), rozwazali funkcje f(u) = au (1 — u)?, ktéra spetnia
te same warunki i daje te sama predko$¢ propagacji.

Rysunek 20.3: Wykres
(U,p) przedstawiajacy
niektére krzywe catkowe
uktadu 20.3), a w szcze-
gblnosci  jedyna krzywa
taczaca (U = 1,p =0) z
(U =0,p =0), ktdra jest o U
ta, ktéra nadaje Ksztatt U / l ’ ‘ I /1 /
rozchodzacej si¢ fali. Tutaj

fu) =au(l —u)?, a=1,
D=1liv=v*=2.

Artykuty Fishera oraz Kotmogorowa, Pietrowskiego i Piskunowa byly
punktem wyjscia do budowy wielu modeli matematycznych z dyfuzja geo-
graficzna w genetyce, ekologii i epidemiologii. Modele te znane sa jako
L~fownania reakcji-dyfuzji”.

Jesli chodzi o Kolmogorowa, to od 1938 r. badat on réwniez problem
wymierania nazwisk rodowych rozwazany przez Bienaymégo, Galtona, Wat-
sona, Fishera, Haldane’a, Erlanga i Steffensena: proces stochastyczny, ktéry
jest wspélny dla wszystkich tych prac, nazwat ,,procesem gatazkowym”. W
1939 1. zostat cztonkiem Akademii Nauk ZSRR. Pé7niej wnidst wazny wktad
do problemu turbulencji w mechanice ptynéw (1941), do teorii uktadéw dy-
namicznych zwiazanych z mechanika nieba (1953) i do teorii informacji (od
1956). Wspoéttworzyt encyklopedig, podreczniki szkolne i akademickie, po-
magat w zaktadaniu eksperymentalnego liceum, redagowat czasopismo popu-
larnonaukowe. Zmart w Moskwie w 1987 r. Otrzymat wiele nagréd miedzy-
narodowych (m.in. nagrod¢ Balzana w 1963 r. i nagrode Wolfa w 1980r.). W
1940 . Pietrowski zostat dziekanem Wydziatu Mechaniczno-Matematycznego
Moskiewskiego Uniwersytetu Pafistwowego. Od 1951 r. do $mierci w 1973
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r. petnit funkcje rektora tej uczelni. Od 1946 r. byt cztonkiem rzeczywistym
Akademii Nauk ZSRR, a w 1966 r. przewodniczacym Migdzynarodowego
Kongresu Matematykow, ktéry odbyt sie¢ w Moskwie. Pisat podreczniki z
zakresu rownan rézniczkowych zwyczajnych, czastkowych i catkowych. Pi-
skunow zostat profesorem w akademii wojskowej. Jego podrgcznik rachunku
rézniczkowego i calkowego byl uzywany przez wiele uczelni technicznych.
Zmart w 1977 roku.
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Rozdziatl 21

Macierz Lesliego (1945)

W 1945 roku brytyjski ekolog P.H. Leslie przeanalizowal model ma-
cierzowy dla populacji gryzoni o strukturze wiekowej, adaptujac w ten
sposob prace Lotki do ram czasu dyskretnego. Udowodnil, ze tempo
wzrostu odpowiada wartos$ci wlasnej, a stabilna struktura wiekowa wek-
torowi wlasnemu. Oszacowal réwniez numerycznie wspélczynnik re-
produkcji netto Ry dla szczura brunatnego.

Patrick Holt Leslie urodzit si¢ w 1900 r. w poblizu Edynburga w Szko-
cji. Studiowat w Christ Church College na Uniwersytecie Oksfordzkim i w
1921 roku uzyskat tytut licencjata w dziedzinie fizjologii. Z powodu proble-
méw zdrowotnych nie mégt jednak ukonczy¢ studiow medycznych. Po kilku
latach pracy jako asystent bakteriologii na wydziale patologii, zajat si¢ staty-
styka i w 1935 r. wstapit do Bureau of Animal Population, nowego oSrodka
badawczego zatozonego przez Charlesa Eltona. Celem tego oSrodka byto ba-
danie fluktuacji populacji zwierzat poprzez badania terenowe i eksperymenty
laboratoryjne. Wigkszos$¢ badan dotyczyta gryzoni: analiza cykli zajaca i
jego drapieznika rysia z wykorzystaniem archiwéw Hudson’s Bay Company
w Kanadzie, §ledzenie ekspansji terytorialnej wiewidrki szarej kosztem wie-
widrki rudej w Anglii, zbieranie danych o nornicach w okolicach Oxfordu itd.
Leslie zastosowat do danych o nornicach metody opracowane przez Lotke dla
demografii cztowieka. W czasie II wojny §wiatowej badania osrodka koncen-
trowaly si¢ na metodach kontroli szczuréw i myszy w silosach.

Rysunek 21.1:
P. H. Leslie (1900-1972)

W 1945 roku Leslie opublikowat swéj najstynniejszy artykul w Biome-
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trika, czasopiSmie zalozonym przez Galtona, Pearsona i Weldona w 1901
roku. Artykul ten nosil tytut O zastosowaniu macierzy w pewnej matema-
tyce populacyjnej. Leslie rozwazal model wzrostu liczby samic w populacji
zwierzat, np. populacji szczuréw (ale moze to by¢ réwniez populacja ludzi).
Populacja jest podzielona na K + 1 grup wiekowych: P, jest liczba samic w
wieku k w czasie n (k=0,1,...,K; n=0,1,...). Niech f; bedzie wskazni-
kiem urodzen w wieku k, a doktadniej liczba cérek urodzonych przez jedna
samicg migdzy czasem n a czasem n+ 1. Wtedy K jest maksymalnym wie-
kiem z niezerowym wspoétczynnikiem urodzen (fx > 0). Oznaczmy przez si
prawdopodobienstwo, ze zwierze w wieku k przezyje przynajmniej do wieku
k+ 1. Wtedy struktura wiekowa populacji jest dana nastgpujacym ukladem
réwnan:

Pont1 = foPon+fiPin+-+ fxPrn

Pl,n+1 = SOPO,n

Py = s1Pia

Pxn+1= sk—1Pk—1-

Wszystkie liczby fi sa nieujemne, za$ s, spelnia warunek 0 < s < 1. Na
przetomie XIX i XX wieku matematycy przyjeli zwyczaj zapisywania takich
uktadéw réwnafni w skréconej postaci

Popi =MP,, LD

gdzie P, jest wektorem kolumnowym (P, ..., Pk) a M jest macierza kwa-
dratowa (tzn. tablicg liczb o K + 1 wierszach i K + 1 kolumnach)

fo A - Sk
%9 0 0 - 0
M—| 0 s 0 0
0O ... 0 sgk1 O

Aby zrozumie¢ zachowanie uktadu (21.1)) w funkcji czasu, Leslie poszukiwat
geometrycznie rosnacego lub malejacego rozwiazania P, = r*,V. Liczba r i
wektor V musza spetniaé

MV =rV. (21.2)

W tym przypadku r jest nazywane wartoScia wtasna, a V wektorem wtasnym
macierzy M. Innymi stowy, problem polega na znalezieniu rozkladu wieku

1Co oznacza, ze Peps1 =My Pop+Mp 1 Py + - -+ My g Pg  dla wszystkich k.
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V, ktéry w kazdym kroku czasowym jest mnozony przez stala r. Podazajac
za terminologia Lotki, takie rozkltady nazywamy stabilnymi. Wracajac do
bardziej typowych zapiséw, réwnanie (21.2)) mozna przepisac jako

foVo+ Vit + fxVk = Vo,
SOVOZI’V], S1V1:rV2, R SK—IVK—IZFVK-

Z ostatnich K réwnan wynika, ze

S0 VQ 5051 VQ

Vi , W= , ... Vg
r

8081 Sk—1 Y0
}"2 '

rK

Podstawiajac to do pierwszego réwnania, upraszczajac przez Vy i mnozac
przez rX, Leslie otrzymat réwnanie charakterystyczne

KT = forK fso fir" bsost for" T2 Fsosskor fe. (21.3)

Jest to rwnanie wielomianowe zmiennej r stopnia K + 1. Zatem istnieje K +
1 rzeczywistych lub zespolonych pierwiastkéw ry,...,rxy;. Ponadto Leslie
zauwazyl (korzystajac z reguly znakéw Kartezjusza dla wielomiandéw), ze
istnieje tylko jeden pierwiastek rzeczywisty dodatni. Nazwijmy go 7.

Leslie zasugerowal réwniez, ze w wigkszoSci biologicznie realistycz-
nych warunkéw (ktére mozna uscisli¢ za pomoca teorii Perrona i Frobe-
niusa dla macierzy nieujemnych), warto§¢ wtasna r; jest $ciSle wigksza
niz moduty wszystkich pozostatych rzeczywistych lub ztozonych war-
tosci wlasnych (nazwijmy je 2, ..., rx+1). Poza tym wszystkie pier-
wiastki z sa zwykle rézne. Dla kazdej wartoSci wlasnej r; mozna
znaleZ¢ zwiazany z nig wektor wiasny. Niech Q bedzie macierza kwa-
dratowa o rozmiarze K + 1, ktérej kolumny K + 1 zawieraja wektory
wlasne odpowiednio zwiazane z ry,...,rx+1. Wtedy M Q = QD, gdzie
D jest macierza diagonalna [ry,...,rk+1]. Zatem M = QDQ i

P,=M"Py=0D"Q"'PR.
Zauwazmy, ze D" jest macierza diagonalng [(r1)", ..., (rg+1)"] i ze
D'/r{ — 29 =1,0,...,0]

gdy n — oo, poniewaz ry > |r;| dlai # 1. Zatem P,/(r1)" jest zbiezne
do Q207 'R

Kazda sktadowa wektora struktury wiekowej P, ro$nie lub maleje jak
(r1)". Jesli r; > 1, to populacja ro$nie wyktadniczo. Jesli r; < 1, to ma-
leje wyktadniczo. Na podstawie réwnania (21.3) mozna fatwo pokazaé, ze
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warunek 71 > 1 jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy parametr %y, zdefi-
niowany przez

Ko = fo+sofi+sosifo+-+sos1sk-1/k

jest SciSle wigkszy od 1. Zauwazmy, ze sos; ---S;—1 jest prawdopodobien-
stwem przezycia co najmniej do wieku k. Parametr % jest wigc Srednia
liczba cérek urodzonych przez jedna samicg w ciagu jej zycia i jest analo-
giczny do wzoréw (10.2), (12.2) i (16.9). Niniejszy model jest swego ro-
dzaju dyskretno-czasowym analogiem pracy Lotki (patrz rozdziat [I0) oraz
uogdlnieniem obejmujacym wskaznik urodzen zalezny od wieku pracy Eu-
lera (patrz rozdziat [3)).

Leslie zilustrowatl swoja metodg, wykorzystujac dane opublikowane przez
amerykanskiego kolege na temat wspétczynnikéw urodzen i przezywalnoSci
fx 1 s dla szczura brunatnego. Po kilku operacjach statystycznych, aby uzu-
petni¢ dane w rozsadny sposéb, otrzymat Z = 26.

Macierzowe sformutowanie Lesliego probleméw dynamiki populacji jest
obecnie uzywane przez wielu biologéw. Obliczenia sa znacznie uproszczone
dzigki nowoczesnym komputerom i oprogramowaniu naukowemu, ktére po-
trafi obliczy¢ warto$ci wlasne i wektory wiasne dowolnej macierzy. Mozna
fatwo obliczy¢ zaréwno parametr % jak i tempo wzrostu 7.

Po II wojnie Swiatowej Leslie wykorzystal swoja metod¢ do obliczania
tempa wzrostu innych gatunkéw zwierzat: ptakéw, chrzaszczy itp. Pracowat
réwniez nad modelami stochastycznymi, modelami konkurencji migdzy ga-
tunkami oraz analiza danych typu ,przechwytywanie-rejestrowanie”. Prze-
szedl na emeryture w 1967 roku. W tym samym roku, kiedy Charles El-
ton réwniez odszedt na emeryture, Biuro Populacji Zwierzat przestalo istnieé
jako niezalezny osrodek badawczy i stato si¢ czgscia Wydziatu Zoologii Uni-
wersytetu w Oxfordzie. Leslie zmart w 1972 roku.

Literatura uzupeliajaca

1. Anonymous: Dr P. H. Leslie. Nature 239, 477-478 (1972)
2. Crowcroft, P.: Elton’s Ecologists, A History of the Bureau of Animal Popula-
tion. University of Chicago Press (1991)

3. Leslie, P.H.: On the use of matrices in certain population mathematics. Biome-
trika 33, 213-245 (1945)



Rozdziatl 22

Perkolacja i epidemie (1957)

W 1957 roku Hammersley i Broadbent rozwazali problem przeptywu
»plynu” w nieskoriczonej regularnej sieci kwadratowej, w ktdrej dwa
sasiednie wezly sa polaczone z danym prawdopodobiefistwem. Wrdd
mozliwych przyktadéw wymienili rozprzestrzenianie si¢ epidemii w sa-
dzie. Pokazali, ze istnieje prawdopodobienstwo krytyczne, ponizej kto-
rego nie moze wystapi¢ duza epidemia i powyzej ktérego duze epidemie
wystepuja z dodatnim prawdopodobieiistwem. Ich artykut byt punktem
wyjscia dla teorii perkolacji.

John Michael Hammersley urodzit si¢ w 1920 r. w Szkocji, gdzie jego
ojciec pracowat dla amerykanskiej firmy eksportujacej stal. Rozpoczat stu-
dia w Emmanuel College na Uniwersytecie Cambridge, ale w 1940 r. musiat
wstapi¢ do wojska. Pracowal przy udoskonalaniu obliczen dla artylerii. Po
ukoniczeniu studiéw w 1948 r. zostat asystentem na Uniwersytecie Oksfordz-
kim w grupie zajmujacej si¢ projektowaniem i analiza eksperymentéw. W
1955 r. rozpoczatl prace w Atomic Energy Research Establishment w Harwell
koto Oksfordu.

Rysunek 22.1:
Hammersley (1920-2004)

Simon Ralph Broadbent urodzit si¢ w 1928 roku. Studiowatl inzynierig
w Cambridge, matematyke w Magdalen College w Oxfordzie (gdzie réwniez
pisal poezje) i rozpoczatl studia doktoranckie w dziedzinie statystyki w Im-
perial College w Londynie na temat Niektore badania odejscia od jednolitej
dyspersji. Podczas studiéw doktoranckich otrzymat wsparcie od British Coal
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Utilisation Research Association, aby zbada¢ problemy statystyczne, ktdre
moglyby by¢ zwiazane z produkcja wegla.

W 1954 roku w Royal Statistical Society w Londynie odbylo si¢ sympo-
zjum po§wigcone metodom Monte Carlo, sponsorowane przez Atomic Energy
Research Establishment. Metody te, zapoczatkowane w latach 40. przez
Johna von Neumanna, Stanistawa Ulama i Nicholasa Metropolisa w Los Ala-
mos Laboratory, wykorzystuja stochastyczne symulacje komputerowe do sza-
cowania nieznanych wielko$ci matematycznych. Hammersley przedstawit na
sympozjum w Londynie referat, ktéry przygotowal we wspodtpracy z Morto-
nem, kolega z Harwell. Referat ten zostat réwniez opublikowany w Journal
of the Royal Statistical Society. Podczas dyskusji po prezentacji na sympo-
zjum, Broadbent wspomniat o ciekawym problemie, ktéry mozna by zbadaé
przy uzyciu metody Monte Carlo: biorac pod uwage regularng sie¢ poréw
w dwéch lub trzech wymiarach, takich, ze dwa sasiednie pory sa potaczone
z prawdopodobienstwem p, jaka czg$¢ sieci bytaby wypetniona przez gaz,
gdyby zostat on wprowadzony przez jeden z tych poré6w? Broadbent w rze-
czywisto$ci myslat o projektowaniu masek przeciwgazowych dla gérnikéw,
a w szczegoblnosci o rozmiarze poréw, ktéry bylby niezbedny do ich funkcjo-
nowania.

Hammersley zaczat wtedy pracowaé z Broadbentem nad problemem ma-
ski przeciwgazowej. Zdali sobie sprawe, ze jest to tylko prototyp rodziny pro-
blemoéw, ktére nie zostaty jeszcze zbadane: deterministyczne rozprzestrzenia-
nie si¢ ,,plynu” (znaczenie zalezy od kontekstu) w przypadkowym oSrodku.
Hammersley nazwat to ,,perkolacja”, przez analogi¢ do tego, co dzieje si¢
w dzbanku do kawy. W Atomic Energy Research Establishment Hammersley
miat réwniez dostep do jednych z najpotezniejszych komputeréw swoich cza-
sow, aby testowaé metody Monte Carlo na problemach perkolacji.

W 1957 roku Broadbent i Hammersley opublikowali wreszcie pierwszy
artykul na temat matematycznej teorii perkolacji. Wsréd rozwazanych przez
nich przyktadéw znalazt si¢ model dynamiki populacji, a mianowicie roz-
przestrzenianie si¢ epidemii w sadzie. Zaklada si¢, ze drzewa w bardzo du-
zym sadzie sa umieszczone w wezlach kwadratowej sieci. Kazde z czterech
najblizej potozonych drzew od danego zainfekowanego drzewa ma prawdo-
podobieristwo p, ze jest rOwniez zainfekowane. Pytanie brzmi, czy duza
liczba drzew zostanie zainfekowana, czy tez epidemia pozostanie lokalna.
Zalezy to oczywiscie od prawdopodobienstwa p, ktére z kolei jest zwiazane
z odlegtoscia migdzy drzewami, czyli szerokoScia siatki sieci.

Broadbent i Hammersley rozpatrywali ograniczajacy przypadek, gdy sad
jest nieskoiiczony i obejmuje caty plaszczyzng, z jednym zainfekowanym
drzewem na poczatku. Niech f(p) bedzie prawdopodobiefistwem, ze nie-
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skoriczona liczba drzew zostanie zainfekowana z tego Zrédta. Mozna si¢ spo-
dziewad, ze f(p) bedzie rosnaca funkcja p, gdzie f(0) =01 f(1) = 1. Ich
gtéwnym wynikiem byto to, ze istnieje krytyczne prawdopodobienstwo p*,
0 < p* < 1, takie, ze:

* jesli p < p*,to f(p) =0, wiec tylko skoriczona liczba drzew jest zain-
fekowana;

* jesli p > p*, to f(p) > 01 nieskoriczona liczba drzew moze by¢ zain-
fekowana.

Dowdd polega na zbadaniu liczby réznych ,,samonieprzecinajacych si¢
$ciezek” na ptaszczyZnie startujacych ze zrédha infekcji. Sciezki te prze-
chodza przez pewna liczbe sasiadujacych drzew (pamigtajmy, ze kazde
drzewo ma czterech sasiadéw), nie odwiedzajac zadnego drzewa wigcej
niz raz. Samonieprzecinajaca si¢ $ciezka dtugosci n krokéw jest Sciezka
infekcji z prawdopodobienstwem p”, poniewaz infekcja moze by¢ prze-
niesiona z kazdego odwiedzonego drzewa na nastgpne z prawdopodo-
biefistwem p. Niech ¢(j,n) bedzie prawdopodobiefistwem, ze wsréd
wszystkich samonieprzecinajacych sig¢ Sciezek z n krokami, istnieje do-
ktadnie j takich Sciezek, ktére sa Sciezkami infekcji. Jezeli istnieje nie-
skoriczona liczba zainfekowanych drzew, to dla wszystkich liczb catko-
witych n istnieje przynajmniej jedna samonieprzecinajaca si¢ Sciezka o
n krokach, ktdra jest §ciezka infekcji. Zatem

0< f(p) < ) aq(in) <) jq(jn)

1 J

™
™

1

J

dla wszystkich n. Ale Y=, j q(j,n) jest oczekiwana liczba samonie-
przecinajacych si¢ Sciezek o n krokach, ktére sa Sciezkami infekcji.
Liczba ta jest réwna p",s(n), gdzie s(n) jest catkowita liczba samonie-
przecinajacych si¢ Sciezek o n krokach. Hammersley mégt pokazaé w
pracy towarzyszacej, ze s(n) rosnie jak ", gdy n — oo, gdzie K jest
nazywana stala taczaca. Jezeli p < e~ ¥, to p"s(n) zmierza do O przy
n— 4o i f(p) =0. Zatem p* > e ¥ > 0.

W praktyce lepiej jest wigc, gdy drzewa nie sa zbyt blisko siebie, aby
utrzymac p ponizej p* w przypadku epidemii. Ale im blizej sg drzewa, tym
wigksza produkcja z hektara. Trzeba znalez¢é kompromis.

Jak zauwazyli Broadbent i Hammersley, istnieje pewne podobiefistwo
migdzy istnieniem prawdopodobienistwa krytycznego w procesach perkola-
cyjnych a istnieniem progu w procesach gatazkowych (patrz rozdziat[7).
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Mozna sprébowaé oszacowa¢ numerycznie prawdopodobiernistwo krytyczne

p*. W tym celu ustalamy warto$¢ p i aproksymujemy nieskoniczona sie¢
przez skonczong sie¢ kwadratowa o rozmiarze N X N, gdzie N jest wystar-
czajaco duze. Przyjmijmy na przyklad, ze drzewo w Srodku sieci jest zain-
fekowane. Za pomoca komputera mozna losowo wybraé, ktére drzewa moga
zarazaé inne drzewa. Rysunek [22.2h i rysunek 22.2b pokazuja losowo wy-
brane Sciezki infekcji przy uzyciu krawedzi jak w grafie. Na rysunku 22.2h,
p jest mniejsze niz p*. Na rysunku 22.2p, p jest wigksze niz p*. Mozna ta-
two okreslié, ktére drzewa moga by¢ zainfekowane, czyli takie, do ktérych
mozna dotrze¢ Sciezka krawedzi zaczynajaca si¢ od zainfekowanego drzewa
w centrum. Na rysunkach sa one zaznaczone matymi czarnymi kwadratami.
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Rysunek 22.2: (a) Perkolacja z p = 0,4. (b) Perkolacja z p = 0,55.

Mozna wtedy sprawdzié, czy epidemia osiagnegta co najmniej granicg
sieci N x N. Jesli tak jest i jesli N jest wystarczajaco duze, mozna uznac, ze
liczba zainfekowanych drzew jest ,,prawie nieskoficzona”. Powtarzajac taka
symulacj¢ wiele razy, mozna znalez¢ przyblizong warto§¢ prawdopodobiefi-
stwa f(p), ze liczba zainfekowanych drzew jest nieskoriczona (jest to metoda
Monte Carlo). Wreszcie, pozwalajac p zmienia¢ si¢ w zakresie od 0 do 1,
mozna uzyskac przyblizenie progu p*, ktdry jest najmniejsza wartoscia taka,
ze f(p) >0, jesli p > p*.

Artykul Broadbenta i Hammersleya zawieral jedynie dowdd istnienia progu
p*. W kolejnych latach Hammersley kontynuowat rozwéj matematycznej
teorii perkolacji, a Broadbent zajat si¢ innymi zagadnieniami. Wraz z rozwo-
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jem komputeré6w w latach 70. XX wieku tatwiejsze stato si¢ przeprowadzanie
opisanych wyzej symulacji (rysunek 22.3). Wysunigto wéwczas przypusz-
czenie, ze p* = 1/2. Wynik ten zostat ostatecznie udowodniony w 1980 roku
przez Harry’ego Kestena z Uniwersytetu Cornella.

f(p)

1

Rysunek 22.3:  Prawdopodo-
biedistwo f(p), ze nieskoncze-
nie wiele drzew zostanie za-
infekowanych jako funkcja p.
Krzywa otrzymano przez prze- e P
prowadzenie 1000 symulacji na
sieci 200 x 200.

W latach 1959-1969 Hammersley pracowat w Instytucie Ekonomii i Sta-
tystyki na Uniwersytecie Oksfordzkim. Zostat cztonkiem Trinity College. W
1964 r. opublikowat we wspétpracy z Davidem Handscombem ksigzke Me-
tody Monte Carlo. W 1976 1. zostal wybrany do Royal Society. W 1987 roku
przeszedl na emeryture, ale nadal odwiedzat Oxford Centre for Industrial and
Applied Mathematics. Zmart w 2004 roku.

Broadbent doktoryzowat si¢ w Imperial College w 1957 roku. Znalazt
prace w firmie przemystowej, United Glass Bottle Manufacturers. Po dziesig-
ciu latach pracy w przemysle rozpoczat prace w agencji informacyjnej Lon-
don Press Exchange, ktéra zajmowala si¢ naukowymi badaniami czytelnic-
twa. W 1969 roku agencja zostata kupiona przez amerykanskg firme rekla-
mowg Leo Burnett. Broadbent pracowat nad tym, jak zmierzy¢ skutecznosé
reklamy i opublikowat kilka ksiazek na ten temat: Wydawanie pieniedzy na
reklame (1975), Budzet reklamowy (1989), Odpowiedzialna reklama (1997)
oraz Kiedy reklamowac (1999). W 1980 roku pomdgt zalozy¢ Advertising
Effectiveness Awards. Przez kilka lat pracowat w centrali Leo Burnett w Chi-
cago jako dyrektor ds. ekonomiki marki. Prowadzit réwniez wlasng firme
konsultingowa BrandCon Limited. Zmart w 2002 roku.
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Rozdziatl 23

Teoria gier i ewolucja (1973)

W 1973 roku Maynard Smith i Price opublikowali artykut analizujacy,
dlaczego zwierzeta unikaja uzywania swoich najgroZniejszych broni w
konfliktach wewnatrzgatunkowych. Ich model wykorzystywat teorig
gier i byl jednym z tych, ktére zapoczatkowaly zastosowanie tej ma-
tematycznej teorii do probleméw ewolucji.

John Maynard Smith urodzit si¢ w Londynie w 1920 roku. Jego ojciec,
ktéry byt chirurgiem, zmarl, gdy miat osiem lat. Maynard Smith uczyt si¢
w Eton College, a nastepnie rozpoczal studia inzynierskie w Trinity College
na Uniwersytecie Cambridge. Byt wéwczas cztonkiem Komunistycznej Par-
tii Wielkiej Brytanii. W 1939 r., kiedy wybuchta wojna, prébowatl zglosié
si¢ na ochotnika do wojska, ale zostal odrzucony z powodu stabego wzroku.
Skoniczyt studia inzynierskie i przez kilka lat pracowat przy projektowaniu
samolotow wojskowych. W koricu zdecydowat si¢ zwrdci¢ ku biologii, stu-
diujac genetyke w University College w Londynie pod kierunkiem Haldane’a.
W 1952 r. zostal wyktadowca zoologii. Po wydarzeniach na Wegrzech w
1956 r. wystapit z partii komunistycznej. W 1958 r. ukazata si¢ jego pierw-
sza ksiazka Teoria ewolucji. W 1965 r. zostal profesorem biologii na nowo
powstatym Uniwersytecie w Sussex. Opublikowal wéwczas dwie kolejne
ksiazki: Matematyczne idee w biologii (1968) i O ewolucji (1972).

Rysunek 23.1:
Maynard Smith (1920-2004)

George R. Price urodzit si¢ w 1922 r. w USA. Studiowat chemi¢ na Uni-
wersytecie w Chicago, uzyskujac tytul doktora w 1946 r., po tym jak praco-
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wal przy Projekcie Manhattan, budujac bombe atomowa. W 1950 r. zostat
pracownikiem naukowym w dziedzinie medycyny na Uniwersytecie Minne-
sota. PéZniej pracowat jako niezalezny dziennikarz dla réznych czasopism, a
nastgpnie powrdcit do badan w IBM. W 1967 r., po leczeniu raka tarczycy,
osiadl w Anglii i zajal si¢ studiowaniem zupetnie innego przedmiotu: biolo-
gii ewolucyjnej. Od 1968 r. pracowal w Londynie w Galton Laboratory w
University College. Jego pierwsza praca w tej nowej dziedzinie, Selekcja i
kowariancja, zostata opublikowana z pomoca W. D. Hamiltona w numerze
Nature z 1970 1. i zawierala to, co dzi§ nazywamy réwnaniem Price’a.

Price ztozyl réwniez kolejna pracg do Nature, tym razem na temat kon-
fliktéw miedzy zwierzgtami. Nie mial on jednak odpowiedniego formatu
dla tego czasopisma. Maynard Smith, ktéry byt recenzentem, zasugerowat
wigc przygotowanie krétszej wersji. Price zaczat pracowaé nad czyms in-
nym, podczas gdy Maynard Smith zaczat rozwija¢ pomyst Price’a na wlasng
reke. W koncu Maynard Smith i Price opublikowali wspélny artykut zatytu-
towany Logika konfliktu zwierzqt, ktéry Nature opublikowato w 1973 roku.
Artykut ten stanowit interesujacy wktad do wykorzystania teorii gier w bio-
logii ewolucyjnej. Wczesniej teoria gier byta rozwijana gtéwnie na potrzeby
ekonomii i polityki, zwlaszcza po wydaniu w 1944 roku ksiazki Johna von
Neumanna i Oskara Morgensterna pt. Teoria gier i zachowania ekonomiczne.
Punktem wyjscia dla Maynarda Smitha i Price’a bylo nastgpujace pytanie:
jak to si¢ dzieje, ze w konfliktach migdzy zwierzgtami tego samego gatunku
rzadko kiedy ,,bron”, ktéra dysponuja (rogi, pazury, jad itp.) jest uzywana do
zabijania? Zgodnie z ideami Darwina dotyczacymi walki o zycie, bardziej
agresywne zwierzgta powinny wygrywac wigcej walk i mie¢ wigksza liczbe
potomstwa, co prowadzi do eskalacji uzycia ,,broni”. Zauwazmy, ze byt to
czas zimnej wojny, wigc temat mial réwniez posmak polityczny.

Maynard Smith i Price wyobrazili sobie sekwencje gier, w ktérych dwa
zwierzgta moga konkurowaé o zaséb, na przyktad terytorium w korzystnym
siedlisku. W uproszczonej prezentacji, ktérej Maynard Smith uzyt w swojej
ksiazce Ewolucja i teoria gier z 1982 roku, kazde zwierz¢ przyjmuje albo
strategi¢ ,,jastrzebia”, albo ,,gotgbia”. W dalszej czgSci méwimy po prostu
o jastrzebiach i gotebiach, ale mamy na mysli strategie przyjmowane przez
zwierzgta tego samego gatunku. Niech V > 0 bedzie wartoScig zasobu: jesli
% jest normalng Srednig liczba potomstwa zwierzecia, to zwycigzca konku-
rencji ma Srednio %y + V potomstwa.

Jesli jastrzab spotka innego jastrzgbia, to walcza o zaséb: zwycigzca
otrzymuje zaséb o wartosci V, przegrany ponosi ,.koszt” C > 0. Kazdy z
dwdch jastrzebi ma prawdopodobienistwo réwne 1/2 wygranej w rywalizacji
i takie samo prawdopodobienistwo przegranej. Oczekiwana wyplata z walki
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miedzy dwoma jastrzgbiami wynosi zatem % (V —C) dla dwéch konkuren-
tow. Jesli jednak jastrzab spotka golebia, to jastrzab zdobywa zaséb V, gotab
ucieka bez walki, a koszt wynosi 0. Wreszcie, jesli spotkaja si¢ dwa gole-
bie, jeden z nich otrzymuje zaséb V, drugi ucieka bez walki i bez kosztéw.
Kazdy z dwoch gotebi ma takie samo prawdopodobieristwo 1/2 wygranej,
oczekiwana wyptata w przypadku spotkania dwéch golebi wynosi wige V /2.
Wyptaty te mozna podsumowac jak w tabeli[23.1]

Tablica 23.1: Oczekiwane wyplaty w grze jastrzab-gotab.

jastrzab  gotab

wyplata jastrzebia przeciwko... % (Vv-0) Vv
wyplata gofebia przeciwko... 0 V/2

Bardziej ogélnie, mozna sobie wyobrazi¢ walki pomigdzy osobami, ktére
mogg przyjaé jedng z dwdch strategii, nazwijmy je 11 2, z macierza oczeki-
wanych wyptat (G; j)1<i j<2. W powyzszym przykladzie jastrzebie postepuja
zgodnie ze strategia 1, a golebie zgodnie ze strategia 2, G| = %(V -0),
Gip =V, Goy =0 oraz Gop =V /2. W oryginalnym artykule z 1973 r,,
Maynard Smith i Price w rzeczywisto$ci wykorzystali juz symulacje kom-
puterowe do przetestowania wigcej niz dwéch mozliwych strategii (byty one
nazywane jastrzgbiem, mysza, tyranem, odwetowcem i prowokatorem).

WyobraZzmy sobie teraz duza populacje zwierzat tego samego gatunku z
proporcja x, jastrzgbi i proporcja 1 — x,, gotebi w pokoleniu n. Jastrzgbie w
pokoleniu n maja Srednig liczbg potomstwa réwna

Ri(n) =Zo+x,G1.1+(1—x,)G12. (23.1)
Podobnie, gotgbie maja Srednig liczbg potomstwa réwna
Ro(n) = %o+ x,G21+ (1 —x,) G2 (23.2)
Srednia liczba potomstwa w catej populacji wynosi zatem
R(n) =x,R1(n)+ (1 —x,)Ra(n).

Zapominajac o mozliwych subtelnosciach zwigzanych z rozmnazaniem picio-
wym, widzimy, ze udziat jastrzgbi w nastgpnym pokoleniu wynosi

Xut1 =Xy R1(n)/R(n). (23.3)
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Stad x,+1 > Xy, jeSli Ry (n) > R(n) 1 X441 < Xp, jesSli Ry (n) < R(n). Istnieja
trzy mozliwe stany stacjonarne: x =0, x = 1 oraz
o Gip—Gop
Gy1—Gi11+Gi12—Gop

pod warunkiem, ze 0 < x* < 1. W grze jastrzab-gotab, x* =V /C < 1 pod
warunkiem, ze V < C.

Rzeczywiscie, x = 0 jest oczywistym stanem stacjonarnym dla (23.3).
Jesli x # 0 jest kolejnym stanem stacjonarnym, to R} =R =xR; + (1 —
X)R. Zatem albo x = 1, albo R; = R,. Ta druga mozliwos¢ jest réwno-
wazna xG1,1 + (1 —x) Gi2 = xGa,1 + (1 — x) G22, co daje stan stacjo-
narny x*.

Stan stacjonarny x = 1 odpowiada populacji, w ktérej 100 % osobnikéw
stosuje strategi¢ 1. Ten stan stacjonarny jest stabilny, jesli nie moze zostaé za-
atakowany przez kilka osobnikéw stosujacych strategie 2. Z (23.3) widzimy,
ze ten warunek jest réwnowazny temu, ze Ry (n) > R(n) dla wszystkich x,, wy-
starczajaco bliskich 1. Poniewaz R(n) = x, Ri(n) + (1 — x,) R2(n), warunek
staje si¢ R{(n) > Rp(n) dla wszystkich x,, dostatecznie bliskich 1. Patrzac
na wyrazenia (23.1)-(23.2) R; i R», dochodzimy do wniosku, ze x =1 jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z dwéch ponizszych
warunkow:

* G111 >Gyp;
. G171 = G2ﬁ1 oraz G1,2 > G2’2.

Jesli tak, to méwi sig, ze strategia 1 jest strategia ewolucyjnie stabilng. W
grze jastrzab—gotab, warunek G, > G, jest zawsze prawdziwy. Tak wigc
strategia jastrzebia jest ewolucyjnie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy G11 >
Gy, czyliV > C.

Stan stacjonarny x = 0 odpowiada populacji, w ktérej wszystkie osobniki
stosuja strategi¢ 2. Sytuacja ta jest symetryczna do poprzedniej, jesli zamie-
nimy indeksy 11 2. W grze jastrzab - gotab mamy Gi> =V > G, =V/2,
wigc stan stacjonarny x = 0 jest zawsze niestabilny. Wprowadzenie niewiel-
kiej liczby jastrzgbi do populacji gotebi doprowadzitoby do stopniowej inwa-
Zji jastrzebi.

Podobnie, mozna pokazaé, ze trzeci stan stacjonarny x*, pod warunkiem
0 < x* < 1, jest zawsze stabilny. W grze jastrzab-gotab, x* = V /C odpowiada
populacji mieszanej, w ktdrej sa zaréwno jastrzebie, jak i gotebie.
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Podsumowujac, w grze jastrzab-gotab mozna wyrézni¢ dwa przypadki.
Jesli V > C, tzn. jesli warto$¢ zasobu jest wigksza od mozliwego kosztu, to
populacja dazy do stanu stacjonarnego z jastrzebiami, ale bez gotebi, nieza-
leznie od stanu poczatkowego x(0) z 0 < x(0) < 1. Strategia jastrzebia jest
wtedy ewolucyjnie stabilng strategia. Jesli, dla kontrastu, V < C, wtedy po-
pulacja dazy do mieszanego stanu stacjonarnego z proporcja x* jastrzgbi i
proporcja 1 —x* gotebi. Model ten daje wigc wyjasnienie, dlaczego osobniki
o mniej agresywnych zachowaniach moga przetrwaé, gdy V < C. Ze wzoru
x* =V /C wynika ponadto, ze im wyzszy koszt C dla przegranych, tym mniej-
szy udziat x* jastrzebi w populacji. Stad gatunki posiadajace najgrozniejsza
,,bron” rzadko uzywaja jej do walk wewnatrzgatunkowych: wola bezkrwawe
walki rytualne, w ktérych konkurujace ze sobg zwierzeta staraja si¢ zrobié na
sobie wrazenie, ale unikaja prawdziwych walk, ktére mogtyby spowodowaé
obrazenia.

Oryginalny artykul Maynarda Smitha i Price’a z 1973 roku omawiat kon-
cepcje ewolucyjnie stabilnej strategii i wykorzystywat gtéwnie komputerowe
symulacje konkurséw zwierzecych, rejestrujac wyplaty réznych strategii. Po-
dejscie wykorzystujace rownania dynamiczne, takie jak (23.3)), zostato rozwi-
nigte nieco pdzniej, w szczegélnosci przez Taylora i Jonkera. Od tego czasu
wielu autor6w zastosowato idee z teorii gier do zagadnien biologii ewolucyj-
nej lub odwrotnie, zastosowato dynamiczne podejscie ewolucyjne do bardziej
klasycznych probleméw teorii gier. Poza pytaniami dotyczacymi konfliktéw
miedzy zwierzgtami, mozna przytoczy¢ na przyktad problemy inwestycji ro-
dzicielskich lub stosunku pici (stosunek liczby samcéw i samic przy urodze-
niu), te ostatnie byly badane juz przez Carla Diisinga w 1884 roku i przez
Ronalda Fishera w jego ksiazce z 1930 roku Genetyczna teoria doboru natu-
ralnego. Niektére inne modele koncentruja si¢ na dynamicznych aspektach
»~dylematu wigZnia” lub gry w kamien-papier-nozyce. Uswiadomiono sobie
réwniez, ze pojecie ewolucyjnie stabilnej strategii jest blisko zwiazane z po-
jeciem rownowagi Nasha w teorii gier.

Price, ktéry byt przekonanym ateista, miat mistyczne do§wiadczenie w
1970 roku i nawrdcit si¢ na wiarg chrzescijanska. Zrezygnowal z badan w
1974 r., poniewaz czul, ze ,teoretyczna genetyka matematyczna, ktéra si¢
zajmowal, nie byla zbyt istotna dla ludzkich probleméw”. Wszystkie swoje
rzeczy oddal bezdomnym, a kilka miesigcy pdZniej popetnil samobdjstwo.

Maynard Smith, w przeciwiefistwie do niego, kontynuowat ten kierunek
mySlenia i zostal wybrany do Royal Society w 1977 roku. Opublikowat wiele
ksiazek: Modele w ekologii (1974), Ewolucja ptci (1978), Ewolucja i teo-
ria gier (1982), Problemy biologii (1986), Czy Darwin miat racje? (1988) i
Genetyka ewolucyjna (1989). Opublikowatl takze we wspotpracy z E. Szath-
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marym Gfowne przejscia w ewolucji (1995) oraz Pochodzenie Zycia: Od na-
rodzin Zycia do powstania jezyka (1999). W 1985 r. przeszedt na emeryture.
W 1999 roku otrzymat nagrode Crafoorda w dziedzinie nauk biologicznych
od Krdlewskiej Szwedzkiej Akademii Nauk za ,,podstawowy wklad w rozwdj
pojeciowy biologii ewolucyjnej”. W 2003 r. opublikowat we wspétpracy z
D. Harperem Sygnaty zwierzqt. Zmart w Sussex w 2004 roku.
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Rozdzial 24

Chaotyczne populacje (1974)

W 1974 roku Robert May, australijski fizyk, ktory stat si¢ ekologiem, ba-
dat dyskretne réwnanie logistyczne jako model dynamiki populacji. Za-
uwazyl, ze pojawiaja si¢ nieoczekiwane bifurkacje, a zachowanie asymp-
totyczne moze by¢ nawet chaotyczne. Tak wigc dlugoterminowe prze-
widywania mogg by¢ niemozliwe nawet w przypadku prostego modelu
deterministycznego. Artykul Maya byl jednym z tych, ktére zapoczat-
kowaty ,.teori¢ chaosu”.

Robert McCredie May urodzit si¢ w 1936 roku w Australii. Po studiach z
zakresu fizyki teoretycznej i uzyskaniu doktoratu na Uniwersytecie w Sydney
w 1959 r. spedzit dwa lata na wydziale matematyki stosowanej na Uniwersy-
tecie Harvarda. Po powrocie do Australii zostat profesorem fizyki teoretycz-
nej. W 1971 roku, podczas pobytu w Institute for Advanced Study w Prince-
ton, zmienit tematyke badan i zajat si¢ dynamika populacji zwierzat. W 1973
1. zostal profesorem zoologii w Princeton. W tym samym roku opublikowat
ksiazke zatytutowana Stabilnos¢ i ztoZonos¢é w modelowych ekosystemach.

Rysunek 24.1:
Robert M. May (1936-2020)

W 1974 roku May opublikowat w Science artykut zatytulowany Popula-
cje biologiczne z nienaktadajqcymi si¢ pokoleniami: stabilne punkty, stabilne
cykle i chaos, w ktérym pokazatl, ze bardzo proste modele matematyczne w
dynamice populacji moga zachowywac si¢ w sposéb chaotyczny.

Aby zrozumie¢ genezg tego problemu, nalezy cofnac si¢ w czasie o okoto
dziesig¢ lat. W 1963 roku Edward Lorenz, amerykanski meteorolog pra-
cujacy w Massachusetts Institute of Technology (M.I.T.), zauwazyt podczas
symulacji numerycznych na swoim komputerze, ze uproszczony model at-
mosfery z trzema tylko réwnaniami rézniczkowymi moze zachowywaé si¢
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w bardzo zaskakujacy spos6b: niewielka zmiana warunkéw poczatkowych
moze calkowicie zmieni¢ koricowy wynik symulacji, a wigc i prognozy me-
teorologiczne. Matematyk Henri Poincaré, po tym jak pracowat nad ruchem
planet w Uktadzie Stonecznym, mysSlat o takiej mozliwosci juz na poczatku
XX wieku, na dlugo przed era komputeréw. Jednak na poczatku lat 70. tylko
kilku badaczy zaczeto przygladac sig blizej tej dziwnej wtasciwosci. Na Uni-
wersytecie w Maryland James Yorke zastanawial si¢ nad pracami Lorenza i
wprowadzit w tym kontekscie termin ,,chaos”. Artykul, ktéry napisal wraz
ze swoim studentem Tien-Yien Li, zatytutowany Okres trzeci oznacza chaos,
ukazat sig w 1975 rokLﬂ

W swoim podejsciu May skupial si¢ na modelu p,+1 = p, +ap,(1 —
pn/K), gdzie a i K sa dodatnimi parametrami, a p, oznacza wielko$¢ po-
pulacji zwierzat w roku n. Gdy p, jest mate w poréwnaniu z no$noscia K,
dynamika jest bliska wzrostowi geometrycznemu p,.| =~ (1 +a) p,. Pelne
réwnanie jest swego rodzaju analogiem réwnania logistycznego z czasem
dyskretnym wprowadzonego przez Verhulsta (patrz rozdziat [). Jednak w
przeciwienstwie do tego ostatniego, May pokazat, ze réwnanie z czasem dys-
kretnym moze mie¢ znacznie bardziej zaskakujace zachowanie, ktére tatwo
zaobserwowac na prostym kalkulatorze kieszonkowym wykonujacym doda-
wanie i mnozenie (rysunek 24.2). Maynard Smith rozwazat juz réwnanie
DPnt1 = pn+apy(1—p,/K) w swojej ksiazce Matematyczne idee w biologii
z 1968 roku. Ale pomimo wyprébowania kilku wartosci liczbowych dla a,
nie zdawal sobie sprawy, ze jest to co$ szczegdlnego.

Rysunek [24.2] ktory jest podobny do tego z artykutu Maya z 1974 roku,
pokazuje, ze populacja p, zbiega do stanu stacjonarnego, gdy 0 < a < 2.
Gdy 2 < a < 2,449 (gérna granica 2,449 jest przyblizeniem), populacja p,
zmierza do cyklu o okresie 2. Gdy 2,450 < a < 2,544, populacja p, dazy do
cyklu o okresie 4. Gdy 2,545 < a < 2,564, to populacja p, zmierza do cyklu o
okresie 8 itd. Przedziaty parametru a, dla ktérych p, dazy do cyklu o okresie
2" zmniejszaja si¢ wraz ze wzrostem n i1 nigdy nie przekraczaja 2,570. Gdy
a > 2,570, p, moze zachowywac si¢ w sposéb ,,chaotyczny”.

W 1976 r. May napisat prace przegladowa, opublikowana w Nature, zaty-
tutowana Proste modele matematyczne o bardzo skomplikowanej dynamice.
Zebral tam nie tylko wlasne wyniki, ale takze wyniki innych badaczy. Po

pierwsze, dobierajac x, = K?l’i:a) ir=1+a (tak, ze r > 1), widzimy, ze

1Co ciekawe, bardziej ogélny wynik zostat udowodniony przez O. M. Szarkowskiego w 1964
roku, ale jego artykut opublikowany w ukraifiskim czasopi$mie matematycznym nie byt dobrze
znany.
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Rysunek 24.2: Na wszystkich rysunkach: n znajduje si¢ na osi poziomej, p, na osi
pionowej, a pg = K/10. Linie otrzymujemy przez potaczenie punktéw o wspét-
rzgdnych (n,p,). U géry po lewej: 0 < a < 2 (stan stacjonarny). Géra po prawej:

2 < a < 2,449 (okres 2 cyklu). Na dole po lewej: 2,450 < a < 2,544 (okres 4 cyklu).
Prawy dolny: 2,570 < a < 3 (prawdopodobnie chaos).

réwnanie p,.| = p,+ap,(1 — p,/K) mozna przepisaé w prostszej postaci
Xptr1 =1x, (1—x5) . (24.1)

Aby to réwnanie mialo znaczenie w dynamice populacji, x, powinno by¢
nieujemne dla wszystkich n. Zaktadamy wigc, ze warunek poczatkowy xy
spetnia 0 < xg < 1 oraz ze r < 4. Ten ostatni warunek zapewnia, Ze prawa
strona pozostaje pomigdzy 0 a 1. Co ciekawe, chaotyczny przypa-
dek r = 4 byl tez uzywany jako generator liczb losowych przez Stanistawa
Ulama i Johna von Neumanna juz w 1947 roku. Jesli wprowadzimy funkcje
f(x) = rx(1 —x), wtedy réwnanie mozna przepisaé jako x,+1 = f(x,),
a stanami stacjonarnymi sa rozwiazania x = f(x). Graficznie sa to punkty
przecigcia krzywych y = f(x) i y = x (rysunek 24.3). Zauwazmy, ze x = 0
jest zawsze stanem stacjonarnym. Poniewaz r > 1, istnieje tez inny stan sta-
cjonarny x* > 0 taki, ze x* = rx* (1 —x*), czylix* =1—1/r.

Poniewaz r > 1, stan stacjonarny x = 0 jest niestabilny. W istocie, gdy x,
jest bliskie 0, mamy x,.1 = rx,. Zatem x,, dazy do oddalania si¢ od 0. Jesli
chodzi o stan stacjonarny x*, to jest on lokalnie stabilny tylko dla 1 < r < 3.

W istocie, podstawmy y, = x, —x*. Wtedy (24.1) jest réwnowazne
Y1 = (2—r—ryn)y,. Jesli x, jest bliskie x*, to y, jest bliskie O i
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L X1

Rysunek 24.3: Funkcja y = f(x), linia prosta y = x, stan stacjonarny x* oraz ciag
zdefiniowany przez x,.1 = f(x,). Gora: r = 2,75, ciag dazy do x*. Dét: r = 3,4, stan
stacjonarny x* jest niestabilny, a ciag dazy do cyklu o okresie 2.

X

Y1 = (2—r)yn. Ale jesli y,p1 = kyn, to y, = K"y tak, ze y, — 0,
gdy n — oo wtedy i tylko wtedy, gdy —1 < k < 1. Tutaj stan stacjonarny
x* jest lokalnie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy —1 <2 —r < 1, tzn.
1 <r<3.

Gdy 1 < r < 3, mozna pokazac, ze dla wszystkich warunkéw poczatko-
wych 0 < xg < 1, ciag x,, rzeczywiscie dazy do x* (rysunek [24.3h). Ale co si¢
dzieje, gdy 3 < r < 4? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, zauwazmy najpierw,
ze Xy12 = f(xnt1) = f(f(x)). Wprowadzamy funkcje f>(x) = f(f(x)) =
r?x(1—x) (1 —rx(1—x)) i rozwazamy rozwiazania réwnania x = f>(x),
ktére nazywamy punktami statymi funkcji f>(x). Graficznie sa to punkty
przecigeia krzywych y = fo(x) i y = x (rysunek 24.4).

Jesli x = f(x), to x = f(f(x)) = fa(x). Zatem x =01 x = x* sa réwniez
punktami statymi funkcji f>(x). Ale gdy r > 3, to funkcja f>(x) ma jeszcze
dwa inne punkty stale, x_ i x;, takie, ze f(x_) = x4 1 f(x;) =x_.

Rzeczywicie zauwazamy, ze f(x) = f'(f(x)) f'(x) aby f3(x*) = [f'(x*)]?
Ale f'(x) = r(1 —2x) oraz x* = 1 —1/r. Wigc f'(x*) =2 —r oraz
f3(x*) = (2—r)%. Stad nachylenie funkcji f»(x) przy x = x* jest ta-
kie, ze f3(x*) > 1, jesli r > 3. Ale poniewaz f>(0) =0, f5(0) = r> > 1
oraz f>(1) = 0, widzimy na rysunku , Ze istnieja koniecznie dwa
inne rozwiazania x_ i x4 réwnania x = f»(x), przy czym 0 < x_ < x*
ix* <xi < 1. Inny sposéb dojscia do tego samego wniosku polega na
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0 Xt 1 0 - X xt 1
Rysunek 24.4: Krzywe y = f»(x) = f(f(x)) i y = x oraz stan stacjonarny x*. Gora:
r=2,75. D6t: r = 3,4 i dwa inne rozwigzania x_ i x4 réwnania x = f>(x).

rozwiazaniu réwnania x = f>(x), ktdre jest rtéwnaniem wielomianowym
stopnia 4 z dwoma znanymi pierwiastkami: x = 0 i x = x*. Dwa pozo-
state rozwiazania x_ i x4 sa pierwiastkami wielomianu

1 |
R (24.2)

r r?

Sa one prawdziwe, jesli wyrdznik jest dodatni, tzn. jesli » > 3. Ponie-
waz fo(f(x-)) = f(f(f(x-))) = f(fa(x-)) = f(x-), punkt f(x_) jest
réwniez punktem statym f>(x). Ale f(x_) # x_, bo x_ nie jest punk-
tem statym f(x). I f(x_) # x*, bo inaczej mielibySmy x_ = f(f(x_)) =
f(x*) = x*. Poniewaz f(x_) # 0, wnioskujemy, ze f(x_) = x+. Analo-
gicznie, f(xy) =x_.

Stad dla r > 3 widzimy, ze jeslinp. xo =x_, tox] =Xy, X =X_, X3 =X4
itd. Mozna tez pokazac, ze dla prawie kazdego warunku poczatkowego 0 <
xo < 1, ciag x,, dazy przy n — —+oo w kierunku cyklu o okresie 2 x_, x4, x_, x4,
itd. (rysunek[24.3p i[24:4p). Cykl ten pozostaje stabilny tak dtugo, jak dtugo r
jest mniejsze od wartosci krytycznej r; = 1+1/6 ~ 3,449, gdzie f5(x_) = —1.

Widzimy, korzystajac z (24.2)), ze

A = ) F ) = ) ) = P (1=2x) (1 -2x)
=r2(1=2(x; +x_)+4xx )= —r*+2r+4.
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Zatem f}(x_) = —1 jesli —r2 +2r+5 =0, a w szczegdlnosci jesli r =

1+6.

Dla r < r < ry, cykl o okresie 4 staje si¢ stabilny: pojawiaja si¢ cztery
nowe punkty stale nastepujacej funkcji f2(x) = f2(f2(x)) = F(F(F(F()))
(rysunek[24.5h). Dla ry < r < r3 jest to cykl o dtugosci 8, itd. Liczby r, zmie-
rzaja do granicy r. ~ 3,570, gdy n — +oo. Gdy r. < r < 4, uktad moze by¢
nawet chaotyczny! Rysunek ?ﬂ) przedstawia wykres bifurkacyjny, ktéry
pokazuje ztozono$¢ dynamik

p

0 X= XXt 1o %25 3 35 ar
Rysunek 24.5: (a) Krzywa y = f4(x) gdy r = 3,5 oraz prosta y = x. Oprécz x*, x4
i x_ istnieja jeszcze cztery inne punkty state, ktére nie sg tatwe do odréznienia. (b)
Wykres bifurkacyjny réwnania 24.1).

R. M. May na zakoniczenie zwrdcit uwage na fakt, ze nawet bardzo proste
uktady dynamiczne moga mie¢ bardzo skomplikowane zachowanie. Nie jest
to specyficzne dla réwnania x| = r,X,, (1 —x,,). Ta sama ,,kaskada podwaja-
nia okreséw” prowadzaca do chaosu pojawia si¢ dla innych réwnan z funkcja
f(x) majaca ksztalt ,,garbka”. Tak jest na przyktad w przypadku innego réw-
nania uzywanego w biologii populacyjnej: x,11 = x, exp(r(l —x,)).

Badanie to sugeruje, ze nie nalezy si¢ dziwié, jesli wiele zbioréw da-
nych dotyczacych dynamiki populacji jest trudnych do analizy. Model ten
pokazuje réwniez, ze rozréznienie pomigdzy modelami deterministycznymi i
stochastycznymi nie jest tak wyrazne, jak wczesniej sadzono: nawet w przy-
padku prostego modelu deterministycznego, niemozliwe moze by¢ tworzenie

2Wykres ten otrzymali§my wykreslajac dla kazdej danej wartosci r punkty o wspétrzednych
(r,%200)> (r,%201)5 - - +» (r,X220), gdzie x40 = f(xp) i xo = 0,1. Jezeli x, dazy do stanu stacjonar-
nego, to na wykresie widzimy tylko jeden punkt. Jesli x,, dazy do cyklu o okresie 2, to widzimy
dwa punkty itd.
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dlugoterminowych prognoz, jesli parametry znajduja si¢ w rezimie chaotycz-
nym.

W 1979 r. May zostat wybrany do Royal Society. Od 1988 do 1995
r. byl profesorem na Uniwersytecie Oksfordzkim i w Imperial College w
Londynie. Od 1995 do 2000 r. byt gléwnym doradca naukowym rzadu bry-
tyjskiego. W 1996 r. otrzymatl nagrode Crafoorda ,,za pionierskie badania
ekologiczne dotyczace teoretycznej analizy dynamiki populacji, spoteczno-
Sci i ekosysteméw”. Z ekologii zwrdcil si¢ ku epidemiologii i immunologii,
publikujac dwie ksiazki: Choroby zakaZne cztowieka (1991, z Royem An-
dersonem) i Dynamika wirusow (2000, wraz z Martinem Nowakiem). Ta
ostatnia ksiazka analizuje interakcj¢ pomigdzy komdrkami uktadu odporno-
Sciowego a HIV (wirusem wywolujacym AIDS) jako pewnego rodzaju uktad
drapieznik-ofiara (patrz rozdziat[T3). Od 2000 do 2005 roku May byt preze-
sem Royal Society. W 1996 roku zostat pasowany na rycerza, a w 2001 roku
zostal dozywotnim cztonkiem Towarzystwa. Zmart w 2020 roku.
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Rozdziat 25

Chinska polityka jednego dziecka (1980)

W 1980 roku Song Jian i jego wspétpracownicy, ktérzy byli specjali-
stami w dziedzinie teorii sterowania stosowanej w inzynierii przestrzeni
powietrznej, obliczyli, ze jesli wskaznik urodzei w Chinach utrzyma si¢
na obecnym poziomie, to w XXI wieku liczba ludnosci przekroczy dwa
miliardy. Ich wyniki, oparte na modelu matematycznym o strukturze
wiekowej, przyczynily si¢ do podjecia przez rzad decyzji o wprowadze-
niu polityki jednego dziecka.

Song Jia urodzit sig w 1931 r. w Rongcheng w chinskiej prowincji
Shandong. W latach 50. studiowat w Zwiazku Radzieckim na Moskiewskim
Paristwowym Uniwersytecie Technicznym im. Baumana oraz na Wydziale
Matematyki i Mechaniki Moskiewskiego Uniwersytetu Paistwowego. Na-
stepnie wrécit do Chin i zostal kierownikiem Biura Badari Cybernetycznych
w Instytucie Matematycznym Chinskiej Akademii Nauk. Byt specjalista w
zakresie zastosowania teorii sterowania do naprowadzania pociskéw. Pra-
cowal rowniez dla Siédmego Ministerstwa Budowy Maszyn, ktére pdzniej
przemianowano na Ministerstwo Lotnictwa i Kosmonautyki. W 1978 r. za-
czat koncentrowacd si¢ na zwiazkach migedzy teoria sterowania a demografia.

Rysunek 25.1: Song Jian

Aby zrozumie¢ kontekst pracy Song Jian’a nad dynamika populacji, na-
lezy najpierw wyjasni¢ czym jest ,teoria sterowania”. Jest to nauka o sys-
temach dynamicznych, ktérych zachowanie zalezy od pewnych parametréw,

ISong to nazwisko rodowe. Jest ono zawsze zapisywane jako pierwsze w jezyku chifiskim.
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ktére moga by¢ modyfikowane w miarg uptywu czasu w celu optymalizacji
danego kryterium. Teoria ta byta szczegdlnie rozwijana w zwiazku z progra-
mami kosmicznymi w USA i ZSRR. Istotnie, inzynierowie musieli ,,kontro-
lowac” trajektori¢ wahadtowcéw kosmicznych, aby wynie$¢ satelity na or-
bite okoloziemska. Ale zastosowania nie byly ograniczone do probleméw
fizycznych czy inzynieryjnych. Polityka kontroli urodzefi moze by¢ réwniez
traktowana jako pewnego rodzaju problem optymalnej kontroli w sensie ma-
tematycznym.

Nalezy réwniez wspomniec o eseju zatytulowanym Granice wzrostu: Ra-
port dla Klubu Rzymskiego na temat trudnej sytuacji ludzkosci, opublikowa-
nym w 1972 roku i napisanym przez grupe z Massachusetts Institute of Tech-
nology (M.I.T.). Studium to opierato si¢ na matematycznym modelu §wiato-
wego wzrostu gospodarczego, ktéry uwzgledniat zasoby naturalne, wielko$¢
populacji i zanieczyszczenie Srodowiska. Raport sugerowal, ze §wiatowa go-
spodarka zmierza ku katastrofie z powodu wyczerpania nieodnawialnych za-
sob6w, braku zywnosci dla ludnosci lub nadmiaru zanieczyszczen. Dobro-
wolne ograniczenie urodzein byto jednym z proponowanych rozwiazan. Pod-
sumowujac, byla to swego rodzaju nowoczesna wersja tez Malthusa. Raport
odbit sie szerokim echem na Zachodzie w latach 70.

Od czasu powstania Republiki Ludowej w 1949 r., chinski przyrost natu-
ralny byt bardzo wysoki, z wyjatkiem katastrofalnego ,,Wielkiego Skoku Na-
przéd”. W potowie lat 70-tych Chiny powoli dochodzity do siebie po rewolu-
cji kulturalnej. Planowanie rodziny naktaniato kobiety do opdZniania decyzji
o pierwszym dziecku, do wydtuzania czasu pomigdzy kolejnymi dzie¢mi i do
posiadania mniejszej liczby dzieci. Deng Xiaoping, ktéry wylonit si¢ jako
nowy przywoédca po $mierci Mao Zedonga w 1976 r., rozpoczat w 1978 .
polityke ,.czterech modernizacji”: rolnictwa, przemystu, nauki i technologii
oraz obrony narodowej. Wielko$¢ i wzrost populacji Chin byty wéwczas po-
strzegane jako istotne przeszkody dla tych modernizacji. Naukowcy, ktérzy
do tej pory pracowali nad zastosowaniami wojskowymi, zostali zachgceni do
znalezienia rozwiazarn dla tego trudnego problemu.

Majac takie podstawy, Song Jian udatl si¢ w 1978 roku do Helsinek na
kongres Migdzynarodowej Federacji Automatyki. Zauwazyl tam, ze niekt6-
rzy badacze w Europie probowali zastosowaé teori¢ kontroli do probleméw
populacyjnych z mysla, ze Scista kontrola urodzeii mogtaby ostatecznie za-
pobiec katastrofom zapowiedzianym w raporcie Granice wzrostu gospodar-
czego. Po powrocie do Chin zalozyt maly zespo6t, w sktad ktérego weszli
jego kolega Yu Jingyuan i ekspert komputerowy Li Guangyuan, aby zastoso-
waé ten rodzaj modelowania matematycznego do danych dotyczacych chif-
skiej populacji. W tamtych czasach komunikacja naukowa migdzy Chinami
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a reszta §wiata byta znikoma. Zesp6t opracowat na nowo réwnania opisujace
ewolucje struktury wiekowej populacji, w taki sam sposéb, w jaki zrobili to
Lotka i McKendrick (patrz rozdziaty [I0]i[I6). Uzywajac modelu z czasem
ciagltym z nastgpujacymi oznaczeniami

* P(x,t) wielkos§¢ populacji w wieku x w czasie t;
* m(x) $miertelnosé¢ w wieku x;
* Py(x) struktura wieku populacji w czasie t = 0;

* b(t) dzietnos¢ kobiet w czasie ¢, tj. Srednia liczba dzieci, ktére kobieta
miataby w ciagu swojego zycia, gdyby wskaznik urodzen zalezny od
wieku pozostat taki, jaki jest w czasie f;

* f odsetek urodzen wsréd kobiet;

* h(x) rozktad prawdopodobienstwa wieku matki, gdy rodzi si¢ dziecko
(Jo " h(x)dx=1).

Przy tych oznaczeniach i zalozeniach ewolucj¢ struktury wiekowej mozna
modelowac za pomocg réwnania rézniczkowego czastkowego

JoP oP
W(x,t) + g(x,t) = —m(x) P(x,t),

z warunkiem poczatkowym P(x,0) = Py(x) i warunkiem brzegowym

-
P(0,1) = b(t) f /0 h(x) P(x,1) dx,

gdzie b(t) jest parametrem, ktéry ma by¢ kontrolowany. Jesli dzietno$¢ kobiet
jest stata i przekracza prég krytyczny

+oo -
b =1/ [f/ h(x)ejom(y)dydx} 7
0

wtedy populacja ro$nie wykladniczo. Kryterium to jest podobne do tego
otrzymanego przez Lotke ze wzoru (10.2)). Zesp6t Song Jiana rozwazat réw-
niez wersj¢ modelu z czasem dyskretnym, ktéra jest podobna do modelu Le-
sliego (patrz rozdziat . Niech P , bedzie populacja w wieku k w roku 7.
Wprowadzamy analogicznie my, b, 1 h;,. Wtedy

Peiippi =0 —m)Pen, Popr1 =buf Z hi Py -
>0
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Znajac z badari reprezentacyjnych umieralnos¢ my (rysunek [25.2), odsetek
urodzenn wsréd kobiet f ~ 0,487, rozktad wieku matek 7y (rysunek [25.3),
warunek poczatkowy Py o bedacy strukturg wiekowa populacji w 1978 roku
(rysunek 25.4) i zmieniajac dzietnos¢ b (zakladang na stalym poziomie w
kazdej symulacji), zesp6t Song Jian mégt wykonac projekcje demograficzne
dla swojego kraju z horyzontem czasowym stu lat, od 1980 do 2080 roku
(rysunek [25.5). Biorac pod uwage wymagane tysiace operacji dodawania i
mnozenia (rok n waha si¢ migdzy 0 a 100 lat, wiek k migdzy O a 90 lat),
niezbedny byt komputer. W tamtych czasach w Chinach niewiele os6b miato
dostep do takiego sprzetu, z wyjatkiem os6b pracujacych dla wojska. Song
Jian, czotowy ekspert w dziedzinie naprowadzania rakiet, byt jednym z nich.

0.3
0.2

0.1

Rysunek 25.2: Smiertel-
no$¢ (na rok) jako funkcja 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
wieku w 1978 roku.

0.1

0.05+4

Rysunek 25.3: Wygladzony

ksztatt zaleznosci wskaZnika 0 A .
urodzen (na rok) od wieku 5 20 2 30 3B 4 45 0
matki w 1978 r.

Prognozy sugerowaly, ze nawet jesli Chiny utrzymaja dzietnos$¢ z 1978
roku na poziomie b = 2,3, czyli tuz powyzej krytycznego progu szacowanego
na b* = 2,19, liczba ludnosci wzro$nie z 980 milionéw w 1980 roku do 2,12
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30

20

Rysunek 25.4:  Pira- 10
mida wieku w 1978

roku. 0§ pozioma:

wiek.  O$ pionowa: O 10 20 30 40 50 60 70 8
ludnos¢ (w milionach).

miliarda w 2080 roku. Ale Chiny wykorzystywaly juz prawie calg ziemie,
ktéra mogta stuzy¢ rolnictwu. Miaty nawet tendencj¢ do utraty czgsci tej
ziemi z powodu pustynnienia i urbanizacji. Jak wyzywic taka populacje, jesli
postep w wydajnosci gospodarstw nie jest wystarczajacy? Jest to to samo py-
tanie, ktére rozwazat Malthus dwa wieki wczesniej. Przy dzietnosci z 1975
roku na poziomie b = 3,0, populacja moze osiagna¢ nawet 4,26 miliarda w
2080 roku. Przy b = 2,0, populacja osiagnetaby maksimum 1,53 miliarda
okoto roku 2050, po czym zaczg¢taby nieznacznie spadaé. Przy b = 1,5, mak-
simum 1,17 miliarda zostaloby osiagnigte okoto roku 2030. Przy b = 1,0,
maksimum wyniostoby tylko 1,05 miliarda i zostaloby osiagnigte okoto roku
2000. Przy takim zatozeniu populacja powrdcitaby do poziomu z 1978 roku
dopiero w 2025 roku.

Rysunek 25.5: Pro- 44
gnozy demograficzne
(w miliardach) przy

réznych hipotezach 5]
dotyczacych  $redniej
liczby dzieci na ko- 14

biete. Od dotu do gory:

b=10; 1,5; 2,0; 2,3; (1)980 2000 2020 2040 2060 2080
2,5;3,0.
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Najbardziej zaskakujaca czgscia tej pracy byty jej praktyczne konsekwen-
cje, w istocie o niezréwnanym znaczeniu w historii matematycznej dyna-
miki populacji. W istocie Li Guangyuan pokazal wyniki symulacji zespotu
w grudniu 1979 roku podczas sympozjum na temat populacji w Chengdu,
w prowincji Syczuan. W styczniu 1980 roku Song Jian, Yu Jingyuan i Li
Guangyuan opublikowali te wyniki w chifiskim czasopi§mie ekonomicznym,
opowiadajac si¢ przy okazji za polityka jednego dziecka. Wyslali réwniez
swoj artykul — Raport z badarn ilosciowych nad kwestiq rozwoju populacji
Chin — do czolowego chiriskiego naukowca Qian Xuesen, ktory przekazat go
z rekomendacja do szefa administracji planowania urodzei. Wyniki pracy
zespotu Song Jian wywarly glgbokie wrazenie na wigkszosci przywodcéw
politycznych. Byli oni juz przekonani o koniecznosci zwigkszenia kontroli
urodzenn wbrew temu, co pisal Marks (patrz rozdziat E[), ale wciaz wahali
si¢ co do poziomu kontroli. W lIutym 1980 roku Rada Paistwowa i Komitet
Centralny Partii ustality cel dla populacji Chin na poziomie 1,2 miliarda w
horyzoncie 2000 roku. W marcu 1980 r. wyniki badan zespolu Song Jian
zostaly opublikowane w Dzienniku Ludowym. W kwietniu komisja ztozona z
przywodcoéw politycznych i specjalistow od populacji zbadata Srodowiskowe
i ekonomiczne konsekwencje wzrostu populacji i doszta do wniosku, ze po-
lityka jednego dziecka jest konieczna, aby osiagnaé cel wyznaczony przez
Deng Xiaopinga dla dochodu na glowe mieszkanca w roku 2000. Polityka
ta stata si¢ oficjalna we wrzesniu tego samego roku, a list otwarty wyjasnia-
jacy ja spoteczenistwu zostal opublikowany na pierwszej stronie Dziennika
Ludowego.

Do 1983 roku bedzie jeszcze wiele nieautoryzowanych urodzen. Postano-
wiono, ze z kazdej pary, ktéra ma juz dwoje dzieci, jedna osoba zostanie wy-
sterylizowana, a kazda zakazana cigza zostanie przerwana. Jednak od 1984
r. wiejskim parom z jedna cérka pozwolono na posiadanie drugiego dziecka.
Polityka jednego dziecka zakonczyta si¢ w 2015 roku. W ostatnich latach
wprowadzono pewne modyfikacje: jeSli w malzefistwie zar6wno mezczyzna,
jak i kobieta byli jedynakami, to mogli mie¢ dwoje dzieci. Represje wobec
par posiadajacych wigcej niz jedno dziecko byly surowe: pracownicy rzadowi
mogg straci prace, trzeba zaptaci¢ kosztowna grzywne, aby uzyska¢ doku-
menty administracyjne do nauki drugiego dziecka itd. Podsumowujac, trudno
znaleZ¢ w historii modelowania matematycznego inny przyktad o tak silnym
oddziatywaniu spotecznym. Oczywiscie praca Song Jiana i jego wspdtpra-
cownikéw byta tylko jednym z elementéw, ktére doprowadzity do wyboru
polityki jednego dziecka. Wydaje si¢ jednak, ze odegrata istotng rolg.

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach, przedmiotem zainteresowania
moze by¢ rola modelowania matematycznego. Wychodzac od rzeczywistej
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sytuacji, buduje si¢ model. Moze on by¢ analizowany matematycznie lub
symulowany komputerowo. Mozna wtedy zrozumie¢, jak model zachowuje
sig, gdy zmieniaja si¢ pewne parametry. Jednak matematyka nie méwi, czy
model jest wiernym obrazem prawdziwego zycia. Niektére bardzo wazne
aspekty mogty zosta¢ pominigte. Niektdre modele zawieraja réwniez funkcje
celu, na przyktad utrzymanie populacji Chin ponizej 1,2 miliarda. Matema-
tyka nie méwi, czy ten cel byt wlaéciwyﬂ
W 1980 roku Song Jian byt réwniez wspdtautorem nowego wydania ksiazki

Cybernetyka inZynierska autorstwa Qian Xuesen, ,,0jca” chifiskiego programu
kosmicznego. Nastepnie zajmowal rézne wysokie stanowiska polityczne:
wiceministra i gtéwnego naukowca-inzyniera w Ministerstwie Lotnictwa i
Kosmonautyki (1981-1984), cztonka Komitetu Centralnego Komunistycz-
nej Partii Chin (1982-2002), przewodniczacego Paistwowej Komisji Nauki
i Technologii (1985-1998), radcy stanu (1986-1998) itd. Opublikowat takze
dwie inne ksiazki, ktére zostalty przettumaczone na jezyk angielski: Kontrola
zaludnienia w Chinach (1985, z Tuan Chi-Hsien i Yu Jingyuan) oraz Kontrola
systemu zaludnienia (1988, z Yu Jingyuan). Ksiazki te rozwijaja teori¢ opty-
malnej kontroli stosowanej do dynamiki populacji. Song Jian zostal wybrany
w 1991 r. do Chiniskiej Akademii Nauk, a w 1994 r. do Akademii Inzynieréw,
ktérej byt przewodniczacym w latach 1998-2002.
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Niektore wspolczesne problemy

Rozdziat ten zawiera krétki przeglad niektérych wspétczesnych proble-
méw matematycznej dynamiki populacji: starzenie si¢ populacji w de-
mografii; pojawiajace si¢ choroby (AIDS, SARS, choroby przenoszone
przez wektory...) 1 polityka szczepien w epidemiologii; polityka ry-
boléwstwa w ekologii; rozprzestrzenianie si¢ organizméw genetycznie
modyfikowanych w genetyce populacji. Wymienione sa wyspecjalizo-
wane instytucje pracujace we Francji nad modelowaniem tych proble-
moéw. Podkreslane sa réwniez rézne aspekty pracy badawczej.

W demografii w ciagu ostatnich kilku dekad pojawit si¢ stosunkowo nowy
problem: starzenie si¢ populacji. Problem ten jest przedmiotem zaintere-
sowania nie tylko we Francji (rysunek [26.1)), ale réwniez w wielu innych
krajach europejskich, jak réwniez w Japonii. Ma on wazne konsekwencje
ekonomiczne i spoleczne: systemy emerytalne, polityka imigracyjna itp. We
Francji modele matematyczne prébujace analizowac zjawisko starzenia si¢ sa
opracowywane przez Narodowy Instytut Studiéw Demograficznych (INED)
oraz Narodowy Instytut Statystyki i Studiéw Ekonomicznych (INSEE). Jedna
z trudnosci w prognozach demograficznych polega na tym, ze liczba urodzen
moze si¢ znacznie zmienia¢ w czasie, nie dajac si¢ przewidzie¢ nawet z wy-
przedzeniem jednej dekady. Jest to szczeg6lnie uderzajace, gdy spojrzy si¢
wstecz na prognozy sporzadzone w 1968 r. dla ludnosci Francji w 1985 r.:
prognozy te nie przewidzialy spadku liczby urodzen, ktéry nastapit w latach
70. Byloby interesujace przejrze¢ wszystkie przewidywania oparte na mo-
delach matematycznych, ktére okazaty si¢ btedne, zwlaszcza te, ktére odbity
si¢ szerokim echem w mediach. Byloby to przeciwwaga dla wrazenia ,,po-
stepu”, jakie wywotuje niniejsza ksiazka, wrazenia, ktére juz po przeczytaniu
rozdziatu o chiniskiej polityce jednego dziecka mogto wydac si¢ czytelnikowi
podejrzane. W odniesieniu do tego ostatniego tematu, nowy problem jest
obecnie przedmiotem zainteresowania: jak ztagodzié polityke, aby uniknaé
gwaltownego zjawiska starzenia sig, ktdére jest oczekiwane w ciagu najbliz-
szych kilku dekad. Réwniez w tym przypadku modele matematyczne wnosza
sw0j wktad do debaty.

W epidemiologii, wsréd nowych probleméw, ktére pojawity si¢ na Swie-
cie w ostatnich dwéch dekadach, rozw6j epidemii AIDS jest szczegdlnie ude-
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rzajacy. Niektére modele prébuja odgadnaé przysztos¢ epidemii w krajach,
ktére niedawno ja przechodzily, takich jak Rosja, Indie czy Chiny. Trudno
jest przewidzie¢, czy epidemia zwolni, jak w Europie Zachodniej i Ameryce
Pétnocnej, czy tez obejmie znaczny odsetek ludnosci, jak w niektérych kra-
jach subsaharyjskich. Inne pojawiajace si¢ choroby, takie jak Ebola w Afryce,
goraczka Zachodniego Nilu w Ameryce Pétnocnej, SARS (zesp6t ostrej cigz-
kiej niewydolnos$ci oddechowej), ptasia grypa, chikungunya czy grypa HIN1
byly badane za pomocg modeli matematycznych, cho¢ przyznajemy, ze z nie-
wielkim powodzeniem.

W przypadku SARS trudno$¢ w modelowaniu polegata na tym, ze epide-
mia pozostawata stosunkowo ograniczona w kazdym kraju, ale mogta bardzo
szybko rozprzestrzeniaé si¢ z kraju do kraju (Hongkong i Chiny, Singapur,
Kanada...). Nie mozna bylo pomina¢ losowego charakteru krzywych epi-
demii w kazdym nowym ognisku. Jak widzieliSmy w rozdziatach [16] i
modele stochastyczne sa zwykle trudniejsze w obstudze.

W przypadku epidemii wirusa chikungunya, ktéra wystapita w latach
2005-2006 na wyspie Reunion (francuskie terytorium zamorskie na Oceanie
Indyjskim), niektére modele zostaly zainspirowane modelem Rossa dla ma-
larii (zob. rozdziat [T2Z), poniewaz obie choroby sa przenoszone przez ko-
mary. Waznym aspektem, ktéry nalezato wzia¢ pod uwage, byt wptyw se-
zonowosci. Rzeczywiscie, populacja komar6w zmniejsza si¢ podczas po-
tudniowej zimy, ograniczajac w ten sposéb przenoszenie choroby. Widaé
to na rysunku [26.2] ktory pokazuje liczbe nowych przypadkéw zgtaszanych
co tydzief przez malg sie¢ okoto trzydziestu lekarzy pierwszego kontaktu,
obejmujacg zaledwie utamek populacji wyspy. Sie€ ta nie wykryta zadnych
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nowych przypadkéw przez kilka tygodni we wrzesniu i pazdzierniku 2005
r., ale przenoszenie choroby nadal trwato. Modele matematyczne epidemii
zostaty opracowane w Narodowym Instytucie Zdrowia i Badain Medycznych
(INSERM) oraz w Instytucie Badan Tropikalnych (IRD). Pomimo tych mo-
deli nikt nie byt w stanie przewidzieé, ze epidemia nie wygasnie przed kon-
cem potudniowej zimy 2005 roku, kiedy to zarazito si¢ nia zaledwie kilka
tysigcy os6b. Ostatecznie zakazeniu ulegta prawie jedna trzecia ludnosci wy-
spy, czyli okoto 266 tysigcy oséb. To pokazuje, ze przewidywanie przysziosci
epidemii moze by¢ dos¢ trudne i Ze nie jest tak tatwo odrézni¢ w pierwszych
dniach epidemii, czy bedzie to epidemia mniejsza czy wigksza. Mozna prze-
prowadzi¢ analogi¢ z prognozowaniem pogody. Ten rodzaj prognozowania
opiera si¢ obecnie na intensywnych symulacjach komputerowych skompli-
kowanych modeli matematycznych oceanu i atmosfery. Mimo to prognozy
na okres dtuzszy niz kilka dni nie sa wiarygodne.
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600 |
500 |
400
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Rysunek 26.2: Epidemia chikungunya na wyspie Reunion w latach 2005-2006.
Liczba nowych przypadkéw zgtaszanych tygodniowo przez mata sie¢ lekarzy jako
funkcja czasu. Pierwszy niewielki szczyt zostat osiagnigty w maju 2005 r., drugi duzy
szczyt w lutym 2006 r. Liczby na tym rysunku musza by¢ pomnozone przez okoto 67,
aby uzyskaé rzeczywisty rozmiar epidemii. Zrédto: www.invs.sante.fr.

Z bardziej teoretycznego punktu widzenia, epidemia chikungunya posta-
wita pytanie, jak zaadaptowaé pojecie bazowego wspdtczynnika reprodukcji
%y w modelach, ktére zaktadaja, ze Srodowisko ma sezonowe (np. okresowe)
fluktuacje. Adaptacja nie jest taka prosta i budzi to pewne obawy co do spo-
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sobu wykorzystania parametru %y w przypadku innych epidemii, na ktére
wplyw ma sezonowos¢, takich jak pandemia grypy 2009 HINT.

Innym, coraz bardziej niepokojacym problemem, ktéry naukowcy prébo-
wali przeanalizowac, jest oporno$¢ na leki (antybiotyki, leki przeciwmala-
ryczne...). W epidemiologii, powracajace od czaséw Daniela Bernoulliego
i d’Alemberta pytanie o to, jak zréwnowazy¢ koszty i korzysci w sytuacji,
gdy wstrzyknigcie szczepionki niesie ze soba potencjalne ryzyko, nadal jest
przedmiotem kontrowersji i moze nim pozostaé, poniewaz zmienia si¢ wraz-
liwo$¢ na ryzyko. I tak, po pewnych sugestiach, ze szczepionka przeciwko
wirusowemu zapaleniu watroby typu B moze w bardzo malej liczbie przy-
padkéw powodowaé powazne powiklania, francuskie Ministerstwo Zdrowia
w 1998 roku wstrzymato kampanig¢ szczepienn w szkotach, nawet jesli ryzyko
wydawato si¢ znikome w poréwnaniu z ryzykiem $§mierci po zakazeniu wiru-
sem zapalenia watroby typu B.

W ekologii badanie dynamiki populacji ryb wciaz stwarza wiele proble-
méw. Niemniej jednak ma ona stuzy¢ jako naukowa podstawa do doboru
wielkoSci potowow i innych ograniczen. Przetowienie sardeli w Zatoce Bi-
skajskiej i tuiczyka czerwonego w Morzu Srédziemnym to tylko dwa nie-
dawne przyktady. Poniewaz szacunki zasobéw rybnych sa czgsto niewiary-
godne, modele wykorzystujace takie dane nalezy traktowac z ostroznoscia.
We Francji tego typu badania prowadzone sg gtéwnie przez Instytut Badaw-
czy Eksploatacji Morza (IFREMER). Niektére modele matematyczne ode-
graly réwniez rolg w decyzjach podejmowanych w przesztosci przez Mig-
dzynarodowa Komisje Wielorybnicza.

W genetyce populacyjnej, rozproszenie organizméw genetycznie mody-
fikowanych jest rowniez przedmiotem kontrowersji, ktére niektérzy badacze
probowali badaé przy uzyciu modeli ,,reakcji-dyfuzji” inspirowanych mode-
lem Fishera (patrz rozdziat [20). Jest to obszar dziatania Narodowego Insty-
tutu Badan w Agronomii (INRAE).

Z bardziej teoretycznej strony badafi mozna wymienié:

e prace nad réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi, takimi jak réow-
nania dyfuzji (patrz rozdziat czy réwnania o strukturze wiekowe;j
(patrz rozdziat[T6);

 prace dotyczace modeli stochastycznych z wymiarem przestrzennym
lub bez niego (patrz rozdziaty [16]i[22)), w tym dotyczace sieci loso-
wych modelujacych rozprzestrzenianie si¢ epidemii oraz poszukujace
przyblizen deterministycznych.

Ten rodzaj badaf jest prowadzony gléwnie przez matematykow stosowanych.
W ostatnich latach na francuskich uniwersytetach i w innych instytucjach
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szkolnictwa wyzszego wprowadzono kilka kierunkéw studiéw magisterskich
z zakresu biologii matematycznej.

Podobnie jak inne dziedziny nauki, matematyczne badanie dynamiki po-
pulacji jest zorganizowane gtéwnie poprzez:

. naukowe towarzystwa’: Society for Mathematical Biology (od 1973),
Société Francophone de Biologie Théorique (1985), Japanese Society
Jfor Mathematical Biology (1989), European Society for Mathematical
and Theoretical Biology (1991) itd.

* czasopisma specjalistyczne: Bulletin of Mathematical Biology (od 1939),
Mathematical Biosciences (1967), Journal of Mathematical Biology
(1974), Mathematical Medicine and Biology (1984), Mathematical Po-
pulation Studies (1988), Mathematical Biosciences and Engineering
(2004) itd.

* konferencje (Annual Meeting of the Society for Mathematical Biology,
Computational and Mathematical Population Dynamics, European Con-
ference on Mathematical and Theoretical Biology itp.).

Odniesiono si¢ jedynie do tych elementéw, ktére wyraZznie wskazujq na to,
ze znajduja si¢ na styku matematyki i jej zastosowan do dynamiki popula-
cji. Jednak w kazdej konkretnej dziedzinie (demografia, ekologia, genetyka
populacyjna, epidemiologia i tak dalej) mozna znaleZ¢ podobne elementy ze
zmienna dawka modelowania matematycznego.

Na zakoniczenie zapraszamy zainteresowanego czytelnika do zapoznania
si¢ z oryginalnymi artykutami, ktére sa dostepne w sieci World Wide Web.
Adresy sa podane w odno$nikach na koncu kazdego rozdziatu. Jak napisat
kiedy$ Ronald Fisher o Mendlu:

,Historia nauki bardzo ucierpiata z powodu korzystania przez
nauczycieli z materiatéw z drugiej reki i zwiazanego z tym za-
tarcia okolicznosci i atmosfery intelektualnej, w ktérej dokony-
wano wielkich odkry¢ przesztosci. Badanie z pierwszej reki jest
zZawsze pouczajace i czgsto ... petne niespodzianek.”
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Ksiazka ta opisuje histori¢ rozwoju dynamiki populacji -
dziedziny teoretycznej Scisle zwigzanej z genetyka, ekologia,
epidemiologia i demografia - do ktérej matematyka wniosta
znaczacy wkiad. Stanowi przeglad powstawania kilku waznych
probleméw: wzrostu wyktadniczego, od Eulera i Malthusa do
chinskiej polityki jednego dziecka; rozwoju modeli stochastycz-
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perkolacji dla rozprzestrzeniania si¢ epidemii; i chaotycznych
populacji, w ktérych determinizm i przypadek sa splecione.

Wraz z ostatnim postgpem w dziedzinie ttumaczenia maszyno-
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jest juz uzasadniony. Rosnaca alienacja jezykowa na uniwer-
sytetach moze zosta¢ odwrdécona. Tym starannie sprawdzonym
polskim tlumaczeniem wspieramy t¢ nowa droge.
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