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Abstract

Based on the definition of Collatz function and its properties, we can
generalize the notion of Collatz function and we prove that we can define
infinite functions which have like properties of Collatz function such that
each function is defined on a set of real numbers and the set behaves as an
arithmetic progression with common difference equal to a nonzero real
number denoted by r and his first term is equal to a real number x,. This
generalized Collatz function denoted by T,), is defined on a subset of R
denoted by E (a, b) such that:

E(a,b) = {(a +b)k+b | ke N*} where (a,b) € RxR such thatb # —a
Then E(a, b) is an arithmetic progression with a common difference is equal
to (a+b) and his first term is equal to 2b+a. For any real number x belongs
of E(a,b) such that x=n(a+b)+b where n is a nonzero natural number, the
expressions of T, ,(x) is given by:

§+E if n = 0(mod 2)
Tp() =42 2

a
EX+§ if n = 1(mod 2)

A classical Collatz function correspond to value of a equal to 1 and a value
of b equal to 0 then it correspond to T, ; function defined on E(1,0) = N* as
follows:

N
7 if N = 0 (mod 2)
Tio(N) =43

1
EN+E if N =1 (mod 2)

The pair of real numbers (a + 2b, 2a + 3b) is a stable cycle in other words:
T.p(a+2b) =2a+3b
{Ta,b(Za +3b)=a+2b
We prove that for any pair of real numbers (a, b) such thatb # —a and for
all nonzero natural numbers N and k, we have:

TE,(@+b)N+b) = (@+b)TF,(N) +b  where (N, k) € N*xN*
Based on these results, we prove the Collatz conjecture can be stated as
follows: Let a and b be real numbers such thata # —bthen for each real
number x € E(a, b) that exist a nonzero positive integer k such that:

T;fb(x) =a+2b

In other words, starting from any real number x such thatx € E(a,b),
iterations of the function T, },(x) will eventually reach the number Zb+a.
Thereafter iterations will cycle, taking successive values a+2b, 2a+3b,
a+2b, 2a+3b...If Ta,b function can generate a cycle with length equal to k
and whose parity vector denoted by v thus the Collatz function can
generate a cycle whose length equal to k and whose parity vector
correspond also to v, in other words:

TX,(@+b)N+b) = (a+b)N+b < TK(N) = Nwhere N € N

Keywords: Collatz function; Collatz conjecture; Generalized Collatz
functions; Parity vector.
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Résumé : En se basant sur la définition de la fonction de Collatz ainsi que
sur sa propriété de générée des suites qui atteignent toujours 1 apres un
nombre fini des itération a partir d'un entier naturel non nul quelconque,
on peut généraliser la notion de la fonction de Collatz pour designer
n'importe qu’elle autre fonction que définie sur un ensemble infini des
nombres réels tel que les suites générées par une telle fonction atteignent
toujours un cycle unique apres un nombre fini des opérations. On montre
dans cet article qu’on peut définir une infinité des fonctions de ce genre tel
que chaque fonction est notée T, ;, et elle est définie sur un sous- ensemble
de R noté E(a,b) tel que: a et b sont deux réels satisfaisant la condition :
b # —aet E(a,b) = {(a +b)k+b | k e N*} c’est a dire que ce dernier est
une suite arithmétique de premier terme a+2b et de raison arithmétique
(a+b). Pour un réel x donné appartenant a I'ensemble E(ab) tel que
x=(a+b)n+b avec n un entier naturel non nul, les expressions de T, }(x)
sont données comme suit:

>4

Top(®) = { 2

EX+§ if n = 1(mod 2)

Le couple (a+2b, 2a+3b) est un cycle généré par la fonction T, sur
E(ab) tel que:

if n = 0(mod 2)

o NI T

Tap(2b +a) = 3b + 2a
{Ta_b(3b +2a)=2b+a
La fonction originale de Collatz correspond au couple (a=1, b=0) c'est-a-
dire qu'elle correspond a la fonction T, ; qui définie sur E(1,0)=N"* comme
ci-dessous :

N

3 siN = 0 (mod 2)
Tl,O(N)= 3 1

EN+E siN =1 (mod 2)

On montre que pour deux réels quelconques a et b tel que b # —a et pour
tous entiers naturels nonnuls Netkona:
TE,(@+b)N+b) = (a+b)TE,(N) + b
En se basant sur cette équation, on montre que la conjecture de Collatz peut
étre énoncée de la maniere suivante : Soient a et b deux réels tel que b #
—a, alors pour chaque réel x appartenant a 'ensemble E(a,b), il existe un
entier naturel non nul k tel que :
T;fb(x) =2b+a
C’est a dire que toutes les suites générées par la fonction T, et dont les
premiers termes appartenant a I'ensemble E(a,b) atteignent toujours 2b+a
aprés un nombre fini des itérations. On montre aussi une propriété d'une
importance particuliere que peut étre traduite par 'équation suivante :
Tip((@+b)N+b) = (a+b)N+b & TK(N) = N avec (N,k) € N*xN*

Mots clés: La fonction de Collatz; La conjecture de Collatz ; fonctions de
Collatz généralisées ; Vecteurs de parité.
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Introduction et principaux résultats

Le probléme 3x+1 connu aussi sous le nom de probleme de Collatz est
basée sur le processus itératif de la fonction de Collatz appliqué a tous les
entiers relatifs de la maniére suivante : si N est pair, on le devise par 2 et si
N est impair, on le multiplie par 3 puis on I'ajoute 1 et la somme obtenue est
devisée par 2 [1],[2]. La conjecture de Collatz énonce que si on part d'un
entier naturel non nul N quelconque, alors la suite générée par la fonction
de Collatz et de premier terme N atteint toujours 1 aprées un nombre fini des
opérations [1]. La démonstration d'une telle conjecture consiste a répondre
a deux grandes questions: Une premiére question concerne l'unicité de
cycle (1,2) c’est a dire que la fonction de Collatz ne peut générer aucun
autre cycle stable par itérations autre que le cycle (1,2) et la deuxiéme
question porte sur I'inexistence des suites divergentes générées par cette
fonction et dont les premiers termes sont des entiers naturels non nuls [3].
Dans l'objectif de trouver des réponses a ces deux questions directement
liées a la conjecture, les chercheurs ont explorés plusieurs pistes et ils font
adopter plusieurs approches. L'un des sujets qui fait 'objet d’'une partie des
travaux portant sur le probleme 3n+1 est la généralisation du probléme
3n+1 a travers I'étude des variantes de la fonction de Collatz et les
propriétés des suites générées par ces variantes ainsi que 1'étude des cycles
qui peuvent étre générer par ces fonctions (longueurs, leurs proportions,
nombres)[1], [2], [3], [4]- Dans ce travail, on cherche a déterminé une
expression générale de toutes les fonctions que se comportent comme la
fonction de Collatz. En se basant sur la définition de la fonction de Collatz et
sur I'énoncée de la conjecture de Collatz, on peut donner une définition
générale des toutes fonctions qu’on peut les nommer aussi des fonctions de
Collatz: une fonction de Collatz est toute fonction qui définie sur un
ensemble infini des nombres réels (nombre relatifs, ou bien des nombres
rationnels ou irrationnels) tel que toutes les suites générées par cette
fonction atteignent toujours le méme cycle de longueur fini aprés un
nombre fini des itérations . On montre qu’'on peut définir une infinité des
fonctions de Collatz tel que chaque fonction est définie sur un ensemble qui
se comporte comme une suite arithmétique de premier terme un réel
quelconque xyet de raison arithmétique un réel r non nul. Selon le choix de
premier terme de la suite arithmétique considérée et de la valeur de sa

raison arithmétique, on montre qu’ on peut définir des fonctions des Collatz



4 R.Rajab Collatz functions and their properties 2021

sur des ensembles qui ne contiennent que des nombres pairs uniquement
ou bien des entiers impairs uniquement ou bien des ensembles qui ne
contiennent qui des nombres rationnels ou bien des réels non rationnels. La
seule condition, il faut que le domaine de définition de la fonction de Collatz
considérée soit une suite arithmétique de premier terme un réel quelconque
et de raison arithmétique un réel non nul. Les principaux résultats obtenus
dans cet article sont présentés briévement dans ce qui suit puis toutes les
propriétés et les relations sont démontrées dans le reste de 'article:

On considére une suite arithmétique de premier terme un réel quelconque
X, € Ret de raison arithmétique un réel non nul r € R* qu'on la note

comme ci-dessous :

S(Xo, I‘) = {Xo, XO + T, XO + ZI‘, Xo + 3[‘, ...,Xo + kr, ...} (1.1)
On détermine les deux réels a et b satisfaisant :
a+b=r
{zb + a= XO (1.2)

On définit I'ensemble E(a, b) comme suit :

S(xe, 1) = E(a,b) = {2b +4a,3b + 2a,4b + 3a,,...,jb+ (j— 1a, ...} (1.3)
On définit la fonction T, sur I'ensemble S(xq, 1) tel que pour tout réel
X € S(X,r)et qui s’écrit alors sous la forme x = x, + mravec m un entier
naturel(m € N),ona:

Tap:E(a,b) = E(a,b)

x b
§+§ sim = 1 (mod2)

Tap(®) =15 (1.4)
EX+E sim = 0(mod 2)

On vérifie que :

T, (2b =3b+2
{a,b( +a) + 2a (15)

Tap(3b+2a) =2b +a
On montre que pour tous entiers naturels non nuls N et k, la relation entre
les deux fonctions T, ;, et T s’écrit comme suit :
Tip((b+a)N+b) = (b+a)TK(N) + b (1.6)
En se basant sur cette derniére équation, on montre aussi que la conjecture
de Collatz peut étre énoncée de la maniere suivante : Soient a et b deux
réels tel que b # —aalors pour chaque réel x appartenant a I'ensemble
E(a,b), il existe un entier naturel non nul k tel que :

Typ(x) =2b+a (1.7)
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Autrement dit, toutes les suites générées par la fonction T}, et dont les
premiers termes appartenant a I’ensemble E(a, b)atteignent toujours 2b+a
aprés un nombre fini des itérations.
Le principal résultat de ce travail est que toute suite arithmétique de raison
arithmétique un réel non nul est un domaine de définition d’'une fonction de
CollatzT, }, tel que a+b correspond a la raison arithmétique de cette suite et
a+2b correspond au son premier terme.
Par exemple si on cherche a déterminé une fonction de Collatz qui définie
sur 'ensemble suivant :

E ={1,8,15,22,29, ...} (1.8)
Comme le domaine de définition se comporte comme une suite
arithmétique de raison 7 et de premier terme 1 donc il faut choisir le couple

(a,b) dela fonction T, , qui vérifie les deux équations ci-dessous :

at+tb=7
{a +2b=1 (1.9)
Ce qui nous permet d’obtenir le couple suivant :
b=-6
oo (1.10)
Donc la fonction recherchée est la fonction T3 _¢ qui définie comme suit :

P

5~ 3 si P =8 (mod14)
Tis-s(P) =493 13 (1.11)
—P+7 siP =1 (mod 14)

2
Comme tous les éléments P de I'ensemble E sont exprimés comme suit :
P=7N—-6avecN € N* (112)

La relation entre la fonction T;3 _4 et la fonction T de Collatz est traduite
par I’équation suivante :

Ti3-6(7N—6) = 7T(N) — 6 (1.13)
Ou aussi pour tous entiers naturels k, on peut écrire :

TE _¢(7N — 6) = 7TK(N) — 6 (1.14)
Conjecture de Collatz relative a la fonction T, 5 _¢ : Toutes les suites générées
par la fonction T3 _¢ et dont les premiers termes appartenant a I'ensemble
E convergent vers le cycle unique (1,8) aprés un nombre fini des itérations.
La fonction généralisée de Collatz
On considére une suite arithmétique de premier terme un réel quelconque
Xo € Ret de raison arithmétique un réel non nul r € R* qu'on la note
comme ci-dessous :

S(Xg, 1) = {Xg,Xo + I, Xg + 21,X + 31, ..., X + kr, ... } (2.1)
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On détermine les deux réels a et b satisfaisant :

a+b=r

Définition 2.1
Soient a et b deux réels tel que b # —a, on définit le sous-ensemble de R
noté E(a, b)comme suit :

E(a,b) = {2b+a+k(a+b) |ke N} (2.3)
Il renferme tous les termes d'une suite arithmétique de premier terme
2b + a et de raison arithmétique a + b. Chaque élément x de E(a, b) peut

étre écrit sous la forme suivante :

x=a(k+1) + bk +2)

=aN+b(N+1)
=(@+b)N+b (2.4)
Avec N un entier naturel non nul tel que : N = 1 4+ k donc on peut écrire:
E(a,b) = {aN + b(N + 1) |N € N} (2.5)
Notations 21

L’ensemble E(a, b) peut étre subdivisé en deux sous ensembles :
E(a,b) = E*(a,b) UE (a,b) (2.6)
L’ensemble E*(a,b) contient les termes d'une suite arithmétique de
premier terme 2b+a et de raison 2(b+a) :
E*(a,b) = {xg, X + 21,%Xo + 4T, ..., Xy + 2kr,... }
={2b + a,4b + 3a,6b + 53, ...,2jb + (2j — Da, ...} 2.7)
L’ensemble E~(a, b) est une suite arithmétique de premier terme 3b+2a et
de raison 2(a+b) :
E~(a,b) = {xq + 1,%0 + 31,Xy + 51, ..., X + 2k + Dr,... }
={3b+2a,5b+4a,7b + 6a,..,(j+ 1)b+ja,..} (2.8)
Définition 2.2
Soient a et b deux réels tel queb # —a, la fonction de Collatz généralisée
notée T, , est définie sur E(a, b) comme suit :
+ b six € E7(a,b)

X
Tp() =45 2 (2.9)

+2 six€eE*(a,b)
SX+ 5 six a,

Comme pour chaque réel appartenant a I'ensemble E(a,b), il existe un entier
naturel N tel que:

x=(a+2b)+ N(a+Db)
Alors on peut écrire :

-Si N est pair,ona:
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3 a
Tap (X) =E(a+ 2b + N(a+b)) +§
3
= 2a+3b+§N(a+b)

3
=§Nr+(x0+r)

-Si N est impair, on a:

1 b
Tap(X) = E(a +2b+N(a+b))+ >

1 b
=E(Za+3b+(N—1)(a+b))+E

N-1
=a+2b+ > (a+b)
_ZXo_r+N
T2 2"

On conclut que la fonction T, , peut étre exprimée comme suit:

N a+3b

E(a+b)+ siN =1 (mod 2)
Tap(a+2b+N(@+b)) =1 (2.10)

EN(a+b)+Za+3bsiNEO(mod2)

Ou encore :
N—-1
3 r+X, siN =1 (mod 2)
Tap (o + Nr) = 3 (2.11)
er+(X0+r) siN = 0 (mod 2)
Remarque 21

La fonction originale de Collatz correspond au couple (a = 1,b = 0)c’est a

dire qu’elle correspond a la fonction T,  qui définie sur E(1,0) = N* comme

suit :
N
> siN = 0 (mod 2)
T,oN) =43 4 (2.12)
EN+E siNEl(modZ)

On peut adopter la lettre T sans indices pour la fonction de Collatz donc
dans ce cas on peut utiliser I'une de deux notations T, , ou bien T.

Remarque importante 2.2

La fonction T, est définie sur E(ab) ceci signifie que pour tout
x € E(a,b) ona T, ,(x) € E(a,b). En réalité, on peut montrer aisément cette
propriété, en effet :

Soit x un réel appartenant aE(a, b) alors il existe un entier naturel k tel que :

x=a+2b+k(b+a)
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-Si k est pair alors on pose k=2m avec m un entier naturel et dans ce cas on

peut écrire :

T.p(a+2b+2m(a+b)) = g(Zb +a+2m(a+b)) +%
= Typ(a + 2b) + 3m(a + b)
=3b+2a+3m(a+b)
Comme 3b+2a+3m(a+b)€E(ab) alors T,p(2a+b+2m(a+b)) e
E(a,b)

-Si k est impair, on pose k=2m-+1 et on écrit :
1 b
Tap(a+2b+ (@2m+ 1)(a+b)) = E(Zb +a+(@2m+1)(a+b))+ >

= T,p(2a + 3b) + m(a + b)
=a+2b+m(a+b)

Comme 2b + a + m(a + b) € E(a, b) alors Ta,b(Za +b+(C2m+ 1)(a+ b)) €
E(a,b)
Dans tous les cas, on peut conclure que si x € E(a, b) alors T,1,(x) € E(a, b).
Notation 22
La suite générée par la fonction T,}, de longueur k et de premier terme un
réel x appartenant a I'ensemble E(a, b) est notée comme suit :

SYab( k) = (3 T (0, T2,(0), T3, (0, ..., TR 1 () ) (2.13)
Remarque 2.3
Il y’a des fonctions qui peuvent générer des suites qui contiennent des réels
non entiers (des nombres rationnels ou bien irrationnels), il y'a d’autre
fonction admettant des domaines de définition qui ne renferment que des
entiers pairs uniquement ou bien des entiers impairs donc on doit trouver
une généralisation de la notion du vecteur de parité que traduit la
distribution des entiers pairs et des entiers impairs dans une suite de
Collatz donnée. Dans ce cas, on peut remplacer la nomination vecteur de
parité par vecteur structurel ou bien on utilise la méme nomination sans
ambigiiité quelque soit la nature des termes des suites considérées.
On sait que le domaine de définition E(a, b) de la fonction T,}, peut étre
subdivisé en deux sous ensembles :

E(a,b) = E*(a,b) UE (a,b)

L’ensemble E*(a, b) est le sous ensemble de E(a, b) tel que pour tout entier

x € E*(a,b):

3 a
Tap () = EX + 3
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Autrement l'ensemble E*(a,b) contient tous les éléments x de E(a, b) tel
que :

Tap(x) > x (2.14)
L’ensemble E~(a, b) est le sous ensemble de E(a, b) tel que pour tout entier
x € E7(a,b):

1 b
Tap(x) = X + 5

Autrement 'ensemble E~(a, b) contient tous les réels x de E(a, b) tel que :
Tap(x) < x (2.15)

Comme une suite quelconque généré par la fonction T, contient des

termes appartenant a l'ensemble E*(a,b) alors que d’autre termes

appartenant a 'ensemble E™(a, b) donc le vecteur de parité est obtenu, on

fait remplacer un terme qui appartient a E*(a, b) par 1 alors que les termes

appartenant a E™(a, b) sont remplacés par 0.

Définition 23

Soient a et b deux réels tel que b # —aet k un entier naturel quelconque.

On définit I'application tl;‘b de E(a,b) dans {0,1} comme suit :

N (1 si T;fg Ix) > T;‘_b(x)
tap(X) = okl " (2.16)
0 si Typ (%) < Tep ()
Ou encore :
1 siTK (x) € E*(a,b
thp(X) ={ . i;b( : @ (2.17)
0 si Ty, (x) € E™(a,b)
Notation 2.3

Le vecteur de parité de la suite Sy, , (x, k) est comme suit :

Vab (6 k) = (13,00, 1, (0, ., t451 () (2.18)
Cette définition du vecteur de parité constitue une généralisation de la
notion du vecteur de parité qui ne traduit pas nécessairement la
distribution des entiers pairs et des entiers impairs dans une suite
quelconque générée par une fonction T, , donnée.
Exemples 21

On donne quelques exemples des fonctions pour différentes valeurs de a et

b.

La fonction Ty ; définie sur E(1,1) = {3 + 2k | k € N} par:

N+1 iN=1 d4)
>+3 siN =1 (mo

§N+§ siN = 3 (mod 4)

T1,1(N) =
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La fonction T, ; définie sur E(2,0) = {Zk | ke N*} comme ci-dessous:
N
5 siN =0 (mod 4)
Tz,o(N) =33
§N+ 1 siN = 2 (mod 4)

a et b deux nombres rationnels

. 5 .
La fonction T1 définie sur E 0 ==, 1,;, 2,5, } comme suit:

1
siN € E(5,0)

N

2
T%,O(N) 3 1 .NEE+ <1 0)

PNty S 2’

La fonction Tz z définie surEG,% ii ;i zi zi }par:
37
P+1 — (2 2)
—+= si
Tz22(P) = 3% 71 37
3’7 > - . +2 =
2P+3 siP€e E (3,7)

a et b deux nombres irrationnels

La fonction T3 5 définie sur E(vV3,v2) = {2v2 ++/3,3V2 + 2V3, ...} par:
[x

E+§ six € E"(V3,V2))

3

T\/g'ﬁ(x) =
2% + ? six € E*(V3,V2))

La fonction T,¢ose), 2sin(e) définie sur E(2cos(0),2sin(0)) par :

X
=+ sin(0) six € E7(2cos0,2sin0))
2

Tzcos0,25in0 x) = 3
zx+cos(9) six € E¥(2cos0,2sin0))

Théoréme 21
Le couple (a+ 2b,2a+ 3b) est un cycle stable pour la fonction T,y
autrement dit :

T..(2a + 3b) = a + 2b
{a'b(a )=a (2.19)

Tap(a+ 2b) = 2a+3b
Démonstration

On effectue une simple vérification. Pour ces deux équations, on peut

écrire:
T,,(2a+3b) = 2730, D
’ 2 2
=2b+a

3 a
Tap(2b +a) = E(Zb +a) + 3

=3b+ 2a
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Théoréme 2.2
Soient a et b deux réels tel que b # —a alors pour tous entiers naturels non
nulsketNona:
Tiy((@+b)N+b) = (@a+b)TE(N) +b (2.20)
Equivalente a:
Try((@+b)N+b) —b
at+b

Ce théoreme traduit la relation entre la fonction de Collatz notée T et la

TX(N) = (2.21)
fonction généralisée de Collatz notéeT,,.
Démonstration
D’apres I'équation 2.4, on sait que chaque réel x appartenant a E(a,b) peut
s’écrire sous la forme :

x=(a+b)N+bavecN € N~

-Si N est impair alors dans ce cas on peut écrire:

Tan((@ +bN +b) =§((a+b)N +b) +%

— 3 At DN+ b+
=z@+b)N+7b+3a

3 1
=(a+b)§N+(a+b)E+b

=(a+b)<%N+%>+b

=(@+b)T(N) +b

-Si N est pair alors dans ce cas on peut écrire:

Ta((@ +b)N +b) =%((a+b)N +b) +g

_INatby 242
=zN@+b)+s5+3

1
=(a+b)§N+b

=(@+b)T(P)+b
La propriété est vraie pour k = 1. On suppose que la propriété est vraie
pour tout entier naturel allant de 1 a k et montre qu’elle est vraie pour k +

1. On procéde comme suit :
T (G + DN +b) = T2, (TX, (@@ + BN + b))
Comme on a: TX,((a + b)N + b) = (a + b)T¥(N) + b donc on peut écrire:

T2y (T;fb((a +b)N + b)) =Tl ((a +b)TK(N) + b)
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De plus on sait que T;b((a +b)N+b) = (a+b)T'(N) +bce qui nous
permet d’écrire:
Tob ((a +b)TK(N) + b ) =(a+b)T! (Tk(N)) +b

=(@+b)TY(N) +b

On déduit que la propriété est vraie aussi pour k + 1. On peut conclure que
la propriété est vraie pour tout entier naturel k.
Corollaire 21
On regroupe ici quelques formules qui sont déduites directement ou bien
d’'une maniere simple du théoreme précédent (2.2eq 2.21). Soient a et b
deux réels tel que a # —balors pour tous entiers naturels non nuls k et N,
on peut admettre les équations suivantes :
T*(N) = TS p(@+ b+ DN +b+ 1) — T ((@+ b)N + b)
TK(N) = Tops1((@+ 1+ D)N+b+1) —T¥ (@+b)N+b) — 1

Tap(@+ DN +b) + TN, ((b—a)N+b) .

1 Zb (2.22)
k K B
TK(N) = Tap(@@+ DN +b) +2:a,—b(( a+b)N —b)

Tep(@+b)N+b) + T, ((-a—b)N—-b) =0
Proposition 21
La conjecture de Collatz peut étre énoncée de la maniere suivante : Soient a
et b deux réels tel que b # —aalors pour chaque réel x appartenant a
I'ensemble E(a,b), il existe un entier naturel non nul k tel que :

Typ(x) =2b+a (2.23)
Autrement dit toutes les suites générées par la fonction T,}, et dont les
premiers termes appartenant a I'ensemble E(a, b)atteignent toujours 2b+a
apreés un nombre fini des itérations.
Démonstration
On pose que pour tous entier naturel non nul N, il existe un entier naturel
non nul k tel que :

TEo(N) = T*(N) =1
D’apres le théoréme 2.2 :
Try((N+ 1)b+Na) = (a+b)Tfq(N) +b=2b +a
Ce qui signifie que pour chaque entier naturel non nul N, il existe un entier
naturel non nul k tel que :
TXy((N+1)b+Na) =2b +a

Posons : x = (a + b)N + b alors on peut écrire :

N e N* = x € E(a,b)



13 R.Rajab Collatz functions and their properties 2021

Alors on peut conclure que pour tout entier naturel x appartenant a
I'ensemble E(a,b), il existe un entier naturel non nul k tel que :
T;‘,b(x) =2b+a
Inversement, on suppose que pour tout réel x de 'ensemble E(a,b) , il existe
un entier naturel non nul k tel que :
TXp(x) =2b+a
Comme x € E(a,b) donc il existe un entier naturel N tel que :
x=(@+Db)N+b
Ce qui nous permet d’écrire :
Tp(@+b)N+b)=2b+a
D’apres le théoréme, on peut écrire :
Try((@+b)N+b) = (a+b)TE,(N) + b
=2b+a
Ce qui implique que:
@+ b)TEN) =b+a
Ou encore:
TH(N) = 1
On peut conclure que pour tout entier naturel non nul N, il existe un entier
naturel non nul k tel que :
le.o(N) =1
Théoréme 2.3
Soient a et b deux réels tel que b # —aalors pour tous entiers naturels non
nul k et N, les vecteurs de parité de deux suitesSy,,((a + b)N + b, k) et de
la suite de CollatzSy, (N, k) satisfaisant :
vap((@+b)N +b) = v, 4(N) (2.24)
En réalité les deux suites Sy,,((a + b)N + b, k) et Sy; o(N,k) on le méme
vecteur de parité quelque soit la valeur de k pour cette raison le nombre k
qui désigne la longueur de ces suites ne figure pas dans les expressions de
deux vecteurs de parité de ces deux suites.
Démonstration
Si T, (N) est pair alors t5,(N) = 0
De plus on sait que :
Top (N + 1)b + Na) = (a + b)TE,(N) + b
= b(Tfo(N) + 1) + aTfiu(N)
On pose Tf(N) = 2j
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Tip ((N + Db + Na) = b(2j + 1) + a2j
=2j(a+b)+b
=2b+a+aj—1)+b(2j—1)
=2b+a+2j—1)(a+b)
Ce qui signifie que :
T, ((N + 1)b + Na) € E™(a, b)
Ce qui implique :
t,((N+ )b+ Na) =0
= tlf,o(N)
Si T, (N) est impair alors t¥,(N) = 1
De plus on sait que :
Tio((N + Db + Na) = (a+ b)TE(N) + b
= b(Tf(N) + 1) + aTfo(N)
On pose Tfo(N) = 2j + 1:
Top ((N + 1)b + Na) = b(2j + 2) + a(2j + 1)
=2j(a+b)+2b+a
On déduit que :
TX,((N + 1)b + Na) € E*(a, b)
Ceci implique que :
tip((N+ b+ Na) =1
= le.o(N)
Dans tous les casona:
5, (N + Db + Na) = TH(N)
Cette équation est vérifiée quelque soit la valeur de k, on peut conclure
que:
Vap((N + 1)b + Na) = v; 4(N)
Corollaire 2.2
Soient a, b deux réels tel que a # —b, N un entier naturel non nul (N € N*)
et x un réel appartenant aE(a, b) tel que :
x=(@+b)N+b
Alors la fonction T, , admet un cycle de longueur k et de vecteur de parité v
si seulement si la fonction T de Collatz admet un cycle de méme longueur k
et de méme vecteur de parité v. De plus si le réel x € E(a, b) est un élément

de ce cycle généré par la fonction T, , alors I'entier naturel non nul N est un
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élément du cycle généré par la fonction original de Collatz T. Cette
propriété est traduite par la relation suivante :

Top(x) =x & TE(N) = N (2.25)

Démonstration :
Ce corollaire est déduit directement a partir du théoreme 2.2 (eq 2.20) et

du théoréme 2.4 (eq 2.24).

Représentation matricielle des suitesSy, ,((N + 1)b + Na,K) : Les
matrices T, (P, k)
Soient a et b deux réels tel quea # —b, on considere 'ensemble des suites

générées par la fonction T, };, de méme longueur k :

(SYab(a +2b,k), Sy,p(2a +3b,K), .., Syap(Pa+ (P + Db,K))  (3.1)
Cet ensemble renferme P suites générées par la fonction T,;,, de méme
longueur k et les premiers termes de ces suites constituent une suite
arithmétique de raison a+b et de premier terme a+2b. La représentation
matricielle de cet ensemble consiste a construire un tableau de k colonne et

de P lignes tel que la ligne du rang j de ce tableau contient la

suite Sy, ,((ja + (j + 1)b). Le tableau obtenu est noté T, (P,k). Sur la

figure suivante, on représenteT, ,(16,6).

a+2b 2a+3b a+2b 2a+3b a+2b 2a+3b
2a+3b a+2b 2a+3b a+2b 2a+3b a+2b
3a+4b 5a + 6b 8a+9b 4a+ 5b 2a+3b a+2b
4a +5b 2a+3b a+2b 2a+3b a+2b 2a+3b
5a + 6b 8a+ 9b 4a +5b 2a+3b a+2b 2a+3b
6a+ 7b 3a+4b 5a + 6b 8a+9b 4a + 5b 2a+3b
7a+ 8b 11a+12b | 17a+18b | 26a+ 27b | 13a + 14b | 20a + 21b
8a+ 9b 4a + 5b 2a+3b a+2b 2a+3b a+2b
9a+10b | 14a+ 15b 7a + 8b 11a+ 12b | 17a + 18b | 26a + 27b
10a+ 11b 5a + 6b 8a+9b 4a+ 5b 2a+3b a+2b
11a+12b | 17a+ 18b | 26a + 27b | 13a+ 14b | 20a+ 21b | 10a+ 11b
12a+ 13b 6a+ 7b 3a+4b 5a + 6b 8a+9b 4a+ 5b
13a + 14b | 20a+ 21b | 10a+ 11b 5a + 6b 8a +9b 4a+5b
14a + 15b 7a + 8b 11a+12b | 17a+ 18b | 26a + 27b | 13a + 14b
15a + 16b | 23a + 24b | 35a+ 36b | 53a + 54b | 80a + 81b | 40a + 41b
16a+ 17b 8a+9b 4a + 5b 2a+3b a+2b 2a+3b

Figure 1:T, (16, 6)

Noter que pour mettre en relief les distributions des vecteurs de parité

relatifs aux différentes suites, on fait colorer les cases selon la reégle
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suivante: Une case qui contient un entier qui s’écrit sous la forme (2j+1) a
+ (2j+2) b avec j un entier naturel quelconque sera colorée en bleu. Les
cases en bleu contiennent les termes appartenant a 'ensemble E*(a, b). On
remarque que la distribution et la répartition des ces termes sont
indépendante de la nature des nombres a et b (entiers naturels, rationnels
non entiers ou bien irrationnels).

On remarque bien que si on remplace a par 1 et b par 0, on obtient les suites
de Collatz générées par la fonction T, et le tableau T, ,(16,6) contient
les 16 premieres suites de Collatz de méme longueur 6. Selon le choix des
valeurs de a et b, on remarque qu’il est possible d’obtenir des suites qui ne
contiennent que des termes impairs ou bien des suites qui ne contiennent
que des termes pairs uniquement.

Etude de quelques exemples

La fonction T_;;, 2n+1

On prend le cas de la fonction étudiée dans article [5] qu’'on a notée F, et
qu'on a définit comme suit : Soit n un entier relatif quelconque (ne Z), on

définit la fonction F, pour tout entier relatif P > 2n + 2, comme suit:

3
zP—n siP = 0 (mod2)

FaP) =19 on41 (4.1)
3 + > siP = 1(mod2)

On peut vérifier aisément que la fonction F, correspond a la fonction
T_,n2n+1 avec n un entier relatif quelconque. En effet la fonction T_,p, 541

est comme suit:

3
EP—n siP = 0 (mod2)

T 2nzne1(P) = P 2n+1 (4.2)
> + > si P = 1(mod2)

Il est clair que:
T—Zn,2n+1(p) = Fn(P) (4-3)
Le domaine de définition de la fonctionF, (P) est note D(n) dans l'article [5]
c’est 'ensemble qui contient tous les entiers relatifs supérieurs ou égaux a
2n+2, on vérifie que cet ensemble est égal a E(—2n, 2n + 1) en effet :
E(—2n,2n+1) = {2n+ 2+ k| k € N} = D(n) (4.4)
Le couple stable pour cette fonction correspond au couple (2n + 2,2n + 3)

en effet:

(4.5)

T_Zn‘2n+1(2n + 2) = 211 + 3
T_Zn‘2n+1(2n + 3) = 211 + 2
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On peut vérifier n'importe qu’elle autre propriété démontrée dans l'article
[5]

La fonction T, o

La fonction T, ; définie sur E(2,0) = {2,4,6,8,10,12, ...} donc le domaine de
définition ne contient que des entiers naturels pairs non nuls et par suite les

suites générées par cette fonction ne contiennent que des termes pairs.

N
— SiN=0 (mod4)

Ty o(N) = 32 (4.6)
§N+1 SiN = 2 (mod 4)

Le couple (2,4) vérifie la relation suivante:

{Tz,o(z) =4
T2,0(4) =2

4.7)
La relation entre la fonction T, 4 et la fonction classique de Collatz T est
comme suit:

TX, (2N) = 2TK(N) (4.8)
La figure suivante correspond au tableau T,,(16,4) qui contient les 16

premieres suites Sy, o(P,4) avec P = 2j avecj un entier naturel tel que 1 <

j<16

Figure 2: T, (16, 4)

La conjecture de Collatz s’énonce comme suit pour cette fonction : toutes les
suites générées par la fonction T, , atteignent 2 aprés un nombre fini des
itérations.

La fonction T, 4
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On remplace le couple (a, b) par (1,1) on obtient la fonction T; ; qui définie
surE(1,1) = {3,5,7,9,11, ... }. Le domaine de définition contient les termes
d’'une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme 3 donc il ne
contient que des entiers naturels impairs et par suite toutes les suites

générées par cette fonction ne contiennent que des entiers impairs.

N 1 _
?+§ SiN =1 (mod4)

T (N) =13 1 (4.9)
SN+ SiN = 3 (mod 4)

Pour obtenir le vecteur de parité d'une suite quelconque générée par cette
fonction on remplace un terme qui s’écrit sous la forme 4j+3 par 1 alors
qu'un terme qui prend la forme 4j+1 sera remplacé par 0.
L’équation qui traduit la relation entre la fonction classique de Collatz
notée T (ou bien T, o) et la fonction T; ; estla suivante :

TKL (2N + 1) = 2TK(N) + 1 Avec NE€eN- (4.10)
La figure suivante correspond au tableau T, ,(16,4). Il contient les 16

premieres suites Sy, 1 (P,4) avecP = 3 + 2j telque 0 <j <15

3 5 3 5

5 3 3 5
7 11 17 9
9 5 3 5
11 17 9 5

13 7 11 17
15 23 35 53
17 9 5 3

19 29 15 23
21 11 17 9

23 35 53 27
25 13 7 11
27 41 21 11
29 15 23 35
31 47 71 107
33 17 9 5

4k+1
4k+3

Figure 3: T4 1(16,4)
La conjecture de Collatz pour la fonction T, ; peut étre énoncée de la
maniére suivante : Toutes les suites générées par la fonction T, ; atteignent
3 aprés un nombre fini des itérations.
Exemples des nombres rationnels
Les deux nombres a et b peuvent étre des nombres rationnels au lieu d’étre

des entiers relatifs mais toujours on doit respecter la condition b # —a:
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g . ) 1 .
Par exemple on peut définir la fonction T: | surI'ensemble E (E‘ 0) suivant:
>

E<10>—{1132537 } 4.11
2’ - 2; ’25 52’ 52’-" (- )

. . s o1
Les expressions T%’O(P) pour un nombre rationnel appartenant a E(E‘O)

sont comme suit :

1 ) 1
-P siPe E_(E'O)

T (P) = (4.12)

Sp+lsip ertd,o
2 Ty ™ G0

L’équation qui traduit la relation entre la fonction classique de Collatz notée

T (ou bien T, o) et la fonction Tz | est la suivante :
>

2

La figure suivante correspond au tableau Ti (16,4). Il contient les 16
>

(1 1, .
TE, (— N) =5 T*(N) Avec NEN (4.13)
!

premiéres suites Sy1 (P, 4) avec P = 0.5 + 0.5k telque 0 <k < 15:
>

0.5 1 0.5 1
1 0.5 1 0.5

15 2.5 2
2 1 1.5 1
2.5 4 2 1
3 1.5 2.5 4
3.5 5.5 8.5 13
4 2 1 0.5
4.5 7 3.5 5.5
5 2.5 4 2

5.5 8.5 13 6.5
6 3 1.5 2.5

6.5 10 5 2.5
7 3.5 5.5 8.5

7.5 | 115 | 175 | 26.5
8 4 2 1

Figure 4: T1 | (16,4)
>

La conjecture de Collatz pour la fonction Ty, peut étre énoncée de la
maniére suivante: Toutes les suites générées par la fonction Ty,
atteignent 0.5 apres un nombre fini des itérations.

Discussion des résultats

Dans ce travail, on a montré qu’elle existe une infinité des suites des
fonctions de Collatz chaque suites des fonctions contient une infinité des

fonctions et chaque fonction définie sur une partie de R. Le domaine de
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définition d'une fonction quelconque se comporte toujours comme une
suite arithmétique de raison un réel non nul r et de premier terme un réel
quelconquexy.Selon la conjecture de Collatz, si on part dun réel x
quelconque de domaine de définition, la suite de premier terme x passe
toujours par le plus petit réel du domaine de définition x,aprés un nombre
fini des itérations de plus le couple formé par ce réel et le réel qui le suit
(X¢ + r) constitue I'unique cycle stable par itérations pour cette fonction.

Exemples d’exploitation des résultats trouvés pour déterminer quelques

propriétés des variantes de la fonction de Collatz en relation avec I'unicité de

cycle.
Exemple 51
On définie la fonction T; o sur E(3,0) = {3,6,9,12, ... } tel que :
P
3 siP =0 (mod 6)
Ts,0(P) = (5.1)
EP+E siP = 3 (mod 6)
On définie la fonction F3 ¢ sur N* comme suit :
N
o) siN = 0 (mod 2)
Fao(N) =42 (5.2)

3
§N+§ siN =1 (mod 2)

La fonction T, représente la restriction de la fonction F; o sur E(3,0). On
peut montrer que si la conjecture de Collatz est vraie pour la fonction
originale de Collatz T (ou T; ) alors pour tout entier naturel non nul N,
toutes les suites générées par la fonction F; j atteignent toujours I'unique
cycle (3,6) aprés un nombre fini des itérations quelque soit 'entier de
départ.
D’apres la proposition (2.1), on sait que la conjecture de Collatz énonce que
toutes les suites générées par la fonction T; ; et dont les premiers termes
sont des éléments de E(3,0) atteignent toujours le cycle (3,6) aprés un
nombre fini des opérations.
On montre aussi que cette propriété est vraie pour toutes les suites
générées par la fonction F; ; et dont les premiers termes sont des entiers
naturels non nuls
On peut vérifier que :

F3,o(1) = F%,o(z) =3 (5.3)
Il est clair que pour toutes les suites générées par la fonction F3 ; et dont les

premiers termes sont des entiers naturels pairs vont rejoindre des suites
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dont les premiers termes sont des entiers naturels impairs donc leurs
convergences dépendent de la convergence des ces derniéres donc il suffit
d’étudier la convergence des suites dont les premiers termes sont entiers
naturels impairs. Soit P un entier naturel qui n’appartient pas a I'’ensemble
E(3,0):
P € N* — E(3,0) (5.4)
Si P (P # 1) est impair donc il existe un entier naturel non nul m non
multiple de 3 tel que :
P=3+2m (5.5)
Comme P n’est pas un multiple de 3 donc nécessairement m est non

multiple de 3 etona:
3 3
F30(P) = F3,(3 +2m) = 5(3 +2m) + 5= 6+3m=3(2+m) (5.6)

On déduit que :

VP € N* — E(3,0) sip estimpair alors F;,(P) € E(3,0) (5.7)
On peut conclure que la suite générée par F; et de premier terme P va
rejoindre une suite de premier terme un entier naturel appartenant a
I'ensemble E(3,0) ce qui signifie qu’elle va atteindre le cycle (3,6) aprés un
nombre fini des itérations. On peut conclure que pour toutes les suites
générées par la fonction F;, et dont les premiers termes sont des entiers
impairs atteignent toujours le cycle (3,6). Comme la convergence des suites
générées par F;, et dont les premiers termes sont entiers naturels pairs
dépendent des suites dont les premiers termes sont des entiers naturels
impairs alors on peut conclure que pour tous les entiers naturels non nul N,
les suites générées par la fonction F;, atteignent toujours (3,6) aprés un
nombre fini des itérations.
Exemple 5.2
On définie la fonction Ts o sur E(5,0) = {5,10,15,20, ... } tel que :

P
3 si P = 0 (mod 10)

T =12 . (58)
§P+E siP =5 (mod 10)

On définit la fonction Fs 4 sur N* comme suit :

N
) siN = 0 (mod 2)

FooN) =13 ¢ (59)
EN+§ siN =1 (mod 2)

Soit N un entier naturel impair qui n’appartient pas a E(5,0) (N ¢ E(5,0))

donc il existe un entier naturel non nul m non multiple de 5 tel que :
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N=5+2m (5.10)
On peut écrire :

F5o(N) = F5,(5 + 2m)

—3(5+2 )+5
=2 T3

=10+ 3m (5.11)
Comme m n’est pas multiple de 5 donc nécessairement 10+3m n’est pas un
multiple de 5 et on peut conclure par la suite que :

VP e N*si N ¢ E(5,0) alors F5 ,(N) € E(5,0) (5.12)
la conjecture de Collatz énonce que toutes les suites générées par Ts, et
dont les premiers termes appartenant a E(5,0) atteignent toujours 5 apres
un nombre fini des itérations et comme toutes les entiers impairs qui
n‘appartient a l'ensemble E(5,0) admettent des images par Fs, qui
n’appartient pas a E(5,0) donc on peut conclure que toutes les suites
générées par la fonction F; 4 et dont les premiers termes n’appartient pas a
I'ensemble E(5,0) ne rejoignent jamais une suite dont les premiers termes
sont des multiples de 5 et par suites ils n’atteignent jamais le cycle (5,10).
Les suites qui sont générées par Fs, et dont les premiers termes sont des
entiers naturels pairs non multiples de 5 rejoignent nécessairement des
suites dont les premiers termes sont des entiers impairs non multiples de 5.
On peut conclure que les seules suites qui sont générées par la fonction
Fsoet qui vont atteindre 5 aprés un nombre fini des itérations sont
uniquement les suites dont les premiers termes sont multiples de 5. Les
autres suites finies par tomber dans d’autres cycles autres que le cycle
(5,10).

-Derniére remarque
On considére les deux fonctions T, y,, et T,,p, qui définies respectivement
sur les deux ensembles suivants :

E(a;,by) = {X1,X2, X3, 0o, X0 - } €6 E(a3,b2) = {y1,¥2, V3, o0, Vi - 3 (5.13)
Les deux suites de premiers termes respectivement x; et y;qui sont
générées respectivement par les fonctionsT,, ,,, et T,, ;,, possédent le méme
vecteur de parité, possedent aussi le méme temps du vol. De plus si la
premiére suite atteint x; aprés un nombre bien déterminée des itérations

alors la deuxiéme suite atteint y; apres le méme nombre des itérations.
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