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Résumé Le formalisme des fils obliques permet de
modéliser les interactions ondes-structures-câbles dans
la méthode FDTD. Les techniques conformes réduisent
significativement les erreurs de modélisation de la géomé-
trie curviligne des structures. Nous proposons d’étendre
le formalisme des fils obliques en étudiant le couplage
champ vers câbles dans les cellules conformes pour les
méthodes FDTD conformes. Ce couplage est réalisé avec
la technique des coordonnées barycentriques généralisées
(GBC) appliquée sur un polyèdre. Après une introduction
de la théorie des GBC, nous détaillerons son application
pour les cellules FDTD conformes. Un exemple est étudié
afin d’évaluer la précision de cette méthode.

I. Introduction

La simulation numérique contribue significativement à
l’étude des interactions ondes-structures, nécessaire aux
problématiques issues de la CEM. La méthode historique
FDTD a connu de nombreux développements dans les di-
vers domaines des ondes, mais aussi sur ses performances
en termes de précision et efficacité en temps de calcul. Le
formalisme des fils obliques [1] a montré son efficacité
pour la modélisation des câbles dans la FDTD. Celle-ci
fournit une prédiction précise du courant sur le câble en
interaction avec le champ électromagnétique calculé par
la méthode FDTD.

Concernant la géométrie des structures, les techniques
conformes [2]–[4] pour la FDTD prennent bien en compte
la géométrie curviligne des structures. Ceci permet de
s’affranchir d’une modélisation en marche d’escalier in-
hérente la FDTD classique, laquelle introduit une erreur
non négligeable dans l’approximation. Ces techniques
se basent sur la formulation intégrale de l’équation de
Maxwell-Faraday, et se distinguent par un traitement
spécifique sur la stabilisation de cellules ne respectant
pas le critère de stabilité CFL. Sachant que les câbles sont
souvent positionnés proches des structures, et que l’apport
des techniques conformes sur la précision du calcul
du champ électromagnétique est significatif, l’extension
du formalisme des fils obliques aux méthodes FDTD
conformes est d’une importance cruciale pour la CEM.

Le couplage champ vers câble est la première étape
de cette extension. Ceci nécessite le calcul du champ
électrique le long du fil selon le modèle d’Agrawal [5]. Ce
dernier s’appuit sur l’évaluation du champ électrique tan-

gentiel au câble calculé en son absence le long de sa fibre
neutre. Ainsi, l’interpolation du champ électrique dans
les cellules conformes est un préalable indispensable.
Dans le cas standard, et supposément en cas conforme,
le champ électrique et magnétique sont calculés sur les
barycentres des arêtes et faces, respectivement. L’in-
terpolation classique bilinéaire ou trilinéaire suffit pour
approximer le champ dans les cellules standards. Ceci
devient insuffisant dans les cellules conformes, car leurs
formes géométriques peuvent définir des polyèdres assez
complexes. Nous proposons d’utiliser une interpolation de
type barycentrique dans un polyèdre avec la théorie des
coordonnées barycentriques généralisées (GBC).
Plusieurs travaux ont été menés pour établir des coordon-
nées barycentriques sur des polyèdres ; un bon résumé
et bilan de ceux-ci se trouvent dans [6], [7]. Dans le
cadre de la méthode des éléments finis, des fonctions de
bases utilisant les GBC comme ceux de Wachspress [8]
ont été développés dans [9], [10]. La première partie est
consacrée à une introduction à la théorie des GBC, et
des GBC mean-value coordinates (MVC) [11]. Ensuite,
des explications sur la reconstruction des polyèdres et sur
leur application dans la méthode FDTD complète cette
partie. Cette méthode est enfin illustrée par un exemple
avec un plan électriquement parfait (PEC) afin d’évaluer
sa précision.

II. Coordonnées barycentriques généralisées

Pour un tétraèdre T , les coordonnées barycentriques sont
définis par :

λi(x) =
Ai(x)

A
, ∀x ∈ T (1)

où Ai(x) est le volume signé défini par le tétraèdre
(x, {vj , 1 ≤ j ≤ 4|j 6= i}) et A =

∑4
i=1Ai(x) (Fig. 1).

Ces coordonnées barycentriques vérifient des propriétés
que les GBC généralisent (idéalement) dans le cas d’un
polyèdre quelconque.
Soit P un polyèdre avec n sommets notés vi, soit 1 ≤
i ≤ n, λi : P → R3, l’ensemble des fonctions λi sont
dites GBC [7] si elles satisfont la partition de l’unité :

n∑
i=1

λi(x) = 1, ∀x ∈ P (2)



FIGURE 1. Un des volumes calculé pour déterminer les coordonnées
barycentriques de x dans un tétraèdre.

et l’approximation exacte des fonctions linéaires sur P :
n∑

i=1

λi(x)vi = x, ∀x ∈ P (3)

Des fonctions définies comme ci-dessus ne sont pas
uniques pour un polyèdre P quelconque et leurs construc-
tions peuvent ne pas être généralisées sous une même
démarche. Idéalement, les GBC vérifient les propriétés
suivantes :

— Strictement positif : λi(x) ≥ 0,
— Propriété de Lagrange : λi(vj) = δij ,
— Linéaire sur les arêtes : λi est linéaire sur les arêtes

de P ,
— Régularité : λi ∈ C∞.
— Propriété de Trace : sur chaque face de δP , λi

dégénère en des GBC 2D.
Parmi ces GBC, il faudrait choisir ou définir celles qui in-
terpolent au mieux le champ électromagnétique au sein de
la cellule conforme. Ainsi, nous recherchons idéalement
des GBC avec toutes les propriétés comme sur un tétra-
èdre, pouvant s’appliquer sur un polyèdre concave, avec
une formulation explicite des poids. Dans ce contexte, les
GBC pseudo-harmoniques [12] sont des choix pertinents
vis-à-vis du comportement du champ électromagnétique
au voisinage de parois PEC. C’est pourquoi les MVC
est un bon candidat puisque celui-ci remplit la majorité
des conditions idéales, sauf la continuité limitée à C0

sur les arêtes de P . Pour la compréhension des GBC,
nous proposons de revoir les MVC dans le cadre de la
construction générale de GBC à trois points, établie dans
[13].

II.1. Construction à trois points : MVC

La construction dans [13] concerne un polyèdre P

convexe à faces triangulaires. Dans les autres cas, une
simple triangulation des faces permet de revenir à cette
construction des GBC. Cette construction exploite le fait
que l’intégration de la normale sur une surface fermée est
nulle. On en déduit une combinaison linéaire reliant cette
intégrale aux arêtes puis aux sommets. Les poids sont
additionnés pour chaque sommet et une normalisation
permet d’obtenir enfin les poids GBC.
Les auteurs définissent un dual de P comme un polyèdre
définit par une surface fermée Sd centré sur le point à

FIGURE 2. Surfaces d’intégrations associées à une facette triangu-
laire pour le théorème de Stokes.

interpoler que l’on nomme Ep. Dans le cas du MVC, cette
surface est une sphère, comme vu sur la figure 2. Cette
surface sert de surface de projection pour les sommets de
P . Ceci vont ainsi définir les facettes du dual.
L’intégration de la normale sur Sd se décompose en
somme d’intégrales sur chaque face du dual. Notons r
l’intégrale sur cette face génériquement notée S, soit :

r =

∫
S

n, (4)

avec n la normale extérieure à S. En appliquant le
théorème de Stokes, on obtient :

r = −
∑

(i,j,k)

∫
Si,j

nk, (5)

où (i, j, k) est la permutation circulaire dans {1, 2, 3}
et les surfaces Si,j sont définies par les points projetés
vi,vj et Ep. Les normales nk étant constantes sur Si,j ,
on obtient :

r = −
∑

(i,j,k)

|Si,j |nk, (6)

où |Si,j | désigne la surface de la face Si,j . Remarquons
que chaque normale peut s’écrire dans la base {vm −
Ep,m ∈ {1, 2, 3}} (faces triangulaires). On peut alors
écrire :

r =

3∑
m=1

qm(vm − Ep), (7)

où qm sont les coefficients uniques de la décomposition.
Ces coefficients peuvent être déterminés avec les produits
scalaires r.nk, puisque nk.(vm − Ep) = 0 pour m ∈
{i, j}. D’où, avec la même permutation circulaire :

qk =
r.nk

nk.(vk − Ep)
, (8)

et avec l’équation (6), on remplace pour obtenir finale-
ment :

qk =
−
∑

(i,j,k) (|Si,j |nk) .nk

nk.(vk − Ep)
. (9)



En sommant sur les faces du dual, on a :∑
S

∫
S

n =
∑
S

3∑
m=1

qm(vm − Ep)

=

3∑
m=1

∑
S

qm(vm − Ep)

=

3∑
m=1

ωm(vm − Ep) = 0.

(10)

En posant :
bm =

ωm∑3
m=1 ωm

, (11)

on obtient les GBC bm :∑
m

bmvm = Ep. (12)

Cette construction des GBC dépend seulement de |Si,j |,
désigné par Ju par les coefficients di,j . Ces coefficients
proviennent de la trace de la surface (nommée "généra-
trice" par Ju) sur chaque face de la pyramide duale. Par
exemple, les MVC est la trace de la sphère unité sur cette
pyramide, soit un triangle sphérique. La construction des
MVC utilisés dans les exemples suivants sont les MVC
sphériques [11].

III. Interpolation du vecteur champ sur les sommets
des cellules conformes

Afin d’appliquer les GBC, l’interpolation du vecteur
champ sur les sommets des cellules conformes est né-
cessaire. Ceci passe d’abord par la reconstruction géo-
métrique des cellules conformes, notamment les parois
traversant ces cellules et définissant un ou plusieurs
polyèdres. Notons que dans la méthode FDTD conforme,
seules les intersections de la géométrie avec les arêtes
de cellules sont requises pour la prise en compte des
structures curvilignes. La reconstruction des polyèdres
peut s’avérer laborieuse lorsque celle-ci exploite seule-
ment ces informations. Les exemples suivants utilisent
une reconstruction des polyèdres basée sur la théorie des
graphes. La construction des cycles minimaux permet
de reconstruire les parois internes à la cellule de Yee.
Les parois reconstruites ici sont toujours décomposées en
triangle. Un intérêt de cette triangulation est d’augmenter
la résolution visuelle de calculs éventuels de courants de
surface.
Le vecteur champ interpolé aux sommets du polyèdre sont
sur un sommet de la paroi ou bien un sommet classique
d’une cellule de Yee. Il est possible d’utiliser le fait que
le champ FDTD soit constant sur les arêtes et faces. En
appliquant une interpolation linéaire avec les cellules voi-
sines, l’approximation du vecteur aux sommets est alors
plus précise. Par exemple, pour les sommets hors paroi,
l’approximation du champ magnétique aux sommets est

réalisée avec une interpolation de pondération inverse à
l’aire avec au plus, quatre points de champ pour chaque
direction :

ωj =
1

Aj

∑4
i=1

1
Ai

(13)

où Ai sont les aires des facettes supports aux champs
magnétiques. Ceci signifie que la contribution d’une com-
posante magnétique FDTD est d’autant plus forte lorsque
celle-ci est intégrée sur une aire petite. L’approximation
du champ électrique à ces même sommets résulte direc-
tement d’un gradient centré.
Pour les sommets localisés sur une paroi conductrice, les
conditions aux limites permettent de déterminer les com-
posantes de champ manquantes. Cependant, ces condi-
tions limites peuvent être dégénérescentes (par exemple,
une paroi tangente à une face de cellule de Yee) et alors
la composante voisine la plus proche est arbitrairement
utilisée.

IV. Résultats numériques : Interpolation du champ,
calcul de courant

Le champ électrique est interpolé le long de la fibre neutre
d’un câble (non couplé) d’un mètre, placé à une hauteur
d’1 cm à une plaque PEC carré de 5 m de côté, en
son centre. Ce fil neutre est raccordé à la plaque à ses
extrémités avec une charge de 50 Ω. Le maillage est
uniforme avec des cellules cubiques de 5 cm de côté.
Dans la configuration standard où la plaque est sur le plan
(x, y), celle-ci est illuminée par une onde plane incidente
de (θ, φ) = (43◦, 43◦) et dotée d’une source Gaussienne
de fréquence maximale égale à 300 MHz. L’onde plane
est polarisée à ψ = 23.8◦. Les résultats avec la FDTD
conforme sont données en example en effectuant une
rotation de 37◦ par rapport à l’axe y. Une vue complète de
la configuration dans le cas FDTD conforme est donnée
sur la figure 3.
Les techniques conformes utilisées sont : Benkler [2],
Simplified Conform (SC) [4], et l’Enlarged Cell Tech-
nique (ECT) [3], avec une CFL de 0.1, 0.5 et 0.9, res-
pectivement. Pour chacune, rappelons que la stabilisation
des cellules instables est une augmentation de l’aire,
une élongation des arêtes métalliques, et une répartition
adéquate des forces électromotrices au voisinage de la
cellule instable, respectivement.
Les figures 4 et 5 donnent l’approximation au point
interpolé et le courant sur câble calculé en mode ligne
de transmission, respectivement. Les vecteurs champs aux
sommets sont calculés avec une interpolation linéaire sauf
dans le résultat où "nullgrad" est attaché au suffixe de
sa légende. Sur ces résultats, les erreurs restent assez
faibles de l’ordre de 2% et 5% en moyenne sur la bande
de fréquence pour le champ et le courant, respective-
ment. Notons la convergence des résultats des techniques



FIGURE 3. Vue complète de la configuration dans le cas FDTD
conforme. La trace de la plaque sur les facettes de cellule de Yee est
visible en rouge. Des points d’observations sont positionnés le long du
câble en bleu clair.

FIGURE 4. Haut : Champ électrique normal (à la plaque) et
tangentiel (module puis erreur) au point 26. Bas : Localité du point
26 (entouré) dans la cellule conforme.

conformes Benkler et SC vers l’ECT, lorsque la CFL est
assez basse afin d’avoir un nombre de cellules instables
négligeables et donc une dégradation très limitée pour
stabiliser les cellules conformes.

FIGURE 5. Courant (module puis erreur) sur le segment [26,27] du
fil neutre.

V. Conclusion

Une méthode d’interpolation du champ électrique et
magnétique dans les cellules conformes a été proposée
pour la modélisation des câbles dans les schémas FDTD
conformes. Celle-ci est basée sur les GBC et notamment
les MVC ont été utilisés pour les cas présents. Cette
méthode nécessite la reconstruction des polyèdres et l’ap-
proximation des vecteurs champs sur ses sommets. Les
cas présentés montrent des résultats avec une interpolation
assez précise du champ et du courant sur un fil neutre. En
perspective, cette méthodologie peut permettre d’obtenir
le couplage réciproque champ-câble et d’étendre totale-
ment le formalisme des fils obliques dans les schémas
FDTD conformes.
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