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Introducao

A dinamica populacional € a drea da ciéncia que tenta explicar de uma
forma mecanicista simples as variagdes temporais do tamanho e da compo-
sicdo de populacdes bioldgicas, tais como as dos seres humanos, animais,
plantas ou microrganismos. Estd relacionada, mas sendo bastante distinta,
com a drea mais descritiva das estatisticas demograficas. Um ponto comum é
que fazem um uso extensivo da linguagem matematica.

A dindmica populacional estd na intersec¢do de vdrios campos: mate-
matica, ciéncias sociais (demografia), biologia (genética e ecologia da po-
pulacdo) e medicina (epidemiologia). Devido a isto, ndo € frequentemente
apresentada como um todo, apesar das semelhancas entre os problemas en-
contrados em vdrias aplicacdes. Uma notdvel excecdo em francés é o livro
Teorias matemdticas das populagée de Alain Hillion, que apresenta o as-
sunto do ponto de vista do matematico, distinguindo vérios tipos de modelos:
modelos de tempo discreto (f = 0,1,2...) e modelos de tempo continuo (¢ é
um numero real), modelos deterministicos (os estados futuros sdo conheci-
dos com exatiddo se o estado actual for conhecido exatamente) e modelos
estocdsticos (onde as probabilidades desempenham um papel importante). O
livro considera por isso modelos deterministicos discretos, modelos deter-
ministicos continuos, modelos estocasticos discretos e modelos estocasticos
continuos.

Neste livro tentei discutir o0 mesmo assunto, mas de um ponto de vista
histérico, com a investigacdo a ser explicada no seu contexto,incluindo pe-
quenas biografias de cientistas. Isto deve facilitar a leitura do livro para os
menos familiarizados com a matemadtica e pode normalmente ajudar a com-
preender a origem dos problemas em estudo. Mas este livro ndo € apenas
sobre histéria. Pode também servir como uma introdu¢do a modelacao mate-
madtica. Pareceu importante incluir os detalhes da maioria dos cdlculos para
que o leitor possa realmente ver as limitagdes dos modelos. As partes técnicas
sdo enfatizadas em caixas cinzentas e podem ser ignoradas numa primeira lei-
tura. O ultimo capitulo centra-se nos numerosos problemas contemporaneos
da dindmica populacional que se podem tentar analisar de um ponto de vista
matemdtico. Para quem queira saber mais, as listas de referéncias no final
de cada capitulo também incluem sitios web a partir dos quais podem ser
descarregados os artigos originais.

L Presses Universitaires de France, Paris, 1986.
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Nao foi possivel, num livro desta extensdo, dar uma imagem completa
de todo o trabalho desenvolvido até agora ou falar de todos os cientistas que
contribuiram para o assunto. A escolha feita contém necessariamente uma
componente arbitrdria, particularmente para as tltimas décadas. Espero, no
entanto, que a amostra escolhida seja suficientemente representativa, e que as
pessoas, que trabalham neste campo e cujo trabalho ndo é mencionado, nio
fiquem aborrecidas. O publico ideal para este livro inclui:

 Estudantes do ensino secunddrio e universitdrio que se interroguem so-
bre que ligacdes podem existir entre os cursos de matemdtica que t€m
de frequentar e o mundo a sua volta, ou estudantes que preparem traba-
lhos pessoais sobre um tema relacionado com a dindmica populacional.

Professores de Matemadtica que tentam tornar o seu curso mais atrac-
tivo. O conhecimento das quatro operacdes elementares € suficiente
para compreender a maioria dos capitulos[I] 2]e[5} O capitulo [3] pode
servir como introdugio as aplicacdes de logaritmos. Este livro também

cobre: equagdes de recorréncia nos capitulos [T} 3} [8] [IT] [T4] 21} 23]
[24} equacdes diferenciais nos capitulos [4] [6] [12] [T3] [T6} equagdes as
derivadas parciais nos capitulos uma equagdo integral no capi-
tulo[TO} e aplicagdes da teoria das probabilidades nos capitulos

Halley, [7,[8) 0} [T5} [T} [T7} [18} [1%) 22}

Pessoas ja familiarizadas com demografia, epidemiologia, genética ou
ecologia e dispostas a comparar a sua drea favorita com outras que pos-
sam envolver modelos matematicos semelhantes; leitores interessados
na histdria da ciéncia.

Este livro € essencialmente uma traducéo da edicdo francesa publicada
por Cassini (Paris) em 2008 sob o titulo Histoires de mathématiques et de po-
pulations. Alguns capitulos foram reorganizados ou reescritos e acrescentaram-
se quatro figuras. Foram corrigidos alguns erros de impressdo e aumentaram-
se e atualizaram-se as listas de referéncias no final de cada capitulo. Estas
listas incluem sitios web que mostram as obras originais. Uma referéncia
seguida de um URL (endereco de rede) significa que pode ser facilmente en-
contrada através de uma pesquisa na World Wide Web. Foi publicada uma
traducdo inglesa com o titulo A Short History of Mathematical Population
Dynamics (Springer, 2011).

Algumas pessoas fizeram observacgdes sobre as vdrias versdes do livro,
forneceram referéncias e imagens ou discutiram questdes de direitos de au-
tor. Pela traducdo portuguesa, estou muito grato a José Paulo Viana e Paulo
Doutor, que reviram e corrigiram a tradu¢do automadtica do software DeepL.



Capitulo 1

A sequéncia de Fibonacci (1202)

Em 1202, Leonardo de Pisa, também conhecido como Fibonacci, pu-
blicou um livro que popularizou na Europa o sistema numérico decimal
indiano que jd tinha sido adotado pelos matemadticos drabes. Entre os
muitos exemplos dados no livro, um refere-se ao crescimento de uma
populacio de coelhos. E um dos exemplos mais antigos de um modelo
matemdtico para a dindmica de uma populacio.

Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci muito depois da sua morte,
nasceu por volta de 1170, na Republica de Pisa, quando esta estava no auge
do seu poder comercial e militar no mundo mediterranico. Por volta de 1192,
o pai de Fibonacci foi enviado pela Republica para o porto de Bejaia, agora
na Argélia, para dirigir um posto de comércio. O filho juntou-se a ele pouco
depois para se preparar para ser comerciante. Leonardo comegou a apren-
der o sistema numérico decimal que os drabes tinham trazido da India e que
ainda hoje estd em uso quase na mesma forma: 0, 1, 2, 3,4,5,6,7, 8¢ 9.
Quando, por questdes de negdcios, viajava pelo Mar Mediterranico, compa-
rou os diferentes sistemas numéricos e estudou matemadtica drabe. De volta
a Pisa, terminou em 1202 um livro em latim intitulado Liber abaci (Livro de
Calculo) no qual explicou o novo sistema numérico € mostrou como utiliza-
lo em contabilidade, conversdes de pesos e moedas, taxas de juro e muitas
outras aplicagdes. Compilou também a maior parte dos resultados de dlgebra
e aritmética conhecidos pelos arabes.

Fibonacci analisou no seu livro o que hoje se chamaria um problema de
dindmica populacional, mas apresentou-o apenas como um exercicio com-
putacional no meio de outros assuntos ndo relacionados: a sec¢do anterior
do livro € sobre nimeros perfeitos que sdo a soma dos seus divisores, como
28 =14+7+4+241, e aseccdo seguinte € um problema sobre a partilha de
dinheiro entre quatro pessoas que € equivalente a um sistema linear de quatro
equagdes. Eis aqui esse problema, numa traducao do latim:

«Um homem tinha um casal de coelhos num certo lugar fechado.
Queremos saber quantos coelhos serdo criados a partir deste par
ao fim de um ano, quando € a natureza deles gerar outro par num
tinico més e aqueles que nasceram gerarem também a partir do
seu segundo més.»



Se houver um par de coelhos recém-nascidos no inicio do primeiro més, este
par ainda ndo sera fértil apds um més, continuando a haver apenas um par de
coelhos no inicio do segundo més. Este par de coelhos ird dar a luz outro par
no inicio do terceiro més, pelo que haverd dois pares no total. O par inicial
de coelhos dard novamente a luz um outro par no inicio do quarto més. Mas
o segundo par de coelhos ainda ndo sera fértil. Havera apenas trés pares de
coelhos.

Usando nota¢des modernas, seja P, ser o nimero de pares de coelhos no
inicio do més n. O ndmero de pares de coelhos P,+1 no més n+ 1 € a soma
do nimero P, de pares no més n e do nimero de pares de recém-nascidos no
més n+ 1. Mas s6 os pares de coelhos com pelo menos dois meses dao a luz
novos pares de coelhos no més n + 1. Estes sdo os pares que j4 14 estavam no
més n— 1 e o seu ndmero é P,_;. Por isso

Poy1 =B+ P

Temos aqui uma relag@o de recorréncia, que nos dd a populacido no més n+ 1
em fungdo da populacdo nos meses anteriores. Por conseguinte, Fibonacci
poderia facilmente construir a seguinte tabela, onde 1+1 =2, 1 +2 =3,
24+3=5,34+5=28,etc.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
P, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

De facto, Fibonacci considerou como condic¢do inicial a situagdo no més
n =2. Como P4 = 144 4233 = 377, obtendo-se 377 pares de coelhos doze
meses ap6s o inicio. Salientou ainda que esta sequéncia de nimeros poderia
continuar indefinidamente.

Depois de 1202, Fibonacci escreveu vérios outros livros, tais como Prac-
tica geometriae em 1220 e Liber quadratorum (Livro dos Quadrados) em
1225. A sua reputagdo levou-o a ser recebido pelo imperador Frederico II,
que era um amante da ciéncia. A partir de 1240, a Republica de Pisa conce-
deu a Fibonacci uma pensao anual. O ano da sua morte é desconhecido.

Durante os séculos seguintes, o problema dos coelhos de Fibonacci foi
esquecido e ndo teve qualquer influéncia no desenvolvimento de modelos
matematicos para a dindmica populacional. Vdrios cientistas encontraram
a mesma sequéncia de nimeros nos seus estudos, mas nao se referiam a Fi-
bonacci nem a qualquer populacdo. Vdrios livros de Kepler contém a obser-
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vagdo de que a relacdo P, /P, converge, quando n tende ao infinito, para o
niimero de ouro ¢ = (1+4+/5)/2. Este é um caso particular de uma proprie-
dade comum a maioria dos modelos populacionais: a tendéncia para aumentar
geometricamente (ver capitulos[3|e2I). Em 1728 Daniel Bernoulli deduziu a
férmula exacta

1+/5
2

1 1

= 5

enquanto estudava as séries definidas por recorréncia. As obras completas
de Fibonacci foram publicadas no século XIX. A partir dai, a sequéncia (B,)
comegou a ser encontrada em livros de matemadtica recreativa sob o nome de
sequéncia de Fibonacci.

E evidente que, para modelar uma populagio de coelhos, as hipéteses que
levam a sequéncia de Fibonacci estdo longe de ser realistas: nao h4 morta-
lidade, sem separacdo de sexos, etc. Nas ultimas décadas, o interesse por
esta sequéncia na biologia advém do facto de varias plantas conterem estru-
turas que envolvem alguns dos nimeros P,. Por exemplo, 8 e 13 em pinhas
ou 34 e 55 em girass6is. Uma revista cientifica, The Fibonacci Quarterly, é
mesmo inteiramente dedicada as propriedades e aplicacdes da sequéncia de
Fibonacci!

n

1-v5]"
2

Leitura adicional

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus. .. Comment. Acad. Sci. Imp. Petro-
politanae 3, 85-100 (1728/1732) — Die Werke von Daniel Bernoulli, Band 2,
Birkhiuser, Basel, 1982, 49—64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer, New York (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scienti-
fic Biography, vol. 4, 604-613. Scribner, New York (1971)



Capitulo 2
Tabela de mortalidade de Halley (1693)

Em 1693, o famoso astrénomo inglés Edmond Halley estudou os re-
gistos de nascimento e morte da cidade de Bresldvia, que tinham sido
transmitidos a Royal Society por Caspar Neumann. Construiu uma ta-
bela de mortalidade para todas as idades, com o nimero de sobreviven-
tes de um grupo de pessoas nascidas no mesmo ano. Utilizou depois
esta sua tabela para calcular o preco das rendas vitalicias. Este capi-
tulo recorda este trabalho e coloca-o no contexto da vida de Halley e
dos primeiros desenvolvimentos da «aritmética politica» e da teoria das
probabilidades, que interessou cientistas como Graunt, Petty, De Witt,
Hudde, Huygens, Leibniz e de Moivre.

Edmond Halley nasceu em 1656, perto de Londres, filho de um rico fabri-
cante de sabdo. Comecou a estudar no Queen’s College da Universidade de
Oxford e interessou-se ainda jovem pela astronomia. Quando o Observatdrio
de Greenwich foi inaugurado em 1675, ja Halley ia visitar Flamsteed, o As-
tronomo Real. Interrompeu os estudos de 1676 a 1678 para ir a ilha de Santa
Helena e estabelecer um catdlogo das estrelas que se avistam no hemisfério
sul. Regressado a Inglaterra, tornou-se membro da Royal Society. Publicou
também as observacdes que tinha feito sobre a circulacio dos ventos durante
a viagem a Santa Helena. Em 1684 visitou Newton em Cambridge para dis-
cutir a ligacdo entre as leis de Kepler do movimento planetdrio e a forca de
atrac¢do exercida pelo Sol. Encorajou Newton a escrever os famosos Princi-
pios Matemadticos da Filosofia Natural, um livro que finalmente publicou as
suas proprias custas. Trabalhava entdo como escrivdo da Royal Society. Em
1689 concebeu um sino para o mergulho subaqudtico, que ele préprio testou.

Nessa época, Caspar Neumann, um te6logo de Bresldvia, estava a reco-
lher dados sobre o nimero de nascimentos e mortes na sua cidade. Bresla-
via pertencia ao império dos Habsburgos (estd agora na Pol6nia e chama-se
Wroctaw). Os dados inclufam a idade com que as pessoas tinham morrido,
pelo que podiam ser utilizados para construir uma tabela de mortalidade mos-
trando a probabilidade de sobrevivéncia até uma determinada idade.

A primeira tabela de mortalidade tinha sido publicada em Londres em
1662, num livro intitulado Observagdes naturais e politicas feitas a partir dos
boletins da mortalidade. Este livro é geralmente considerado como o texto



Capitulo 2. Tabela de mortalidade de Halley (1693) 5

Figura 2.1:
Edmond Halley (1656-1742)

fundador quer da estatistica quer da demografia e tem uma curiosa particula-
ridade: as pessoas ainda hoje se perguntam se foi escrito por John Graunt, um
comerciante indicado como autor na capa do livro, ou pelo seu amigo Wil-
liam Petty, um dos fundadores da Royal Society. Em todo o caso, a tabela de
mortalidade contida no livro tentou tirar partido dos boletins com os registos
regulares dos enterros e dos baptismos em Londres desde o inicio do século
XVII. Estes documentos eram usados sobretudo para informar as pessoas das
recorrentes epidemias de peste. Por este motivo, indicavam a causa de morte
e ndo a idade com que as pessoas morriam. Para obter uma tabela de mortali-
dade com as hipéteses de sobrevivéncia em funcio da idade, Graunt ou Petty
tiveram de adivinhar de que forma as diferentes causas de morte estavam re-
lacionadas com os grupos etdrios. Assim sendo, esta tdbua de mortalidade
estava sujeita a grandes erros. No entanto, o livro teve muito €xito, com cinco
edi¢des entre 1662 e 1676. Vairias cidades na Europa tinham comecado a
publicar boletins semelhantes aos de Londres.

Foi quase trinta anos apds esta primeira tabela de mortalidade que, se-
guindo a sugestdo de Leibniz, Neumann enviou a Henry Justel, o secretdrio
da Royal Society, os seus dados demograficos da cidade de Breslavia para os
anos 1687-1691. Justel morreu pouco tempo depois, e Halley ficou com os
dados. Analisou-os e em 1693 publicou as suas conclusdes no Philosophical
Transactions of the Royal Society. O seu artigo chama-se Uma estimativa dos
graus de mortalidade da humanidade, extraida de curiosas tabelas de nasci-
mentos e funerais na cidade de Bresldvia, com uma tentativa de determinar
o prego das rendas vitalicias.

Durante o periodo de cinco anos em estudo, Halley notou que o nimero



de nascimentos em Bresldvia era mais ou menos igual ao nimero de mortes,
de modo que a populacéo total era quase constante. Para simplificar a ana-
lise, ele assumiu que a populacdo era exactamente estavel: 0os nimeros anuais
de nascimentos (chamemos-lhe F), da populacgdo total, da populagdo com a
idade k (P;) e de mortes com idade k (D;) sdo todos constantes ao longo do
tempo. Isto enfatiza uma outra interessante propriedade dos dados de Bresla-
via, porque tal simplificacdo ndo teria sido possivel numa cidade em rapido
crescimento como Londres, onde as estatisticas eram enviesadas pelo fluxo
de populagdo proveniente do campo.

Tabela 2.1: Tabela de mortalidade da Halley mostrando a populagio Py de idade k.

k PR | k P | kK P| k P]| k P]| k P
11000 | 15 628 | 29 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 855 |16 622 |30 531 |44 407 | 58 262 |72 120
3798 | 17 616 | 31 523 | 45 397 | 59 252 | 73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 | 46 387 | 60 242 | 74 98
5 732019 604 | 33 507 | 47 377 |61 232 |75 88
6 710 | 20 598 | 34 499 | 48 367 | 62 222 |76 78
7692 |21 592 | 35 490 | 49 357 | 63 212 |77 68
8 680 | 22 586 | 36 481 | 50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 | 23 579 | 37 472 |51 335|65 192 |79 49
10 661 | 24 573 |38 463 |52 324 |66 182 |80 41
11 653 |25 567 |39 454 |53 313 |67 172 |81 34
12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28
13 640 | 27 553 | 41 436 |55 292 |69 152 |83 23
14 634 | 28 546 | 42 427 | 56 282 | 70 142 | 84 20

Os dados de Bresldvia tinham uma média de 1238 nascimentos por ano

e foi este o valor que Halley atribuiu a ). Em principio, também calculou,

a partir dos dados, a média anual de D;, nimero de mortes das pessoas de

idade k, para todos os k > 0. Construiu depois a Tabela[2.T|com os valores de
P, usando a férmula

Piv1 =B — Dy, 2.1

Inversamente, pode-se encontrar os valores de Dj que utilizou a partir da
férmula Dy = Py — PBy1: Do = 238, Dy = 145, D, = 57, D3 = 38 e assim
por diante. De facto, Halley alterou um pouco estes resultados, quer para
obter nimeros inteiros (este € o caso de Dy, que foi ligeiramente alterado para
que P; = 1000), quer para suavizar certas irregularidades devido ao pequeno
nimero de mortes na velhice num estudo de cinco anos. Tomando a soma de
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todos os nimeros P na tabela, Halley obteve uma estimativa da populacio
total de Breslavia, pr(’)xim;ﬂ dos 34000. Em resumo, este método tinha a
grande vantagem de nao exigir um censo geral, mas apenas o conhecimento
do nimero de nascimentos e mortes e da idade com que as pessoas morreram
durante alguns anos.

A tabela de mortalidade de Halley serviu de referéncia para varias obras
no século XVIII (ver capitulo[d)). De facto, embora os valores de Py fossem
especificos da cidade de Bresldvia, pode-se considerar que a razdo P /P
era a probabilidade de sobreviver até a idade k + 1 sabendo que ja se tinha
atingido a idade k. Esta probabilidade podia ser razoavelmente utilizada para
as populacdes de outras cidades europeias da época. Por exemplo, seria de
esperar que uma crian¢a com um ano de idade tivesse 661 hipéteses em 1 000
de atingir os 10 anos ou 598 hipéteses em 1 000 de atingir os 20 anos de idade.

Halley utilizou também a sua tabela de mortalidade para calcular o pre¢o
das rendas vitalicias. Durante os séculos XVI e XVII, varias cidades e estados
vendiam estas rendas aos seus cidaddos para angariar dinheiro. Os compra-
dores recebiam anualmente, e até a sua morte, uma quantia fixa de dinheiro,
que era igual a uma certa percentagem da soma inicialmente paga, frequen-
temente o dobro da taxa de juros da época, mas independente da idade do
comprador. Claro que a institui¢do corria o risco de faléncia se demasiadas
pessoas com uma esperanga de vida muito longa comprassem estas anuida-
des. O problema nio poderia ser correctamente resolvido sem uma tabela de
mortalidade fidvel.

Em 1671, Johan De Witt, primeiro-ministro da Holanda, e Johannes Hudde,
um dos presidentes de cAmara da cidade de Amesterdao, ja tinham pensado
no problema de calcular o preco das rendas vitalicias. Temendo uma inva-
sdo das tropas francesas, queriam angariar dinheiro para fortalecer o exército.
Existiam dados relativos a pessoas que tinham comprado rendas vitalicias va-
rias décadas antes, em particular com a idade em que as rendas tinham sido
compradas e com a idade em que as pessoas tinham morrido. Tinham con-
seguido calcular o pre¢o das anuidades de forma mais ou menos correcta,
mas o método foi posteriormente esquecido. A Holanda foi invadida no ano
seguinte e De Witt foi linchado pela multidao.

Halley voltou a considerar o problema em 1693, com a tdbua de mortali-
dade de Bresldvia e assumindo uma taxa de juro de 6 %. O método de cdlculo
é simples. Sejam i a taxa de juros e R; o preco pelo qual uma pessoa de idade
k pode comprar uma renda de uma libra por ano. Esta pessoa tem uma pro-
babilidade Py, /P, de ainda estar viva na idade k +n. A libra que o Estado
promete pagar se ela atingir esta idade pode ser obtida colocando 1/(1 + )"

Halley indicou que o niimero de pessoas com mais de 84 anos era 107.



libras da soma inicial a taxa de juro i. Assim, se se assumir simplificadamente
que a soma inicial € utilizada apenas para pagar as anuidades, o preco deve

ser

_ I (Pk+l Prt2 Py )

TR\t T+ (1)

Halley obteve desta forma a Tabela 2.2] que mostra o factor Ry pelo qual
a renda desejada tem de ser multiplicada para se obter a quantia inicial ne-
cessaria. Em cada ano, um homem de 20 anos de idade receberia assim
1/12,78 ~ 7,8% da quantia inicial. Mas um homem de 50 anos receberia
1/9,21 =~ 10,9 %, porque teria menos anos para viver. Note-se que o dobro
da taxa de juro corresponderia a uma renda igual a 12,0 % do valor inicial, ou
equivalente a um preco igual a 8,33 vezes a renda.

(2.2)

Tabela 2.2: Factor multiplicador que da o preco das rendas vitalicias.

Idade k PrecoR, Idadek PrecoR;, Idadek Prego R,

1 10,28 25 12,27 50 9,21
5 13,40 30 11,72 55 8,51
10 13,44 35 11,12 60 7,60
15 13,33 40 10,57 65 6,54
20 12,78 45 9,91 70 5,32

Os cdlculos sdo, evidentemente, bastante enfadonhos. Contudo, Halley
pdde utilizar tabelas de logaritmos para obter mais rapidamente o termo geral
Pein/(141)". Uma vez que néo apresentou valores para P, acima de 84 anos,
ndo € possivel verificar exactamente os seus cdlculos. Finalmente, o trabalho
de Halley ndo teve qualquer impacto imediato: durante varias décadas, as
rendas vitalicias, em Inglaterra e noutros paises, continuaram a ser vendidas
a um preco independente da idade do comprador e a um pre¢o muito inferior
ao que deveria ser, por exemplo, 7 vezes a renda.

As questdes derivadas das tabelas de mortalidade interessaram muitos ci-
entistas durante o tempo de Halley. Em 1669, na correspondéncia com o seu
irmao, o holandés Christiaan Huygens, autor em 1657 do primeiro folheto de-
dicado a teoria das probabilidades, discutiu a tabela de mortalidade de Graunt
e o célculo da esperanga de vidaﬂ Alguns anos antes de pdr Neumann em
contacto com a Royal Society, Leibniz também escreveu sobre o cédlculo da
esperanca de vida num ensaio que permaneceu inédito. Em 1709 foi a vez

2 A esperanca de vida na idade k é dada pela férmula ll comi=0.
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de Nikolaus I Bernoulli. Em 1725, Abraham de Moivre publicou todo um
Tratado sobre as anuidades. Notou, em particular, que o pre¢o Ry podia ser
facilmente calculado para a velhice, uma vez que a férmula (2.2) continha
apenas alguns termos. Poder-se-ia entdo usar a férmula de recorréncia para
trés
R, = Pert 14 Ryp
k= -
Pk 1 +1
o que ¢ facilmente comprovado a partir de (2.2)). Usando o valor que Halley
d4 para o preco aos 70 anos de idade, € possivel verificar os outros valoresﬂ
da Tabela[2.2]

Depois desta pausa centrada na demografia, Halley voltou aos seus princi-
pais temas de investigacdo. Entre 1698 e 1700 navegou pelo Oceano Atlantico
para desenhar um mapa do campo magnético da Terra. Em 1704 tornou-se
professor da Universidade de Oxford. No ano seguinte, publicou um livro
sobre cometas e previu que o cometa de 1682, que Kepler tinha observado
em 1607, voltaria em 1758: ficou conhecido como «o cometa de Halley».
Publicou também uma traducédo do livro de Apollonius de Perga sobre céni-
cas. Em 1720, substituiu Flamsteed como Astrénomo Real. Tentou resolver
o problema da determinacdo com precisdo da longitude no mar a partir da
observagdo da Lua, um problema de grande importancia prética para a nave-
gacdo. Morreu em Greenwich, em 1742, aos 86 anos de idade.

)
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Capitulo 3

Euler e o crescimento geométrico das populacoes
(1748-1761)

Euler escreveu sobre a dindmica populacional em véarias ocasides. No
seu tratado de 1748, Introdugdo a Andlise do Infinito, o capitulo que trata
da fungdo exponencial contém quatro exemplos sobre o crescimento ex-
ponencial da populagdo. Em 1760 publicou um artigo em que combi-
nava o crescimento exponencial com a estrutura etdria para a populagdo.
Este trabalho é precursor da teoria das populagdes estaveis, que foi de-
senvolvida no século XX e desempenha um papel importante na demo-
grafia. Em 1761, Euler ajudou também Siissmilch com a segunda edicao
do seu tratado sobre demografia. Elaborou um modelo interessante, que
¢ uma espécie de variante da sequéncia de Fibonacci, mas ndo publicou
a sua andlise detalhada.

Leonhard Euler nasceu em 1707, em Basileia, na Suica, filho de um pas-
tor protestante. Em 1720, Euler iniciou os estudos na universidade, recebendo
também aulas particulares de matematica de Johann Bernoulli, um dos ma-
temdticos mais famosos da geragdo apés Leibniz e Newton. Fez amizade
com dois dos filhos de Johann Bernoulli: Nikolaus II e Daniel. Em 1727,
Euler juntou-se a Daniel na recém-criada Academia de Ciéncias de Sao Pe-
tersburgo. Para além da matematica, interessou-se ainda pela fisica e por
muitas outras disciplinas cientificas e técnicas. Em 1741, o Rei Frederico II
da Prussia convidou-o para director da seccdo de matemdtica da Academia
das Ciéncias em Berlim. Euler publicou um nimero considerdvel de arti-
gos e livros sobre todos os aspectos da mecanica (astronomia, elasticidade,
fluidos, sélidos) e da matematica (teoria dos nimeros, dlgebra, séries infini-
tas, fungdes elementares, nimeros complexos, célculo diferencial e integral,
equagdes diferenciais e as derivadas parciais, optimizacdo, geometria) mas
também sobre demografia. Foi o matematico mais prolifico do seu tempo.

Em 1748, Euler publicou um tratado em latim intitulado Introducdo a
Andlise do Infinito. No capitulo sobre exponenciais e logaritmos apresen-
tou seis exemplos: um sobre a teoria matemadtica das escalas musicais, outro
sobre o reembolso de um empréstimo com juros, e quatro sobre a dindmica
populacional. No tdltimo, Euler assumiu que a populag@o P, no ano n satisfaz
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Figura 3.1:
Euler (1707-1783)

P41 = (1 +x) P, para todos os nimeros inteiros n e em que a taxa de cres-
cimento x € um ndmero real positivo. Partindo de uma condi¢do inicial Py, a
populagdo no ano n é dada por P, = (1 +x)" Py. A isto chama-se crescimento
geométrico ou exponencial. O primeiro exemplo tem esta pergunta:

«Se a populacdo de uma determinada regido aumentar anual-
mente de um trigésimo e, a certa altura, houver 100000 habi-
tantes, queremos conhecer a populacdo 100 anos depois.»

A resposta é Pigo = (14 1/30)1% x 100000 ~ 2 654 874. Para este exemplo
Euler inspirou-se no censo de Berlim que teve lugar em 1747 e que rendeu
uma estimativa de 107224 para a populagdo. Os cdlculos mostram que a
populagdo pode aumentar mais de dez vezes no espaco de um século. Isto é
precisamente o que tinha sido observado na altura para a cidade de Londres.

Deve-se notar que computar (14 1/30)'% é muito f4cil com uma calcu-
ladora de bolso moderna. Mas, no tempo de Euler, para obter rapidamente o
resultado era necessdrio utilizar logaritmos, evitando assim numerosas multi-
plicagdes a mio. Primeiro calculava-se o logaritmo decimal (na base 10) de
Pigo. Pela propriedade fundamental dos logaritmos log(ab) = loga + logh
temos log Pioo = 100 log(31/30) 4 log(100000) = 100 (log31 —log30) + 5.
Os logaritmos tinham sido introduzidos em 1614 pelo escocés John Napier.
O seu amigo Henry Briggs publicou a primeira tabela de logaritmos deci-
mais em 1617. Em 1628, o holandés Adriaan Vlacq completou o trabalho
de Briggs publicando uma tabela com os logaritmos decimais de nimeros
inteiros de 1 a 100000 com dez digitos de precisdo. Foi uma destas tabelas
que Euler utilizou para obter log30 ~ 1,477121255, log31 ~ 1,491361694
e, finalmente, log Pjog ~ 6,4240439. Faltava encontrar o nimero Pjog cujo
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logaritmo era conhecido. Uma vez que os logaritmos decimais de nimeros
inteiros de 1 a 100.000 variam de 0 a 5, procura-se o logaritmo de Py /100,
que ¢é 4,4240439. Pode verificar-se na tabela de logaritmos que 10g26548 ~
4,424031809 e log26 549 ~ 4,424048168. Substituindo a funcao logaritmica
por uma linha recta entre 26 548 e 26 549, Euler obteve que

Pioo 4,4240439 — 4,424031809
T 2054 ~ 26 548,74 .
100 20281 4 424048168 — 4.424031800 ~ 2074

Assim P100 ~ 2 654 874.
O segundo exemplo relativo a dindmica populacional no livro de Euler é
0 seguinte:

«Uma vez que, apds o Dilivio, todos os homens descenderam
de uma populagdo de seis elementos, e supondo que a populacio
duzentos anos depois era de 1000000, queremos determinar a
taxa de crescimento anual.»

Partindo de 10® = (1 +x)?® x 6, com uma calculadora de bolso obtemos
x = (10°/6)1/200 — 1 ~ 0,061963. Usando tabelas de logaritmos seria pre-
ciso passar por log(10%) = 200 log(1 + x) + log6 para obter log(1 +x) =
(6 —1og6),/200 ~ 0,0261092 e 1+ x ~ 1,061963. Assim, Euler poderia con-
cluir que a populagdo aumentava de x = 1/16 por ano. Para compreender
a origem deste exemplo, é preciso lembrar que os fildsofos contemporaneos
comegavam a negar a verdade das histdrias biblicas. Uma leitura literal fi-
xava a época do Dildvio Universal por volta de 2350 AC com os seguintes
sobreviventes: Noé, os seus trés filhos e as suas esposas. O livro de Génesis
diz:

«Esses foram os trés filhos de Noé; a partir deles toda a terra foi
povoada.»

Uma taxa de crescimento da populagdo de 1/16 (ou 6,25 %) por ano apds
o Dildvio ndo parecia demasiado irrealista para Euler. Sendo o filho de um
pastor protestante e mantendo-se religioso toda a vida, concluiu:

«Por esta razdo, € bastante ridiculo que os incrédulos objectem
que, comegando com um dnico homem e num espaco de tempo
tao curto, a Terra inteira ndo pudesse ser povoada.>

No livro publicado por Graunt em 1662 (ver capitulo , encontra-se uma observagao seme-
lhante:

«Um casal, Adao e Eva, duplicando-se a cada 64 anos durante 5 160 anos, que é
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Euler também notou que, se o crescimento tivesse continuado ao mesmo
ritmo até 400 anos ap6s o Dilidvio, a populagio teria sido de (1 +x)*" x 6 =
(10%/6)? x 6 ~ 166 mil milhdes:

«No entanto, a Terra inteira nunca seria capaz de suportar essa
populacio.»

Esta ideia seria detalhadamente desenvolvida por Malthus meio século mais
tarde (ver capitulo[5).
No terceiro exemplo, Euler pergunta:

«Se em cada século a populagdo humana duplicar, qual € a taxa
anual de crescimento?»

Uma vez que (1+x)!% =2, usando uma calculadora de bolso temos x =
21/100 _ 1 & 0,00695. Com tabelas de logaritmos, 100 log(1+ x) = log?2.
Entdo, log(1 + x) ~ 0,0030103 e 1+ x ~ 1,00695. Portanto, a populagdo
cresce x ~ 1/144 por ano. O quarto e ultimo exemplo levanta uma questdo
semelhante:

«Se a populagdo humana aumentar anualmente de 1/100, gosta-
riamos de saber quanto tempo serd preciso para que a populacdo
se torne dez vezes maior.»

Sendo (1+1/100)" = 10, obtemos nlog(101/100) = 1. Entéo, n ~ 231 anos.
Isto € tudo o que se pode encontrar na Introdugcdo a Andlise do Infinito, de
1748, relativamente a dinamica das populacdes. Alguns anos mais tarde, Eu-
ler voltaria a este assunto com mais detalhe .

Em 1760 publicou nos anais da Academia das Ciéncias de Berlim uma
obra intitulada Uma investigacdo geral sobre a mortalidade e a multiplica-
cdo da espécie humana. Este trabalho foi uma espécie de sintese entre a sua
anterior andlise do crescimento geométrico das populagdes e estudos anterio-
res sobre tabelas de vida (ver capitulo[2). Euler apresentou, por exemplo, este
problema:

«Conhecendo o nimero de nascimentos e enterros que ocorrem
no decurso de um ano, encontrar o nimero de todos 0s vivos € 0
seu aumento anual, para uma dada hipdtese de mortalidade.»

a idade do mundo de acordo com as Sagradas Escrituras, produzird muito mais
pessoas do que as que estdo agora nele. Portanto, a idade do mundo ndo estd
acima dos 100 mil anos, como alguns imaginam em vao, nem € superior ao que as
Escritura indicam.»
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Euler assumiu serem conhecidos os seguintes niimeros:

¢ 0 ndmero de nascimentos B,, durante o ano n;

¢ o0 numero de mortes D,, durante o ano »;

* a proporcio g, de recém-nascidos que atingem a idade k > 1.

Sendo P, a populagdo no ano n, Euler ainda sup6s implicitamente que:
* a populacdo aumenta geometricamente: P, = r P, (fixamos r = 1 +
x);

* a propor¢do entre nascimentos e populacéo é constante: B, /P, = m
Estes dois pressupostos implicam que o nimero de nascimentos aumenta ge-
ometricamente e a0 mesmo ritmo: B,.; =rB,. Euler considerou entdo o
estado da populagdo com cem anos de intervalo, ou seja, entre os anos n = 0
e n = 100, assumindo que ninguém sobrevive para além de cem anos. Para
esclarecer este raciocinio, seja P, (k > 1) a populagdo viva no inicio do
ano n e que nasceu no ano n — k. Seja Py, = B, o nimero de nascimentos
durante o ano n. A partir da definicdo da taxa de sobrevivéncia g, temos
Pen = qi Pon—k = qi By Portanto

0Py = Pioo = R P P
r "Ry = Proo = £0,100 + £1,100 + - - + £100,100
= Bi100+q1Bo9 + -+ +q100Bo
100 99
= (" +r"q1+ -+ q100) Bo

Dividindo esta equacio por r'% Ry, obtemos

q 4100

l=m (1+ +2+ +W) 3.1)

E esta a equacio que, por vezes em demografia, se denomina por «equagio
de Euler». Contando separadamente os nascimentos e as mortes, obtemos
rPy =Py =P —Dy+By1 =P —Dy+rB,. (3.2)

Assim, o nimero de mortes também aumenta geometricamente: D, 1 =rD,,.
Além disso,

1 P, D,/B,—r
—_=_r_mr 33
m B, 1—r 3-3)
Substituindo isto na equagdo @]), chegamos finalmente a equagio
D,/B,—
/ @ Jrq L T (3.4)

11—, ;100
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onde ja s6 existe uma incégnita: r. Temos aqui aquilo a que normalmente se
chama uma equagdo implicita, porque ndo podemos obterr r em funcdo dos
outros parametros. Contudo, podemos calcular separadamente o primeiro e
o segundo membros da equacao para um valor fixo de r e depois variar
r até que os dois lados sejam iguais. O valor de r assim obtido d4 a taxa de
crescimento x = r — 1 da populagdo. Note-se que a partir das equagdes (3.1)
e (3.3)), obtemos a seguinte expressio para a populacio B,:

q1 | 92 4100
P,,an(1+7+r—2+---+rW) .

Quando a populagdo € estaciondria (r = 1), esta expressdo é a mesma que
Halley usou para estimar a populagdo da cidade de Bresldvia (ver capitulo[2)).
Euler também analisou a seguinte questao:

«Sendo dadas as hipéteses de mortalidade e fecundidade, e co-
nhecido o nimero total de pessoas vivas, descobrir quantas exis-
tem em cada idade.»

Uma vez que as taxas de sobrevivéncia gy e de fertilidade m sdo conhecidos, a
taxa de crescimento r pode ser calculada a partir da equac@o (3.1I). Durante o
ano n, o nimero de pessoas nascidas no anon—k € q; B, = qx B,,/rk (com
qo = 1). Assim, a propor¢do da populacdo total que tem a idade k €

a/r*
L+qi/r+qa/r?+--+qi00/r'%”

Esta propor¢do é constante. Usando a terminologia de Lotka (ver capitulo
[T0), diz-se que a populagdo é «estdvel»: a pirdmide etdria mantém a mesma
forma ao longo do tempo.

Euler voltou depois ao problema da construcdo de uma tabela de mortali-
dade quando a populacdo ndo € estaciondria mas aumenta geometricamente:

«Descobrir a lei da mortalidade quando se conhece o niimero de
todos os vivos, bem como o nimero de nascimentos € 0 nimero
de mortes em cada idade no decurso de um ano.»

Euler definia lei de mortalidade como sendo o conjunto dos coeficientes de
sobrevivéncia g;. Presume-se aqui que a populacdo total é conhecida atra-
vés de um censo, o que ndo era o caso de Halley (ver capitulo[2). A equa-
¢do (3.2) mostra que a taxa de crescimento é r = (P, — D,,)/(P, — Bn). Seja
Dy, 0 nimero de pessoas que morrem com a idade k durante o ano n: es-
tas pessoas nasceram no ano n — k. Portanto, Dy, = (qk — qk+1) Bu—i. Mas
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B,_x =B/ r*. Os coeficientes de sobrevivéncia g, podem, assim, ser calcu-
lados através da férmula de recorréncia gy = g — 1~ Dy /By para todos os
k > 0, com gp = 1. Esta féormula, multiplicada por B, di a férmula (2.1}
utilizada por Halley para o caso estaciondrio r = 1. No entanto, Euler insis-
tiu no facto de o seu método de cdlculo dos coeficientes de sobrevivéncia gy
assumir que a populagdo aumenta regularmente, excluindo incidentes como
epidemias de peste, guerras, fome, etc. Se os censos no tempo de Euler ti-
vessem registado a idade da populagdo (como na Suécia), esta suposi¢do teria
sido desnecessdria e os coeficientes g; poderiam ter sido calculados mais fa-
cilmente.

Conhecidos os coeficientes de sobrevivéncia gy, Euler mostrou também
como calcular o preco das anuidades de vida. Euler utilizou uma taxa de juro
de 5% e a tabela de vida publicada em 1742 pelo holandés Willem Kers-
seboom, mas ndo mencionou as obras de Halley ou de Moivre sobre este
assunto.

Euler ndo era o Unico cientista interessado em demografia na Academia
de Berlim. O seu colega Johann Peter Stissmilch tinha publicado, em 1741,
um tratado em alemado intitulado A Ordem Divina nas Mudancas da Gera-
c¢do Humana, Através do Nascimento, da Morte e da Procriacdo do Mesmo
Estabelecido, que € actualmente considerado como o primeiro tratado intei-
ramente dedicado a demografia. Siissmilch também escreveu o livro Sobre o
Rdpido Crescimento da Cidade de Berlim, em 1752.

Figura 3.2:
Stissmilch (1707-1767)

Em 1761, Siissmilch publicou uma segunda edi¢do do seu tratado. No
capitulo Sobre a taxa de aumento e sobre o tempo de duplicacdo das popu-
lagdes, incluiu um interessante modelo matematico que Euler elaborou para
ele. O modelo era semelhante ao de Fibonacci (ver capitulo[I]), mas para uma
populagdo humana. Comecando com um casal (um homem e uma mulher)
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ambos com 20 anos de idade no ano 0, Euler assumiu que as pessoas ca-
sam aos 20, morrem aos 40 anos e que cada casal terd seis filhos: dois filhos
(um menino e uma menina) aos 22, outros dois aos 24 e os ultimos dois aos
26. Contando os anos dois a dois para que B; seja o nimero de nascimentos
durante o ano 2i, Euler concluiu que

Bi=Bi 11+Bi_12+Bi_13 (3.5)

paratodo oi > 1. As condicdes iniciais correspondem a B_1 =0, B_1; =0,
B_19p=2e B; =0 para —9 < i < 0. Euler pode assim calcular o nimero de
nascimentos, como mostra a segunda coluna da tabela de Euler. O nimero de
mortes D; no ano 2i é entdo igual ao ndmero de nascimentos no ano 2i — 40:
D; = B;_yy para i > 10, enquanto D; = 0 para i < 9. Quanto ao niimero P; de
pessoas vivas no ano 2i, é igual ao nimero de pessoas vivas no ano 2i — 2,
mais o nimero de nascimentos no ano 2i, menos o nimero de mortes no ano
2i: b=P_1+B;,—D,.

Este capitulo do livro de Siissmilch termina com uma observacio que ja
poderia ter sido feita sobre a sequéncia de Fibonacci:

«A grande desordem que parece prevalecer na tabela de Euler
nio impede que o nimero de nascimentos siga uma espécie de
progressdo a que se pode chamar série recorrente [...] Qualquer
que seja a desordem inicial destas progressoes, elas transformam-
se numa progressdo geométrica se nao forem interrompidas e as
desordens do inicio desvanecem-se pouco a pouco e desapare-
cem quase completamente.»

O livro nio avanga mais sobre as questdes matemdticas deste modelo popu-
lacional. No entanto, Euler levou o estudo muito mais longe num manuscrito
intitulado Sobre a multiplicagdo da raca humana, que permaneceu inédito
durante a sua vida. Procurando uma solugdo para a equagio (3.5) na forma
B; = cr!, ou seja, na forma de uma progressio geométrica, obteve apds sim-
plificacio uma equacdo polinomial de grau 13: '3 = 2 4 r + 1. Procurou
uma solug@o préxima de r = 1 e notou, usando uma tabela de logaritmos para
o célculo de 13, que

0,212  si r=1,09
213 ) V7
bhrar=ros { 0,142 si r=1,10.
Assim, a equacdo tem uma raiz entre 1,09 e 1,10. Aproximando a funcio
1 +r+ 7> —r'3 por um segmento de reta neste intervalo, Euler obteve

0,142 x1,0940,212 x 1,10

~ 1,0960 .
0,142+0,212
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Tabela 3.1: Tabela de Euler.

i Nasci- Mortes  Vivos i Nasci- Mortes  Vivos
mentos mentos

0 0 0 2 40 20 0 206

1 2 0 4 41 8 0 214

2 2 0 6 42 2 0 216

3 2 0 8 43 0 2 214

4 0 0 8 44 0 6 208

5 0 0 8 45 2 12 198

6 0 0 8 46 10 14 194

7 0 0 8 47 30 12 212

8 0 0 8 48 60 6 266

9 0 0 8 49 90 2 354
10 0 2 6 50 102 0 456
11 0 0 6 51 90 0 546
12 2 0 8 52 60 0 606
13 4 0 12 53 30 0 636
14 6 0 18 54 10 2 644
15 4 0 22 55 2 8 638
16 2 0 24 56 2 20 620
17 0 0 24 57 12 32 600
18 0 0 24 58 42 38 604
19 0 0 24 59 100 32 672
20 0 0 24 60 180 20 832
21 0 2 22 61 252 8 1076
22 0 2 20 62 282 2 1356
23 2 2 20 63 252 0 1608
24 6 0 26 64 180 0 1788
25 12 0 38 65 100 2 1886
26 14 0 52 66 42 10 1918
27 12 0 64 67 14 30 1902
28 6 0 70 68 16 60 1858
29 2 0 72 69 56 90 1824
30 0 0 72 70 154 102 1876
31 0 0 72 71 322 90 2108
32 0 2 70 72 532 60 2580
33 0 4 66 73 714 30 3264
34 2 6 62 74 786 10 4040
35 8 4 66 75 714 2 4752
36 20 2 84 76 532 2 5282
37 32 0 116 77 322 12 5592
38 38 0 154 78 156 42 5706
39 32 0 186 79 72 100 5678
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Sendo os anos contados dois a dois, o nimero de nascimentos tende a ser
multiplicado por /r em cada ano. Este nimero duplica a cada n anos se
(v/r)" =2, ie. acadan=2log2/logr = 15 anos. Uma vez que assint}-
ticamente B; ~ cr’ e que o niimero D; de mortes no ano 2i é igual a B;_»,
obtemos D; = B;/ 20 com 2% ~ 6,25. O niimero de nascimentos é cerca de
seis vezes o nimero de mortes. Sendo o niimero P; de pessoas vivas no ano
2iigual a B;+ B;_1 + - -+ + B;_19, também obtemos que

1 1 1-r%
Pl.zBi<1+r+...+r19) :Bim%9,593,‘.

A populagdo total € cerca de dez vezes maior do que o nimero de nascimen-
tos.

A prova de que a sequéncia (B;) apresentada na Tabela cresce de
facto assimptSticamente com 7/ é mais complicada. Era conhecido desde
o trabalho de Abraham de Moivre sobre as séries recorrentes que, ao in-
troduzir a fungdo geradora f(x) = Y% B;x', poderia exprimir-se f(x)
como uma funcdo racional. Euler tinha explicado o método na sua In-
trodugdo a Andlise do Infinito, em 1748: a relacdo recorrente (3.5) dd de

facto

12 ) o0 )
fx)=Y Bx'+ Y (Bioii+Bi-12+Bi_13)x
i=0 i=13

=2x+2x7 +20° +2x12 + f(x) (6 + a2 4+x1)

Por isso

2x4+2x% 4253 +2x12
fx) = 112 _ 1
1 —xll —x12 413

Euler sabia que uma tal funcéo racional podia decompor-se na forma

ai a3
F) = o e
X1 X13
em que os nimeros xi,...,x3 S0 as raizes reais ou complexas da equa-

¢io 1 —x!! —x!2 —x13 = 0. Portanto

fx) :i;)al (;1) +-+aps (;:3) :
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Dado que B, é o coeficiente de x' em f(x), Euler obteve

aj a3 (23
4t Tk
(x1)! (x13)" ()

com i — +oo, onde x; € a raiz com o menor médulo. Por outras palavras,
B; tende a crescer geometricamente como (1/x;)". Resta notar que x; é a
raiz da equagdo 1 —x'! —x!> —x!3 =0 se e s6 se r = 1 /x; for uma raiz da
equacio r'3 = r2 +r+ 1. Alguns detalhes da prova foram posteriormente
esclarecidos por Gumbel em 1916.

Bi=

Siissmilch publicou uma terceira edi¢cdo do seu tratado em 1765 e morreu
em Berlim em 1767. Euler regressou a Sao Petersburgo em 1766, quando se
deterioraram as suas relacdes com o rei da Prdssia. Apesar de ter perdido a
visdo, continuou a publicar, com a ajuda dos seus filhos e colegas, um grande
nimero de obras, especialmente sobre dlgebra, cdlculo integral, Optica e cons-
trugdo naval. As suas Cartas Sobre Diferentes Assuntos de Filosofia Natural
Dirigidas a uma Princesa Alemd, escritas em Berlim entre 1760 e 1762, fo-
ram publicadas entre 1768 e 1772 e tornaram-se um best-seller em toda a
Europa. Euler morreu em Sao Petersburgo, em 1783. A sua contribui¢do para
a demografia matemadtica, especialmente a sua andlise da pirdmide etdria «es-
tavel» numa populacio em crescimento exponencial, s6 seria redescoberta no
século XX (ver capitulos[I0]e [21).
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Capitulo 4

Daniel Bernoulli, d’Alembert e a inoculacio da va-
riola (1760)

Em 1760, Daniel Bernoulli escreveu um artigo modelando a variola.
Nessa época havia grande controvérsia em torno da inoculag¢do, uma
pratica que podia proteger as pessoas mas que também podia ser mor-
tal. Bernoulli utilizou as tabelas de vida de Halley e dados relativos a
variola para mostrar que a inoculagio era vantajosa se o risco associado
de morrer fosse inferior a 11 %. A inoculacdo poderia aumentar a espe-
ranca de vida a nascenga até tr€s anos. D’Alembert criticou o trabalho
de Bernoulli, que foi o primeiro modelo matemético em epidemiologia.

Daniel Bernoulli nasceu em 1700 em Groningen, nos Paises Baixos. A
sua familia inclufa ji dois matemadticos famosos: o pai Johann Bernoulli e
o tio Jakob Bernoulli. Em 1705, Johann mudou-se para Basileia, na Suica,
onde assumiu a cétedra deixada vaga pela morte de Jakob. Johann ndo queria
que o filho estudasse matemadtica e, por isso, Daniel virou-se para a medicina,
obtendo o doutoramento em 1721 com uma tese sobre a respiragdo. Mudou-
se para Veneza e comecgou a debrugar-se sobre a Matemética, publicando um
livro em 1724. Tendo ganho um prémio da Academia das Ciéncias de Paris
nesse mesmo ano pelo ensaio Sobre a perfeicdo da ampulheta num navio no
mar, conseguiu uma cétedra na nova Academia de Sdo Petersburgo. Durante
esses anos, trabalhou especialmente em séries recorrentes e no «Paradoxo de
Sao Petersburgo» da teoria das probabilidades. Em 1733, Daniel Bernoulli re-
gressou a Universidade de Basileia, onde, sucessivamente, ensinou boténica,
fisiologia e fisica. Em 1738 publicou um livro sobre dinadmica dos fluidos que
se tornou famoso na histéria da Fisica. Por volta de 1753 interessou-se, ao
mesmo tempo que Euler e d’ Alembert, pelo problema das cordas vibratdrias,
o que deu origem a uma importante controvérsia matematica.

Em 1760 submeteu a Academia das Ciéncias de Paris um trabalho intitu-
lado A fentativa de uma nova andlise da mortalidade causada pela variola e
das vantagens da inoculagdo para a evitar. A questdo era se a inoculagdo (a
introdug¢do voluntdria de uma pequena quantidade de variola menos virulenta
no corpo para a proteger contra infec¢des posteriores) deveria ser encorajada,
mesmo que por vezes se tratasse de uma intervencdo mortal. Esta técnica
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Figura 4.1: Daniel Bernoulli
(1700-1782)

era conhecida h4 muito tempo na Asia e tinha sido introduzida em 1718 em
Inglaterra por Lady Montagu, esposa do embaixador britdnico no Império
Otomano. Em Franga, apesar da morte do filho mais velho de Luis XIV de-
vido a variola em 1711, a inoculacao foi olhada com desconfianca. Voltaire,
que tinha sobrevivido a varfola em 1723 e que tinha vivido védrios anos no
exilio em Inglaterra, ficando a par das tltimas inovacdes, apelou a inoculacio
nas suas Cartas Filosdficas de 1734. O cientista francés La Condamine, que
também tinha sobrevivido a variola, defendeu a inoculagdo na Academia das
Ciéncias em Paris em 1754.

Antes de morrer em Basileia em 1759, Maupertuis encorajou Daniel Ber-
noulli a estudar o problema da inocula¢do de um ponto de vista matemaético.
Mais precisamente, o desafio era encontrar uma forma de comparar o bene-
ficio a longo prazo da inoculagdo com o risco imediato de morrer. Para este
fim, Bernoulli fez as seguintes hip6teses simplificadoras:

* pessoas infectadas com variola pela primeira vez morrem com proba-
bilidade p (independentemente da idade) e sobrevivem com probabili-
dade 1 — p;

* todos t€m a probabilidade g de ser infectados todos 0s anos; mais preci-
samente, a probabilidade de um individuo ser infectado entre as idades
x e x+dx é gdx, onde dx é um periodo de tempo infinitesimal;

* as pessoas que sobrevivem a variola estdo protegidas contra novas in-
fecgdes para o resto da vida (ficam imunizadas).

Seja m(x) a mortalidade na idade x devido a outras causas que néo a variola:
a probabilidade de um individuo morrer num periodo de tempo infinitesimal
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dx entre as idades x e x+dx é m(x) dx. Considerando um grupo de Py pessoas
nascidas no mesmo ano, vamos chamar

* S(x) ao nimero de pessoas «susceptiveis» que ainda estdo vivas na
idade x sem nunca terem sido infectadas com variola;

* R(x) ao nimero de pessoas que estdo vivas na idade de x e que sobre-
viveram a variola;

* P(x) = S(x) + R(x) ao nimero total de pessoas vivas na idade x.

O nascimento corresponde & idade x = 0. Portanto S(0) = P(0) = Pye R(0) =
0. Aplicando os métodos de cdlculo desenvolvidos no final do século XVII
por Newton, por Leibniz e mais tarde pelo seu pai, Daniel Bernoulli notou
que, entre a idade x e a idade x + dx (com dx infinitamente pequeno), cada in-
dividuo susceptivel tem uma probabilidade gdx de ser infectado com variola
e uma probabilidade m(x)dx de morrer de outras causas. Assim, a variagdo
do niimero de pessoas susceptiveis € dS = —Sgdx — Sm(x) dx, dando origem
a equacdo diferencial

ds

i qS—m(x)S. 4.1)
Nesta equagdo, dS/dx é a derivada da fungdo S(x). Durante o mesmo pequeno
intervalo de tempo, o nimero de pessoas que morrem de variola é pSqgdxe o
ntimero de pessoas que sobrevivem a varfola é (1 — p) Sqgdx. Além disso, hd
também Rm(x)dx pessoas que morrem de causas diferentes da variola. Isto
leva a uma segunda equacdo diferencial:

dR

Ix =qg(1—p)S—m(x)R. 4.2)

Adicionando as duas equagdes, obtemos

dp
. =—pgS—m(x)P. 4.3)

A partir das equagdes [@.T) e (@.3), Bernoulli deduziu que a frac¢do de pessoas
que ainda sdo susceptiveis na idade x é
S(x) 1

P (I_pertp’ &
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Para obter a férmula (4.4), Bernoulli eliminou m(x) das equagdes (4.1)

e [@3):

Reorganizando os termos, vem

1dS S dP S s71?
P P 4pTPe|p|

Pdx PXdx P
O primeiro membro da equagdo é a derivada de f(x) = S(x)/P(x), que
¢é a fraccdo de pessoas susceptiveis da populagdo com a idade x. Assim,

fo =—qf+paf*. (4.5)
X

A solucio deste tipo de equagdes era conhecida hé vérias décadas, gra-
cas aos trabalhos de Jakob Bernoulli, tio de Daniel. Dividindo a equa-
¢do por f2 e fixando g(x) = 1/f(x), vemos que dg/dx = qg — pq e que
g(0) =1/f(0) = 1. Definindo h(x) = g(x) — p, obtemos dh/dx = gh.
Portanto i(x) = h(0)e?* = (1— p)e?*. Finalmente g(x) = (1—p)e?*+p
e fx) =1/g(x).

Para aplicar a sua teoria, Bernoulli usou a tabela de mortalidade de Halley
(ver capitulo[2)). Esta tabela d4 o nimero de pessoas ainda vivas no inicio do
ano x (com x = 1,2...) a partir de um grupo de 1238 pessoas nascidas durante
o ano 0. Mas, no ambito do seu modelo, Bernoulli precisava do nimero de
pessoas P(x) que realmente atingem a idade x, o que é ligeiramente diferente.
Porque Bernoulli - como a maioria dos seus contemporaneos - ndo percebeu
a diferenca (o artigo de Halley ndo é muito explicito), manteve os nimeros da
tabela de Halley excepto o primeiro nimero 1238, que substituiu por 1300
para obter uma mortalidade realista durante o primeiro ano de vida. Estes
ndmeros sdo mostrados na segunda coluna da tabelad.1]

Bernoulli escolheu p = 1/8 = 12,5% para a probabilidade de morrer de
variola, o que estd de acordo com as observagdes do seu tempo. A probabili-
dade anual de apanhar a variola g ndo pdde ser estimada directamente. Assim,
Bernoulli provavelmente tentou varios valores para ¢ e finalmente escolheu
aquele para o qual o nimero de mortes devidas a variola depois de todos os
célculos € de cerca de 1/13 do niimero total de mortes, uma propor¢do que
tinha sido observada em vérias cidades europeias. A escolha ¢ = 1/8 por ano
acabou por dar um bom ajuste, como veremos a segui

10 facto de p e ¢ serem iguais é apenas uma coincidéncia.
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Tabela 4.1: A tdbua de mortalidade de Halley com os célculos de Bernoulli.

Idade  Vivo Susceptivel Imune Mortes por Sem variola

x  P(x) S(x) R(x) variola P*(x)
0 1300 1300 0 17,2 1300
1 1000 896 104 12,3 1015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 5,2 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 3,5 732
10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 2,3 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1,4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681
20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656

24 572 32 540 649
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Com a férmula e os valores de P(x) na segunda coluna da tabela,
podemos calcular o nimero S(x) de pessoas susceptiveis com idade x: € a
terceira coluna da tabela arredondada para o nimero inteiro mais préximo. A
quarta coluna mostra o nimero R(x) = P(x) — S(x) de pessoas com idade x
que sobreviveram a variola. A quinta coluna mostra, na linha correspondente
a idade x, o ndmero de mortes devidas a variola entre as idades x e x -+ 1.
Em teoria, este nimero deveria ser o integral pg fx”l S(t)dt mas a férmula
pq[S(x)+ S(x+1)]/2 dd uma boa aproximagdo, como se vé na figura
a drea do trapézio estd proxima da drea sob a curva, ou seja, do integral da
funcdo.

Figura 4.2: A drea do trapézio a tra-
cejado € uma aproximacdo do inte-
gral da fungdo Sentre x e x+ 1.

Bernoulli notou que a soma de todos os ndmeros da quinta coluna da 98
mortes por variola antes dos 24 anos de idade. Se mantivéssemos a tabela
para as idades mais avangadas, encontrarifamos apenas mais trés mortes por
variola entre as 32 pessoas que ainda s@o susceptiveis aos 24 anos de idade.
Em resumo, partindo de 1300 nascimentos, o destino de 101 pessoas € morrer
de variola. Esta € quase exactamente a frac¢do esperada de 1/13.

Bernoulli considerou entdo a situacdo em que a variola seria inoculada a
todos a nascenga e ndo causaria quaisquer mortes. A variola seria erradicada
e a questdo € estimar o aumento da esperanga de vida. A partir do mesmo
nimero de nascimentos Py, chamemos P*(x) ao nimero de pessoas com idade
x quando a varfola tiver desaparecido. Ento,

dP*
€ temos P( )
X
P)=— 47
(x) l_p_"_pe,qx J ( )

onde P(x) é, como anteriormente, a populagdo com idade x quando a variola
estd presente.
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De facto, eliminando m(x) nas equagdes (4.6) e (4.3), Bernoulli obteve,
apos simplificagdo,

tar_pPar__ SP

Definindo A(x) = P(x)/P*(x) e usando a férmula (4.4), multiplicou o
numerador e o denominador por e~ 7* e obteve

1 dh e 1*
ndx . PINT"pipea>
que é equivalente a % logh = % log(1— p+ pe~7¥), onde log representa

aqui o logaritmo neperiano e néo o logaritmo decimal. Mas A(0) = 1.
Entdo h(x) =1— p+ pe9*.

Note-se que a propor¢do P(x)/P*(x) tende para 1 — p quando a idade x
¢ suficientemente grande. A sexta coluna da tabela mostra P*(x). Uma
forma de comparar P(x) e P*(x) é estimar a esperanca de vida & nascenca,
cuja expressao tedrica com a variola é

|
— P(x)dx.
Py Jo
Obtém-se uma expressdo semelhante para o caso da nao existéncia de variola
substituindo P(x) por P*(x). Bernoulli utilizou a férmula aproximada

PO+ PP+ | A,

obtida pelo método dos trapézios (figura f.2). Continuando a tabela para
além dos 24 anos e até aos 84 anos (ver Tabela [2.T)), obteve finalmente uma
esperanca de vida E com variola igual a [% 1300+ 1000+ - - - 4 20] /1300 =~
26,57 anos, i.e. 26 anos e 7 meses. Sem variola, obteve uma esperanga de
vida E* igual a [$1300+ 1015+ ---423] /1300 ~ 29,65 anos, i.e. 29 anos
e 8 meses. A inoculagdo a nascenca aumentaria a esperanca de vida em mais
de trés anos.

Podemos notar que existe um método mais simples e rdpido do que o
utilizado por Bernoulli para se chegar a estas férmulas. Partindo da
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equagdo diferencial (4.1) por S(x), vemos primeiro que
X
S(x) =Pye " exp (/ m(y) dy> .
0
Usando esta expressdo na equagdo (4.2)) for R(x), temos
X
RO =Ro(1=p) (1= exp (= [“mOay)
A equagdo (4.6) para P*(x) mostra que
X
P*(x) = Py exp (/0 m(y) dy) . (4.8)

Dagqui resultam imediatamente as férmulas (.4) e (4.7)!

Naturalmente, a inoculagdo com uma estirpe menos virulenta de variola
ndo é completamente segura. Se p’ € a probabilidade de morrer de varfola
logo ap6s a inoculagdo (p’ < p), entdo a esperanga de vida seria (1 — p’) E*
se todos passassem pela inoculag@o a nascenca. Esta esperanca de vida per-
manece superior & esperanca de vida «natural» E se p’ < 1—E/E*, ou seja,
cerca de 11 %. Os dados relativos a p’ eram dificeis de obter na altura. Mas
Bernoulli estimou que o risco de p’ era inferior a 1 %. Para ele ndo havia
didvidas, a inoculagdo tinha de ser promovida pelo Estado e concluiu:

«Desejo simplesmente que, num assunto que tdo intimamente
diz respeito ao bem-estar da ragca humana, nenhuma decisao seja
tomada sem todo aquele conhecimento que um pouco de andlise
e de célculo podem proporcionar.»

O trabalho de Bernoulli foi apresentado em Abril de 1760 na Academia
das Ciéncias em Paris. Em Novembro, foi d’ Alembert que entregou um co-
mentério intitulado Sobre a aplicacdo da teoria das probabilidades a ino-
culagcdo da variola. O comentério foi publicado pouco depois no segundo
volume da sua obra Opuscules mathématiques com célculos mais detalhados
e em conjunto com outro trabalho intitulado Teoria matemdtica da inocula-
¢cdo. D’ Alembert criticou as pressupostos de Bernoulli sobre a probabilidade
de infeccdo e a probabilidade de morrer de variola, independentemente da
idade. Sugeriu uma solug¢ao diferente que ndo requer estas suposicdes. Sendo
v(x) a mortalidade devida & variola na idade x, m(x) a mortalidade devida a
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outras causas e P(x) o nimero de pessoas que ainda estdo vivas, entao

dP
= —v(x)P—m(x)P. 4.9)

Comparando com a equacdo (4.3), vemos que, de facto, v(x) = pqS(x)/P(x).
Daqui obtemos

P*(x) = P(x) exp (/Oxv(y) dy) , (4.10)

onde P*(x) representa o nimero de pessoas vivas na idade x quando a variola
tiver desaparecido.

Figura 4.3:
D’ Alembert (1717-1783)

De facto, podemos substituir a fun¢do m(x) da equagéo em (4.9)
ou usar a férmula para P*(x) e notar que a solugéo de (4.9) é dada
por

P =roexp (- [ D0)+moay).

A férmula (4.10) dada por d’Alembert ndo contradiz a férmula de Ber-
noulli . Utiliza apenas a informagdo v(x), que ndo estava disponivel na-
quela altura porque os registos de morte indicavam a causa de morte mas nio
a idade da vitima. D’Alembert sugeriu que realmente nao se podia concluir
se a inoculagdo seria util antes deste tipo de dados estar disponivel.

D’ Alembert também criticou a utilidade da esperanca de vida como cri-
tério de decisdo, uma vez que dd o mesmo peso a todos os anos, seja num
futuro préximo ou distante. Salientou que, do ponto de vista do individuo ou
do Estado, nem todos os anos t€ém a mesma «utilidade», sendo as idades jo-
vens e velhas menos valiosas do que as idades médias. Apesar de todas estas
criticas, d’ Alembert declarou-se favordvel a inoculagdo.
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Devido a atrasos na publicagdo, o trabalho de Bernoulli s6 se tornou
publico em 1766, enquanto d’Alembert conseguiu que o seu préprio traba-
lho fosse publicado muito rapidamente. Bernoulli expressou a sua amargura
numa carta a Euler:

«O que diz sobre as enormes banalidades do grande d’ Alembert
acerca das probabilidades: como me vejo frequentemente tra-
tado injustamente nas suas publica¢des, decidi hd j4 algum tempo
atrds ndo ler mais nada que venha da sua caneta. Tomei esta de-
cisdo por ocasido de um manuscrito sobre inoculagdo que enviei
a Academia em Paris hé oito anos e que foi muito apreciado por
causa da novidade da anélise. Foi, atrevo-me a dizer, como incor-
porar uma nova drea de conhecimento no corpo da matematica.
Parece que o &xito desta nova andlise o afligiu. Criticou-a de mil
maneiras, todas igualmente ridiculas, e depois de muito a ter cri-
ticado, finge ser o primeiro autor de uma teoria que nem sequer
tinha ouvido mencionar. No entanto, sabia que 0 meu manus-
crito demoraria sete ou oito anos a aparecer. SO poderia ter tido
conhecimento do mesmo na sua qualidade de membro da Acade-
mia. A este respeito, 0 meu manuscrito deveria ter permanecido
sagrado até ser tornado publico. Dolus an virtus quis in hoste
requirat.ﬂ>

Apesar das obras de Bernoulli e d’Alembert, a inoculagdo nao foi reali-
zada em grande escala em Franca. O rei Luis XV morreu de variola em 1774.
Os médicos da corte inocularam o resto da familia real pouco tempo depois.
O problema perdeu a sua importincia quando Edward Jenner descobriu que
a inoculac@o da variola bovina em humanos («vacina¢do») protegia contra a
variola e era segura. O seu trabalho, Um inquérito sobre as causas e os efeitos
da vacina contra a variola, foi publicado em 1798. A vacinagdo espalhou-
se rapidamente por toda a Europa. Contudo, os métodos desenvolvidos para
o célculo do aumento da esperanga de vida se uma das causas de morte for
removida continuam a ser utilizados hoje em dia.

Nas décadas seguintes, os dados relativos a idade com que as pessoas mor-
reram de variola passaram a estar disponiveis. O problema foi reconsiderado
especialmente por

¢ Johann Heinrich Lambert, um matematico da Academia de Berlim, em
1772;

240 que importa se, por valor ou por estratagema, superamos o inimigo!» Virgilio: Eneida,
Livro II.
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+ Emmanuel-Etienne Duvillard, entdo responsavel pelas estatisticas de-
mogréaficas no Ministério do Interior em Paris, na sua Andlise e Tabelas
da Influéncia da Variola na Mortalidade de cada Idade (1806);

* Pierre-Simon Laplace na sua Teoria Analitica das Probabilidades (1812).

Duvillard e Laplace mostraram, por exemplo, como modificar a férmula
quando os parametros p e g dependem da idade:

X) = ” .
1— J5 p(y) qy) e foa@ =gy

Aqui, p(x) é a probabilidade de morrer de variola se infectado na idade x e
q(x) é a probabilidade de ser infectado com variola na idade x.

Depois deste trabalho sobre a variola, Daniel Bernoulli ndo tratou de qual-
quer outro problema de dindmica populacional. Morreu em Basileia, em
1782. D’ Alembert faleceu em Paris um ano mais tarde.
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Capitulo 5

Malthus e os obstaculos ao crescimento geométrico
(1798)

Em 1798, Malthus publicou Um Ensaio sobre o Principio da Popula-
¢do, no qual argumentava que o fornecimento de alimentos nio poderia
acompanhar durante um longo periodo de tempo a tendéncia natural das
populagdes humanas para crescerem exponencialmente. Se a popula-
¢do permanecia relativamente constante, era porque uma grande parte
da humanidade sofria de escassez alimentar. Malthus via o «principio
da populag@o» como um argumento contra os escritos de Godwin e Con-
dorcet, que enfatizavam o progresso nas sociedades humanas. O ensaio
de Malthus influenciou a teoria da evolucdo de Darwin e Wallace. Foi
criticado por Marx, mas foi posto em pratica com a politica chinesa de
um s6 filho.

Thomas Robert Malthus nasceu em 1766, perto de Londres, sexto de sete
filhos. O pai, um amigo e admirador de Jean-Jacques Rousseau, foi o seu pri-
meiro professor. Em 1784, o jovem Malthus comecou a estudar matematica
na Universidade de Cambridge. Obteve o seu diploma em 1791, tornou-se
membro do Jesus College em 1793 e padre anglicano em 1797.

Figura 5.1:
Malthus (1766-1834)

Em 1798, Malthus publicou anonimamente um livro intitulado Um En-
saio sobre o Principio da Populacdo, como Afecta a Futura Melhoria da
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Sociedade, Com Comentdrios sobre as Especulacdes do Sr. Godwin, do Sr.
Condorcet e de Outros Escritores. Apareceu como reac¢do ao Inquérito so-
bre a Justica Politica (1793) de Godwin e ao Esbogo de um Retrato Historico
do Progresso da Mente Humana (1794) de Condorcet. Apesar dos horro-
res que a Revolugdo Francesa fez em nome do progresso, os dois autores
afirmaram que o progresso da sociedade era inevitdvel. Malthus ndo parti-
lhava do mesmo optimismo. Argumentou também que as leis inglesas sobre
a pobreza, que ajudavam familias pobres com muitas criangas, favoreceram o
crescimento da populacdo sem encorajar um crescimento semelhante na pro-
ducdo de alimentos. Era de opinido que estas leis ndo aliviavam realmente
os pobres; bem pelo contrdrio. Mais geralmente, uma vez que a populagcdo
tende a crescer sempre mais depressa do que a producio de alimentos, parte
da sociedade parecia estar condenada a miséria, a fome ou a epidemias: sdo
estes os flagelos que abrandam o crescimento da populacdo e que, na opinido
de Malthus, constituem os principais obstdculos ao progresso da sociedade.
Todas as teorias que prometem progresso ndo passariam de utopias. Estas
ideias levaram Malthus a publicar o seu livro em 1798. Eis como resumiu a
sua tese:

[...] «o poder da populagdo € indefinidamente maior do que o po-
der da terra em produzir subsisténcia para o homem. A popula-
¢do, quando ndo controlada, aumenta numa razdo geométrica. A
subsisténcia aumenta apenas numa razio aritmética. Um ligeiro
conhecimento dos nimeros mostrard a imensiddo do primeiro
poder em comparagdo com o segundo. Pela lei da nossa natu-
reza, que torna a alimentac¢do necessdria a vida do homem, os
efeitos destas duas forgas desiguais devem ser mantidos iguais.
Isto implica um forte e constante controlo da populacao devido a
dificuldade de subsisténcia. Esta dificuldade deve manifestar-se
algures e, portanto, ser necessariamente sentida severamente por
uma grande parte da humanidade.»

O livro de Malthus teve muito éxito. Continha, no entanto, poucos dados.
Malthus observou, por exemplo, que a populacdo dos EUA tinha duplicado
a cada vinte e cinco anos durante o século XVIII. Nao tentou realmente tra-
duzir as suas teses em modelos matematicos mas preparou o caminho para o
trabalho posterior de Adolphe Quetelet e Pierre-Francois Verhulst, que serd o
tema do préximo capitulo.

Ap6s a publicacdo do seu livro, Malthus viajou com alguns amigos, pri-
meiro para a Alemanha, a Escandindvia e a Russia, depois para a Franca e
a Suica. Reunindo as informacdes recolhidas durante estas viagens, publi-
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cou em 1803, sob o seu nome, uma segunda edi¢do muito alargada com um
subtitulo diferente: Um Ensaio sobre o Principio da Populacdo, ou uma Vi-
sdo dos Seus Efeitos Passados e Presentes na Felicidade Humana, com um
Inquérito sobre as Nossas Perspectivas no que diz Respeito a Remog¢do ou
Mitigacdo dos Males Futuros que Ele Ocasiona. Nesta nova edicio discutiu
em detalhe os obstaculos ao crescimento populacional em vérios paises: adi-
amento do casamento, aborto, infanticidio, fome, guerra, epidemias, factores
econdmicos. .. Para Malthus, o adiamento do casamento era a melhor op¢ao
para estabilizar a populagdo. Seguiram-se quatro outras edi¢cdes do livro em
1806, 1807, 1817 e 1826. Em 1805, Malthus tornou-se professor de historia
e economia politica numa nova escola criada pela Companhia das Indias Oci-
dentais para os seus empregados. Publicou também os livros Um Inquérito
Sobre a Natureza e o Progresso da Renda (1815) e Principios de Economia
Politica (1820). Em 1819, Malthus foi eleito para a Royal Society e, em 1834,
foi um dos membros fundadores da Sociedade de Estatistica. Morreu perto
de Bath nesse mesmo ano.

O trabalho de Malthus teve uma forte influéncia no desenvolvimento da
teoria da evolucdo. Charles Darwin, de regresso da sua viagem a bordo do
Beagle, leu o livro de Malthus sobre a populacao em 1838. Eis o que escreveu
na introdugdo ao seu famoso livro A Origem das Espécies por Intermédio da
Selecdo Natural, publicado em 1859:

«No capitulo seguinte consideraremos a luta pela existéncia en-
tre os seres orgdnicos em todo o mundo, luta que deve inevi-
tavelmente fluir da progressdao geométrica do seu aumento em
nimero. E a doutrina de Malthus aplicada a todo o reino animal
e a todo o reino vegetal.»

Alfred Russel Wallace, que desenvolveu a teoria da evolugdo ao mesmo tempo
que Darwin, também afirmou que as suas ideias lhe surgiram depois de ler o
livro de Malthus.

Em contraponto, vejamos o ponto de vista de Karl Marx sobre o éxito do
livro de Malthus, como se pode ler numa nota de rodapé do seu Capital:

«Se o leitor invocar Malthus, cujo Essay on Population apareceu
em 1798, eu lembro que este opusculo, na sua primeira forma,
nada mais € do que um pldgio escolarmente superficial e pa-
drescamente declamatério de obras de Defoe, Sir James Steuart,
Townsend, Franklin, Wallace, etc., e ndo contém uma unica frase
que tenha sido pensada por ele préprio. A grande sensacdo que
este planfleto causou resultou exclusivamente de interesses parti-
déarios. A Revolugdo Francesa tinha, no reino britinico, defenso-
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res apaixonados; o “principio da populagdo”, lentamente elabo-
rado no século XVIII e, depois, anunciado com tambores e trom-
betas no meio de uma grande crise social como antidoto infalivel
contra as doutrinas de Condorcet, entre outros, foi saudado com
jubilo pela oligarquia inglesa como o grande exterminador de to-
das as veleidades de progresso do homem. Mathus, altamente
surpreendido com o seu €xito, entregou-se entdo ao trabalho de
rechear o velho esquema com material superficialmente compi-
lado e acrescentar material novo, ndo descoberto pelo préprio
Malthus, mas apenas anexado por ele.»

Certamente que as teses de Malthus ndo eram completamente novas. Por
exemplo, a ideia de que a populagdo tende a crescer geometricamente é-lhe

frequentemente atribuidd’| embora tenhamos visto no capitulo |3 que esta

ideia ja era familiar a Euler meio século antes. No entanto, Malthus deu-
lhe publicidade ao ligd-la, de forma polémica, a problemas legislativos reais.
Ironicamente, foi na China comunista que a sugestdao de Malthus de limitar
os nascimentos encontraria a sua aplicagdo mais marcante (ver capitulo[23)).
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Capitulo 6

Verhulst e a equacao logistica (1838)

Em 1838, o matemético belga Verhulst introduziu a equacio logis-
tica, que € uma espécie de generaliza¢do da equag@o de crescimento
exponencial mas impondo um valor maximo para a populacdo. Utili-
zou dados de vdrios paifses, em particular da Bélgica, para estimar os
parametros desconhecidos. O trabalho de Verhulst foi redescoberto
apenas na década de 1920.

Pierre-Francois Verhulst nasceu em 1804, em Bruxelas. Obteve o douto-
ramento em matematica pela Universidade de Gante em 1825. Interessou-se
também pela politica. Enquanto esteve em Itélia, para tratar a sua tuberculose,
apelou sem €xito a uma constitui¢do para os Estados papais. Apds a revolu-
¢ao de 1830 e a independéncia da Bélgica, publicou um ensaio histdrico sobre
um patriota do século XVIII. Em 1835, tornou-se professor de matematica na
recém-criada Universidade Livre de Bruxelas.

Figura 6.1:
Verhulst (1804-1849)

Nesse mesmo ano de 1835, o seu compatriota Adolphe Quetelet, esta-
tistico e director do observatério de Bruxelas, publicou Um Tratado sobre o
Homem e o Desenvolvimento das suas Faculdades. Quetelet sugeriu que as
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populagdes ndo podiam crescer geometricamente durante um longo periodo
de tempo porque os obstdculos mencionados por Malthus formavam uma es-
pécie de «resisténcia», que ele pensava (por analogia com a mecanica) ser
proporcional ao quadrado da velocidade de crescimento da populacdo. Esta
analogia nao tinha uma base real, mas inspirou Verhulst.

De facto, Verhulst publicou em 1838 uma Nota sobre a lei do crescimento
populacional. Eis alguns extratos:

«Sabemos que o famoso Malthus defendeu o principio de que a
populacdo humana tende a crescer numa progressdo geométrica
de modo a duplicar ap6s um certo periodo de tempo, por exem-
plo, de vinte e cinco em vinte e cinco anos. Esta possibilidade é
incontestédvel se se abstrair da crescente dificuldade em encontrar
alimentos [...].

O aumento virtual da populagdo € portanto limitado pelo tama-
nho e pela fertilidade do pais. Como resultado, a populacio
aproxima-se cada vez mais de um estado estavel.»

Verhulst percebeu provavelmente que a analogia mecéinica de Quetelet ndo
era razodvel e prop0s, em vez disso, a seguinte equacdo diferencial (ainda
algo arbitrdria) para a populagdo P(z) dessa época t:

dP P
E:rP (1—K>. (6.1)

Quando a populacdo P(¢) é pequena em compara¢do com o parimetro K,
obtemos a equagdo aproximada

dP _

7NP
dt d

cuja solugdo é
P(t) =~ P(0)e",

ou seja, um crescimento exponenciaﬂ A taxa de crescimento decresce a
medida que P(¢) se aproxima de K. Tornar-se-ia mesmo negativo se P(t)
pudesse exceder K. Para obter a expressdo exacta da solucdo da equagdo
(6.1), podemos proceder como Daniel Bernoulli para a equagdo (4.5).

!Geralmente, fala-se em crescimento geométrico para modelos de tempo discreto e em cres-
cimento exponencial para modelos de tempo continuo.
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Dividindo a equacio (6.1) por P2 e fazendo p = 1/P, obtemos dp/dt =
—rp+r/K.Comg=p—1/K, obtemos dgq/dt = —rqe

q(t) = q(0)e”"" = (1/P(0) — 1/K)e™"".

Desta forma, podemos deduzir p(¢) e P(t).

Finalmente, apds simplificacdo, obtemos

_ P(0)e""
1+P0) (e —1)/K

P(t) (6.2)

A populagio total aumenta progressivamente de P(0), no instante ¢ = 0, para
o limite K, que s6 € atingido quando t — 4o (figura[6.2)). Sem especificar os
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Figura 6.2: A populacdo da Bélgica (em milhdes) e a curva logistica. Os pontos
marcados correspondem aos anos 1815, 1830 e 1845. Os valores dos pardmetros sdo
os do artigo de 1845.

valores que utilizou para os pardmetros desconhecidos r e K, Verhulst compa-
rou o seu modelo com os dados relativos as populacdes da Franca entre 1817
e 1831, da Bélgica entre 1815 e 1833, do condado de Essex em Inglaterra
entre 1811 e 1831, e da Russia entre 1796 e 1827. O ajuste acabou por ser
bastante bom.

Em 1840, Verhulst tornou-se professor na Escola Militar Real em Bruxe-
las. No ano seguinte, publicou um Tratado Elementar de Fungées Eliticas
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e foi eleito para a Academia Real da Bélgica. Em 1845, continuou os seus
estudos sobre a populacdo com um artigo intitulado Inquéritos matemdticos
sobre a lei do crescimento populacional. Voltou primeiro a observacio de
Malthus, segundo a qual a populagdo dos EUA tinha duplicado a cada 25
anos (tabela[6.T).

Tabela 6.1: Censos oficiais da popula¢do dos EUA.

Ano Populacdo

1790 3929 827
1800 5305925
1810 7239 814
1820 9638 131
1830 12 866 020
1840 17 062 566

Se calcularmos as relagdes entre a populag¢@o no ano n+ 10 e a populagdo
do ano n, encontramos respectivamente 1,350, 1,364, 1,331, 1,335 e 1,326,
que € praticamente constante. A populacdo foi assim multiplicada em média
por 1,34 a cada 10 anos e por 1,3425/10 ~ 2,08 a cada 25 anos. Desta forma,
tinha continuado a duplicar em cada intervalo de 25 anos desde o ensaio de
Malthus, quase meio século antes. Contudo, Verhulst acrescentou:

«Ndo insistiremos na hipdtese de progressdo geométrica, dado
que esta s6 se pode manter em circunstancias muito especiais;
por exemplo, quando um territério fértil de dimensao quase ili-
mitada é habitado por pessoas com uma civilizacdo avancada,
como foi o caso das primeiras colénias americanas.»

No seu artigo, Verhulst regressou também a equacdo (6.I), a que chamou
«logistica». Notou que a curva P(f) aumenta com uma curvatura positiva (é
convexa) enquanto P(t) < K/2 e depois continua a aumentar em diregéo ao
valor K mas com uma curvatura negativa (é concava) logo que P(t) > K /2.
Assim, a curva tem a forma de uma letra S distorcida (figura .

De facto,

d*p dP

dt’
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Portanto, d’P/dt> > 0se P < K/2 e d*P/dt* < 0se P> K/2.

Verhulst também explicou de que forma os parametros r ¢ K podem ser
estimados a partir da populagéio P(f) em trés anos diferentes mas igualmente
espagados. Se Py € a populagdo no momento ¢t =0, P; que no momento ¢t =T
e P, que no momento ¢t = 27, entdo, apds calculos enfadonhos a partir da
equacdo (6.2), mostra-se que

K=P

PP +PP,—2PP 1] l/Po—l/K
, r=—log|-‘—"—|.
P2 _ PP, T °|1/P —1/K

Utilizando as estimativas para a populacdo da Bélgica nos anos 1815, 1830 e
1845 (respectivamente 3,627, 4,247 e 4,801 milhdes), obteve K = 6,584 mi-
Ihdes e r = 2,62 % por ano. Pdde entdo usar a equacio para prever que
a populacdo da Bélgica seria de 4,998 milhdes no inicio do ano de 1851 e
6,064 milhdes no inicio do ano de 1900 (figura @ Verhulst fez um estudo
semelhante para a Franca. Obteve K = 39,685 milhoes e r = 3,2 % ao ano.
Como entretanto as populagdes da Bélgica e da Franca ultrapassaram larga-
mente estes valores de K, vemos que a equacao logistica pode ser um modelo
realista apenas para periodos de tempo de algumas décadas, como no artigo
de Verhulst de 1838, mas ndo para periodos mais longos.

Em 1847 surgiu um Segundo inquérito sobre a lei do crescimento popula-
cional em que Verhulst desistiu da equagdo logistica e, em vez disso, escolheu
uma equacio diferencial que se pode escrever na forma

dpP ! P

—=r{l-=).

dt K
Admitiu que esta equagdo seria vdlida quando a populagéo P() estivesse
acima de um certo limiar. A solugdo é

P(t) =K+ (P(0)—K)e /K

Utilizando os mesmos dados demograficos para a Bélgica, Verhulst estimou
novamente os parametros r e K. Desta vez, encontrou K = 9,4 milhdes para a
populagdo médxima. Daqui se vé como o resultado pode depender da escolha
do modelo!

Verhulst tornou-se presidente da Academia Real da Bélgica em 1848, mas
morreu no ano seguinte em Bruxelas, provavelmente de tuberculose. Ape-
sar das hesitacdes de Verhulst entre as equacdes modelo, a equagdo logistica
foi reintroduzida independentemente varias décadas mais tarde por diferentes
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pessoas. Robertson utilizou-a em 1908 para modelar o crescimento individual
de animais, plantas, seres humanos e 6rgaos do corpo. McKendrick e Kesava
Pai escolheram-na em 1911 para o crescimento de populagdes de microrga-
nismos. Pearl e Reed usaram-na em 1920 para o crescimento da populag@o
dos EUA, que tinha comegado a abrandar. Em 1922, Pearl apercebeu-se fi-
nalmente do trabalho de Verhulst. A partir dai, a equagfo logistica inspirou
muitos trabalhos (ver capitulos [I3] 20]e[24). A populagdo maxima K acabou
por ficar conhecida como «capacidade de carga».
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Capitulo 7

Bienaymé, Cournot e a extin¢ao dos apelidos de
familia (1845-1847)

O estatistico francés Bienaymé compreendeu em 1845 como calcular a
probabilidade de um apelido de familia se extinguir a partir de uma dada
distribuicdo de probabilidade do nimero de filhos de cada homem. Se
o nimero médio de filhos for inferior ou igual a um, o nome de familia
extinguir-se-4. Se a média for superior a um, a probabilidade de extin¢ao
¢ estritamente inferior a um. A prova deste resultado foi publicada dois
anos mais tarde, num livro escrito pelo seu amigo Cournot. Estas obras
s6 recentemente foram redescobertas.

Irenée Jules Bienaymé nasceu em 1796, em Paris. Estudou na Escola
Politécnica e fez carreira no Ministério das Finangas, atingindo o importante
posto de inspector geral. Influenciado pelo livro Teoria analitica da proba-
bilidade escrito por Laplace, Bienaymé arranjou tempo para publicar artigos
sobre muitas aplicacdes da teoria das probabilidades, tais como estatisticas
demogréficas e médicas (mortalidade infantil, nimero de nascimentos, espe-
ran¢a de vida), probabilidade de erros na justica, teoria dos seguros e repre-
sentatividade dos sistemas de votacao.

Figura 7.1:
Bienaymé (1796-1878)
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Em 1845, Bienaymé escreveu a breve nota Sobre a lei da multiplicacdo e a
duragdo das familias, que foi publicada no boletim da Société Philomatique
de Paris. Ja véarios autores tinham escrito sobre este assunto. Na segunda
edicao de Um Ensaio sobre o Principio da Populagcdo (1803), Malthus incluiu
um capitulo sobre a populacdo da Suica e notou que

«na cidade de Berna, de 1583 a 1654, o conselho soberano tinha
admitido 487 familias na Burguesia, das quais 379 se extingui-
ram no espago de dois séculos, e em 1783 apenas restaram 108
delas.»

Em 1842, Thomas Doubleday afirmou mais geralmente que as familias da
classe alta da nobreza ou da burguesia tinham uma maior tendéncia a desapa-
recer do que as familias da classe baixa. Ideias semelhantes foram apresenta-
das em Franga por Emile Littré em 1844 num texto de introdugdo 2 filosofia
positivista de Auguste Comte e por Benoiston de Chateauneuf — um amigo
de Bienaymé — que publicou em 1845 o ensaio Sobre a duracdo das familias
nobres em Franca.

Foi neste contexto que Bienaymé tentou encontrar explica¢do para o facto
de um grande nimero de familias tender a desaparecer embora a populacio
de um pais tenda a crescer geometricamente. Para atacar este problema, con-
siderou o caso simplificado em que todos os homens teriam as mesmas proba-
bilidades de ter 0, 1, 2, 3,... filhos a atingir a idade adulta. Mais precisamente,
interrogou-se sobre qual seria a probabilidade de um homem ter descendentes
com o seu nome apods n geragdes. Se o numero médio de filhos for inferior a
um, € evidente que esta probabilidade deve tender para zero quando n tende
para infinito. Bienaymé notou que a conclusdo seria a mesma se 0 nimero
médio de filhos fosse exactamente urrﬂ por exemplo, no caso de ser 1/2 a
probabilidadede ndo ter nenhum filho e 1/2 a probabilidadede ter dois filhos.
Neste caso a probabilidade de ter descendentes na geracdo n tende mais lenta-
mente para zero: ainda seria 5 % apds 35 geragdes, ou seja, apds onze ou doze
séculos se houver trés geragdes por séculﬂ Bienaymé notou finalmente que,
se o nimero médio de filhos for superior a um, a extin¢do da linha familiar
ndo € certa: a sua probabilidade pode ser calculada através da resolugdo de
uma equacao algébrica.

O artigo de Bienaymé nio dava mais explicacdes. Em 1847, o seu amigo
Antoine-Augustin Cournot, matematico e economista, incluiu alguns deta-
lhes num livro intitulado Sobre a Origem e os Limites da Correspondéncia
entre Algebra e Geometria. Apresentou o problema sob a forma de um jogo

Excepto se cada homem tiver exactamente um filho.

2Como se verd adiante, esta probabilidade ¢ igual a 1 — x35 com x,,,| = % + %x,lz

exo=0.



44

de azar, mas reconheceu que era idéntico ao estudo de Bienaymé sobre a ex-
tin¢do dos nomes de familia. Se mantivermos a interpretacdo em termos de
nomes de familia, Cournot considerou primeiro o caso especial em que os ho-
mens t€m no maximo dois filhos, sendo pg, p1 e p» as probabilidades de ter
0, 1 ou 2 filhos respectivamente. Evidentemente, po 4 p1 + p2 = 1. Partindo
de um antepassado, a probabilidade x; de extingdo apds uma unica geracio
¢é obviamente igual a py. A probabilidade de extin¢do ao fim de duas gera-
¢oes € xo = po+ p1x1 + p2x12. Ou a familia ja estava extinta na primeira
geracdo (probabilidade pg), ou havia apenas um filho na primeira geracdo
que ndo tinha descendéncia masculina (probabilidade p;x;), ou havia dois
filhos na primeira geragdo e cada um deles nao tinha descendéncia masculina
(probabilidade p,x;%). Mais geralmente, a probabilidade de extingdo apés n
geracdes é
Xn = Po+P1 X1+ p2 (xn1)”.

De facto, se houver, por exemplo, dois filhos na primeira geragdo (probabi-
lidade p;), a familia serd extinta n — 1 geragdes mais tarde (isto é, na ge-
racio 1) com uma probabilidade igual a (x,_1)>. Cournot notou que x, é
uma sequéncia crescente com x, < 1 para todo o n. Assim, x, tem um limite
Xeo < 1, que é uma das solugdes da equagio x = pg + p1 x + po x*. Utilizando
p1 = 1 — po — pa, esta equacdo é equivalente a 0 = py(x — 1)(x — po/p2).
Portanto, hd duas raizes: x = 1 e x = pg/p>. Podem distinguir-se trés ca-
sos, dependendo do niimero médio de filhos pj + 2p», que também € igual a
1 — po+ p2 e a que chamaremos %Zy. Se %o < 1, entdo po/p2 > 1, e portanto
x=1¢é o tinico valor possivel para o limite x... E certo que o nome de familia
se extinguird. Se %y = 1, ambas as raizes sdo iguais a 1 e a conclusdo é a
mesma. Se Zp > 1, Cournot argumentou entio que x.. deveria ser igual a
segunda raiz pg/pa, pois a probabilidade de extin¢@o tem obviamente de ser
0 no caso especial em que pg = 0.

Cournot mencionou brevemente o caso mais geral em que os homens po-
dem ter no mdximo m filhos com probabilidades pg, p1,..., pm- A conclusao,
tal como anteriormente, depende do valor de

Ko =p1+2p2+---+mpy,

o nimero médio de filhos, em relagdo a 1. A equagdo para x., que é x =
po+pix+---+ pnx™, tem sempre a raiz x = 1. Tem apenas uma outra raiz
positiva, que da a probabilidade de extin¢éo x.. quando %y > 1.
Infelizmente, o artigo de Bienaymé e as poucas pédginas do livro de Cour-
not passaram completamente despercebidas na altura. O artigo sé voltou a ser
conhecido na década de 1970 e aquelas pédginas do livro cerca de vinte anos
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depois! Entretanto, o problema e a sua soluc¢do tinham sido redescobertos por
outros e o assunto desenvolveu-se consideravelmente. Voltaremos a isso nos
capitulos 0] [T7]e[T§]

Bienaymé teve de abandonar o seu emprego no Ministério das Financas
ap0s a revolucdo de 1848. A cadeira de teoria das probabilidades na Univer-
sidade de Paris, da qual ele era certamente o melhor candidato, foi também
atribuida a outra pessoa. No entanto Bienaymé pode voltar a trabalhar para o
Ministério das Finangas depois de 1850, mas demitiu-se em 1852. Mais tarde
nesse ano, foi eleito para a Academia das Cié€ncias, ficando como especialista
no campo da estatistica. Em 1853 provou aquilo a que alguns livros modernos
chamam a desigualdade «Bienaymé—Chebyshev». Em 1875 tornou-se presi-
dente da recém-criada Société Mathématique de France. Morreu em Paris,
em 1878.
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Capitulo 8

Mendel e hereditariedade (1865)

Em 1865, Mendel publicou os resultados das suas experiéncias pionei-
ras sobre a hibrida¢do das ervilhas. Na sua andlise, utilizou aspectos
elementares da teoria das probabilidades e considerou também um mo-
delo dinamico para uma populacao de plantas auto-fertilizantes. O seu
trabalho, que s6 foi redescoberto em 1900, é um marco na histéria da
genética.

Johann Mendel, filho de um camponés, nasceu em 1822 na Mordvia, que
entdo integrava o império austriaco e agora faz parte da Reptblica Checa.
Dados os seus bons resultados na escola secundéria e a sua saide precdria,
Mendel preferiu continuar a estudar em vez de trabalhar na quinta familiar,
mas ndo podia dar-se ao luxo de ir para a universidade. Assim, em 1843, in-
gressou na Abadia de Sdo Tomds em Briinn (agora Brno), assumindo o nome
de Gregor. Estudou teologia, mas também frequentou alguns cursos sobre
agricultura. Foi ordenado sacerdote em 1847. Ensinou numa escola secun-
ddria durante alguns anos, mas reprovou no exame para se tornar professor
efetivo. Entre 1851 e 1853, gracas ao apoio da sua hierarquia, pdde contudo
continuar os seus estudos na Universidade de Viena, onde frequentou cursos
de fisica, matemadtica e ciéncias naturais. Depois disso, regressou a Briinn e
ensinou Fisica numa escola técnica.

Figura 8.1:
Mendel (1822-1884)

Entre 1856 e 1863, Mendel fez uma série de experi€ncias com um grande
nimero de plantas no jardim da sua abadia. Em 1865, apresentou os seus
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resultados em duas reunioes da Sociedade de Histéria Natural de Briinn, da
qual era membro. O seu trabalho, Experiéncias de Hibridagdo Vegetal, foi
publicado em alemao no ano seguinte, nos anais da Sociedade. Mendel ex-
plicou como tinha estudado as variacdes das ervilhas, plantas que se repro-
duzem naturalmente por auto-fertilizacio e cujas sementes podem assumir
diferentes formas facilmente identificaveis: redondas ou enrugadas, amarelas
ou verdes, etc. Ao cruzar uma planta proveniente de uma linhagem com se-
mentes redondas e uma planta proveniente de uma linhagem com sementes
enrugadas, reparou que obtinha sempre hibridos que deram sementes redon-
das. Classificou de dominante a carateristica «sementes redondas» e recessiva
a carateristica «sementes enrugadas». Mostrou que a carateristica «sementes
amarelas» era dominante e que «sementes verdes» era recessiva. Mendel ob-
servou entdo que a auto-fertilizagdo de plantas cultivadas a partir de sementes
hibridas deu, na primeira geracdo, novas sementes que tinham ou o caricter
dominante ou o caricter recessivo em proporcdes aparentemente aleatorias.
Além disso, reparou que, ao repetir a experiéncia muitas vezes, se obtinha em
média cerca de trés vezes mais sementes com o cardcter dominante do que
com o cardcter recessivo. Por exemplo, numa primeira experiéncia, obteve-se
um total de 5474 sementes redondas e 1850 sementes enrugadas, o que cor-
responde a uma propor¢do de 2,96 para 1. Uma segunda experiéncia deu um
total de 6 022 sementes amarelas e 2001 sementes verdes, a que corresponde
a propor¢do de 3,01 para 1.

Mendel também notou que, entre as plantas cultivadas a partir das se-
mentes da primeira geracao com a carateristica dominante, as que davam por
auto-fertilizacdo sementes com ambas as carateristicas (dominante e reces-
siva) eram cerca do dobro das que davam apenas sementes com a carateristica
dominante. Por exemplo, entre as 565 plantas cultivadas a partir de sementes
redondas da primeira geragdo, 372 deram tanto sementes redondas como en-
rugadas, enquanto 193 deram apenas sementes redondas; a proporc¢ao € igual
a 1,93. Entre 519 plantas cultivadas a partir de sementes amarelas da pri-
meira geragdo, 353 deram tanto sementes amarelas como verdes, enquanto
166 deram apenas sementes amarelas; a proporcio € igual a 2,13.

Para explicar estes resultados, Mendel teve a brilhante ideia de considerar
a carateristica aparente de uma semente como resultado da associacao de dois
factores ocultos, sendo cada um deles dominante (chamado A) ou recessivo
(chamado a). Assim, ha trés combinagdes possiveis: AA, Aa e aa. As semen-

Como Fisher (ver capitulo assinalou mais tarde, a probabilidade de chegar a resultados
experimentais tdo préximos do valor tedrico € bastante pequena. Provavelmente, Mendel «arran-
jou» os seus dados. Por exemplo, na segunda experiéncia relativa a n = 6022 +2001 = 8023
sementes, a probabilidade de a relagdo diferir de 3 por menos de 0,01 é de apenas cerca de 10 %.
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tes com os factores AA ou Aa t€m a mesma carateristica dominante A. As
sementes com os factores aa tém a carateristica recessiva a. Mendel assumiu
ainda que, durante a fertilizacdo, os graos de pélen e os 6vulos (os gametas)
transmitem apenas um dos dois factores, cada um com uma probabilidade 1/2.

Dai o cruzamento de linhagens puras AA e aa d4 hibridos que, todos eles,
tém os factores Aa e a carateristica dominante A. Os gadmetas do hibrido Aa
transmitem o factor A com a probabilidade 1/2 e o factor a com a probabili-
dade 1/2. A auto-fertilizacdo de uma planta cultivada a partir de uma semente
hibrida Aa dé portanto AA com probabilidade 1/4, Aa com probabilidade 1,/2
e aa com probabilidade 1/4, como mostra a tabela

Tabela 8.1: Auto-fertiliza¢do de um hibrido Aa em funcdo dos factores transmitidos
pelos gadmetas masculinos (em linhas) e pelos gimetas femininos (em colunas).

Factor (Probabilidade) | A (1/2) a(172)
A (172) AA (1/4) | Aa (1/4)
a (1/2) Aa (1/4) | aa (1/4)

Mendel notou que as propor¢des AA : Aa : aa, que eram 1 : 2 : 1, também
podiam ser obtidas pelo célculo formal (A +a)?> = AA +2Aa+ aa. Uma vez
que as sementes AA e Aa t€m a carateristica aparente A enquanto que apenas
as sementes aa t&m a carateristica aparente a, ha de facto trés vezes mais se-
mentes com a carateristica A do que com a carateristica a. Além disso, hd em
média duas vezes mais sementes Aa do que AA. A auto-fertilizacdo de plantas
cultivadas a partir das primeiras d4 sementes com a carateristica dominante
(AA ou Aa) ou a carateristica recessiva (aa). Quanto a auto-fertilizacdo de
plantas cultivadas a partir de sementes AA, d4 sempre sementes AA com a
carateristica dominante. Todas as observagdes ficam assim explicadas.

Mendel também se debrugou sobre as geracdes seguintes. Partindo de
N sementes hibridas Aa e assumindo, por simplicidade, que cada planta d4,
por auto-fertilizacdio, apenas quatro novas sementes, calculou que o nimero
médio de sementes (AA),, (Aa), e (aa), na gera¢do n seria dado pela Tabela
onde, para maior clareza, os resultados foram divididos por N.

Tabela 8.2: Sucessivas geracdes.

n 0 1 2 3 4 5
(AA), 0 1 6 28 120 49
(Aa), 1 2 4 8 16 32
(aa), 0 1 6 28 120 496

otal 1 4 16 64 256 1024
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Estes nimeros obtém-se a partir das férmulas

(AA)ns1 = (Aa)n +4(AA) , 8.1)
(Aa)nJrl =2 (Aa)n ; (8.2)
(aa)n+1 = (Aa), +4(aa), , (8.3)

que nos dizem que AA d4 apds auto-fertilizagdo quatro sementes AA, que
aa da quatro sementes aa e que Aa dd, em média, uma semente AA, duas
sementes Aa e uma semente aa. Mendel concluiu ainda que (AA), = (aa), =
2"1(2" —1) e (Aa), = 2".

De facto, decorre da equacdo e da condig¢do inicial (Aa)o = 1 que
(Aa), =2". Substituindo isto na equagdo (8.1), obtemos que (AA ), =
4(AA), +2". Percebemos que (AA), = c¢2" é uma solucdo particular
quando ¢ = —1/2. A solugdo geral da equagdo «<homogénea» (AA),41 =
4(AA), é (AA), = C4". Adicionando estas duas solugdes, vemos que
(AA), = C4" — 2"~ ! satisfaz a condigfo inicial (AA)y =0 se C = 1/2.
Quanto a sequéncia (aa),, satisfaz a mesma relagéo de recorréncia e a
mesma condi¢do inicial que (AA),. Portanto (aa), = (AA),.

Em conclusdo, a proporcao de hibridos Aa na populagdo total, que é
2" /4" = 1/2", é dividida por dois em cada geragdo por auto-fertilizag¢@o.

O trabalho de Mendel passou totalmente despercebido durante a sua vida.
Alguns anos mais tarde, Mendel também tentou experiéncias semelhantes
com outras espécies vegetais, publicou alguns artigos sobre meteorologia e
investigou a hereditariedade das abelhas. Depois de se ter tornado abade em
1868, passou a maior parte do seu tempo a gerir problemas administrativos.
Morreu em 1884. Foi apenas em 1900 que o trabalho de Mendel foi final-
mente redescoberto, independentemente e quase a0 mesmo tempo, por Hugo
De Vries em Amesterddo, Carl Correns em Tubinga e Erich von Tschermak
em Viena. Isto daria inicio a uma nova era do que agora chamamos genética.
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Capitulo 9

Galton, Watson e o problema da extin¢cao (1873-
1875)

Em 1873, o estatistico britdnico Galton e o seu compatriota matema-
tico Watson abordaram o problema da extin¢cdo dos nomes de familia
sem conhecer o trabalho de Bienaymé. Watson notou que a fungdo ge-
radora associada a distribuicdo da probabilidade do niimero de homens
em cada geragdo podia ser calculada recursivamente, mas analisou in-
correctamente a probabilidade de extingao.

Francis Galton nasceu em 1822, no mesmo ano que Mendel, perto de Bir-
mingham, na Inglaterra. Era o mais novo de sete filhos. O pai era um rico
banqueiro. Através da mae, era primo de Charles Darwin. Galton comegou
a estudar medicina em 1838, primeiro num hospital de Birmingham e mais
tarde em Londres. Durante o Verdo de 1840, fez a sua primeira longa viagem
pela Europa, até Istambul. Depois estudou no Trinity College da Universidade
de Cambridge, durante quatro anos. O pai morreu em 1844, deixando uma
fortuna significativa e Galton desistiu da ideia de se tornar médico. Viajou
a seguir pelo Egipto, Suddo e Siria. Durante os anos seguintes, manteve um
estilo de vida descontraido, passando o tempo a cagar, a viajar em baldes e
barcos ou a tentar melhorar o telégrafo eléctrico. Em 1850 organizou uma
expedicdo de exploragdo ao Sudoeste Africano (actualmente Namibia). Apds
regressar a Inglaterra em 1852, foi eleito para a Royal Geographical Society.
Ali pdde acompanhar as noticias das expedigdes a Africa Oriental & procura
da nascente do Nilo. Instalou-se em Londres e escreveu um livro guia para
viajantes que se tornou num best-seller. Em 1856, foi eleito para a Royal
Society. Interessou-se entdo pela meteorologia e inventou a palavra «antici-
clone». Apds a publicacdo em 1859, pelo seu primo Darwin, de A Origem
das Espécies, Galton voltou-se para o estudo da hereditariedade. Publicou O
Génio Hereditdrio em 1869, no qual defendeu que as faculdades intelectuais
podiam ser transmitidas pela hereditariedade.

Em 1873, Alphonse de Candolle, um botanico suico, publicou o livro in-
titulado A Historia da Ciéncia e dos Cientistas nos Ultimos Dois Séculos,
que incluia também um ensaio sobre A Relativa Influéncia da Hereditarie-
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Figura 9.1: Galton (esquerda) e Watson (direita).

dade, Variabilidade e Selec¢do no Desenvolvimento da Espécie Humana e no
Futuro Provdvel desta Espécie. Fez ai os comentdrios seguintes:

«Entre as informagdes precisas e opinides muito sensatas de Be-
noiston de Chéteauneuf, Galton e outros estatisticos, ndo encon-
tro a observacdo importante que deveriam ter feito sobre a ine-
vitdvel extingdo dos nomes de familia. Claro que cada nome
acabard por se extinguir [...] Um matemdtico poderd calcular
como se daria a diminuicdo dos nomes ou titulos, sabendo, para
cada casal, as probabilidades de ter filhos do sexo feminino ou
masculino e a de ndo ter filhos.»

E 0 mesmo problema que Bienaymé tinha estudado em 1845. Mas Candolle,
que ndo estava a par dos trabalhos de Bienaymé, pensava que todas as familias
estavam condenadas a extingdo. Galton tomou conhecimento do pardgrafo
acima no livro de Candolle. Como também néo conhecia a obra de Bienaymé,
colocou-o como um problema aberto para os leitores do Educational Times:

«Problema 4001: Uma grande nacdo, da qual apenas nos interes-
sam os homens adultos, em niimero de N, cada um com apelido
diferente. A sua lei de populacio € tal que, em cada geracdo, ag
por cento dos homens adultos ndo té€m filhos do sexo masculino
a chegar a vida adulta; a; t€m um desses filhos; a, tém dois; e
assim por diante até a5 que t€m cinco.

Descobrir (1) que proporcao dos seus apelidos se terd extinguido
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apos r geragdes; e (2) quantos casos havera de apelidos perten-
centes a m pessoas.»

Note-se que a segunda parte do problema nio tinha sido abordada por Bi-
enaymé. Galton ndo recebeu qualquer resposta satisfatéria dos leitores da
revista e, aparentemente, ndo conseguiu encontrar sozinho a solu¢do do pro-
blema. Por isso, pediu ao seu amigo Henry William Watson, um matemaético,
que tentasse resolvé-lo.

Watson nasceu em Londres em 1827, filho de um oficial da Marinha Bri-
tanica. Estudou primeiro no King’s College em Londres e, a seguir, virou-se
para a matemaética no Trinity College da Universidade de Cambridge, de 1846
a 1850, apenas alguns anos depois de Galton. Tornou-se sucessivamente bol-
seiro no Trinity College, assistente na City of London School, professor as-
sistente no King’s College e professor catedratico de matematica na Harrow
School de 1857 a 1865. Amante do alpinismo, fez parte de uma expedi¢do
que chegou ao topo do Monte Rosa, na Suica, em 1855. Foi ordenado dia-
cono em 1856 e padre anglicano dois anos mais tarde. De 1865 até a sua
reforma, foi reitor de Berkswell com Barton, perto de Coventry, posi¢do que
lhe proporcionou tempo suficiente para a investigagao.

Galton e Watson escreveram juntos um artigo intitulado Sobre a proba-
bilidade de extin¢do das familias, publicado em 1875 na revista Journal of
the Royal Anthropological Institute. Galton apresentou o problema e Watson
explicou os cédlculos e as conclusdes a que tinha chegado. Assumiram que os
homens tém, no maximo, ¢ filhos, sendo p; a probabilidade de ter k filhos
(k=0,1,2,...,q). Por outras palavras, p; = a;/100, se utilizarmos as nota-
¢Oes originais de Galton. Portanto, po + p; +---+ p, = 1. Considere-se a
situacdo em que a geracdo 0 é formada por um tinico homem. A geracdo 1
consiste em s homens com uma probabilidade p;. Usando um truque, que era
bem conhecido no seu tempo e que tinha sido introduzido muito antes por
Abraham de Moivre, Watson considerou a fun¢do geradora

f@x)=po+prxtprx®+--+pyxt ©.1)

associada as probabilidades po, ..., p;. Andlogamente, seja f;(x) o poli-
némio para o qual o coeficiente de x* é a probabilidade de ter s homens na
geragdo n a partir de um homem na geragdo 0. Entdo,

Silx) = f(x).
Watson notou que
Ju(x) = fu1(f(x)), 9.2)

uma férmula que permite calcular recursivamente f,(x).
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De facto, seja

Fa(%) = Pon+ prax+ ponx® +-+- +pqn7,,x(’1">.

Note-se que hd, no mdximo, ¢" homens na geragdo n. Se na geragao
n— 1 houver s homens , numerados de 1 a s, designemos por ¢y, ..., ; 0
ndmero dos seus filhos do sexo masculino. Neste caso, havera t homens
na geracdo n com uma probabilidade igual a

Y by xpy.
ty+eHg=t

Quando s = 0, deve entender-se que esta probabilidade € igual a 1 se
t =0eigual aOset > 1. Portanto

Ptn = Zps,nfl X Z Py X X Py -
50 1)+t =t

Segue-se que

fn(x) = Zpt,nxt

>0
:Zps,nflz Z (p,lel) X oee X (Ptsxts)
520 120 i+ =t
= Zps.,nfl [poxOerlxl Jr172)52+...]‘Y
520
= pr,nfl[f(x)]s = fu1(f(x)) .
520

Em particular, a probabilidade x, de extingdo do nome de familia dentro de
geracdes n é igual a pg ,, que é o mesmo que f;,(0). Como primeiro exemplo,
Watson fez

fx) =(1+x+x%)/3,

ou seja, ¢ =3 e pp = p1 = p» = 1/3. Calculou os polinémios f,(x) para
n=1,...,4 usando a equagdo (9.2). Obteve, por exemplo,

1 1 4x—+x2 14x+x2 2
=_ |1
fa(x) N +< 3 >
134 5x+ 607 + 207 +x*

27
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e f2(0) =13/2720,481. O célculo de f,(x) por n > 3 torna-se muito enfado-
nho, de tal modo que Watson cometeu mesmo um erro para n = 4. Uma vez
que x5 = f5(0) = f4(f(0)) pode evitar o célculo de f5(x), obteve a seguinte
lista de probabilidades de extingdo x, = f,(0):

X1~ 0333, x~0481, x3~0,571, xs~0641, x5~ 0,675.

Os valores correctos sdo x4 ~ 0,632 e x5 ~ 0,677, como se pode verificar
utilizando a férmula simples

Xn = f(xnfl)

obtida por Bienaymé. Como veremos no capitulo esta ultima férmula
também pode ser derivada da equagdo (9.2).
Watson observou que cada homem tem em média

Ho=p1+2p2+-+qpg

filhos e que % = 1 no seu primeiro exemplo. Assim, poder-se-ia pensar que,
se o nimero inicial de membros masculinos da familia fosse suficientemente
grande, o tamanho da familia permaneceria aproximadamente constante. No
entanto, Watson afirmou que a probabilidade de extin¢do x,, converge para
1, quando n — +oo, embora bastante lentamente. Por outras palavras, toda a
familia se extinguird, tal como Candolle tinha sugerido. A figura[9.2h, que
ndo faz parte do artigo original, e os resultados de Bienaymé confirmam que
esta conclusdo para o primeiro exemplo estd correcta.

Como segundo exemplo, Watson considerou a distribui¢do binomial de

probabilidades
q aqfk bk
= — 9.3
Pk (k) (atb)i’ 9.3)
para a qual a funcdo geradora (9.1)) é
f(x) = (a+bx)?/(a+b).

Calculou f>(x) e xo = f2(0). Nesta altura, percebeu que x, = f(x;) e que
Xn = f(x,—1) para todos os n. Mas pensou que esta férmula sé era verdadeira
para o caso binomial especial (9.3). Aplicando-a ao casode g =5,a=3¢
b =1, obteve

x1 20237, x2~0347, x3~0410 ... x9~0527, xi0~0,533...

Watson apercebeu-se que x, tem de convergir para o limite x.. quando n —
+o0, que satisfaga

Xoo = f(Xe0) = (a4 bxeo)?/(a+D)1.
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Figura 9.2: Griéfico das fungdes y = f(x) e y = x. A probabilidade de extingdo x, =
f(xn,—1) apds n geragBes € a altura do «n-ésimo degrau da escadaria». (a): f(x) =
(1+x4x2)/3. (b): f(x) = (34x)°/4.

Notou que x = 1 € uma solucio desta equagdo mas ndo se apercebeu que
poderia haver outras solugdes quando %y > 1. Assim, concluiu erradamente,
enganado por Candolle, que hé extin¢io (x.. = 1) em todos os casos, incluindo
o exemplo numérico que tinha acabado de considerar. A figura[9.2b mostra
que ndo € o caso!

Watson observou que o nimero médio de filhos neste exemplo numérico
era maior que 1 (pode mostrar-se que Zy = gb/(a+b) =5/4), o que significa
que a populacio tende a aumentar exponencialmente. Mas isto ndo o ajudou
a descobrir o seu erro. Chegou mesmo a conjeturar que a extin¢cao do nome
de familia era certa para cada distribui¢do de probabilidade (py), ou seja, ndo
apenas para o caso binomial. Voltaremos a este problema nos capitulos|17/|e

I8l

Galton continuou o estudo estatistico das familias com um livro intitulado
Homens ingleses da ciéncia, a sua natureza e educagdo, que se centrava na
genealogia dos membros da Royal Society. Interessou-se também pela antro-
pometria, a medida do corpo humano. Em 1884, aproveitou uma exposicio
internacional em Londres para recolher dados sobre um grande nimero de
pessoas. Os seus resultados foram publicados em 1889, num livro intitulado
Heranga Natural, cujo anexo reproduzia o artigo escrito em colabora¢do com
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Watson. Este livro introduziu também algum vocabuldrio estatistico novo,
como «percentile» e «quartil», bem como a palavra «eugenia», ou seja, a
melhoria da espécie humana do ponto de vista dos carateres hereditarios. A
partir de 1888, Galton desenvolveu a técnica de reconhecimento de impres-
sOes digitais que, alguns anos mais tarde, passaria a ser usada pela policia
britdnica. Continuou também a estudar o papel da hereditariedade (natureza)
e do ambiente (nutri¢do) nas caracteristicas fisicas e intelectuais dos gémeos,
no tamanho das ervilhas cultivadas ao longo de vdrias gera¢des ou na cor dos
ratos criados em laboratdrio. Isto levou-o a nocdo de «coeficiente de cor-
relacdo» entre duas varidveis. Em 1904, foi fundado o Laboratério Galton
no University College de Londres. Galton foi nomeado cavaleiro em 1909 e
morreu em 1911.

Watson publicou vdrios livros, em particular um tratado sobre a teoria
cinética dos gases (1876) e um tratado sobre a teoria matemadtica da electri-
cidade e do magnetismo em dois volumes (1885 e 1889). Foi eleito para a
Royal Society em 1881 e morreu em Brighton em 1903.

Em 1924, no segundo volume da sua biografia de Galton, Karl Pearson
resumiu o artigo sobre a extingdo dos nomes de familia sem se aperceber do
erro. Este erro seria finalmente descoberto em 1930 (ver capitulo [T8).
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Capitulo 10

Lotka e teoria da populacao estavel (1907-1911)

Em 1907, o quimico norte-americano Alfred Lotka comecou a estudar
a relacdo entre a taxa de natalidade, as taxas de mortalidade por idades
e a taxa de crescimento populacional através de um modelo de tempo
continuo. Em 1911, com ER. Sharpe, publicou outro artigo sobre o
mesmo assunto que incluia também taxas de fertilidade especificas por
idades. A equacdo implicita que dd a taxa de crescimento da populagdo
€ habitualmente conhecida por «equacao de Lotka».

Alfred James Lotka nasceu de pais norte-americanos em 1880, em Lem-
berg, que fazia parte do Império Austro-Hiingaro (agora L'viv na Ucrania).
Estudou primeiro em Franga e na Alemanha e em 1901 licenciou-se em fisica
e quimica pela Universidade de Birmingham, na Inglaterra. Passou entdo um
ano em Leipzig onde Wilhem Ostwald, que iria receber o Prémio Nobel da
Quimica em 1909, realcou o papel da termodindmica na quimica e na biolo-
gia. Em 1902, Lotka instalou-se em Nova lorque, onde comecou a trabalhar
para a General Chemical Company.

Figura 10.1:
Lotka (1880-1949)

Em 1907 e em 191 1[1_1 Lotka retomou o estudo da dindmica das popula-
¢oes estruturadas por idades sem conhecer o trabalho de Euler sobre o mesmo

10 segundo artigo foi escrito em colaboragio com F.R. Sharpe, um matematico da Universi-
dade de Cornell.
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assunto (ver capitulo[3). Ao contrario de Euler, assumiu que o tempo e a idade
sdo varidveis continuas. Seja B(f) a taxa de natalidade masculina (o nimero
de nascimentos masculinos por unidade de tempo) no instante 7, p(x) a pro-
babilidade de ainda estar vivo com a idade x e h(x) a fertilidade na idade
x: h(x)dx é a probabilidade de um homem ter um filho recém-nascido entre
as idades x e x + dx, com dx infinitamente pequeno. Entdo, [, p(x)dx é a
esperanca de vida a nascenga. Além disso, B(f —x) p(x) dx é o nimero de
criangas do sexo masculino, nascidas entre os tempos r — x e t — x + dx, que
ainda estdo vivos no momento ¢. Estes machos tém B(¢ — x) p(x) h(x) dx fi-
lhos por unidade de tempo no instante . Assim, a taxa total de nascimentos
masculinos no momento ¢ é
~+oo
B(t) = A B(t — x) p(x) h(x) dx.

Procurando uma solugdo exponencial geométrica ou de crescimento expo-
nencial para esta equagdo integral, de incégnita B(z), da forma B(t) = be'",
Lotka obteve, dividindo ambos os membros por B(t), a equagdo

1= /+wef”cp(x)h(x)dx, (10.1)
0

a que agora os demdgrafos chamam «equagio de Lotka»?| Euler tinha obtido
a equagdo implicita andloga (3.1)) para a taxa de crescimento quando o tempo
e a idade sdo varidveis discretas. Lotka notou que o segundo membro de
(TO.T)) € uma fungdo decrescente de r, que tende para +co quando r — —oo, &
que tende a 0 quando r — +co. Portanto, hd um tdnico valor de r, chamemos-
lhe r*, para o qual a equagdo (|10.1) é valida. Além disso, r* > 0 se e s6
se

Ry = /0+wp(x)h(x) dx>1. (10.2)

O pardmetro % (a notacdo foi introduzida por Dublin e Lotka em 1925) é o
nimero esperado de filhos que cada homem terd ao longo da vida.

Lotka sugeriLﬂ que, qualquer que fosse a estrutura etdria inicial da popu-
lacdo, o nimero de nascimentos masculinos por unidade de tempo implicava,
de facto, que B(t) ~ be’" quando  — oo, em que b é uma constante. A po-
pulagdo total é entdo dada por P(t) = [, B(t —x) p(x)dx . Daqui se infere

2R.A. Fisher chegou independentemente 2 mesma equagdo em 1927 e mais tarde interpretou
araiz r* como uma medida de «aptiddo darwiniana» da teoria da evolugdo por selec¢ao natural.

3sto foi rigorosamente provado em 1941 por Willy Feller, que era entdo professor de mate-
mética na Universidade de Brown, nos EUA. Em 1968, Crump, Mode e Jagers desenvolveram
uma abordagem probabilistica.
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que P(f) também aumenta ou diminui com e’"* quando # — —oco: a taxa de
crescimento € igual a r*. Além disso, a estrutura etdria da populagdo, dada
por B(t — x) p(x)/P(t), tende para

e pl)
Jo e p(y)dy

Isto é o que Lotka chamou de uma «populag@o estdvel»: a pirdmide etaria
mantém a mesma forma ao longo do tempo, mas a populagado total aumenta ou
diminui exponencialmente. A conclusdo € assim a mesma que a do modelo de
tempo discreto de Euler, mas o estudo de Lotka tem em conta a dependéncia
etdria da fertilidade. Portanto, é de certa forma mais geral que o de Euler.
Lotka continuou a trabalhar sobre este tema ao longo da vida. Em 1908—
1909 retomou os estudos na Universidade de Cornell, onde recebeu o grau
de mestre. Trabalhou para o National Bureau of Standards de 1909 a 1911 e
como editor da revista Scientific American Supplement de 1911 a 1914. Em
1912, obteve o doutoramento na Universidade de Birmingham, reunindo os
artigos que tinha publicado desde 1907 sobre dindmica populacional e de-
mografia. Durante a Primeira Guerra Mundial, trabalhou novamente para
a General Chemical Company sobre como fixar o azoto da atmosfera. Em
1920, um dos seus artigos sobre oscilagdes biolégicas (ver capitulo [T3) cau-
sou uma profunda impressdo em Raymond Pearl, um professor de biometria
da Universidade Johns Hopkins que tinha acabado de «redescobrir» a equa-
¢do logistica (ver capitulo [6). Na esperanca de conseguir um emprego no
Instituto Rockefeller de Investigacio Médica, em Nova lorque, Lotka traba-
lhou nos modelos mateméticos desenvolvidos por Ross para a maléria (ver
capitulo @ Finalmente, recebeu uma bolsa de dois anos da Universidade
Johns Hopkins, o que lhe permitiu escrever o livro Elementos de Biologia
Fisica, publicado em 1925. Tornou-se entio chefe do departamento de inves-
tigacdo da Companhia Metropolitana de Seguros de Vida em Nova lorque.
Concentrou-se na andlise matemadtica de questdes demogréificas e publicou
varios livros em colaboragdo com o colega e vice-presidente da empresa, o
estatistico Louis Israel Dublin: O Valor Monetdrio de um Homem (1930), A
Duragdo da Vida (1936) e Vinte e Cinco Anos de Progressos na Satide (1937).
Foi eleito presidente da Population Association of America para 1938—1939.
Entre os seus vdrios estudos estatisticos, a «lei de Lotka» (que remonta a
1926) afirma que o nimero de autores que escreveram n artigos num determi-
nado campo cientifico diminui aproximadamente de 1/n%, quando n aumenta.
Lotka também publicou um livro em francés intitulado Teoria Analitica
das Associacdes Bioldgicas. A primeira parte, que era mais filoséfica, surgiu
em 1934. A segunda parte, mais técnica e publicada em 1939, resumia todas
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as suas pesquisas sobre demografia humana desde 1907. No seu livro, Lotka
também deu o seu contributo para o problema da extin¢cdo dos nomes de fa-
milia. Apés a publicacdo, em 1930, do primeiro artigo de Steffensen sobre o
assunto (ver capitulo[I8)), aplicou a teoria aos dados obtidos no censo de 1920
da populagio branca dos EUA. Notou que a distribui¢do observada (pi)i=0
do nimero de filhos € bem aproximada por uma lei geométrica decrescente
paratodo o k > 1: pg =a, pr = bc* ' (k> 1), com a = 0,4825, b = 0,2126
ec=1—-b/(1—a). Deste modo, Y~ px = 1. A fungdo geradora associada
€ f(x) =a+bx/(1—cx). As duas solugdes da equagdo x = f(x) sdiox=1¢e
x=a/c. A probabilidade de extingdo x.. € a menor destas duas solugdes (ver
capitulo[7). Com os valores numéricos para os EUA encontrou x., ~ 0,819,
enquanto o nimero médio de filhos era %y = f'(1) = (1 —a)?/b =~ 1,260.
Mesmo com um nimero médio de filhos (de ambos os sexos) proximo de
2,5, a probabilidade de extin¢cao do nome de familia é superior a 80 %.

Lotka foi eleito presidente da Associacdo Americana de Estatistica em
1942. Reformou-se em 1947 e morreu em 1949, em Nova Jersey. Uma nova
edicdo do seu livro de 1925 apareceu em 1956, com um titulo ligeiramente
diferente: Elementos de Biologia Matemdtica.
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Capitulo 11

A lei de Hardy—Weinberg (1908)

Em 1908, o matematico britanico Hardy e o médico alemio Weinberg
descobriram independentemente que, numa populagdo infinitamente gran-
de que acasala aleatoriamente de acordo com as leis de Mendel, as
frequéncias dos genétipos, obtidos a partir de dois alelos, permanecem
constantes ao longo de geracdes. O seu modelo matematico foi um dos
pontos de partida para a genética da populag@o.

Godfrey Harold Hardy nasceu em 1877 em Surrey, Inglaterra. Os pais
eram professores. A partir de 1896, estudou matematica no Trinity College
da Universidade de Cambridge, tornou-se professor assistente em 1900 e pro-
fessor catedratico de matemética em 1906. Depois de um primeiro livro sobre
A Integracdo de Fungdes de uma tinica Varidvel (1905), publicou em 1908
Um Curso de Matemdtica Pura, que foi reeditado muitas vezes e traduzido
para muitas linguas estrangeiras.

Figura 11.1: Hardy (1877-1947)

Nessa época, a redescoberta do trabalho de Mendel tinha levantado algu-
mas dividas. Alguns bidlogos interrogavam-se porque é que as carateristicas
dominantes ndo se tornavam mais frequentes de geracdo em geragdo. Regi-
nald Punnett, que tinha escrito um livro intitulado Mendelismo em 1905, fez
a pergunta a Hardy, com quem jogava cricket em Cambridge. Hardy escre-
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veu a sua solug¢do num artigo sobre Propor¢des mendelianas numa popula-
¢do mista, que foi publicado em 1908. Para simplificar a andlise, imaginou
a situacdo de uma grande populacdo onde a escolha do parceiro sexual se-
ria aleatéria. Além disso, restringiu a sua atencdo a apenas dois factores (ou
«alelos») A e a, sendo A dominante e a recessivo. Para a geracdo n, sejam p,
a frequéncia do «gendtipo» AA, 2¢, o de Aa e r, o de aa. Evidentemente,

Pn+2q,+r, =1

Hardy assumiu também que nenhum destes gendtipos provocava um excesso
de mortalidade ou uma diminui¢do da fertilidade quando comparado com os
outros dois gendtipos. As frequéncias na geracdo n+ 1 podem ser facilmente
calculadas, uma vez que um individuo escolhido aleatoriamente na geracio n
transmite o alelo A com uma probabilidade de p, + g,: ou o genétipo é AA e o
alelo A é transmitido com certeza ou o gendtipo € Aa e o alelo A € transmitido
com 50 % de probabilidade. Da mesma forma, o alelo a € transmitido com
uma probabilidade de g, +r,,. Pode-se assim construir a Tabela[TT.1] tal como
foi feito para a Tabela[8.1]

Tabela 11.1: Cdlculo das frequéncias dos gendétipos na geracdo n+ 1 a partir das
frequéncias dos alelos dos pais (as linhas sdo para a mae, as colunas para o pai).

alelo A a
frequéncia Pn+qn qn+1n
A AA Aa
Pn+qn (I’nJF‘In)2 (Pn+qn)(qn+1a)
a Aa aa
qn+1n (Pn+qn)(qn+1a) (qrt+rn)2

As frequéncias dos genotipos AA, Aa e aa na geragdo n+ 1 sdo respecti-
vamente P11, 2qn+1 € ry+1. Assim, Hardy deduziu que

Pt = (Pn+an)’ (11.1)
2gn+1 :z(pn +Qn)(Qn+rn) (11.2)
Fas1 = (qn+12)?. (11.3)

Investigou depois em que condi¢des as frequéncias dos gendtipos poderiam
permanecer constantes e iguais a p, 2q e r ao longo das geracdes. Uma vez
que por defini¢do p +2¢g+r = 1, vemos que as equacdes (II.I)-(T1.3) dao
todas origem 4 mesma condigdo: ¢*> = pr.
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Por exemplo, a primeira equagdo da

p=(p+q)*=p*+2pq+4q°,

que é equivalente a p(1 — p —2q) = ¢* e finalmente a pr = ¢°.

A partir de condig¢des iniciais arbitrérias (po,2qo, 7o) com po+2qgo+ro =
1, Hardy observou que

a1* = (po+q0)*(qo+70)* = p1r1.

O estado (p1,2q1,r1) ja é, portanto, um equilibrio. Assim, (p,,2¢,,r,) per-
manece igual a (p1,2q1,r1) para todos os n > 1. Se definirmos x = po + qo
para a frequéncia do alelo A na geracdo 0, entdo 1 —x = go+ro € a frequéncia
do alelo a. Usando o sistema (TT.I)—(T1.3) mais uma vez, obtemos

Dn :xz, 2gp=2x(1—-x), r,=(1 —x)2

para todos os n > 1 (figura[TT.2).

Aa

Figura 11.2: Grificos das fungdes x2,

2x(1—x) e (1 —x)? correspondentes s
frequéncias de equilibrio dos gendétipos 0 1
AA, Aa e aa.

Em conclusdo, as hipdteses acima referidas levam a lei segundo a qual
as frequéncias dos genotipos AA, Aa e aa permanecem inalteradas ao longo
das geracdes. A teoria de Mendel ndo conduz a um aumento progressivo da
frequéncia do cardcter dominante, como se pensava inicialmente.

Alguns anos mais tarde, Fisher insistiria num corolario importante desta
lei: para uma primeira aproximagao (ou seja, assumindo que as hipéteses do
modelo sdo realistas), uma populacdo mantém uma varidncia genética cons-
tante. Esta observagdo resolve um dos problemas levantados pela teoria da
evolugdo de Darwin através da seleccao natural. De facto, Darwin pensava,
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tal como os seus contemporaneos, que em cada geracdo as caracteristicas fisi-
olégicas das criangas eram uma espécie de média das caracteristicas dos dois
progenitores, contribuindo cada um deles com uma metade. Esta ideia tinha
sido mais tarde minuciosamente estudada, utilizando estatisticas, por Fran-
cis Galton e pelo seu sucessor no laboratério de biometria, Karl Pearson. Se
fosse verdade, a varidncia destas caracteristicas numa populagdo deveria ser
dividida por dois em cada geracdo e em breve haveria uma tal homogeneidade
que a selec¢d@o natural, indispensavel para explicar a evolucdo, seria impos-
sivel. No entanto, seriam necessdrios varios anos para que este mecanismo
de cdlculo da média fosse rejeitado, visto os biometristas defenderem o ponto
de vista de Darwin e terem relutincia em admitir que as leis de Mendel sao
inevitaveis para compreender a evolucio.

Ap6s este trabalho em 1908, Hardy regressou a matematica pura. Na sua
autobiografia, Desculpas de um Matemdtico, chegou mesmo a afirmar com
orgulho ter evitado descobertas de qualquer uso pratico. Em 1910, foi eleito
para a Royal Society. Em 1913, descobriu o prodigio indiano Ramanujan
e convidou-o a trabalhar em Cambridge. Apés a Primeira Guerra Mundial,
tornou-se professor na Universidade de Oxford e continuou uma frutuosa co-
laborag@o com o seu compatriota Littlewood. Entre 1931 e 1942, foi nova-
mente professor em Cambridge. Publicou muitos livros, frequentemente em
colaboragdo: Ordens do Infinito (1910), A Teoria Geral da Série de Dirich-
let com Marcel Riesz (1915), Desigualdades com Littlewood e Pdlya (1934),
Uma Introdugdo a Teoria dos Niimeros com E. M. Wright (1938), Ramanujan
(1940), Séries de Fourier com Rogosinski (1944), Séries divergente (1949).
Morreu em Cambridge em 1947.

Figura 11.3:
Weinberg (1862-1937)

Virias décadas mais tarde, as pessoas repararam que a lei de Hardy para
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frequéncias genéticas também tinha sido descoberta, nesse mesmo ano de
1908, pelo médico alemao Wilhelm Weinberg. Weinberg nasceu em Estu-
garda, em 1862. Depois de estudar em Tubinga e Munique até ao seu douto-
ramento em medicina, tinha trabalhado varios anos em hospitais de Berlim,
Viena e Frankfurt. Em 1889, estabeleceu-se em Estugarda como médico ge-
neralista e obstetra. Apesar de estar muito ocupado com o seu trabalho, foi
encontrando tempo para escrever muitos artigos em revistas cientificas ale-
mas. Em 1901, estudou, de um ponto de vista estatistico, a frequéncia de
gémeos do mesmo sexo. O artigo de 1908, no qual explicou a mesma lei que
Hardy tinha encontrado, tinha sido publicado numa revista cientifica local e
tinha passado despercebido. Mas, ao contrdrio de Hardy, tinha continuado
este estudo nos anos seguintes, descobrindo, por exemplo, a generalizagio ao
caso em que existem mais de dois alelos. Contribuiu também para a drea das
estatisticas médicas. Weinberg morreu em 1937. Apds a redescoberta do seu
artigo de 1908, os geneticistas passaram a chamar «lei de Hardy—Weinberg»
a lei da estabilidade das frequéncias de genétipos.

Actualmente, esta lei é frequentemente utilizada da seguinte forma. Se
um raro alelo recessivo a ndo tem influéncia na sobrevivéncia ou fertilidade e
se soubermos a frequéncia x> do genétipo aa porque aa produz um fenétipo
particular, entdo podemos calcular x e estimar a frequéncia 2x(1 —x) & 2x
do genétipo Aa. Como exemplo, se a frequéncia de aa for 1/20 000, entdo
obtemos x /= 1/140. Portanto, 2x = 1/70 é a frequéncia do genotipo Aa. O
alelo recessivo a, que pode parecer muito raro na inspec¢do dos fendtipos,
ndo é de facto tdo invulgar.

Leitura adicional

1. Hardy, G.H.: Mendelian proportions in a mixed population. Science 28, 49-50
(1908). esp.org

2. Hardy, G.H.: A Mathematician’s Apology. Cambridge University Press (1940).
archive.org

Punnett, R.C.: Mendelism. Cambridge University Press (1907). jarchive.org
Stern, C.: The Hardy—Weinberg law. Science 97, 137-138 (1943)
Stern, C.: Wilhelm Weinberg 1862-1937. Genetics 47, 1-5 (1962)

Titchmarsh, E.C.: Godfrey Harold Hardy, 1877-1947. Obit. Not. Fellows R.
Soc. 6,446-461 (1949)

7. Weinberg, W.: Uber den Nachweis der Vererbung beim Menschen. Jahresh.
Wuertt. Ver. vaterl. Natkd. 64, 369-382 (1908). biodiversitylibrary.org

S kW


http://www.esp.org/foundations/genetics/classical/hardy.pdf
https://archive.org/details/AMathematiciansApology-G.h.Hardy
http://www.archive.org/details/mendelism00punngoog
https://www.biodiversitylibrary.org/item/33516#page/469/mode/1up

Capitulo 12

Ross e a malaria (1911)

Em 1911, o médico britdnico Ronald Ross, que ja tinha recebido o Pré-
mio Nobel de 1902 pelo seu trabalho sobre a maldria, estudou um sis-
tema de equagdes diferenciais que modelavam a propagagdo desta do-
enca. Mostrou que a maldria s6 pode persistir se o nimero de mosquitos
estiver acima de um certo limiar. Portanto, ndo € necessario matar todos
0s mosquitos para erradicar a maldria - basta matar apenas uma parte de-
les. Modelos epidémicos semelhantes foram mais tarde desenvolvidos
por Kermack e McKendrick.

Ronald Ross nasceu em 1857 no Norte da India, onde o pai era oficial
do exército britanico. Estudou medicina em Londres, mas preferia escrever
poemas e dramas. Depois de trabalhar durante um ano como cirurgidao num
navio, conseguiu entrar para o Servico Médico Indiano em 1881. O traba-
lho enquanto médico na India deixava-lhe muito tempo livre, durante o qual
escreveu obras literdrias e aprofundou sozinho os seus conhecimentos de ma-
temdtica. Em 1888, de licenca em Inglaterra, obteve um diploma em sauide
publica e estudou bacteriologia, uma nova ciéncia criada alguns anos antes
por Pasteur e Koch. De volta a india, Ross dedicou-se ao estudo da maldria.
Durante a sua segunda licenca, em 1894, conheceu em Londres o especia-
lista em medicina tropical Patrick Manson, que lhe mostrou ao microscépio
o que o médico militar franc€s Alphonse Laveran tinha descoberto em 1880:
o sangue de pacientes com maldria contém parasitas. Manson sugeriu que
os parasitas podiam vir de mosquitos porque ele préprio tinha encontrado na
China o parasita de outra doenga tropical (filariose) nestes insectos. No en-
tanto, acreditava que os humanos eram infectados pelo parasita ao beber dgua
contaminada pelo mosquito. De 1895 a 1898, Ross continuou a sua investi-
gacio na India e testou a ideia de Manson. Em 1897, descobriu no estomago
de uma certa espécie de mosquito que ndo tinha estudado antes (anopheles)
alguns parasitas semelhantes aos observados por Laveran. Como os seus su-
periores o enviaram para Calcutd numa altura do ano em que os casos de
maldria eram raros, decidiu estudar a maldria em aves de gaiola. Encontrou o
parasita nas glandulas salivares de mosquitos anopheles e conseguiu infectar
experimentalmente aves sauddveis, deixando que os mosquitos as picassem:
isto provou que a maldria € transmitida pelas picadas de mosquitos e nao pela
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ingestdo de 4gua contaminada. Em 1899, Ross deixou o Servigo Médico In-
diano para ensinar na Escola de Medicina Tropical de Liverpool, que tinha
sido criada um ano antes. Foi eleito para a Royal Society em 1901 e recebeu
em 1902 o Prémio Nobel de Fisiologia ou Medicina pelo seu trabalho sobre a
maléria. Andou por Africa, pelas ilhas Mauricias e pela regido mediterranica
para popularizar a luta contra os mosquitos. O método teve €xito no Egipto,
na zona do canal de Suez, ao longo do canal do Panam4 em construg¢do, em
Cuba e na Maldsia, mas foi menos bem sucedido em algumas outras areas.
Ross publicou o Relatorio sobre a Prevengdo da Maldria nas Mauricias em
1908 e o Prevencdo da Maldria em 1910.

Figura 12.1: Ross (1857-1932)

Apesar de ter provado o papel de certos mosquitos na transmissdo da ma-
l4ria, Ross deparou-se com um certo cepticismo quando afirmou que a ma-
laria poderia ser erradicada simplesmente através da redugdo do nimero de
mosquitos. Na segunda edi¢ao do seu livro Prevengdo da Maldria, publicado
em 1911, tentou construir modelos matematicos da transmissdo da malaria a
fim de apoiar a sua afirmacdo. Um dos seus modelos consistia num sistema
de duas equagdes diferenciais. Vamos introduzir as seguintes notagdes:

* N: populacdo humana total numa determinada drea;

¢ I(¢): nimero de humanos infectados com maldria no momento ¢;
* n: populagdo total de mosquitos (assumida constante);

* i(¢): nimero de mosquitos infectados com maldria;

* b: frequéncia de picadas de mosquitos;
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* p (respectivamente p’): probabilidade de transmissfo da maldria de hu-
mano para mosquito (respectivamente de mosquito para humano) du-
rante uma picada;

* a: taxa a que os seres humanos recuperam da maldria;
* m: mortalidade por mosquito.

Durante um pequeno intervalo de tempo df, cada mosquito infectado morde
bdt humanos, entre os quais uma frac¢do igual a (N —I)/N ainda néo es-
tdo infectados. Tendo em conta a probabilidade de transmissdo p’, existem
bpi % dt novos seres humanos infectados. Durante o mesmo intervalo de
tempo, o nimero de humanos que recuperam € aldt. Dai,

dl , N—1

7 bp'i N al.
Do mesmo modo, cada mosquito ndo infectado morde bdt humanos, entre
08 quais uma frac¢do igual a I/N jé estdo infectados. Tendo em conta a pro-
babilidade de transmissao p, existem b pi % dt novos mosquitos infectados.
Entretanto, assumindo que a infec¢do ndo influencia a mortalidade, o nimero
de mosquitos que morrem € de midt. Portanto

di 1

7 =bp(n t)N mi.
Como a maldria existe permanentemente na maioria dos paises infectados,
Ross considerou apenas os estados estdveis do seu sistema de duas equagdes:
o niimero de humanos infectados /(f) e o nimero de mosquitos infectados
i(t) permanecem constantes ao longo do tempo (dI/dt =0 e di/dt = 0). Em
primeiro lugar, ha sempre o estado constante com / = 0 e i = 0, o que corres-
ponde a auséncia de paludismo. Em segundo lugar, Ross procurou um estado
constante tal que / > 0 e i > 0 e descobriu que

l—amN/(B*pp'n) .  1—amN/(b*pp'n)

I=N =
T+aN/(bp'n) 7T T+m/(bp)

(12.1)

Dividindo as equagdes de estado estaciondrio pelo produto 7 X i, o pro-
blema torna-se um sistema linear de duas equagdes a duas incégnitas
1/Iel1/i,

bp'  _m bpn _bp

1 i N’ 1 Ni N’
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cuja solucdo se obtém facilmente.

Pode confirmar-se que / > 0 e i > 0 se o nimero de mosquitos estiver acima
de um limiar critico:
amN
b2 p p/ .
Neste caso, o estado estaciondrio corresponde a situacdo em que a doenga é
endémica, ou seja, permanentemente presente. Ross concluiu que se o nu-
mero de mosquitos n for reduzido abaixo do limiar critico n*, entdo o tinico
estado estaciondrio restante € I = 0 e i = 0, pelo que a maldria deve desa-
parecer. Em particular, ndo € necessario exterminar todos os mosquitos para
erradicar o paludismo. Foi precisamente este o ponto que Ross quis enfatizar
com o seu modelo.

Para ilustrar a sua teoria, Ross procurou valores numéricos razodveis para
os parametros do seu modelo. Assumiu que

n>n"=

* a mortalidade dos mosquitos € tal que apenas um terco deles continua
10m _ 1

vivo dez dias depois; por isso e ™" = 3 e m = (log3)/10 por dia;
» metade das pessoas ainda estdo infectadas passados trés meses; por-
tanto e 2% = 1/2 e a = (log2)/90 por dia;

+ um em cada oito mosquitos pica um humano por dia; portanto e > =

1—-1/8 e b=1og(8/7) por dia;

* Os mosquitos infectados ndo sdo geralmente infecciosos durante os pri-
meiros dez dias apds a sua infec¢@o porque os parasitas t&ém de passar
por vdrias fases de transformagdo. Dado que um terco dos mosquitos
pode sobreviver dez dias, Ross assumiu que hd também cerca de um
ter¢o de todos os mosquitos infectados que sdo infecciosos: p’ = 1/3;

e p=1/4.

Ross pdde assim calcular, usando a férmula , a fracgdo infectada I/N
na populagdo humana em fungdo da razdo n/N entre as populagdes de mos-
quitos e humana. Apresentou os seus resultados numa tabela equivalente a
figura|12.2

A forma da curva mostra que a frac¢do de humanos infectados ja é supe-
rior a 50 % se a razdo n/N estiver ligeiramente acima do valor critico n*/N.
Mas esta fracgéo ndo muda muito quando o rcio n/N aumenta ainda mais.
Isto explica porque € que a correlacio entre o nimero de mosquitos e a pre-
senc¢a do paludismo nunca tinha sido notada antes. Ross constatou, contudo,
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0 n*/N n/N

Figura 12.2: Frac¢do I/N de humanos infectados em func@o da relagdo n/N entre as
populagdes de mosquitos e humana.

que o valor numérico do limiar n*/N era muito sensivel a pequenas altera-
¢des na taxa de picada b, mas que isto ndo alterava a forma geral da curva
na figura[12.2] A sua explicagdo qualitativa é mais importante do que os re-
sultados quantitativos, que sdo afetados pela incerteza em torno dos valores
numéricos dos parametros.

Para interpretar o limiar critico n* descoberto por Ros consideremos
um humano infectado introduzido em popula¢des humana e de mosquitos,
ambas livres de maldria. Esta pessoa permanece infectada, em média, durante
um periodo de tempo igual a 1/a. Como é picada bn/N vezes por unidade
de tempo, receberd um total de cerca de bn/(aN) picadas enquanto estiver
infectada. Por isso, infectard em média bpn/(aN) mosquitos. Cada um
destes mosquitos infectados vive em média durante um periodo de tempo
igual a 1/m, morde b/m humanos e infecta b p’ /m humanos. No total, apds
a transmissdo do primeiro ser humano infectado para o mosquito e destes
mosquitos para outros seres humanos, o nimero médio de seres humanos
recentemente infectados € o produto dos dois resultados anteriores, ou seja

Brpp'n

Ry = (12.2)

amN

Este % é o niimero de casos humanos secunddrios devido a um caso humano
primdrio. Assim, o processo de infecc@o, que acontece continuamente no
tempo, também pode ser estudado ao longo de geragdes sucessivas. A maldria

IEsta interpretagdo s6 foi enfatizada muito tempo depois do trabalho de Ross.
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s6 pode «invadir» a populagdo se %y > 1. Esta condicdo é precisamente
equivalente a n > n*.

Em conclusdo, Ross defendeu de uma forma mais geral a modelizacdo
matemdtica em epidemiologia:

«De facto, para que possa ser considerada cientificamente, toda a
epidemiologia, interessada como estd com a variacio da doenca
ao longo do tempo ou de local para local, deve ser abordada ma-
tematicamente, visto estarem implicadas muitas varidveis. Dizer
que uma doenca depende de certos factores nao é dizer muito, en-
quanto ndo pudermos ter uma estimativa de como cada factor in-
fluencia o resultado total. E o método matematico de tratamento
ndo é realmente nada mais do que a aplicacdo de um raciocinio
cuidadoso aos problemas em questdo.»

Ross foi nomeado cavaleiro em 1911. Mudou-se para Londres e tornou-se
consultor do exército britanico durante a Primeira Guerra Mundial. Em 1923
publicou a sua autobiografia, Memorias com um Relato Completo Sobre o
Grande Problema da Maldria e a sua Solugdo. Em 1926 foi inaugurado o
Instituto de Doengas Tropicais de Ross (agora parte da Escola de Higiene e
Medicina Tropical de Londres), do qual se tornou director. Ross morreu em
Londres, em 1932.
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Capitulo 13

Lotka, Volterra e o sistema predador-presa (1920-
1926)

Em 1920, Alfred Lotka elaborou um modelo de predador-presa e mos-
trou que as populacdes podiam oscilar permanentemente. Desenvolveu
este estudo no seu livro Elementos de Biologia Fisica de 1925. Em
1926, o matemdtico italiano Vito Volterra interessou-se pelo mesmo
modelo para responder a uma questao levantada pelo biélogo Umberto
d’Ancona: porque € que havia mais peixes predadores capturados pe-
los pescadores no Mar Adridtico durante a Primeira Guerra Mundial,
quando o esfor¢o de pesca era baixo?

Em 1920, Lotka publicou um artigo intitulado Nota analitica sobre certas
relacées ritmicas em sistemas orgdnicos. H4 ja alguns anos que se interes-
sava por algumas reaccdes quimicas que apresentavam estranhas oscilagdes
transitorias em experiéncias de laboratério. O objectivo do seu artigo era
sugerir que um sistema de duas espécies bioldgicas poderia mesmo oscilar
permanentemente. O exemplo que ele considerou foi o de uma populacdo de
herbivoros que se alimentavam de plantas. Em analogia com as equacdes uti-
lizadas na cinética quimica, seja x(¢) a massa total de plantas e y(¢) a massa
total de herbivoros no momento ¢. Lotka utilizou como modelo o seguinte
sistema de equagdes diferenciais

dx

I =ax—bxy, (13.1)
d
d% = —cy+dxy, (13.2)

onde os parametros a, b, ¢ e d sdo todos positivos. O parametro a € a taxa
de crescimento de plantas quando ndo hé herbivoros, enquanto ¢ € a taxa de
diminuic¢do da populagdo de herbivoros quando ndo hd plantas. Os termos
—bxy e dxy expressam que quanto mais animais e plantas houver, maior sera
a transferéncia de massa das plantas para os animais (a transferéncia inclui
alguma perda de massa por isso d < b). Definindo dx/dt =0 e dy/dt =0,
Lotka notou que existem dois estados estdveis:

* (x=0,y=0), a populagdo de herbivoros estd extinta e ndo existem
mais plantas;
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* (x=c/d,y=a/b), herbivoros e plantas coexistem.

Também escreveu, sem provar, que, se no momento ¢ = 0, (x(0),y(0)) ndo é
um destes dois estados estdveis, entdo as fungdes x(¢) e y(¢) oscilam periodi-
camente: hd um ndmero 7 > 0 tal que x(t +T) = x(¢) e y(t + T) = y(¢) para
todoot >0 (ﬁgura Se, por exemplo, as plantas forem muito abundan-
tes, entdo a populagdo de herbivoros aumentard, causando uma diminui¢cdo na
massa total de plantas. Quando esta massa se torna insuficiente para alimen-
tar os herbivoros, alguns animais morrem de fome e a massa total de plantas
comecard a crescer novamente até atingir um nivel igual ao seu valor inicial.
O fenémeno ird repetir-se.

x(t),

\/

Figura 13.1: Oscilagdes da massa total de plantas x(¢) e da massa total de herbivoros
y(r) em fungdo do tempo.

Lotka aprofundou um pouco mais o modelo num segundo artigo, publi-
cado em 1920, intitulado Oscilacdes ndo amortecidas derivadas da lei da
acc¢do de massas, onde explicava porque € que o sistema podia oscilar de
forma periddica. Isto decorre do facto de que o ponto (x(z),y(¢)) tem de per-
manecer numa trajectdria fechada no plano com x no eixo horizontal e y no
eixo vertical; mais precisamente, no quadrante onde x > 0 e y > 0 (figura

[13.2).

10 periodo de T depende das condigdes iniciais, mas Lotka s6 se apercebeu deste facto em
1925.
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De facto, dividindo a equagdo (I3.1)) pela equagdo (I3.2), obtemos, apés
alguma simplificagdo

c dx a dy
¢ d) T_ (9 p) Y,
( x+ dt (y ) dt
A integracdo dd dx(t) — clogx(t) = alogy(t) — by(t) + K, onde K é
uma constante que depende apenas das condi¢des iniciais. Assim, 0

ponto (x(¢),y(t)) permanece na curva dx — clogx = alogy — by +K,
que é uma curva fechada (figura[13.2).

Figura 13.2: Diagrama
com a massa total de
plantas x() no eixo ho-
rizontal ¢ a massa to-
tal de herbivoros y(t)
no eixo vertical. As
trés curvas fechadas em
torno do estado esta-
ciondrio correspondem
a diferentes condicdes
iniciais.

>
X

A trajectdria de (x(¢),y(t)) gira em torno do estado estaciondrio (c/d,a/b)
no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio, como se pode facilmente ver
pelo estudo do sinal de dx/dt e de dy/dt. Perto do estado estaciondrio, o sis-
tema exibe pequenas oscilagdes com um periodo igual a 27 /+/ac.

De facto, sejam x = 5 +x" ey = 7 +y*, onde x* < 7 e y* < 7. Entdo

dx* b*(ch*) bc ,
=— —+x ) ——
dr MRV a’

dy* a ad
:d*(f *)z— *.
ar )R
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A partir destas duas equacgdes, obtemos

dzx* d2y*

7 —acx”, -~ —acy*.

Estas equacgdes sdo as mesmas que das oscilagdes do péndulo simples
em fisica. O periodo é de 27/ /ac.

Raymond Pearl, que tinha apresentado o primeiro artigo de 1920 nas Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences, ajudou Lotka a obter uma
bolsa de dois anos da Universidade Johns Hopkins para escrever um livro,
intitulado Elementos de Biologia Fisica. O livro foi publicado em 1925. A
seccdo que resume a obra de 1920 também referia que os sistemas de duas
espécies, uma hospedeira e outra parasita, ou uma presa e outra predadora,
podiam ser descritos pelo mesmo modelo (I3.1)—(13.2). Infelizmente, o li-
vro de Lotka ndo chamou muita atencdo quando foi publicado. Contudo,
o famoso matemdtico Volterra redescobriu independentemente esse mesmo
modelo pouco tempo depois, enquanto estudava um problema de pesca.

Vito Volterra nasceu no gueto judaico de Ancona em 1860, pouco antes
da unificagdo da Itdlia, quando a cidade ainda pertencia aos Estados Papais.
Era filho tinico. O pai, comerciante de tecidos, morreu quando Vito tinha dois
anos de idade e deixou a familia sem dinheiro. Bom aluno no liceu, Volterra
conseguiu continuar a estudar apesar da pobreza, primeiro na Universidade
de Florenga e mais tarde na Scuola Normale Superiore, em Pisa. Em 1882
obteve o doutoramento em fisica e no ano seguinte tornou-se professor de
mecénica na Universidade de Pisa. Entrou para a Universidade de Turim em
1892 e, em 1900, passou a lecionar a cadeira de fisica matemadtica na Uni-
versidade La Sapienza em Roma. Tornou-se senador em 1905. Muitas das
conferéncias que proferiu em Roma ou em universidades estrangeiras foram
publicadas em forma de livro: Trés licoes sobre alguns progressos recentes
em Fisica Matemdtica (Universidade Clark, 1909), Licdes sobre Equagdes
Integrais e Integro-diferenciais (Roma, 1910), Licées sobre Funcoes de Li-
nha (Paris, 1912), Teoria das Funcdes Permutdveis (Princeton, 1912). Serviu
como oficial no exército italiano durante a Primeira Guerra Mundial e liderou
o gabinete de invengdes de guerra. Apds a guerra, participou activamente na
fundacdo da Unido Matemadtica Italiana (1922) e do Conselho Nacional Itali-
ano de Investigacdo (1923), tornando-se o primeiro presidente deste ultimo.
Tornou-se também presidente da Comissao Internacional para o Estudo Ci-
entifico do Mar Mediterraneo (1923) e presidente da Accademia dei Lincei
(1924). Uma outra monografia, escrita em colaboragdo com J. Péres, inti-
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tulada Li¢des sobre Composicdo e Fungoes Permutdveis, foi publicada em
1924.

Figura 13.3:

Volterra (1860-1940) rece-
bendo o doutoramento honoris
causa da Universidade de
Cambridge em 1900.

Em 1925, aos 65 anos, Volterra interessou-se por um estudo do zo6logo
Umberto D’Ancona, que mais tarde se tornaria seu genro, sobre a propor-
¢do de peixes cartilagineos (como tubardes e arraias) pescados durante os
anos 1905-1923 em trés portos do Mar Adridtico: Trieste, FiumeE]e Veneza.
D’ Ancona tinha notado que a proporcao destes peixes tinha aumentado du-
rante a Primeira Guerra Mundial, quando o esforgo de pesca se tinha reduzido
(Tabela[I3.T).

Sendo os peixes cartilagineos predadores de peixes mais pequenos, pare-
cia que uma diminui¢@o do esforco de pesca favorecia a espécie predadora.
Volterra, que ndo conhecia o trabalho de Lotka, explicou esta observagao,
utilizando o mesmo modelo
% =ax—bxy, % =—cy+dxy,
onde x(t) é o nimero de presas e y(¢) é o nimero de predadores. Notou,
tal como Lotka, que este sistema pode oscilar de forma peridédica com um
periodo T que depende da condigdo inicial (xg,yp). Notou também que

d d
Elogx—a—by, Elogy— —c+dx.

Integrando durante um periodo 7' (de modo que x(0) = x(T') e y(0) = y(T)),

2 Agora Rijeka na Crodcia.
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Tabela 13.1: Percentagem de peixes cartilagineos nas pescarias de Trieste, Fiume e
Veneza antes, durante e apds a Primeira Guerra Mundial.

ano 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916

Trieste 5,7 8,8 9,5 157 14,6 76 162

Fiume - - - - 11,9 214 22,1
Veneza 21,8 - - - - - -
ano 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

Trieste 15,4 - 199 158 133 10,7 102
Fiume 21,2 364 273 160 159 148 10,7
Veneza - - 309 253 259 258 26,6

obteve

1 /7 a 1 /7 c
?/0 y(l‘)dl—z, ?/0 x(l‘)dt—a.

Assim, a média durante um periodo, tanto do nimero de presas como do
nimero de predadores, é independente das condi¢des iniciais. Além disso,
se o esfor¢o de pesca diminuir, a taxa de crescimento a de presas aumenta
enquanto a taxa de extingdo ¢ de predadores diminui. Portanto, a média de
x(t) diminui e a média de y(¢) aumenta: a proporcédo de predadores aumenta.
Isto € precisamente o que tinha sido observado a partir das estatisticas de
pesca no Mar Adridtico.

Volterra publicou o seu artigo, primeiro em italiano, em 1926. Um re-
sumo em inglés apareceu alguns meses mais tarde em Nature. Lotka infor-
mou Volterra e outros cientistas sobre a prioridade do seu estudo sobre siste-
mas predadores-presa. Mas o seu artigo de 1920 e o seu livro de 1925 nem
sempre seriam mencionados. Lotka trabalhava entdo para uma companhia de
seguros, pelo que os seus estudos se centravam na demografia humana. Vol-
terra continuou a trabalhar em variantes do sistema predador-presa durante
uma década. Deu uma série de palestras, em 1928-1929, no recém-criado
Instituto Henri Poincaré, em Paris. As notas destas conferéncias foram publi-
cadas em 1931 sob o titulo Li¢cdes sobre a Teoria Matemdtica da Luta pela
Vida. Em 1935, Volterra publicou, em colaboracdo com Umberto D’ Ancona,
outro livro sobre Associacdes Bioldgicas de um Ponto de Vista Matemdtico.

Embora o modelo predador-presa pareca explicar correctamente os dados
da pesca, o debate sobre o realismo dos modelos simplificados na ecologia
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estava apenas a comecar e continua a ser objecto de disputa cientifica. Ac-
tualmente, o modelo predador-presa é também conhecido como o modelo
Lotka—Volterra e € um dos mais frequentemente citados na ecologia.

Em 1931, Volterra recusou-se a prestar fidelidade a Mussolini. Perdeu a
sua cdtedra na universidade de Roma e foi excluido das academias cientificas
italianas, das quais era um dos membros mais famosos. A partir dai, viveu
principalmente fora de Itélia, viajando pela Europa e dando palestras. Publi-
cou com J. Péres o primeiro volume de uma 7eoria Geral das Funcdes (1936)
e um livro com B. Hostinsky sobre Operagées Lineares Infinitesimais (1938).
Morreu em Roma em 1940.
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Capitulo 14

Fisher e seleccao natural (1922)

Em 1922, o bidlogo matemadtico britdnico Ronald Fisher publicou um
artigo muito influente sobre a genética populacional. Este capitulo con-
sidera apenas uma secc¢do do artigo, que se centra numa variante do
modelo Hardy—Weinberg, incluindo a selec¢@o natural. Fisher mostrou
que se o heterozigoto for favorecido, entdo ambos os alelos podem co-
existir. Se um dos dois homozigotos for favorecido, entdo o outro alelo
desaparece. O problema subjacente € o de explicar por que razdo alguns
genes podem ter vdrios alelos.

Ronald Aylmer Fisher nasceu em Londres em 1890, o ultimo de seis fi-
lhos. O seu pai era leiloeiro, mas mais tarde declarou faléncia. Fisher estudou
matemadtica e fisica no Gonville and Caius College da Universidade de Cam-
bridge entre 1909 e 1913. A genética estava a desenvolver-se rapidamente
nessa altura. A partir de 1911, Fisher participou nas reunides da Sociedade
Eugenics iniciada por Galton. Comegou a concentrar-se em problemas esta-
tisticos relacionados com o trabalho de Galton e Mendel. Depois de terminar
os seus estudos universitarios, passou um Verdo a trabalhar numa quinta no
Canada e depois trabalhou para a Mercantile and General Investment Com-
pany na City de Londres. Devido a sua extrema miopia, ndo pdde participar
na Primeira Guerra Mundial, apesar de ter sido voluntario. Passou estes anos
a ensinar em escolas secunddrias. Durante o seu tempo livre, tomou conta de
uma quinta e continuou a sua pesquisa. Obteve novos resultados importantes,
associando coeficientes de correlagdo com a genética Mendeliana. Em 1919
comegou a trabalhar como estatistico na Estagdo Experimental de Rothams-
ted, que se centrava na agricultura.

Em 1922, Fisher publicou um artigo intitulado Sobre o rdcio de domindn-
cia. Entre vérias outras novas ideias importantes, este artigo considerou um
modelo matemético que combinava as leis de Mendel e a ideia de selec¢ao
natural enfatizada por Darwin para a teoria da evolug@o. Fisher considerou a
mesma situa¢io que Hardy com dois alelos A e a e com a hipétese de acasala-
mento aleatdrio. Mas ele assumiu que individuos com genétipos AA, Aa e aa
tém diferentes mortalidades antes de atingirem a idade adulta, imitando assim
a seleccdo natural. Definindo como p,, 2¢g, € r, as frequéncias dos trés ge-
nétipos entre individuos adultos na geracdo 7, hd respectivamente (p, +¢,),



80

Figura 14.1:
Fisher (1890-1962)

2(pu+ ) (qn+12) € (gn +1n)? recém-nascidos na geracio n + 1 tendo estes
gend6tipos. Designando por u, v e w as respectivas probabilidades de sobre-
vivéncia desde o nascimento até a idade adulta, as frequéncias dos gendtipos
entre individuos adultos na geracdo n+ 1 s30 pu+1, 2qn+1 € 1 COM

u +qn)?
Pnil = 7(17”61 4n) (14.1)
Gn1 = V(pn+qr(li)(Qn+rn) (14.2)
n
2
o = W@di“) (14.3)
n

onde, por conveniéncia, consideramos

dy = u(py “'%)2 +2v(pn +Gn) (qn +10) +w(gn + ”n)z-

Lembrando que
Pnt2qn+ra =1,

vemos que quando # = v = w (isto é, quando ndo ha selec¢do natural), o sis-

tema (14.1))-(14.3) se reduz ao sistema (I11.1)-(I1.3) considerado por Hardy.

Que x, = p, + gqn seja a frequéncia do alelo A entre individuos adultos
na geragdo n e, consequentemente, g, +r, = 1 —x, a frequéncia do alelo a.

Somando (T4.1) e (14.2), obtemos
ux,? + vxu(1—xp)
ux,? +2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%

An+1 =
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Esta equagdo pode ser reescrita na forma

(v—w)(1—x,)+ (u—v)x,
uxy2 +2vx, (1 —xp) +w(l —x,)%

X1 —Xn =X (1 —xy) (14.4)

Ha sempre pelo menos dois estados estdveis onde a frequéncia x;,, permanece
constante ao longo de geragdes: x = 0 (a populacio consiste inteiramente de
homozigotos aa) e x = 1 (a populacdo consiste inteiramente de homozigotos
AA).

Usando a equagdo (I4.4), pode mostrar-se que se o homozigoto AA tem
mais hipdteses de sobrevivéncia do que os outros dois genétipos (u > v e
u > w), entdo o alelo a desaparecerd progressivamente da populacdo. Este
caso ndo deverd ser muito comum na natureza se ambos os alelos coexisti-
rem. Se, contudo, os heterozigotos Aa t€ém uma vantagem selectiva sobre os
homozigotos AA e aa (v > u e v > w), entdo os trés gendtipos podem coexis-
tir na populagdo. Este é o caso mais comum e pode explicar o «vigor» dos
hibridos notado pelos agricultores.

De facto, o estado estaciondrio x = 1 é estdvel quando u > v porque
Xpt1 —Xp 2 (1=x,) (u—v)/u

quando x, estd proximo de 1. O estado estaciondrio x = 1 € instdvel
quando u < v, caso em que existe um terceiro estado estaciondrio

N

2v—u—w

com 0 < x* < 1. Além disso, podemos verificar que este é estavel. O
estado estdvel x* corresponde a uma mistura entre os trés genotipos.

Assim, combinando simplesmente as leis de Mendel e uma hipétese de se-
leccdo natural (aqui, diferentes probabilidades de sobrevivéncia para os trés
gendtipos), podemos explicar ambas as situagdes de coexisténcia ou desapa-
recimento de gendtipos. Depois de Fisher, este modelo também foi desenvol-
vido por J.B.S. Haldane (ver capitulo[T7) e por Sewall Wright (ver capitulo
19).

Em antecipagdo ao capitulo [20] note que se A for completamente domi-
nante e o homozigoto aa estiver em desvantagem em relagdo aos outros dois
genotipos, estando os nimeros # : v : w numa proporcadode 1 : 1: 1 — ¢, entdo
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a equagdo (I4.4) torna-se
Xpil —Xp = — "~ ex, (1—x,)? (14.5)

para € < 1. Se a sobrevivéncia dos heterozigotos Aa estiver a meio caminho
entre os dois homozigotos, entdo os nimeros u : v : w estio numa propor¢ao
l:1—-¢/2:1—¢e

£ xa(1—2xn)

Xn+1 —Xn = 1 —8(1 _Xn)

£
~ Exn(l—xn) (14.6)

quando € < 1.

Em Rothamsted, Fisher analisou dados a longo prazo relativos ao rendi-
mento das culturas e a meteorologia. Também contribuiu muito para a me-
todologia estatistica. Em 1925 publicou um livro intitulado Métodos Estatis-
ticos para Investigadores, que teve grande sucesso e foi reimpresso muitas
vezes. Tornou-se membro da Royal Society em 1929. Em 1930, Fisher pu-
blicou um livro sobre A Teoria Genética da Seleccdo Natural, um marco na
histéria da genética populacional. Tornou-se professor de eugenia no Univer-
sity College em Londres em 1933, sucedendo a Karl Pearson no Laboratdrio
Galton. Em 1943 mudou-se para uma cadeira de genética na Universidade de
Cambridge, desta vez sucedendo a R.C. Punnett (ver capitulo [IT)). Publicou
também vdrios livros: O Desenho de Experiéncias (1935), A Teoria da Con-
sanguinidade (1949) e Métodos Estatisticos e Inferéncia Cientifica (1956).
Nomeado cavaleiro em 1952, instalou-se na Austrélia depois de se reformar
em 1959 e morreu em Adelaide em 1962. Voltaremos a outra parte do seu
trabalho no capitulo 20}
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Capitulo 15

Yule e a evolucao (1924)

Em 1924, o estatistico britdnico Yule estudou um modelo de evolugdo
onde as espécies podem produzir novas espécies por pequenas mutagdes
e os géneros podem produzir novos géneros por grandes mutagdes. O
seu objectivo era explicar a distribui¢do do nimero de espécies dentro
dos géneros, a maioria dos géneros contendo apenas uma espécie e al-
guns géneros contendo um grande nimero de espécies. O «processo
estocdstico de nascimento» que Yule introduziu no seu modelo € ainda
uma ferramenta bésica no estudo de drvores filogenéticas e de muitas
outras areas.

George Udny Yule nasceu na Escécia em 1871, tendo o seu pai tido uma
posicdo de alto nivel na administracdo britanica na India. Aos 16 anos, Yule
comecou a estudar no University College em Londres para se tornar enge-
nheiro. Em 1892 mudou de orientag@o e passou um ano a fazer investigagio
em Bona sob a supervisdo do fisico Heinrich Hertz, que tinha demonstrado
a existéncia de ondas electromagnéticas alguns anos antes. Quando Yule re-
gressou a Inglaterra, Karl Pearson ofereceu-lhe um cargo de professor assis-
tente de matematica aplicada no University College. Yule, seguindo Pearson,
comecgou a concentrar-se na estatistica. Em 1911, publicou Uma Introdugdo a
Teoria da Estatistica, que foi reimpressa 14 vezes. No ano seguinte, mudou-
se para a Universidade de Cambridge. O seu trabalho de investigagao tratou
de aspectos tedricos da estatistica, mas também de aplicagdes a agricultura e
a epidemiologia. Tornou-se membro da Royal Society em 1922.

Em 1924, Yule publicou um artigo intitulado Uma teoria matemdtica da
evolugdo baseada nas conclusées do Dr. J. C. Willis. Willis era um colega da
Royal Society que tinha publicado em 1922 um livro intitulado Idade e Area,
Um Estudo sobre Distribuicdo Geogrdfica e Origem das Espécies. Ele tinha
estudado a distribuicdo das espécies entre os diferentes géneros na classifica-
¢do das plantas e animais. Os dados que compilou mostraram que a maioria
dos géneros continham apenas uma espécie, que cada vez menos géneros
continham um maior nimero de espécies e que ainda havia alguns géneros
contendo um grande nimero de espécies. A tabela[I5.1| mostra os dados re-
lativos a serpentes, lagartos e duas familias de besouros (Chrysomelidae e
Cerambycinae).
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Figura 15.1:
Yule (1871-1951)

Tabela 15.1: Dados compilados por Willis: (a) Chrysomelidae; (b) Cerambycinae; (c)
Serpentes; (d) Lagartos.

Numero de Numero de géneros
espécies (a) (b) () @

1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6
7
8

16 36 9 7

15 18 8 6

14 17 8 4

9 5 14 9 5

10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2

total 627 1024 293 259
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As 1580 espécies de lagartos conhecidas na altura tinham sido classifi-
cadas em 259 géneros, 105 géneros contendo apenas uma espécie, 44 apenas
duas espécies, 23 apenas trés espécies, etc., e dois géneros contendo mais de
uma centena de espécies. Para outras familias de animais e plantas, a distri-
buicdo dos géneros de acordo com o nimero de espécies que continham era
semelhante.

Yule sugeriu que Willis deveria tentar tracar os seus dados num grafico
com escalas logaritmicas. Isto deu um resultado notdvel (Figura[I5.2): o lo-
garitmo do nimero de géneros Q, contendo n espécies diminui mais ou me-
nos linearmente com log(n). Por outras palavras, hd constantes @ >0e 8 >0
de tal modo que Q, ~ an~P: a distribui¢io segue uma «lei de poténcia». No
seu artigo de 1924, Yule procurou um modelo matemadtico de evolucdo que
pudesse explicar uma tal distribui¢do estatistica.

Figura 15.2: O nimero de géneros
em fungdo do numero de espécies
que contém, com escalas logaritmi- , [N\nmero de géneros

cas decimais. Dados para os Chry- 10
somelidae. Para suavizar as flutu-
acdes quando n (o nimero de es- 10’1
pécies) é grande, os géneros foram
contados para intervalos de valo- .

res de n como na tabela [[5.11 O 107
nimero médio de géneros para um

unico valor de n pode assim ser in- 10+ — .
ferior a 1. 10 10 10

numero de espécies

Para este efeito, imaginou primeiro um modelo estocastico contfnudj_-] para
o crescimento do nimero de espécies dentro de um género (Figura [15.3h).
Comecando com apenas uma espécie no tempo ¢ = 0, ele assumiu que a pro-
babilidade de uma espécie originar uma nova espécie do mesmo género por
mutacdo durante um intervalo de tempo «pequeno» dt (na escala temporal da
evolugdo) era igual a rdt com r > 0.

Que p,(t) seja a probabilidade de haver n espécies no momento ¢ (n é
um niimero inteiro e ¢ é um ndmero real). Para calcular p,(¢ + dr), Yule
considerou vdrios casos:

 se houver n — 1 espécies no momento ¢, cada espécie tem uma proba-
bilidade de rdt de gerar uma nova espécie entre ¢ e ¢ + dt; no limite

"McKendrick (ver capl’tulo jé tinha comecado a estudar tais modelos em dinamica popu-
lacional num artigo publicado em 1914.
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1 1
1 3
3 n=1
1 4
n=2
n=
2 n=4
t 0

Figura 15.3: (a) Uma simulac¢do da evolug¢do do nimero de espécies dentro de um
género. A espécie 1 gera as espécies 2 e 3. A espécie 3 gera a espécie 4. (b) A
probabilidade p,(r) de existirem n espécies do mesmo género no momento #, para
1<n<4.

dt — 0, haverd n espécies no momento ¢ 4+ d¢ com uma probabilidade
de (n—1)rdrt;

* se houver n espécies no momento ¢, haverd n+ 1 espécies no momento
t +dt com uma probabilidade de nrdt.
Assim, p,(t) é dado pelo seguinte sistema de equacdes diferenciais

dpr _ rp dpn

dt b
para todos os n > 2. Da primeira equagdo, obtemos p;(f) = e~ "" porque
p1(0)=1. E possivel mostrar que a solugio da segunda equagio que satisfaz
a condigdo inicial p,(0) =0¢

pa(t) =e " (1—e ! (15.2)

=(m—=1)rpy_1—nrp, (15.1)

para todos os n > 2 (Figura[T5.3p). Assim, em algum tempo fixo 7, a distri-
bui¢do de probabilidades (p,(¢))s>1 é «geométrica» com um rdcio entre dois
termos consecutivos igual a 1 —e™"".

De facto, notamos primeiro que a equagdo (15.1) € equivalente a

d
= {pne’”’} =(n—1)rp,_1€e"", (15.3)

a partir da qual podemos calcular sucessivamente p»(t), p3(t), ... . Obte-
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mos pa(t) =e (1 —e~""), depois p3(t) =e " (1—e~"")?, 0 que sugere
a férmula (I5.2)) para a solucdo geral. Pode finalmente verificar-se que
as fungdes assim definidas sdo solugdes da equagdo (15.3).

Yule também deduziu da férmula (I5.2) que o nimero esperado de espé-
cies aumenta exponencialmente com o tempo: Z:[:’l npn(t) =e".

De facto, notamos primeiro que para |x| < 1,

py d & d 1 1
n—1_ % n_ = _ )
’;nx _dxngbx dx(l—x) (1—x)2
Consequentemente

oo oo
Z npn(t) _ efrt Z n(] _efrt)nf] — ert )
n=1 n=1

Em particular, se T é o tempo de duplicagio definido por e’” = 2, entio a
distribui¢do de probabilidade (p,(¢)),>1 do nimero de espécies no momento
t =T é geométrica com razdo 1/2: 1/2,1/4,1/8, 1/16...Quando t = kT, é
geométrica com razdo 1 —1/2% e p (kT) = 1/2*.

Em seguida, Yule considerou, paralelamente ao crescimento do nimero
de espécies pertencentes a0 mesmo género, um processo semelhante devido
a mutacdes maiores que conduzem a criagdo de novos géneros. Que sdt seja
a probabilidade de um género existente gerar um novo género durante um
pequeno intervalo de tempo dt. Como antes, assumindo que existe apenas um
género no momento ¢ = 0, o niimero esperado de géneros no momento ¢ € e*’.
O nimero médio de géneros criados por unidade de tempo no momento ¢ € a
derivada se*’. No limiteE] em que t — o0, 0 nimero médio de géneros que no
momento ¢ existiram entre x e x + dx unidades de tempo €, entdo, se’ (=) gx.
A probabilidade de um género escolhido aleatoriamente ter existido entre x e
X+ dx unidades de tempo é de se™**dx.

Se um género escolhido ao acaso no momento ¢ tiver existido entre x
e x+ dx unidades de tempo, a probabilidade de este género conter n espé-
cies é, de acordo com a férmula (15.2), igual a e "* (1 — e’”‘)"’l para todo
n > 1. Assim, a probabilidade ¢, para um género escolhido aleatoriamente
no momento ¢ conter n de espécies € g, = [; " se e ¥ (1 —e )" dx.

2Yule considerou também o caso em que ¢ ndo pode ser assumido muito grande em compa-
ragdo com o tempo de duplica¢do de e*’. Os cdlculos sio um pouco mais complicados, mas 0s
resultados finais ndo sdo muito diferentes.
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Consideremos u = r/s. Um célculo fécil mostra que g1 = 1/(1+4u) e que

1 u 2u (n—1)u
T 14w 142u 143u 1+nu

qn (15.4)

para todo n > 2.

De facto, temos (1 —e )"~ = (1 —e™"¥)"=2 (1 —e~"*). Portanto

oo
Gn = Gn1 7S/ e—(r+s)X(1 7e—rX)n—Ze—rxdx'
0

Integrando por partes, obtemos

r+s (n—1)r/s

CIn:C]n—I*WQn, qn = 1—|—nr/s qn—1-

A férmula mostra que a sucessdo de probabilidades (g,),>1 € de-
crescente. Assim, o mdximo € atingido por n = 1: a maioria dos géneros
contém apenas uma espécie. Isto é precisamente o que os dados tinham mos-
trado. Além disso, a diminui¢do de g, para O quando »n tende para o infinito
é relativamente lenta porque g, /g,—1 — 1. Isto pode explicar porque é que
alguns géneros contém um grande nimero de espécies. Mais precisamente,
Yule mostrou que log g, decresce linearmente com log(n).

Consideremos a fungdo gama de Euler I'(z) = [;""#*"'e™"dt. Entdo
[(n+1)=n!'=nx(n—1)x---x2x1quandonéinteiroe ['(z+1) =
zI'(z). Assim, (15.4)) toma a forma

(n—1)! D)1+
u(l+He+h .+ by urm+1+ 1)

qn =

Mas, pela aproximacdo de Stirling, obtemos logI'(n) ~ nlogn —n —
1logn + constante. Do mesmo modo, logl'(n+ 1 + 1/u) ~ nlogn —
n+ (% + %) logn + constante. Finalmente, logg, ~ — (1 + %) logn +
constante.

Considere-se, por exemplo, o caso dos lagartos. O pardmetro u pode ser
estimado a partir da propor¢do g; = 1/(1 + u) dos géneros que contém ape-
nas uma espécie. De acordo com a tabela temos g; = 105/259, portanto
u ~ 1,467. Podemos entdo calcular a probabilidade tedrica g, € o nimero es-
perado Q, de géneros contendo n de espécies, multiplicando ¢, pelo nimero
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total de espécies, que é 259 (Tabela [I5.2). Yule notou que o acordo entre
as observagdes e os cdlculos € relativamente bonﬂ dada a simplicidade do
modelo, que ndo tem em conta, por exemplo, os cataclismos que as espécies
atravessaram ao longo de milhdes de anos de evolucao.

Tabela 15.2: Comparacio entre dados e teoria no caso dos lagartos (1580 espécies
classificadas em 259 géneros).

Numero de espécies  Numero de géneros  Niumero calculado

por género observados de géneros
1 105 105,0

2 44 39,2

3 23 21,3

4 14 13,6

5 12 9,6

6 7 7,2

7 6 5,6

8 4 4,5

9 5 3,7

10 5 3,1
11-20 17 16,6
21-30 9 6,9
31-40 3 39
41-50 2 2,6
51-60 0 1,9
61-70 1 1,4
71-80 0 1,1
81-90 0 0,9
91-100 0 0,7
101- 2 10,1
total 259 259

Ap6s 1931 Yule retirou-se progressivamente da Universidade de Cam-
bridge. Interessou-se pela distribuicdo estatistica da duragdo das frases para
identificar os autores dos livros. Aplicou isto em particular ao livro publi-
cado por John Graunt (ver capitulo [2), possivelmente inspirado por William

3Para o ndmero de géneros contendo mais de 100 espécies, Yule teve um melhor ajuste do que
na Tabela[T5.2]ao considerar que 7 ndo era grande em comparagdo com o tempo de duplicagdo
de e,
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Petty. Em 1944 publicou um livro sobre O Estudo Estatistico do Vocabuldrio
Literdrio. Morreu em 1951.

Actualmente, o modelo de Yule ainda € utilizado para analisar «arvores
filogenéticas» (as drvores genealdgicas das espécies). Estas arvores, seme-
lhantes as da figura[T5.3] sdo agora melhor conhecidas gragas aos novos dados
provenientes da biologia molecular. Mas as aplica¢des do processo estocas-
tico definidas por equagdes (I5.1I)) ndo se limitam a teoria da evolugdo. Este
processo € um bloco de constru¢do de muitos modelos em dindmica popu-
lacional, desde o nivel microscépico (para modelar, por exemplo, colénias
de bactérias) até ao nivel macroscépico (para modelar o inicio de uma epi-
demia). Chama-se «processo de nascimento puro» ou «processo de Yule».
Uma variante simples inclui uma probabilidade de mdt de morrer durante
qualquer pequeno intervalo de tempo dt: o tamanho da populacdo esperado
no momento ¢ para este «processo de nascimento e morte» é, entdo, e’ ")

Quanto 2 distribuigdo de probabilidade (I5.4), é por vezes chamada de
distribuicdo Yule. As distribui¢des de probabilidade com caudas que satisfa-
zem leis de poténcia t€ém atraido muita ateng@o em vdrias dreas da ciéncia. O
estudo de epidemias em redes aleatdrias cuja distribuicdo de grau segue uma
lei de poténcia é apenas um exemplo.
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Capitulo 16

McKendrick e Kermack sobre modelacao de epi-
demias (1926-1927)

Em 1926, McKendrick estudou um modelo de epidemia estocdstica e
encontrou um método para calcular a probabilidade de uma epidemia
atingir uma certa dimensdo final. Descobriu também a equacio dife-
rencial parcial que rege as populacgdes estruturadas em funcdo da idade,
num contexto de tempo continuo. Em 1927, Kermack e McKendrick es-
tudaram um modelo epidémico deterministico e obtiveram uma equagao
para a dimensao final da epidemia, que enfatiza um certo limiar para a
densidade populacional. Grandes epidemias podem ocorrer acima mas
ndo abaixo deste limiar. Estes trabalhos sdo ainda muito utilizados na
epidemiologia contemporanea.

Anderson Gray McKendrick nasceu em 1876 em Edimburgo, o tltimo de
cinco filhos. Estudou medicina na Universidade de Glasgow, onde o seu pai
era professor de fisiologia. Em 1900 entrou para o Servico Médico Indiano.
Antes de ir para a India, acompanhou Ronald Ross numa missdo de com-
bate a maldria na Serra Leoa. Depois serviu no exército durante 18 meses no
Suddo. A sua chegada a india, foi nomeado médico numa prisdo em Ben-
gala, onde tentou controlar a disenteria. Em 1905 juntou-se ao novo Instituto
Central de Investigacio Médica em Kasauli (no Norte da India). Trabalhou
sobre raiva mas também estudou matematica. Em 1920, tendo sido infectado
por uma doenca tropical, regressou a Edimburgo e tornou-se o supervisor do
Laboratério do Royal College of Physicians.

Em 1926, McKendrick publicou um artigo sobre Aplicacoes da matemd-
tica a problemas médicos, que continha vérias ideias novas. Em particular,
ele introduziu um modelo matemaético continuo para epidemias que tinha em
conta o aspecto estocdstico da infec¢@o e da recuperacio.

Considere uma popula¢do de tamanho N com inicialmente apenas uma
pessoa infectada. As pessoas podem passar sucessivamente por trés estados:
o estado susceptivel S, o estado infectado / e o estado recuperado R (Figura

16.2)f'

10 modelo de Daniel Bernoulli (ver capl’tulo incluia os estados S e R mas nao I, sendo a
duracdo da infec¢do muito mais curta do que a esperanca média de vida.
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Figura 16.1: McKendrick (1876-1943) e Kermack (1898-1970)

Figura 16.2: Estados possiveis: susceptivel (S), infectado (I), recuperado (R).

Que p; ,(t) seja a probabilidade de a populag¢@o conter no momento  exac-
tamente i pessoas no estado I e r pessoas no estado R, onde i e r s30 nlimeros
inteiros tais que 1 < i+ r < N. Neste caso, diz-se que a populagio estd no
estado (i,r). O nimero de pessoas susceptiveis é s = N —i — r. Na sequéncia
do trabalho de Ross sobre o paludismo (ver capitulo [I2), McKendrick assu-
miu que, durante um pequeno intervalo de tempo d¢, a probabilidade de uma
nova infec¢@o ocorrer € igual a asidt (ou seja, proporcional tanto ao nimero
de pessoas susceptiveis como ao nimero de pessoas infectadas). A proba-
bilidade de ocorrer uma nova recuperacdo € igual a bidt. Tanto a como b
séo parAmetros positivos. Para calcular p; .(r + dt), vérios casos devem ser
distinguidos:

* a populacdo estd no estado (i — 1,7) no momento ¢ e uma nova infec¢do
move a populagéo para o estado (i,7) entre 7 e ¢ + dr; a probabilidade
deste evento é as(i— 1)dt coms=N—(i— 1) —r;

* apopulagdo estd no estado (i,7) na altura 7 e uma nova infecgéo move a
populagdo para o estado (i+ 1,7) entre ¢ e t + dt; a probabilidade deste
evento éde asidt coms=N —i—r;
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* a populagdo estd no estado (i + 1, — 1) no momento ¢ e uma nova
recuperacdo move a populagio para estado (i,r) entre ¢ e t + dt; a pro-
babilidade deste evento é b (i + 1) dt;

* apopulagdo estd no estado (i,7) no momento # e uma nova recuperagio
move a populagdo para estado (i — 1,7+ 1) entre ¢ e ¢ + dt; a probabili-
dade deste evento é bidt.

Assim, McKendrick obteve as equacdes

dpi,r
dt

=a(N—i—r+1)(i—1)pi1,—a(N—i—r)ipi,
+b(i+1)piv1,—1—bipi, (16.1)

por 1 <i+r < N. O primeiro termo do lado direito estd em falta quando
i = 0, enquanto o terceiro termo estd em falta quando r = 0. As condi¢des
iniciais sdo p; (0) = 0 para todos os (i,r) excepto p; o(0) = 1.

Com este modelo McKendrick conseguiu calcular a probabilidade de a
epidemia terminar com n pessoas infectadas, que € o limite de p ,(¢) quando
t — +oo. De facto, ndo hé necessidade de resolver o sistema (16.I). Basta
notar que enquanto houver i pessoas infectadas e r pessoas recuperadas, a
probabilidade de uma nova infec¢do durante um pequeno intervalo de tempo
dt é a(N —i—r)idt e a probabilidade de uma nova recuperagio é bidt. As-
sim, as probabilidades de transi¢cdo (como sdo normalmente chamadas na te-
oria das cadeias de Markov) do estado (i, r) para o estado (i + 1,r) ou estado
(i—1,7r+1) sdo respectivamente

a(N—i—r) b
Pl =(i+10) = aN—i=+b’ D) —(i-1,r41) = aN=i—rTb

para todos os i > 1 (FigurdI6.3).

Que ¢, , seja a probabilidade de a populagdo passar pelo estado (i,r) du-
rante a epidemia. Desde i = 1 e » = 0 quando ¢ = 0, temos g1 o = 1. Os outros
estados sdo atingidos ou apds uma infecgdo ou apds uma recuperagao:

Giyr = Gi—1,r P(i-1,1)=(ir) T Lit1—1 Plif1r—1)=(ir) -

Falta o primeiro termo do lado direito quando i = 0 ou i = 1. O segundo
termo estd em falta quando r = 0. A partir desta férmula, podemos primeiro
calcular (g;0)2<i<n. depois (¢i.1)o<i<n—1, depois (¢i2)o<i<n—2 etc. A proba-
bilidade de no final da epidemia terem sido infectadas n pessoas € gg ,. Em
1926 tais calculos eram bastante enfadonhos. Assim, McKendrick limitou-se
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Figura 16.3: Diagrama mostrando os estados possiveis de uma populacdo com N =5
(i no eixo horizontal, r no eixo vertical) e as transi¢cdes possiveis devido a infec¢ao
(setas horizontais) ou recuperacdo (outras setas).

a exemplos onde as as populacdes eram muito pequenas, por exemplo, uma
familia. Com N =5 pessoas e b/a = 2, obteve a tabela As maiores
probabilidades correspondem ao caso em que apenas uma pessoa da familia
estd infectada e ao caso em que a familia inteira estd infectada.

Tabela 16.1: Probabilidade de uma epidemia numa familia de cinco pessoas infectar
n dessas pessoas quando b/a = 2.

n 1 2 3 4 5

g 033 011 009 013 034

O mesmo artigo de 1926 contém também uma nova formulag¢do de pro-
blemas demogréficos quando o tempo é considerado como uma varidvel con-
tinua. Para dx infinitamente pequeno, seja P(x,¢)dx a populagdo com uma
idade entre x e x 4 dx no momento 7. Seja m(x) a mortalidade com a idade x.
Entao,

P(x+h,t+h) =~ P(x,t) —m(x) P(x,t) h

por h infinitamente pequeno. Considerem-se agora as derivadas parciais da
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fungdo P(x,1):

P _ . Plx+ht)—P(xt) P . P(x,t+h)—P(x,1)
ax o) = lim h + g et = i h ‘

Tendo em conta que

oP oP
P(x+h,t+h)~P(t,x)+h g(x,t) +h W(X’t) ,

McKendrick obteve a seguinte equagdo diferencial parcial:

JdP JP

E(x,t) + E(x,t) +m(x)P(x,t) =0.

Tal equacdo aparece naturalmente nos problemas populacionais estruturados
por uma varidvel continua, como a idade na demografia (ver capitulo [23)) ou
o tempo desde a infec¢@o na epidemiologia.

William Ogilvy Kermack nasceu em 1898, numa pequena cidade da Es-
cocia. Estudou na Universidade de Aberdeen e comegou a fazer investigacao
na drea da quimica organica num laboratério industrial em Oxford. Em 1921,
Kermack tinha sido nomeado responsavel pela sec¢do quimica do Labora-
torio do Royal College of Physicians em Edimburgo. Apesar de ter ficado
completamente cego ap6s uma explosdo no seu laboratério de Edimburgo em
1924, continuou o seu trabalho quimico com a ajuda de colegas e estudantes.
Kermack comecou também a colaborar com McKendrick na modelacdo ma-
temdtica de epidemias. A partir de 1927, publicaram em conjunto uma série
de Contribuigcdes a teoria matemdtica das epidemias, onde estudaram mo-
delos epidémicos deterministicos. Seja N o tamanho da populagdo, com N
suficientemente grande. Assuma-se, como no artigo de 1926, que as pessoas
podem ser ou susceptiveis, infectadas ou recuperadas. Se a doenga for fatal,
entdo o terceiro estado é, de facto, a morte. Sejam S(¢), I(z) e R(¢) o nimero
de pessoas em cada um dos trés estados. O modelo € (de forma simplificada)
um sistema de trés equagdes diferenciais:

ds
— = —aSl 16.2
R asli, (16.2)
dl
— =aSI-bl 16.3
i ) (16.3)
R
d =bl. (16.4)

=



96

Assim, o nimero de novas infec¢des por unidade de tempo €, como no modelo
estocdstico de 1926, proporcional tanto ao nimero de pessoas susceptiveis
como ao nimero de pessoas infectadas. No inicio da epidemia, no momento
t = 0, um certo niimero de pessoas estd infectado: S(0) =N —1Iy, I(0) =1Ip e
R(0) =0, assumindo 0 < Iy < N.

Embora ndo conhegamos a solugo explicita do sistema (16.2)-(16.4), vé-
rias das suas propriedades podem ser provadas:

L]

L]

a populagdo total S(¢) +1(¢) + R(t) permanece constante e igual a N;

S(t), I(t) e R(t) permanecem nio negativos (como € suposto, uma vez
que se trata de populacdes);

quando 7 — oo, S(¢) diminui para um limite S > 0, /() tende para 0
e R(r) aumenta para um limite R < N;

além disso, a féormula

Sw _a

507 SN =5.), (16.5)

—log

define implicitamente S.. e portanto também a dimensdo final da epi-
demia Reo = N — Se.

De facto, vemos em primeiro lugar que os %(S +I1+R) =0. Entdo
S(t)+1(t)+R(t) = S(0) +1(0) +R(0) = N. As equagdes (16.2) e (16.3)
podem ser reescritas como

Segue-se entdo que

d 1 d 1
afpl(t)dt| _ bt—a fyS(t)dt| _
pr [S(t)e 0 } 0, ” [I(t)e 0 } 0.

S(r) = S(0) e—alol(r)dt 0, 1(r)=1(0) ealoSydi=br o

As equacdes e mostram entdo que a fungdo S(¢) estd a
diminuir e que a fungfo R(¢) estd a aumentar (em particular, R(¢) > 0).
Uma vez que S(t) > 0 e R(r) < N, as fungdes S(¢) e R(¢) tém limites
quando r — +oo. Uma vez que I(r) = N —S(r) — R(¢), I(¢) também tem
um limite quando t — oo, que s6 pode ser zero como se pode ver pela
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integragdo de (16.4). A equagdo (16.2) também mostra que
d
——|logS] =al.
S logs]=a

Integrando entre t = 0 e t = 40, encontramos
o0
logS(0) —logSe. = a/ I(r)dt.
Jo

A equagdo (T6.3) pode ser reescrita como

Integrando entre t = 0 e t = 4o, obtemos
~+oo
_1(0) = S(0) — S — b / 1(t)dr.
0

Combinando os dois resultados, obtemos a formula (16.5)), que mostra
que S > 0.

Quando o nimero inicial de pessoas infectadas Iy € pequeno em compa-
racdo com o tamanho da populagdo N, que é frequentemente o caso no inicio
de uma epidemia numa cidade, a férmula pode ser reescrita usando
Seo = N — R, como

Re R

onde por defini¢do Zy = aN/b. A equacdo (16.6) s6 tem uma solugdo posi-
tiva se Zp > 1. Assim, Kermack e McKendrick chegam a seguinte conclus@o:
a epidemia infecta uma fraccdo ndo negligencidvel da populacdo apenas se
o > 1. Ha um limiar para a densidade populacional N* = b/a abaixo do
qual as epidemias ndo podem ocorrer.

Quando o tamanho da populagdo N estd ligeiramente acima deste limiar
(N = N* + ¢), acontece uma epidemia de pequena amplitude. Decorre de
(16.6) que R =~ 2¢€. Portanto S ~ N* — &: a epidemia traz a populacio
susceptivel tanto abaixo do limiar N* como inicialmente acima.

De facto, usando a aproximagdo —log(1 —x) =~ x+ %, a equagdo (|16.6)
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torna-se 5
R. 1 (R R..
N2 <N> ~ Ay
Por isso e
R.. %2(%0—1)]\7:2%(1\/*4—8) ~ 2€.

Tal como no modelo do paludismo de Ross (Capitulo [I2), a condicdo
Ho > 1 tem uma interpretacdo simples. Como aN € o nimero de pessoas
infectadas por unidade de tempo no inicio da epidemia e como 1/b é o pe-
riodo infeccioso médio, Zy = aN /b é o niimero médio de casos secundérios
devidos a uma pessoa infectada no inicio da epidemia.

Para as doengas fatais, R(f) é o niimero cumulativo de mortes desde o
inicio da epidemia e dR/dt é o nimero de mortes por unidade de tempo.
Kermack e McKendrick notaram que o gréfico da fungdo dR/dr no seu mo-
delo matematico tem a forma de sino que se espera de uma curva epidémica

(Figura[16.4).

10001
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Figura 16.4: A curva dR/dt em fungdo do tempo e dos dados para o nimero de mortes
por semana durante uma epidemia de peste em Bombaim, em 1905-1906.

Para representar dR/dt, eles dividiram (16.2)) por (16.4) para obter dS/dR
= —aS/b. Entdo S(¢) = S(0) exp(—aR(t)/Db). Substituindo esta ex-
pressdo na equagdo (16.4) e usando S(t) 4+ 1(¢) + R(t) = N, obtiveram a
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equacao

dR a

—:b[N—R—SO (—43)}7 16.7

7 () exp(— (16.7)
que ainda ndo pode ser resolvido explicitamente. No entanto, se  R(t)
permanecer pequeno durante toda a epidemia, a aproximagdo exp(—u) ~

1 —u+ u?/2 permite obter

dR a a? 5
T ~b [N—R—S(O)—FS(O)bR—S(O)ZbZR } . (16.8)

Esta € uma equacdo de Riccati com duas solucdes constantes, uma posi-
tiva R4 e outra negativa R_, dada pelas raizes do polinémio de segunda
ordem em R no lado direito de . Seja R(t) a solugdo exacta de
e defina-se Q(t) = R(t) — R... Entdo, Q(t) satisfaz uma equagio
diferencial de Bernoulli semelhante as encontradas por Daniel Bernoulli
e Verhulst (ver {@.5) e (6.1)). Pode assim adaptar-se directamente a for-
mula para obter Q(¢). Um cdlculo fécil mas enfadonho mostra que
dQ/dt é da forma
o/ cosh® (B — ),

onde a, f3 e ¥ séo constantes que dependem de uma forma complicada
dos parametros do modelo. Como dR/dt ~ dR/dt = dQ/dt, Kermack e
McKendrick puderam escolher (o, ,7) para se ajustarem aos seus da-
dos. Claro que computadores e software modernos podem facilmente
resolver numericamente a equacdo diferencial sem passar por es-
tas aproximacdes.

A curva para dR/dt assim obtida ajustava bem os dados para o nimero de
mortes por semana durante a epidemia de peste em Bombaim entre Dezembro
de 1905 e Julho de 1906 (Figura[16.4).

Kermack e McKendrick também consideraram o modelo mais geral onde
a infecciosidade a(x) depende do tempo x desde a infecgdo e onde a taxa de
recuperacdo b(x) também depende de x. A equacéio que dd a dimensio final
da epidemia (quando o nimero inicial de casos infectados € pequeno) ¢é ainda

(16.6), mas com
oo .
Ro=N / a(x)e PO gy (16.9)
0

O pardmetro %, tem a mesma interpretacdo que no caso anterior: ¢ o nd-
mero médio de casos secunddrios devidos a uma pessoa infectada no inicio
da epidemia. Note-se a semelhanga entre (16.9) e a formula de Lotka (10.2)
para %, em demografia: a idade é substituida pelo tempo desde a infecgdo,
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a sobrevivéncia pela probabilidade de e~ Jo20)4y de ainda estar infectado, a
fertilidade pela taxa de contacto N a(x).

Kermack e McKendrick desenvolveram varios outros modelos matema-
ticos de epidemias durante a década de 1930. Estes sdo ainda os blocos de
construcdo para a maioria dos modelos mais complexos utilizados hoje em
dia na epidemiologia. O parimetro %, ainda desempenha um papel central
na andlise do modelo.

McKendrick reformou-se em 1941 e morreu em 1943. Entre 1930 e 1933,
Kermack foi co-autor de alguns artigos sobre fisica matematica com Wil-
liam McCrea e Edmund Whittaker, ambos do departamento de matemética
da Universidade de Edimburgo. Durante as décadas de 1930 e 1940, a equipa
de quimicos de Kermack tentou sintetizar novas moléculas com actividade
antimaldarica, mas com sucesso limitado. Em 1938, Kermack escreveu com
Philip Eggleton um popular livro sobre bioquimica elementar, As Coisas De
Que Somos Feitos. Foi eleito fellow da Royal Society em 1944 e assumiu
a cadeira de bioquimica na Universidade de Aberdeen em 1949. Mais tarde,
serviu como reitor da Faculdade de Ciéncias. Reformou-se em 1968 e morreu
em 1970.
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Capitulo 17

Haldane e mutacoes (1927)

Numa secc¢do do seu artigo de 1922, Fisher considerou o problema de
um gene mutante que pode ser transmitido a um niimero aleatério de
descendentes com uma dada distribui¢do de probabilidade. O problema
era formalmente o mesmo que o da extingdo dos nomes de familia, mas
num contexto genético. Fisher mostrou que se a distribui¢do de proba-
bilidade fosse uma distribuicao Poisson e se o gene mutante ndo tivesse
vantagem selectiva, entdo o gene mutante poderia desaparecer da popu-
lagdo muito lentamente. Em 1927, o bidlogo britdnico Haldane levou
o estudo deste modelo mais longe e mostrou que a probabilidade de
um gene mutante vantajoso se manter a si préprio era o dobro da sua
vantagem selectiva. Ele também deu um tratamento mais rigoroso ao
problema da extingdo.

John Burdon Sanderson Haldane nasceu em 1892 em Oxford, onde o seu
pai era professor de fisiologia na universidade. Haldane estudou no Eton Col-
lege e, depois de 1911, no New College da Universidade de Oxford. Depois
de estudar matematica no seu primeiro ano, voltou-se para as humanidades.
Os seus estudos foram interrompidos pela Primeira Guerra Mundial, durante
a qual serviu em Franca e no Iraque. Tendo sido ferido, foi enviado como ins-
trutor militar para a India. Em 1915 publicou um primeiro artigo discutindo
experiéncias genéticas em ratos que tinha comegado antes da guerra. Em
1919 tornou-se membro do New College, ensinando fisiologia e estudando
respiragdo como o seu pai. Em 1923 entrou para o laboratério de bioqui-
mica de F. G. Hopkins[] na Universidade de Cambridge, onde se concentrou
na cinética das enzimas. Publicou também um romance de fic¢do cientifica,
Daedalus ou Ciéncia e o Futuro (1923), e um ensaio intitulado Callinicus,
Uma Defesa da Guerra Quimica (1925). Entre 1924 e 1934, escreveu uma
série de dez artigos intitulados Uma teoria matemdtica da selecgcdo natural e
artificial.

No quinto artigo da série, publicado em 1927, Haldane reconsiderou outro
modelo genético que Fisher tinha estudado em 1922, um modelo centrado nas
mutagdes. Fisher tinha estudado a probabilidade de um gene mutante invadir

!Frederick Gowland Hopkins, que recebeu o Prémio Nobel da Fisiologia ou Medicina em
1929 pelo seu trabalho sobre vitaminas.
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Figura 17.1:
Haldane (1892-1964)

uma populacio ou desaparecer. Este problema é formalmente o mesmo que o
de Bienaymé, Galton e Watson relativamente a extin¢cdo dos nomes de familia.
Fisher ndo fez qualquer referéncia a estas obras, embora possa ter lido o artigo
de Galton e Watson reproduzido no apéndice do livro Herangca Natural de
Galton, de 1889. Como no capitulo [0} designemos por py a probabilidade
de um gene ser transmitido k descendendentes na primeira geracdo (k > 0).
Fisher considerou também a funcao geradora

f(x):P0+P1x+p2x2+m+pkxk+...,

excepto que ndo fixou nenhum limite superior para k: a soma pode incluir um
ndmero infinito de termos. Ele percebeu que, partindo de um individuo com o
gene mutante na geracdo 0, a probabilidade deste gene estar em k individuos
é o coeficiente de x* em fi(x) = f(x) para a geracdo 1, em f>(x) = f(f(x))
para a geracdo 2, em f3(x) = f(f(f(x))) para a geragdo 3, etc. Desta forma,
torna-se claro que a seguinte equacdo se verifica.

o) = f(fu1(x)) 7.1

Esta equagdio é muito mais pratica do que a equagdo f,(x) = f,—1(f(x))
derivada por Watson. Em particular, resulta de (I7.1) que a probabilidade
de extingéo em n geragdes, x, = f,(0), satisfaz a férmula de recorréncia
Xn = f(x4—1), como Bienaymé j4 tinha notado.

Como exemplo, Fisher considerou o caso de uma planta com um gene
mutante que pode produzir sementes, tendo cada semente uma probabilidade
q de sobreviver para produzir uma nova planta. A probabilidade p; de obter
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k descendentes com o gene mutante ¢ binomial:

Pr= <ZZ> g(1—g)" "

para todos 0s 0 < k < N e py =0 para k > N. A fungdo geradora é entdo
f(x) = (1—g+qx)". Seja %y = N g o niimero médio de sementes que so-
brevivem para produzir uma nova planta. Quando N € grande e g é pequeno,
entdao

N
f(x):<1+iz]h(x—l)) ~ eZolr—1) —foz ‘%Ox .

A distribui¢do de probabilidades (py) converge para e~%0 (%) /k!, que é
uma distribuicdo de Poisson. Fisher calculou entdo a probabilidade de ex-
tin¢do dentro de n geragdes, utilizando xo = 0, x, ~ exp(Zo[xn—1 — 1]) € os
valores numéricos N = 80 ¢ g = 1/80. Neste caso, Zy = Ng = 1. Um célculo
tedioso mostra que x99 ~ 0,98: um gene mutante sem vantagem selectiva
(%o = 1) desaparece muito lentamente. Hd ainda uma hipétese de 2 % de o
gene estar presente na populagdo apds 100 geracdes. Em 1922, Fisher ndo
levou mais longe o estudo deste modelo.

Continuando o trabalho de Fisher, Haldane notou pela primeira vez no
seu artigo de 1927 que, para qualquer distribui¢do de probabilidade (py) tal
que po > 0, a equagdo x = f(x) tem exactamente duas raizes no intervalo
(0,1] quando o nimero médio de descendentes portadores do gene mutante
H € estritamente maior que 1, ou seja, quando o gene mutante tem uma
vantagem selectiva. Além disso, a probabilidade de extin¢io x.., que é o
limite de x,, quando n — oo, é a menor das duas raizes de x = f(x): o gene
tem uma probabilidade ndo nula de se estabelecer na populag@o. Ao contrdrio
de Bienaymé e Cournot, Haldane forneceu uma prova para esta conclusio.

De facto, f'(x) > 0e f”(x) > 0 no intervalo [0, 1]. Por outras palavras, a
fungdo f(x) é ndo-diminutiva e convexa. As hipéteses f(0) = po > 0e
f'(\)y=%y = p1+2p2+3p3+---> 1 implicam que a equagdo f(x) =
tem exactamente duas solu¢des no intervalo (0,1]: x = 1 e x* tal que
0 < x* < 1. Haldane referiu-se entdo a um artigo de Gabriel Koenigs de
1883, que mostrava que se x, = f(X,—1) € X — Xoo, €NAO Xoo = f(Xe0) €
|/ (xe)| < 1. Quando f/(1) > 1, a tinica possibilidade ¢ que x., = x*.

Para o caso de uma distribui¢do Poisson com f(x) = el ¢ 7, apenas

ligeiramente maior que 1, a probabilidade de extin¢do x.. € muito préxima de
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1. A equacdo f(xw) = X € entdo equivalente a

w—1)?
Ko (Xeo — 1) =108 X0 & (Xoo — 1) — (x%
Segue-se que

I —Xeo %2(%0— 1)

Haldane concluiu que a probabilidade de o gene mutante nao se extinguir é
o dobro da sua vantagem selectiva %, — 1. Sem citar Haldane, Fisher tomou
como exemplo no seu livro de 1930 o caso de %y = 1,01, o que dd uma pro-
babilidade de 2 % de o gene mutante ndo se extinguir.

Haldane tornou-se um membro da Royal Society em 1932. Deixou Cam-
bridge para se tornar professor de genética e mais tarde de biometria no Uni-
versity College em Londres. Estava entdo particularmente interessado na ge-
nética humana: estimativa das taxas de mutacdo, mapas genéticos de cro-
mossomas, etc. Além dos seus livros cientificos (Biologia Animal em 1927
com Julian Huxley, Enzimas em 1930 e As causas da evolugdo em 1932, A
Bioquimica da Genética em 1954), publicou um grande nimero de artigos
sobre ciéncia na imprensa (por exemplo, sobre a origem da vida) e alguns
ensaios (A Desigualdade do Homem em 1932, A Filosofia de um Biclogo em
1935, A Filosofia Marxista e as Ciéncias em 1938, Heranca e Politica em
1938 e Avancgos da Ciéncia em 1947). Ap6s varias visitas a Espanha durante
a guerra civil, tentou convencer o seu proprio pais a construir abrigos contra
0s bombardeamentos aéreos. Durante a Segunda Guerra Mundial, trabalhou
em problemas respiratérios em submarinos. Membro do partido comunista
desde 1942, demitiu-se em 1950 devido a rejeicdo oficial da genética Men-
deliana na URSS, devido a influéncia de Lysenko. Em 1957 estabeleceu-se
na India, onde continuou a sua investigacdo, primeiro no Instituto Indiano de
Estatistica em Calcutd e mais tarde em Bhubaneswar. Tendo-se tornado um
cidadio indiano, morreu em 1964.
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Capitulo 18

Erlang e Steffensen sobre o problema da extin¢ao
(1929-1933)

Em 1929, o engenheiro telefénico dinamarqués Erlang considerou mais
uma vez o problema da extingdo dos nomes de familia. O seu compa-
triota Steffensen elaborou uma solucido completa para o problema. Ele
mostrou em particular que a expectativa do nimero de descendentes em
cada geragdo cresce exponencialmente, fazendo assim a ponte entre os
modelos estocdsticos e deterministicos da populacio.

Agner Krarup Erlang nasceu em 1878 em Lgnborg, Dinamarca. O seu
pai era um mestre de escola. Entre 1896 e 1901, o jovem Erlang estudou Ma-
tematica, Fisica e Quimica na Universidade de Copenhaga. Depois ensinou
varios anos em escolas secunddrias, mantendo o interesse pela matematica,
especialmente a teoria da probabilidade. Conheceu Jensen, engenheiro chefe
da Companhia Telefénica de Copenhaga e matematico amador, que o con-
venceu em 1908 a juntar-se ao novo laboratério de investigacdo da empresa.
Erlang comecou a publicar artigos sobre as aplicagdes da teoria da probabi-
lidade a gestdo de chamadas telefénicas. Em 1917 descobriu uma férmula
para os tempos de espera, que foi rapidamente utilizada pelas companhias
telefénicas de todo o mundo. Os seus artigos, inicialmente publicados em
dinamarqués, foram depois traduzidos em vdrias outras linguas.

Figura 18.1:
Erlang (1878-1929)
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Em 1929, Erlang interessou-se pelo mesmo problema de extin¢do que Bi-
enaymé, Galton e Watson tinham estudado antes dele para nomes de familia e
que Fisher e Haldane tinham estudado para genes mutantes. Tal como os seus
antecessores, ele ndo tinha conhecimento de todos os trabalhos que tinham
sido publicados. Chamando de novo p; a probabilidade de um individuo ter k
descendentes, notou que a probabilidade x,, de extin¢do dentro de n geracdes
satisfaz x, = po + p1x,—1+ p2 (xa—1)* + -+ = f(x,—1) com xo9 = 0. Repa-
rou também que a probabilidade global de extin¢do x.., que € o limite de x,
quando n — +o0, é uma soluc@o da equacdo x. = f(x~). Ele percebeu que
x = 1 era sempre uma solucio e que existia outra solu¢do entre 0 e 1 quando
o nimero médio de descendentes %y = f’(1) é maior que 1. No entanto,
parece que ele ndo conseguiu descobrir qual destas duas solugdes era a solu-
¢do certa. Tal como Galton, apresentou o problema em 1929 a uma revista
dinamarquesa de matematica, a Matematisk Tidsskrift:

«Pergunta 15. Quando a probabilidade de um individuo ter k
filhos € pg, onde pg+ p1 + p2+--- =1, encontra a probabilidade
de a sua familia se extinguir.»

Infelizmente, Erlang morreu nesse mesmo ano de 1929 com a idade de 51
anos. De facto, ele morreu sem ﬁlho

Um professor de matemadtica actuarial na Universidade de Copenhaga,
Johan Frederik Steffensen, abordou a questdo de Erlang. Ele publicou em
1930 a sua solu¢do na mesma revista dinamarquesa: a probabilidade de ex-
tingdo x.. € sempre a menor raiz da equagdo x = f(x) no intervalo fechado
[0,1], como Bienaymé e Haldane ja tinham notado. A demonstragdo de Stef-
fensen € a que pode ser encontrada nos livros escolares modernos.

De facto, vimos que a probabilidade de extin¢do x.. € uma solugdo de
x = f(x) no intervalo fechado [0,1]. Que x* seja a menor solugéo deste
tipo. Por defini¢do, x* < x«. Steffensen notou primeiro que x* = f(x*) >
po = x1. Assumir por indugdo que x* > x,,. Depois x* = f(x*) > f(x,) =
Xn+1 uma vez que a fungdo f(x) é crescente. Por isso x* > x,, para todos
os n. Tomando o limite, x* > X... AsSim, Xoo = x*.

Steffensen deu também uma explicagcdo mais formal sobre a razao porque
x =1 é a unica raiz de x = f(x) quando o nimero médio de descendentes
o = f'(1) é menor ou igual a 1 (figura[18.2h) e porque existe apenas uma

"Em sua memoria, o Comité Consultivo Telefonico Internacional decidiu, em 1946, chamar
«erlang» & unidade de medida da intensidade do trafego telefonico. «Erlang» é também o nome
dado a uma linguagem de programacio pela empresa Ericsson.
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outra raiz diferente de x = 1 no caso em que %y > 1 (figura[18.2p). Note-se
que Zo = f'(1) é o declive do gréfico da fun¢do f(x) quando x = 1.

Ele notou que para qualquer raiz de x = f(x),

+oo +oo
l—x=1-fx)=1-po— Y pex* =Y pe(1—x).
k= 1

=1 k=

Assumindo x # 1 e dividindo por 1 — x, obtemos 1 = p; + pa(1 +x) +
p3(1+x+x%)+---. Quando x aumenta de 0 para 1, o lado direito da
equagio aumenta de 1 — pg para Z = f'(1). Se % < 1, entdo a equagio
ndo tem solugdo. Se Zy > 1 e se excluirmos o caso trivial em que p; =1,
entdo o lado direito da equag@o é uma fungao estritamente crescente de
x. De outro modo, ndo haveria k > 2 tal que p; # 0 e % seria igual
a p1 < 1. Em conclusdo, a equagdo tem uma e apenas uma solu¢do no
intervalo [0, 1] quando %, > 1.

\4
\4

Figura 18.2: Gréfico das fungdes y = x e y = f(x) no exemplo do capl’tulo flx)=
(=1 com %o = 0,75 < 1 (a) ou Zp = 1,5 > 1 (b).

Steffensen, que foi também presidente da Sociedade Actuarial Dinamar-
quesa e da Sociedade Dinamarquesa de Matematica, foi convidado para a
Universidade de Londres em 1930. O seu colega britanico W. P. Elderton
contou-lhe sobre o trabalho de Galton e Watson. Em 1933, Steffensen publi-
cou um novo artigo nos anais do Instituto Henri Poincaré, onde tinha dado
uma conferéncia em 1931. Tendo resumido os resultados do seu artigo em
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dinamarqués, comparou-os com os de Watson. Mostrou também que a expec-
tativa matematica do nimero de descendentes na geragdo n é igual a (%p)".

De facto, que py, seja a probabilidade de haver k descendentes na ge-
racdo n, partindo de um individuo na geracdo 0. No seu artigo de 1930,
Steffensen tinha notado, tal como os seus antecessores, que a funcio
geradora f;,(x) = Y, pr.nX* relativa a geragdo n satisfaz fi(x) = f(x)
e fu(x) = f(fuz1(x)). Designe-se por M, a expectativa do nimero de
descendentes na geragdo n. Entdo M, = ¥, kpr, = f,(1). Deri-
vando a férmula, obtemos f;,(x) = f(fu—1(x)) X f,_;(x). Porisso M, =
f,/,(l) = f/(fn_l(l)) X f,/l_l(l) = f/(l) X Mn—l = %0 X Mn—1~ Uma vez
que My = f'(1) = %y, segue-se que M,, = (%)" para todos os n.

Assim, o nimero esperado de descendentes aumenta ou diminui geome-
tricamente dependendo se %y é maior ou menor que 1. O nimero esperado
de descendentes comporta-se como nos modelos deterministicos de cresci-
mento populacional considerados por Euler, Malthus, etc. No entanto, mesmo
quando %, > 1, hd uma probabilidade ndo nula x., de a familia se extinguir.
Esta possibilidade nao ocorre em modelos deterministicos.

O processo estocdstico estudado por Steffensen e os seus predecessores
¢é ainda o elemento bdasico de muitos modelos mais realistas de dindmica po-
pulacional. Mencionaremos este problema uma tdltima vez no capitulo 20]
Quanto a Steffensen, ele permaneceu professor na Universidade de Cope-
nhaga até 1943 e morreu em 1961.
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Capitulo 19

Wright e deriva genética aleatoéria (1931)

Em 1931, o bidlogo americano Sewall Wright desenvolveu o estudo
de um modelo estocdstico em genética populacional, que se baseia nos
mesmos pressupostos que na lei de Hardy—Weinberg, excepto que ndo é
suposta a populacio ser infinitamente grande. As frequéncias dos gené-
tipos j4 ndo sdo constantes. Um dos dois alelos ird, de facto, desaparecer,
mas talvez ap6s muito tempo. A interpretacio deste modelo permaneceu
um tema de disputa entre Wright e Fisher, estimando este dltimo que a
seleccd@o natural desempenha um papel mais importante na evolucao do
que a estocdstica.

Sewall Wright nasceu em Massachusetts em 1889. Fez os seus estudos
universitarios numa pequena universidade no Illinois, onde o seu pai ensinava
economia. Apds um mestrado em biologia pela Universidade de Illinois em
Urbana e uma escola de verdo no Laboratério Cold Spring Harbor, Wright fez
um doutoramento na Universidade de Harvard sobre a hereditariedade da cor
do pélo no porquinho-da-india. Entre 1915 e 1925, continuou a trabalhar em
experiéncias de consanguinidade com cobaias na Divisdo de Criagdo Animal
do Departamento de Agricultura dos Estados Unidos em Washington. Wright
desenvolveu o «método dos coeficientes de percurso» para analisar estas ex-
periéncias. Ingressou entdo no departamento de zoologia da Universidade de
Chicago.

Influenciado pelo artigo de Fisher de 1922 sobre genética populacional
(ver capitulo [T4), Wright escreveu em 1925 um longo artigo intitulado Evo-
lugdo nas populagcées mendelianas, que foi finalmente publicado em 1931.
Estudou em particular um modelo matemadtico que também apareceu impli-
citamente no livro de Fisher de 1930 sobre A Teoria Genética da Selecgdo
Natural. Tal como na lei Hardy—Weinberg, este modelo considera o caso em
que existem apenas dois alelos possiveis A e a para um locus, mas sem se su-
por que a populacdo ¢ infinitamente grande. A questdo é ver se a eliminagdo
desta suposi¢ao tem alguma influéncia na composi¢do genética da populagio.
Assim, seja N o nimero total de individuos, que se presume ser 0 mesmo em
todas as geracdes. Cada individuo tem dois alelos. Logo, hd um total de 2N
alelos na populacdo em cada geragdo. O modelo assume também que o acasa-
lamento ocorre de forma aleatéria. Se houver i alelos do tipo A e 2N = i alelos
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Figura 19.1:
Wright (1889-1988)

do tipo a na gerag@o n, entdo um alelo escolhido ao acaso entre individuos na
geragdo n+ 1 serd A com uma probabilidade 55 € a com uma probabilidade

1- ﬁ O nimero de alelos A na geragdo n+ 1 serd, portanto, igual a j com
uma probabilidade de

NN (i) i\
R e

onde (*) ¢ o coeficiente binomial igual a (2N)!/[j! (2N — j)!]. Seja X, o
ndmero de alelos A na geragdo n: n € uma varidvel aleatéria (figura[19.2).

2N+

Figura 19.2: Duas simula¢des mostrando as variagcdes do nimero X;, de alelos A du-
rante 30 geracdes se N =20 e Xy = 10.
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Pode mostrar-se que o valor médio de X, sabendo que X, =i € igual
a i: isto faz lembrar a lei de Hardy—Weinberg, onde a frequéncia do alelo A
permanece constante ao longo de geragdes.

De facto, considere a fungdo geradora

O valor médio de X,,,| sabendo que X,, = i é, entdo,

2N
Y irj=r(1)=i (19.2)
j=0

Contudo, é possivel neste modelo que, partindo de uma condig¢do inicial
Xo=1icom 0 <i < 2N, o evento X, = 0 ocorra por acaso apds um certo
nimero de geragdes. Nesse caso, todos os alelos seriam do tipo a e X, perma-
neceri igual a 0 em todas as geracdes futuras. A mesma fixacdo aconteceria
com o alelo A se X, = 2N ap06s um certo nimero de geracdes. Em resumo,
quando a populagio € suposta infinitamente grande como no modelo Hardy—
Weinberg, os dois alelos ndo podem desaparecer porque as suas frequéncias
permanecem constantes. Quando se tem em conta o tamanho finito das po-
pulagdes, como no modelo Fisher—Wright, as frequéncias dos dois alelos flu-
tuam e um dos alelos pode e ird desaparecer.
A partir de Xy = i, pode facilmente calcular-se a probabilidade Q; para
a populacido ser fixada no estado X = 0. De facto, Q; tem de satisfazer as
«condigdes-limite»
Qo=1, QOww=0. (19.3)

Além disso,
2N
0i=Y pi;0;. (19.4)
j=0

porque p; ;Q; € a probabilidade de ser fixado no estado X = 0 a partir de
Xo = i e passando por X; = j. Uma vez que

N
Y pij=1,
=0

vemos usando (19.2)) que '
i

P

Qi N
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¢ a solugdo do sistema (19.3)-(19.4). Dai a probabilidade de que, partindo de
i alelos do tipo A numa populagdo de tamanho N, o sistema evolua para uma

populacdo contendo apenas o alelo a, é igual a 1 — ﬁ Da mesma forma,
a probabilidade de evoluir para uma populagdo contendo apenas o alelo A €
igual a 5.

Wright conseguiu mostrar que o nimero de geragdes que decorrem antes
da fixagdo num dos dois estados extremos é da ordem de 2N (figura [19.3).
Para populagdes de varios milhdes de individuos, este nimero de geracdes
é tdo grande que as frequéncias dos alelos poderiam ser consideradas como
quase constantes, como na lei de Hardy—Weinberg.

De facto, suponha que existem iy alelos do tipo A na populacdo em gera-
(n)

¢d0 0. Sejau; ’ a probabilidade de haver i alelos do tipo A na populagio
na geracdo n. Entdo

n+1 ZM pz]

para todos os j =0,...,2N. Ja vimos isso, quando n — +-oo,
(n) I ) o (n)
uy —1— ﬁ Uyp — oNo i —0

por todos os 0 < i < 2N. Wright notou que se ul(")

i=1,...,2N — 1, entdo

_ N .\ 2N—j
(n+1) N\ =i ! o
u" = ( ; ) l:Zl N 1 N (19.5)

para todos 1 < j < 2N porque po,; = pay,; = 0. Quando N € suficiente-
mente grande,

| 2N-1 i Jj i 2N—j 2N
_ _ _ ~ I ( id
v E () (oaw) = oo

_JteN =)
QN+1)1

= v para todos os

(19.6)

o valor do integral sendo obtido por sucessivas integragdes por partes.
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Combinando (19.5)) e (19.6), para 0 < j < 2N chegamos finalmente a

St N ] 4
Y 2N +1 IN+1/) 7 °

Assim, as probabilidades ugn) para todos os 0 < j < 2N diminuem a

uma taxa de cerca de 1/2N por geragéo. Esta taxa é muito lenta se N for
grande. Quase nao ha diminuicdo se, por exemplo, N for da ordem de
magnitude de milhdes.

0.1

'
LT
N

2N

Figura 19.3: Probabilidade de haver i alelos A na populagdo (i = 0,...,2N no eixo
horizontal) apés 30 geracdes se N = 20 e X = 10.

Em 1922, Fisher j4 tinha tentado estimar esta taxa de fixac@o (1/2N) mas
tinha falhado um factor 2. Em qualquer caso, os dois cientistas discorda-
ram sobre o tamanho tipico N das populacdes reprodutoras. Para a teoria da
evolugdo, o trabalho de Wright sugeria que a deriva genética aleatéria numa
pequena populacao poderia ser um mecanismo para a origem das espécies. Os
bidlogos que trabalham na classificagdo das espécies tinham de facto notado
que as diferencas entre espécies ou subespécies muitas vezes ndo tinham uma
explicacdo aparente em termos de selec¢do natural. Esta ideia foi fortemente
contestada durante os anos 40 e 50 por Fisher e o seu colega E. B. Ford que
pensavam que a deriva genética aleatdria era insignificante em comparacio
com a seleccdo natural. Referiram-se em particular ao seu estudo das flutua-
¢oes das frequéncias genéticas numa pequena populacio isolada de mariposas
(Panaxia dominula) perto de Oxford, onde os trés gendtipos de um determi-
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nado gene (homozigoto comum, heterozigoto e homozigoto raro) podiam ser
distinguidos visualmente. Outra famosa controvérsia sobre a influéncia res-
pectiva da seleccdo natural e da deriva aleatdria centrou-se nos caracéis do
género Cepaea. Actualmente, modelos mais realistas de evolu¢cdo combinam
deriva aleatdria, seleccdo, mutacdo, migragdo, acasalamento ndo aleatdrio,
etc. O papel da deriva aleatdria foi mais tarde reenfatizado pelo cientista
japonés Motoo Kimura com a sua «teoria neutra da evolugdo molecular».
Outro resultado foi o desenvolvimento da teoria da coalescéncia (introduzida
por John Kingman em 1982), que segue a ascendéncia dos genes para tras no
tempo até ao ponto em que t€ém um dnico antepassado comum.

Wright tornou-se membro da Academia Nacional das Ciéncias em 1934.
Trabalhou durante muitos anos com Theodosius Dobzhansky sobre a gené-
tica das populagdes nativas de moscas (com Drosophila pseudoobscura) na
regido do Vale da Morte. Reformou-se da Universidade de Chicago em 1955,
continuando mais cinco anos como professor na Universidade de Wisconsin-
Madison. Entre 1968 e 1978, publicou um tratado de quatro volumes, resu-
mindo o seu trabalho sobre a Evolugdo e a Genética das Populagées. Recebeu
o Prémio Balzan em 1984 e morreu em 1988 com 98 anos de idade.
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Capitulo 20

A difusao dos genes (1937)

Em 1937, Ronald Fisher e trés matematicos russos, Kolmogorov, Pe-
trovsky e Piskunov, estudaram independentemente uma equacgdo dife-
rencial parcial para a propagacdo geogrifica de um gene vantajoso. Eles
mostraram que a frequéncia genética se comportava como uma onda
viajando a uma velocidade bem definida, dependendo da vantagem do
gene e de um coeficiente de difusdo. Os seus trabalhos foram o ponto de
partida para a teoria das equacdes de reaccao-difusao.

Em 1937 foram publicados dois artigos apresentando uma nova aborda-
gem ao estudo da heterogeneidade espacial na dindmica populacional. Fisher
foi o autor do primeiro artigo, intitulado A onda de avango dos genes vanta-
Jjosos, que apareceu nos Annals of Eugenics, onde estudou a propagagao espa-
cial de um gene favordvel numa populagdo. Como simplifica¢do, considerou
um espago reduzido a apenas uma dimensio e chamou u(x,) & proporgdo da
populacdo localizada no ponto x no momento ¢ que possui o gene favordvel.
Portanto, 0 < u(x,#) < 1. Para incluir a selec¢o natural, utilizou a equagéo
(14.6) com uma varidvel de tempo continua

du

ot
onde a é um parametro positivo. Para um dado valor de x, reconhecemos a
equacdo logistica de Verhulst (ver Capitulo @) com uma solugéo u(x,t) que
tende para 1 quando ¢ — +oo. Além disso, Fisher assumiu que os descenden-
tes de um individuo localizado no ponto x com o gene favoravel ndo ficam no
mesmo ponto mas dispersam-se aleatoriamente na vizinhanca de x. Por ana-
logia com a fisica, argumentou que se deve acrescentar um termo de difusdo
a equagdo de u(x,r), conduzindo a equacdo diferencial parcial

du d%u

E:au(lfu)JrDW. (20.1)

Quando o coeficiente de selec¢do a € zero, isto reduz-se a equagdo de difusdo
introduzida por Fourier na sua teoria do calor e posteriormente utilizada por
Fick para a difusdo de particulas fisicas. Em 1904, Ronald Ross tinha co-
mecado a considerar a dispersdo aleatdria na dindmica populacional. Ques-
tionava entdo como é que a densidade de mosquitos diminui a medida que a

=au(l—u),
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distancia de um local de reproducéo aumenta. O problema tinha chegado ao
conhecimento de Karl Pearson e Lord Rayleigh. Em 1937, o volume de lite-
ratura cientifica sobre equacdes de difusdo tinha crescido consideravelmente,
em particular na sequéncia do trabalho de Einstein sobre o movimento brow-
niano.

Fisher mostrou que existem solugdes de equagdo da forma u(x,r) =
U(x+ vt) satisfazendo as trés condi¢des

0<u(xt) <1, ulxt) — 0, wulxt) — 1,

X—r—00 X—r+oo

desde que v > v* onde

v =2VaD.

Estas solugdes ligam o estado estaciondrio com o gene favoravel (1 = 1) ao es-
tado estaciondrio sem esse gene (# = 0). Representam ondas que se propagam
a velocidade v na direc¢do de decrescimento de x. De facto, u(x—vT,t4+T) =
u(x,t): a parte da onda que estava na posi¢do x no momento # move-se para a
posi¢do x —vT no momento ¢ + 7.

MNuit.x

Figura 20.1: Propagacéo da direita para a esquerda a velocidade v* de um gene favo-
ravel. A frequéncia genética u(f,x) no instante r = 0 € uma funcfo degrau.

De facto, fixando z = x + v, Fisher notou que se u(x,z) = U(z), entdo

J d 02
SoE S =UR. 55 =U").
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Se u € uma solugdo da equagéo (20.), entdo
vU'(z) =aU(z) (1-U(z)) +DU"(2) . (20.2)

Quando u estd perto de O (ou seja, quando z — —eo), Fisher esperava que
U(z) — 0e U'(z) —» 0. Chamando k ao limite de U’(z)/U(z) quando
7 — —oo, sabemos pela regra de L'Hopital que U”(z)/U’(z) também
tende para k. Portanto, U"(z) /U (z) = [U"(z)/U'(z)] x [U'(z) /U (z)] —
k2. Dividindo a equagio por U(z) e deixando z tender para —oo,
chegamos a uma equacio de segunda ordem Dk*> — vk +a = 0. Mas k
deve ser um nimero real. Portanto, o discriminante desta equacdo tem
de ser ndo-negativo: v2—4aD >0,0uv>2vaD =v*. Assim, v > v* é
uma condicao necessdria para a existéncia de uma onda que se propaga
a velocidade v. E também uma condicio suficiente, como se explica
abaixo.

Fisher notou que apenas a onda que se propaga exactamente a velocidade
v* € seleccionada para uma grande classe de condi¢des iniciais, por exem-
plo, para a fun¢do degrau: u(x,0) = 0 para x < 0, u(x,0) = 1 para x > 0.
A figura [20.1 mostra como esta condigdo inicial descontinua se torna pro-
gressivamente uma onda suave propagando-se na direccao de x decrescente a
velocidade v*.

Nesse mesmo ano de 1937, e independentemente do trabalho de Fisher,
Andrei Nikolaevich Kolmogorov, Ivan Georgievich Petrovsky e Nikolai Se-
menovich Piskunov estudaram o mesmo problema de propagagdo de um gene
dominante.

Kolmogorov nasceu em 1903 em Tambov, Rissia. Durante os seus estu-
dos de matemadtica na Universidade Estatal de Moscovo, fez alguns trabalhos
importantes sobre séries trigonométricas. Tornou-se investigador no Instituto
de Matematica e Mecanica em 1929 e professor universitario em 1931. Tra-
balhou em processos estocdsticos e a sua ligagdo com equagdes diferenciais e
diferenciais parciais. Em 1933 publicou um tratado que lancou as bases mo-
dernas da teoria da probabilidade. Os seus interesses de investigacao incluiam
topologia, teoria da aproximacao, cadeias de Markov, movimento browniano
e também aplicacOes a problemas bioldgicos. Em 1935 publicou um artigo
sobre genética, discutindo os resultados de Hardy, Fisher e Wright. Em 1936
publicou um artigo sobre uma generalizagdo do sistema Lotka—Volterra.

Petrovsky nasceu em 1901 em Sevsk. Também estudou matematica na
Universidade Estatal de Moscovo, onde se tornou professor em 1933. Tra-
balhou principalmente na teoria das equacgdes diferenciais parciais e na topo-
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Figura 20.2: Kolmogorov (1903-1987) e Petrovsky (1901-1973)

logia das curvas algébricas reais, mas também escreveu alguns artigos sobre
equagdes diferenciais ordindrias e sobre a teoria da probabilidade. Piskunov,
que nasceu em 1908, foi outro antigo estudante de matemdtica na Universi-
dade Estatal de Moscovo.

Durante a década de 1930, Kolmogorov teve contactos com A. S. Sere-
brovsky, um pioneiro de genética populacional em Moscovo. Nessa altura,
tornava-se cada vez mais perigoso defender a genética mendeliana na URSS
devido a ascensdo de Lysenko, um agrénomo que tinha conseguido convencer
Estaline de que a genética mendeliana era mera «pseudociéncia burguesa».
O Sétimo Congresso Internacional de Genética, originalmente marcado para
1937 em Moscovo, foi cancelado. Muitos geneticistas soviéticos foram exe-
cutados ou enviados para campos de trabalho.

Ainda assim, no seu artigo de 1937 intitulado Um estudo da equacdo
de difusdo com aumento da quantidade de substdncia e sua aplicacdo a um
problema bioldgico, publicado no Boletim da Universidade Estatal de Mos-
covo, Kolmogorov, Petrovsky e Piskunov utilizaram um modelo matematico
baseado na genética mendeliana. O seu modelo era uma equacéo diferencial
parcial da forma

u 2%u

onde u(x,t) é novamente a frequéncia do gene favordvel no ponto x e tempo ¢.
Presume-se que a fungfio f(u) satisfaz vdrias condigdes: f(0) = f(1) =0,
fu)>0se0<u<l, f/(0) >0e f'(u) < f/(0) se 0 <u < 1. Os autores
mostraram um resultado andlogo ao de Fisher mas com uma demonstracio
mais rigorosa: se a condigdo inicial for tal que 0 < u(x,0) < 1, u(x,0) =0
para todos x < x; e u(x,0) = 1 para todos x > x, > x], entdo o gene propaga-se

(20.3)
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a velocidade v* =2+/f"(0) D.

Procurando uma solugio u(x,t) = U(z) onde z=x+vt leva a generaliza-
¢ilo 6bvia da equacio vU'(z) = f(U(z)) +DU"(z). Esta equagio
diferencial de segunda ordem pode ser reescrita como um sistema de
equagdes diferenciais de primeira ordem

au dlzvp—f(U)

@ _ 20.4
e D, iz D (20.4)

Recordemos que U(z) deve ser tal que U(z) — 0 quando z — —oo e
U(z) — 1 quando z — +oo. Perto do estado estaciondrio (U = 0,p =

0) do sistema (20.4), temos f(U) =~ f'(0)U. Portanto, (20.4) pode ser

aproximado pelo sistema linear

au dp _vp-f'(0O)U

ay _ 20.5
Pl SR D (20.5)

A testagem de solugdes exponenciais da forma U(z) = Upek? e p(z) =
poek? produz a equacio caracteristica Dk*> — vk + f/(0) = 0, como no
artigo de Fisher. Mais uma vez, k deve ser real (caso contrario u oscila-
ria e tomaria valores negativos). Assim, v > 21/f"(0)D = v*. As duas
raizes para k sdo entdo reais e positivas. Se v > v*, as duas raizes sdo di-
ferentes e o estado estaciondrio (U = 0, p = 0) é um equilibrio instdvel.
Se v = v*, as duas raizes sdo idénticas e (U = 0, p = 0) é um equilibrio
instavel degenerado, como mostra a figura @} Da mesma forma, o
sistema préximo do estado estaciondrio (U = 1,p = 0) leva ao
sistema linear
dU—-1) dp _vp—f(HU-1)

dz p; dz D

e & equagdo caracterfstica Dk* — vk + f'(1) = 0. O discriminante é v —

4D (1) > 0 uma vez que f7(1) < 0. Se f/(1) < 0, hd duas raizes reais
de sinal oposto e (U = 1, p = 0) é um ponto de sela. Se f/(1) =0, uma
raiz € zero e a outra é positiva (ver figura . Uma andlise detalhada
mostra de facto que para todos os v > 24/ f'(0) D existe uma tinica curva
integral que une os dois estados estaciondrios (U = 0,p =0) ¢ (U =
1, p =0), como no caso especial da figura20.3]

Kolmogorov, Petrovsky e Piskunov continuaram, mostrando rigo-
rosamente que a equagdo diferencial parcial tem uma solugdo
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tnica u(x,t) satisfazendo a condigfo inicial, que esta solugdo € tal que
0 < u(x,t) < 1 para todos os x e t > 0, que u(x,t) continua a ser uma
funcdo crescente de x se assim o for no instante ¢ = 0 e, finalmente, que
u(x,t) converge para um perfil ondulatério que se propaga a velocidade
v*. As demonstragdes sdo demasiado longas para serem resumidas aqui.

Note-se que a fungdo f(u) = au (1 —u) utilizada por Fisher satisfaz todas
estas condi¢des com f’(0) = a. Inspirados pela equagdo , Kolmogorov,
Petrovsky e Piskunov consideraram a fungio f(u) = au (1 —u)?, que satisfaz
as mesmas condicdes e da qual se obtém a mesma velocidade de propagacio.

Figura 20.3: Diagrama (U, p) mostrando algumas curvas integrais do sistema (20.5)
e, em particular, a tnica curva que une (U = 1,p=0) a (U =0,p =0), que é aquela
que define a forma da onda propagadora. Aqui, f(u) =au(l—u)’>,a=1,D=1e
v=v"=2.

Os artigos de Fisher e de Kolmogorov, Petrovsky e Piskunov foram o
ponto de partida para a constru¢iio de muitos modelos matematicos com di-
fusdo geografica em genética, ecologia e epidemiologia. Estes modelos sdo
conhecidos como «sistemas de reac¢do-difusao».

Quanto a Kolmogorov, a partir de 1938 estudou também o problema da
extin¢do dos nomes de familia considerados por Bienaymé, Galton, Watson,
Fisher, Haldane, Erlang e Steffensen: chamou «processo de ramificagdo» ao
processo estocdstico que é comum a todos estes trabalhos. Em 1939 tornou-
se membro da Academia de Ciéncias da URSS. Mais tarde, fez contribui¢des
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importantes para o problema da turbuléncia na mecanica dos fluidos (1941),
para a teoria dos sistemas dindmicos ligados a mecénica celeste (1953) e para
a teoria da informagdo (com inicio em 1956). Contribuiu também na reda-
¢ao de uma enciclopédia e de livros escolares e universitdrios, ajudou a esta-
belecer uma escola secunddria experimental e editou uma revista de ciéncia
popular. Recebeu muitos prémios internacionais (incluindo o prémio Balzan
em 1963 e o prémio Wolf em 1980) falecendo em Moscovo em 1987.

Petrovsky tornou-se o reitor da Faculdade de Mecanica e Matemadtica da
Universidade Estatal de Moscovo em 1940. Foi o reitor da universidade desde
1951 até a sua morte em 1973. Foi membro de pleno direito da Academia de
Ciéncias da URSS desde 1946 e presidente do Congresso Internacional de
Matematicos, que teve lugar em Moscovo em 1966. Também escreveu livros
de texto sobre equagdes diferenciais ordindrias, equagdes diferenciais parciais
e equagdes integrais. Piskunov tornou-se professor numa academia militar. O
seu livro-texto sobre cdlculo diferencial e integral foi utilizado por muitas
universidades técnicas. Morreu em 1977.
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Capitulo 21

A matriz de Leslie (1945)

Em 1945, o ecologista britdnico P. H. Leslie analisou um modelo ma-
tricial para uma populacdo de roedores estruturada em funcao da idade,
adaptando assim o trabalho de Lotka a um contexto de tempo discreto.
Com esse modelo, enfatizou que a taxa de crescimento corresponde a
um valor proprio e a estrutura etdria estdvel a um vector préprio. Tam-
bém estimou numericamente a taxa liquida de reprodugdo Ry para o rato
castanho.

Patrick Holt Leslie nasceu em 1900 perto de Edimburgo, na Escécia. Es-
tudou no Christ Church College da Universidade de Oxford e obteve em 1921
um bacharelato em fisiologia. No entanto, ndo pdde terminar os seus estudos
médicos devido a problemas de satide. Apds alguns anos a trabalhar como
assistente em bacteriologia no departamento de patologia, voltou-se para a
estatistica e juntou-se em 1935 ao Bureau of Animal Population, um novo
centro de investigacdo criado por Charles Elton. O objectivo deste centro
era o de estudar as flutuagdes das populacdes animais através de estudos de
campo e experiéncias laboratoriais. A maior parte da investigacdo foi feita
sobre roedores: andlise dos ciclos da lebre e do seu predador lince, utilizando
os arquivos da Companhia da Baia de Hudson no Canad4; acompanhamento
da expansio territorial do esquilo cinzento a custa do esquilo vermelho, em
Inglaterra; recolha de dados sobre arganazes nos arredores de Oxford e assim
por diante. Leslie aplicou aos dados sobre os arganazes os métodos desen-
volvidos por Lotka para a demografia humana. Durante a Segunda Guerra
Mundial, a investiga¢do do centro centro centro centrou-se nos métodos de
controlo de ratos e ratazanas em silos.

Em 1945, Leslie publicou o seu artigo mais famoso na Biometrika, uma
revista fundada por Galton , Pearson e Weldon em 1901. O artigo intitulava-se
Sobre a utilizacdo de matrizes em certas matemdticas populacionais. Leslie
considerou um modelo para o crescimento do nimero de fémeas numa po-
pulagdo animal, por exemplo, uma populagdo de ratos (mas também poderia
ser humana). A populacdo estd dividida em K + 1 grupos etdrios: Fy, € o
numero de fémeas com idade k no momento n (k=0,1,...,K;n=0,1,...).
Designe-se por f; a fertilidade na idade k ou mais precisamente o nimero de
filhas nascidas por fémea entre n e o tempo n+ 1. Entdo, K € a idade mdxima
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Figura 21.1:
P. H. Leslie (1900-1972)

com fertilidade ndo zero (fx > 0). Designe-se por s; a probabilidade de um
animal com idade k sobreviver pelo menos até a idade k+ 1. Entdo a estrutura
etdria da populacao é dada pelo seguinte conjunto de equagdes:

Ponv1 = foPontfiPint -+ fkPkn
Py = soPon
Py = s1Piy

Pg 1= sk 1Px—1n-

Todos os nimeros f; sdo ndo negativos, enquanto s; satisfaz 0 < s; < 1. No
final do século XIX e inicio do século XX, os matemdticos tinham adquirido
o hébito de escrever estes sistemas de equagdes na forma abreviad

Py =MP,, (21.1)
onde P, € o vector de coluna (Po,n, .. 7PKﬁ) e M é a matriz quadrada (ou seja,
a tabela de ntimeros com K + 1 linhas e K + 1 colunas)

fo i 2 o Sk
so 0 O e 0
M= 0 s O “ee 0
0 ce 0 SK—-1 0

Para compreender o comportamento do sistema (21.1) em fungéo do tempo,
Leslie procurou uma solu¢do geometricamente crescente ou decrescente P, =
V. O nimero r e o vector V devem satisfazer

MV =rV. (21.2)

10 que significa que Peny1 =My o P+ M1 P+ -+ M g Pk, para todos k.
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Neste caso, € chamado um valor préprio e V um vector préprio da matriz M.
Por outras palavras, o problema é encontrar a distribui¢do etdria V que em
cada passo é multiplicada por um constante r. Seguindo a terminologia de
Lotka, tais distribui¢des sdo chamadas estdveis. Voltando as nota¢gdes mais
habituais, a equacao pode ser reescrita como

foVo+iVi+-+ fxk Vg =rVp,
soVo=rVy, sitVi=rVo, ..., sxk1Vx_1=rVg.

Resulta das K dltimas equacdes que

S()V() 5051 V()
Vl frng s V2 = ; ce VK

_sos1-sk-1 Vo
r r2 '

rK

Substituindo estas expressdes na primeira equacao, dividindo por Vy e multi-
plicando por X, Leslie obteve a equacio caracteristica

K = forK vso ir" sost X TP 4 dsossko1 fke (21.3)

Esta € uma equag@o polinomial em r de grau K + 1. Portanto, ha K + 1 raizes
reais ou complexas r1,...,rg+1. Além disso, Leslie notou (usando a regra do
sinal de Descartes para polindmios) que existe apenas uma raiz real positiva.
Chama-lhe ry.

Leslie sugeriu também que, na maior parte das condi¢des biologica-
mente mais realistas (que podem ser tornadas precisas utilizando a teoria
de Perron e Frobenius para matrizes ndo negativas), o valor préprio rq
¢ estritamente maior que o médulo de todos os outros valores préprios
reais ou complexos (designados por rs, ..., rx+1). Além disso, em ge-
ral, todas as raizes de @ sdo diferentes. Para cada valor préprio r;,
¢é possivel encontrar um vector préprio associado. Seja Q a matriz qua-
drada de ordem K + 1 cujas K + 1 colunas contém os vectores proprios
associados respectivamente a ry,...,rx+1. LogoM Q= QD,onde D é a
matriz diagonal [ry,...,rx+1]. EntioM = QDQ ' e

P, =M"Py=QD"Q ' Py.
Note que D" é a matriz diagonal [(r1)",...,(rk+1)"] e que D"/r] —

2 =1,0,...,0] quando n — o0 porque r; > |r;| para i # 1. Portanto,
P,/(r1)" converge para Q 2 Q' Py.

Cada componente do vector estrutura etdria P, aumenta ou diminui co-
mo (r;)". Se r; > 1, entdo a popula¢do aumenta exponencialmente. Se r| <
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1, entdo decresce exponencialmente. Da equacdo (21.3), pode facilmente
mostrar-se que a condi¢do r; > 1 € verdadeira se e s6 se o parametro %,
definido por

Ho = fo+sofi+sostfo+--+sos1-sk-1 fk,

¢ estritamente maior do que 1. Note que sgs;---sx—1 € a probabilidade de
sobreviver até pelo menos a idade k. Assim, o parAmetro %, é o nimero
médio de filhas nascidas de uma fémea ao longo da sua vida e é andlogo as
féormulas (10.2)), (12.2) e (16.9). Este modelo € uma espécie de andlogo em
tempo discreto do trabalho de Lotka (ver capitulo [T0) e uma generalizacdo
do trabalho de Euler (ver capitulo[3) que inclui as fertilidades dependentes da
idade.

Leslie ilustrou o seu método utilizando dados publicados por um colega
americano sobre os coeficientes de fertilidade e sobrevivéncia f; e s para o
rato castanho. Apds algumas operacdes estatisticas para completar os dados
de uma forma razodvel, obteve % ~ 26.

A formulacdo matricial de Leslie de problemas em dindmica populacional
¢ agora utilizada por muitos bidlogos. Os célculos sdo grandemente simplifi-
cados por computadores modernos e software cientifico que pode calcular os
valores proprios e os vectores proprios de qualquer matriz. Pode facilmente
calcular-se tanto o pardmetro 2, como a taxa de crescimento ry.

Ap6s a Segunda Guerra Mundial, Leslie utilizou o seu método para cal-
cular a taxa de crescimento de outras espécies animais: aves, escaravelhos,
etc. Trabalhou também em modelos estocdsticos, em modelos de competi-
¢do entre espécies e na andlise de dados de captura-recaptura. Reformou-se
em 1967. Nesse mesmo ano, tendo Charles Elton também se reformado, o
Bureau of Animal Population deixou de existir como centro de investigacao
independente e passou a fazer parte do Departamento de Zoologia da Univer-
sidade de Oxford. Leslie morreu em 1972.
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Capitulo 22

Percolacao e epidemias (1957)

Em 1957, Hammersley e Broadbent consideraram a propagacao de um
«fluido» numa rede quadrada regular infinita, onde dois nés vizinhos
estdo ligados com uma dada probabilidade. Entre os exemplos possiveis,
mencionaram a propagacdo de uma epidemia num pomar. Mostraram
que existe uma probabilidade critica abaixo da qual ndo pode ocorrer
uma grande epidemia e acima da qual ocorrem grandes epidemias com
uma probabilidade positiva. O seu artigo foi o ponto de partida da teoria
da percolacio.

John Michael Hammersley nasceu em 1920 na Escdécia, onde o seu pai
trabalhou para uma empresa americana exportadora de ago. Comegou a es-
tudar no Emmanuel College da Universidade de Cambridge, mas teve de se
alistar no exército em 1940. Trabalhou na melhoria dos célculos para a ar-
tilharia. Depois de terminar os seus estudos em 1948, tornou-se assistente
na Universidade de Oxford no grupo que trabalhava na concepcdo e anélise
de experiéncias. Em 1955 entrou para o Estabelecimento de investigacdo em
energia atdmica em Harwell, perto de Oxford.

Figura 22.1:
Hammersley (1920-2004)

Simon Ralph Broadbent nasceu em 1928. Estudou engenharia em Cam-
bridge, matematica no Magdalen College em Oxford (onde também escreveu
poesia) e iniciou um doutoramento em estatistica no Imperial College em
Londres sobre Alguns testes de partida da dispersdo uniforme. Durante o seu
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doutoramento, obteve algum apoio da Associagdo britinica de investigacdo
da atiliza¢do de carvdo para investigar problemas estatisticos que poderiam
estar relacionados com a producao de carvao.

Em 1954 realizou-se um simpdsio sobre os métodos Monte Carlo patro-
cinado pelo Estabelecimento de investiga¢do em energia atdmica, na Royal
Statistical Society em Londres. Estes métodos, iniciados durante os anos 40
por John von Neumann, Stanistaw Ulam e Nicholas Metropolis no Labora-
tério Los Alamos, utilizam simulacdes estocdsticas por computador a fim de
estimar quantidades matematicas desconhecidas. Hammersley apresentou no
simpésio de Londres um trabalho que tinha preparado em colaboragdo com
Morton, um colega de Harwell. O artigo foi também publicado no Journal
of the Royal Statistical Society. Durante a discussdo que se seguiu a apre-
sentacdo no simpdsio, Broadbent mencionou um problema interessante que
poderia ser estudado usando algum método Monte Carlo: dada uma rede re-
gular de poros em duas ou trés dimensdes, na qual dois poros vizinhos estao
ligados com uma probabilidade p, que propor¢do da rede seria preenchida
por um gds introduzido através de um destes poros? De facto, Broadbent es-
tava a pensar na concepcdo de mdscaras de gds para mineiros de carvao e, em
particular, no tamanho dos poros necessarios ao seu funcionamento.

Hammersley comegou entdo a trabalhar com Broadbent neste problema
de mascara de gas. Perceberam que se tratava apenas de um protétipo de
uma familia de problemas que ainda ndo tinha sido estudada: a propagacdo
deterministica de um «fluido» (o significado depende do contexto) num meio
aleatério. Hammersley chamou-lhe «percolagdo», por analogia com o que
acontece numa cafeteira. No Estabelecimento de investigacdo em energia
atomica, Hammersley também teve acesso a alguns dos computadores mais
poderosos do seu tempo para testar os métodos de Monte Carlo em problemas
de percolacio.

Em 1957, Broadbent e Hammersley publicaram finalmente o primeiro ar-
tigo sobre a teoria matemadtica da percolagdo. Entre os exemplos que conside-
raram, um era um modelo de dindmica populacional, nomeadamente a propa-
gacdo de uma epidemia num pomar. Assume-se que as arvores de um pomar
muito grande estdo colocadas nos vértices de uma rede quadrada. Cada uma
das quatro arvores mais préximas de uma dada arvore infectada tem uma pro-
babilidade p de ser também infectada. A questdo é se um grande nimero de
arvores serd infectado ou se a epidemia se manterd localizada. Isto depende
naturalmente da probabilidade de p, que por sua vez estd ligada a distincia
que separa as arvores, ou seja, a largura da malha da rede.

Broadbent e Hammersley analisaram o caso limite onde o pomar € infinito
e cobre todo o plano, com apenas uma drvore infectada no inicio. Seja f(p)
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a probabilidade de um nimero infinito de arvores ser infectado a partir desta
fonte. Espera-se que f(p) seja uma funco crescente de p com f(0) =0 e
f(1) = 1. O seu principal resultado foi que existe uma probabilidade critica
p*, 0 < p* <1, tal que:

* se p < p*, entdo f(p) =0 e apenas um ndmero finito de drvores estd
infectado;

* se p > p*, entdo f(p) > 0 e um nimero infinito de drvores podem ser
infectadas.

A demonstra¢do envolve uma comparacdo com o nimero de diferentes
«passeios auto-excludentes» no plano a partir da fonte da infec¢@o. Estes
percursos passam por um certo nimero de arvores vizinhas (recorde-se
que cada 4rvore tem quatro vizinhas) sem visitar qualquer arvore mais
do que uma vez. Um passeio auto-excludente de comprimento n € um
caminho de infeccdo com probabilidade p”, uma vez que a infecgdo
pode ser transmitida de cada drvore visitada para a seguinte com uma
probabilidade p. Seja g(j,n) a probabilidade de, entre todas os passeios
auto-excludentes de comprimento n, existirem exactamente j tais pas-
seios que sdo caminhos de infec¢do. Se houver um nimero infinito de
arvores infectadas, entdo, para todos os n inteiros, existe pelo menos um
passeio auto-excludente de comprimento n que € um caminho de infec-
¢a0. Por isso

oo oo
0<f(p) <Y qin) <Y jalin)
=1

J=1 j=
por todos os n. Mas

~+o0

Y ja(in)

j=1

€ o nimero esperado de passeios auto-excludentes de comprimento n
que sdo caminhos de infec¢do. Este niimero é igual a p" s(n), onde s(n)
€ o nimero total de passeios auto-excludentes de comprimento n. Ham-
mersley mostrou num artigo de acompanhamento que s(n) cresce como
e®" quando n — +oo, onde k é designada por constante conectiva. Se
p <e ¥, entdo p"s(n) tende para 0 quando n — 4o e f(p) =0. Assim
pF=e *>0.

Na prética é, portanto, melhor se as arvores ndo estiverem demasiado
perto para manter p abaixo de p* no caso de uma epidemia. No entanto,
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quanto mais préximas estiverem as arvores, maior serd a produgdo por hec-
tare. E necessdrio encontrar um compromisso.

Como Broadbent e Hammersley notaram, existe uma certa semelhanca
entre a existéncia de uma probabilidade critica nos processos de percolagéo e
a existéncia de um limiar nos processos de ramificagdo (ver capitulo [7)).

Pode tentar estimar-se numericamente a probabilidade critica p*. Para
este efeito, fixa-se um valor para p e aproxima-se a rede infinita por uma rede
quadrada finita de tamanho N X N, com N suficientemente grande. Assuma-
se, por exemplo, que a drvore no meio da rede estd infectada. Com um com-
putador, pode escolher-se aleatoriamente quais as drvores que podem infectar
outras drvores. A figura[22.2h e a figura[22.2b mostram os caminhos de in-
feccao escolhidos aleatoriamente usando arestas como num grafo. Na figura
[22.2p, p é menor do que p*. Na figura[22.2p, p é maior do que p*. Pode
facilmente determinar-se que drvores podem ser infectadas, nomeadamente
aquelas que podem ser alcancadas por um caminho a partir da arvore infec-
tada no centro. S3o marcadas por pequenos quadrados pretos nas figuras.
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Figura 22.2: Percolag¢do com p = 0,4 ou p = 0,55.

Pode entdo verificar-se se a epidemia atingiu, pelo menos, a fronteira da
rede N x N. Se assim for e se N for suficientemente grande, pode considerar-
se que o nimero de arvores infectadas é «quase infinito». Repetindo este
tipo de simulacdo muitas vezes, pode encontrar-se um valor aproximado da
probabilidade f(p) de que o nimero de drvores infectadas seja infinito (este é
o método de Monte Carlo). Finalmente, deixando p variar entre O e 1, pode-
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se obter uma aproximagio do limiar p*, que € o menor valor de tal forma que
f(p)>0sep>p"

O artigo de Broadbent e Hammersley continha apenas a demonstracdo da
existéncia do limiar p*. Durante os anos seguintes, Hammersley continuou a
desenvolver a teoria matematica da percolagdo, enquanto Broadbent se voltou
para outros temas. Com o desenvolvimento dos computadores nos anos 70,
tornou-se mais facil executar as simulagdes descritas acima (figura[22.3). Foi
entdo conjecturado que p* = 1/2. Este resultado foi finalmente provado em
1980 por Harry Kesten da Universidade de Cornell.

Figura 22.3: Probabilidade
f(p) de que infinitas drvores
sejam infectadas em fungdo de
p. A curva € obtida através da & p
execucdo de 1000 simulagdes
numa rede de 200 x 200.

Entre 1959 e 1969, Hammersley trabalhou para o Instituto de Economia
e Estatistica da Universidade de Oxford. Tornou-se bolseiro do Trinity Col-
lege. Em 1964 publicou, em colaboragdo com David Handscomb, um livro
intitulado Métodos Monte Carlo. Foi eleito para a Royal Society em 1976.
Reformou-se em 1987, mas continuou a visitar o Centro de Oxford para a
matematica industrial e aplicada. Morreu em 2004.

Broadbent obteve o seu doutoramento no Imperial College em 1957. Em-
pregou-se numa empresa industrial, a United Glass Bottle Manufacturers.
Apés dez anos na inddstria, comecou a trabalhar numa agéncia noticiosa,
a London Press Exchange, que fez estudos de leitura cientifica. A agéncia foi
comprada em 1969 por Leo Burnett, uma empresa de publicidade americana.
Broadbent trabalhou na forma de medir a eficicia da publicidade e publicou
vdrios livros sobre o assunto: Gastar dinheiro publicitdrio (1975), Orcamento
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de Publicidade (1989), Publicidade Responsdvel (1997) e Quando Anunciar
(1999). Em 1980 ajudou a iniciar os «Prémios de Eficdcia Publicitaria». Pas-
sou varios anos na sede da Leo Burnett em Chicago, como director de econo-
mia de marca. Dirigiu também a sua prépria consultoria, BrandCon Limited.
Faleceu em 2002.

Leitura adicional

1. Grimmett, G., Welsh, D.: John Michael Hammersley. Biogr. Mem. Fellows R.
Soc. 53, 163-183 (2007)

2. Broadbent, S.R.: Discussion on symposium on Monte Carlo methods. J. R.
Stat. Soc. B 16, 68 (1954)

3. Broadbent, S.R., Hammersley, J.M.: Percolation processes I: Crystals and ma-
zes. Proc. Camb. Philos. Soc. 53, 629-641 (1957)

4. Broadbent, T.: Simon Broadbent — The man with a sense of fun who gave ad-

vertising a value. Campaign, 26 April 2002. [www.campaignlive.co.uk/news/143366/

5. Hammersley, J.M.: Percolation processes II: The connective constant. Proc.
Camb. Philos. Soc. 53, 642-645 (1957)

6. Hammersley, J.M.: Percolation processes: lower bounds for the critical proba-
bility. Ann. Math. Stat. 28, 790-795 (1957)

7. Hammersley, J.M.: Origins of percolation theory. In: Deutscher, G. Zallen, R.,
Adler, J. (eds.) Percolation Structures and Processes, 47-57. Israel Physical
Society (1983)

8. Hammersley, J.M., Morton, K.W.: Poor man’s Monte Carlo. J. R. Stat. Soc. B
16, 23-38 (1954)

9. Hammersley, J.M., Handscomb, D.C.: Monte Carlo Methods. Fletcher & Son,
Norwich (1964)

10. Kesten, H.: The critical probability of bond percolation on the square lattice
equals 1/2. Comm. Math. Phys. 74, 41-59 (1980)

11. Metropolis, N., Ulam, S.: The Monte Carlo method. J. Amer. Stat. Assoc. 44,
335-341 (1949)


http://www.campaignlive.co.uk/news/143366/

Capitulo 23

Teoria de jogos e evolucao (1973)

Em 1973, Maynard Smith e Price publicaram um artigo que analisava
as razdes pelas quais os animais evitavam utilizar as suas armas mais
perigosas em conflitos intra-especificos. O seu modelo utilizava a teoria
dos jogos e foi um dos que lancou a aplicagdo desta teoria matemadtica a
problemas evolutivos.

John Maynard Smith nasceu em Londres em 1920. O seu pai, que era ci-
rurgido, morreu quando ele tinha oito anos. Maynard Smith estudou no Colé-
gio de Eton e seguiu estudos em engenharia no Trinity College, Universidade
de Cambridge. Foi entdo membro do Partido Comunista da Gra-Bretanha.
Em 1939, quando a guerra eclodiu, tentou voluntariar-se para o exército, mas
foi rejeitado por causa da sua fraca vis@o. Terminou os seus estudos de en-
genharia e trabalhou durante alguns anos na concepg¢do de avides militares.
Finalmente, decidiu enveredar pela biologia, estudando genética no Univer-
sity College em Londres, com Haldane como orientador. Tornou-se professor
de zoologia em 1952. Deixou o Partido Comunista apds os acontecimentos
de 1956 na Hungria. O seu primeiro livro, intitulado A Teoria da Evolugdo,
foi publicado em 1958. Em 1965 tornou-se professor de biologia na recém-
fundada Universidade de Sussex. Publicou entdo dois outros livros: Ideias
Matemdticas em Biologia (1968) e Sobre a Evolugdo (1972).

Figura 23.1: Maynard Smith
(1920-2004)

George R. Price nasceu em 1922 nos EUA. Estudou quimica na Univer-
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sidade de Chicago, obtendo um doutoramento em 1946, depois de ter tra-
balhado no Projecto Manhattan, construindo a bomba atémica. Em 1950
tornou-se investigador associado em medicina na Universidade do Minne-
sota. Mais tarde, trabalhou como jornalista independente para vdrias revistas
antes de regressar a investigacdo na IBM. Em 1967, depois de ter sido tra-
tado do cancro da tir6ide, instalou-se em Inglaterra e dedicou-se ao estudo
de um assunto completamente diferente: a biologia evolutiva. Trabalhou em
Londres no Laboratério Galton do University College a partir de 1968. O seu
primeiro trabalho nesta nova drea, Seleccdo e covaridncia, foi publicado com
a ajuda de W. D. Hamilton numa edi¢do de 1970 da revista Nature e continha
aquilo a que agora se chama a equagao de Price.

Price também apresentou outro trabalho a Nature, desta vez sobre confli-
tos animais. No entanto, ndo tinha o formato certo para esta revista. Assim,
Maynard Smith, que era o revisor, sugeriu a prepara¢do de uma versao mais
curta. Price comecou a trabalhar noutro assunto enquanto Maynard Smith co-
megou a desenvolver a ideia de Price por conta prépria. Finalmente Maynard
Smith e Price redigiram um artigo conjunto intitulado A ldgica do conflito
animal, que foi publicado em 1973 pela Nature. O artigo tinha uma contri-
buicdo interessante para a utilizag@o da teoria dos jogos na biologia evolutiva.
Antes disso, a teoria dos jogos tinha sido desenvolvida principalmente para
economia e politica, especialmente apds o livro de John von Neumann e Os-
kar Morgenstern de 1944 intitulado Teoria dos Jogos e Comportamento Eco-
nomico. O ponto de partida de Maynard Smith e Price foi a seguinte questao:
porque € que nos conflitos entre animais da mesma espécie, as «armas» a dis-
posicdo (chifres, garras, veneno, etc.) raramente sdo utilizadas para matar?
Seguindo as ideias de Darwin sobre a luta pela vida, os animais mais agressi-
vos deveriam ganhar mais combates e ter um maior nimero de descendentes,
levando a uma escalada na utilizacdo de «armas». Note-se que era o tempo
da Guerra Fria, pelo que o assunto também tinha um sabor politico.

Maynard Smith e Price imaginaram uma sequéncia de jogos em que dois
animais podem entrar em competi¢do por um recurso, por exemplo um ter-
ritério num habitat favoravel. Na apresentag¢do simplificada que Maynard
Smith utilizaria no seu livro de 1982 A Evolugdo e a Teoria dos Jogos, cada
animal adopta ou a «estratégia do falcdo» ou a «estratégia da pomba». No
que se segue, falamos simplesmente de falcdes e pombas, mas referimo-nos
a estratégias adoptadas por animais da mesma espécie. Que V > 0 seja o
valor do recurso, o que significa que, se % for o nimero médio normal de
descendentes de um animal, o vencedor do concurso tem em média %y +V
descendentes.

Se um falc@o encontra outro falcdo, eles lutam pelo recurso: o vencedor
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recebe o recurso de valor V, o perdedor sofre um «custo» C > 0. Cada um
dos dois falcdes tem uma probabilidade igual a 1/2 de ganhar a competigdo e
a mesma probabilidade de perder. A recompensa esperada de uma luta entre
dois falcdes €, por conseguinte, %(V — C) para os dois concorrentes. Se,
contudo, um falcao encontrar uma pomba, entéo o falcio recebe o recurso V,
a pomba escapa sem lutar e o custo é de 0. Finalmente, se duas pombas se
encontrarem, uma delas recebe o recurso V, a outra foge sem lutar e sem
qualquer custo. Tendo cada uma das duas pombas a mesma probabilidade
1/2 de ganhar, a recompensa esperada quando duas pombas se encontram &,
portanto, V /2. As recompensas podem ser resumidas como na Tabela

Tabela 23.1: Recompensa esperada do jogo falcdo / pomba.

...um falcdo ...uma pomba
recompensa de um falcéo contra... % (V-0 1%
recompensa de uma pomba contra... 0 V/2

Mais genericamente, pode-se imaginar lutas entre individuos que podem
adoptar uma de duas estratégias, chame-lhes 1 e 2, com uma matriz de re-
compensas esperadas (G j)i<;i j<2. No exemplo acima, os falcdes seguem a
estratégia 1, as pombas seguem a estratégia 2,

1
G1,1:§(V—C), Gio=V, Gy1=0, Gyp=V/2

No artigo original de 1973, Maynard Smith e Price j4 tinham, de facto, uti-
lizado simulagdes por computador para testar mais de duas estratégias possi-
veis (estas eram chamadas de «falcdo», «rato», «rufia», «retaliador» e «sonda-
dor / retaliador»).

Imagine agora uma grande populagdo de animais da mesma espécie com
uma propor¢ao x, de falcdes e uma propor¢ao 1 —x, de pombas na geragao n.
Os falcdes na geragdo n tém um nimero médio de descendentes igual a

Ri(n) =Zo+x,G1.1+(1—x,)G12. (23.1)
Da mesma forma, as pombas tém um nimero médio de descendentes igual a

Ry(n) = %o+ x,G21+ (1 —x,) G2 (23.2)
O nimero médio de descendentes em toda a populagdo é, portanto

R(n) =x,Ri(n)+ (1 —x,)Ra(n).
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Esquecendo as possiveis subtilezas devidas a reproducdo sexual, vemos que
a proporg¢do de falcdes na proxima geragdo é

Xut1 =XaR1(n)/R(n). (23.3)

Assim, x,41 > x, se Ri(n) > R(n) e xp41 < x, se Rj(n) < R(n). H& trés
estados estaciondrios possiveis: x =0, x=1¢e
o Gip—Goo
Gy1—G11+G12—Gop

desde que 0 < x* < 1. No jogo do falcdo / pomba, x* =V /C < 1 desde que
V <C.

De facto, x = 0 é um &bvio estado estacionario de (23.3). Se x #0 é
outro estado estaciondrio, entdo R; = R =xR; + (1 —x)R,. Portanto, ou
x =1ouR; = R;. Esta tltima possibilidade € equivalente a

xG11+(1=x)Gip=xGa1 + (1 —x) G,

o que conduz ao estado estaciondrio x*.

O estado estaciondrio x = 1 corresponde a uma populagdo com 100 %
de individuos seguindo a estratégia 1. Este estado estaciondrio € estdvel se
nao puder ser invadido por alguns individuos que sigam a estratégia 2. De
(23.3), vemos que esta condi¢do é equivalente a ter R (n) > R(n) para todos
08 x, suficientemente préximos de 1. Uma vez que R(n) = x, R (n) + (1 —
Xn) Ra2(n), a condigdo torna-se R| (n) > Ry (n) para todos os x, suficientemente
préximos de 1. Analisando as expressdes (23.1)-(23.2) de R; e R», chegamos
a conclusdo de que x = 1 € estdvel se e apenas se uma das duas condi¢des
seguintes for satisfeita:

* G111 > Gy
* G1,1=G21€eGi1p>Gop.

Se assim for, diz-se que a estratégia 1 € uma «estratégia evolutivamente esta-
vel». No jogo do falcdo / pomba, a condi¢do Gy > G, » é sempre verdadeira.
Portanto, a estratégia do falcdo é evolutivamente estdvel se e s6 se G1,1 > G2 1,
istoé, V > C.

O estado estaciondrio x = 0 corresponde a uma populacdo com todos os
individuos seguindo a estratégia 2. Esta situacdo € simétrica a anterior se
trocarmos os indices 1 € 2. No jogo falcdo / pomba, temos G1o =V > Gy =



136

V /2 pelo que o estado estaciondrio x = 0 é sempre instdvel. A introdugéo
de um pequeno nimero de falcdes numa populacdo de pombas levaria a uma
invasdo progressiva por parte dos falcoes.

Da mesma forma, pode mostrar-se que o terceiro estado estavel x*, desde
que 0 < x* < 1, € sempre estavel. No jogo falcdo / pomba,

x=v/C

corresponde a uma populacao mista com falcdes e pombas.

Concluindo, hé dois casos no jogo do falcdo / pomba. Se V > C, ou seja,
se o valor do recurso for superior ao possivel custo, entdo a populagdo tende
para um estado estdvel com falcdes mas sem pombas, qualquer que seja a
condigdo inicial x(0) com 0 < x(0) < 1. A estratégia dos falcdes é, entdo,
uma estratégia evolutivamente estavel. Se, em contraste, V < C, ent@o a po-
pulagdo tende a um estado estdvel misto com uma proporc¢io x* de falcdes
e uma propor¢do 1 —x* de pombas. Assim, o modelo dd uma explicacdo
para que individuos com comportamentos menos agressivos possam sobrevi-
ver quando V < C. A férmula x* =V /C mostra, além disso, que quanto mais
alto for o custo C para os perdedores, menor sera a propor¢do x* de falcdes
na populag@o. Assim, espécies com «armas» mais perigosas raramente as uti-
lizam para lutas intra-especificas: preferem lutas rituais inofensivas, em que
animais concorrentes tentam impressionar-se uns aos outros mas evitam lutas
reais que podem causar ferimentos.

O artigo original de 1973 de Maynard Smith e Price discutia o conceito de
estratégia evolutivamente estdvel e utilizava principalmente simulacdes com-
putorizadas de conflitos animais, registando as recompensas de diferentes es-
tratégias. A abordagem utilizando equacdes dindmicas tais como (23.3) foi
desenvolvida um pouco mais tarde, em particular por Taylor e Jonker. Desde
entdo, muitos autores tém aplicado ideias da teoria de jogos a questdes de
biologia evolutiva ou, no sentido inverso, t€ém aplicado abordagens evolutivas
dinmicas a problemas mais cldssicos na teoria dos jogos. Além de questdes
relativas a conflitos animais, pode citar-se, por exemplo, problemas sobre o
investimento parental ou sobre o ricio sexual (a relacdo entre o nimero de
machos e fémeas a nascenca), tendo esta dltima ja sido estudada por Carl
Diising em 1884 e por Ronald Fisher no seu livro de 1930 sobre A Teoria
Genética da Selec¢do Natural. Alguns outros modelos centram-se nos aspec-
tos dindmicos do «dilema do prisioneiro» ou do jogo «pedra-papel-tesoura.
Percebeu-se também que o conceito de estratégia evolutivamente estavel estd
intimamente relacionado com o conceito de equilibrio de Nash na teoria de
jogos.

Price, que tinha sido um ateu convicto, teve uma experiéncia mistica em
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1970 e converteu-se a fé cristd. Desistiu das suas pesquisas em 1974 porque
sentia que «o tipo de genética matemadtica tedrica que fazia ndo era muito
relevante para os problemas humanos». Deu todos os seus pertences a pessoas
sem abrigo e suicidou-se alguns meses mais tarde.

Maynard Smith, em contraste, continuou esta linha de pensamento e foi
eleito para a Royal Society em 1977. Publicou muitos livros: Modelos em
Ecologia (1974), Evolugcdo do Sexo (1978), Evolugdo e a Teoria dos Jogos
(1982), Os Problemas da Biologia (1986), Darwin acertou? (1988) e Gené-
tica Evolutiva (1989). Publicou também, em colaboracdo com E. Szathmary,
As Principais Transi¢oes na Evolucdo (1995) e Origens da Vida: Desde o
nascimento da vida até a origem da lingua (1999). Reformou-se em 1985.
Em 1999 recebeu o prémio Crafoord em biociéncias da Real Academia Sueca
das Ciéncias pelas suas «contribui¢des fundamentais para o desenvolvimento
conceptual da biologia evolutiva». Em 2003, publicou em colaboragdo com
D. Harper Sinais Animais. Morreu em Sussex em 2004.
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Capitulo 24

Populacoes caédticas (1974)

Em 1974, Robert May, um fisico australiano que se tornou ecologista,
estudou a equagdo logistica em tempo discreto como modelo para a di-
namica populacional. May notou que ocorrem bifurcagdes inesperadas
e que o comportamento assimptético poderia mesmo ser cadtico. As-
sim, as previsdes a longo prazo podem ser impossiveis mesmo com um
simples modelo deterministico. O artigo de May foi um dos que lancou
a «teoria do caos».

Robert McCredie May nasceu em 1936 na Australia. Apos ter estudado fi-
sica tedrica e obtido um doutoramento pela Universidade de Sidney em 1959,
passou dois anos no departamento de matemadtica aplicada na Universidade
de Harvard. De regresso a Austrélia, tornou-se professor de Fisica Tedrica.
Em 1971, enquanto visitava o Instituto de Estudos Avangados de Princeton,
mudou de assunto de investigagdo e comecou a concentrar-se na dinamica da
populacdo animal. Em 1973 tornou-se professor de zoologia em Princeton.
No mesmo ano publicou um livro intitulado Estabilidade e Complexidade em
Ecossistemas Modelo.

Figura 24.1:
Robert M. May

Em Maio de 1974, publicou na Science um artigo intitulado Populagées
biologicas com geragbes ndo sobrepostas: pontos estdveis, ciclos estdveis e
caos, no qual mostrou que modelos matematicos muito simples de dindmica
populacional podem comportar-se de uma forma cadtica.

Para compreender a origem deste problema, € preciso recuar cerca de dez
anos no tempo. Em 1963, Edward Lorenz, um meteorologista americano a
trabalhar no Instituto de Tecnologia de Massachusetts (M.L.T.), tinha notado,
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ao fazer simula¢des numéricas no seu computador, que um modelo simplifi-
cado da atmosfera com apenas trés equagdes diferenciais poderia comportar-
se de uma forma muito surpreendente: uma pequena alteracdo das condi¢des
iniciais poderia alterar completamente o resultado final de uma simulagao e,
portanto, também as previsdes meteoroldgicas. De facto, o mateméatico Henri
Poincaré, depois de ter trabalhado no movimento dos planetas no Sistema So-
lar, ja tinha pensado nesta possibilidade no inicio do século XX, muito antes
da era do computador. Contudo, no inicio da década de 1970, apenas alguns
investigadores comecavam a olhar mais de perto para esta estranha proprie-
dade. Na Universidade de Maryland, James Yorke estava a pensar no trabalho
de Lorenz e introduziu o termo «caos» neste contexto. O artigo que escreveu
com o seu aluno Tien-Yien Li, intitulado Periodo 3 implica o caosﬂ apareceu
em 1975.

Por sua vez, May estudava o modelo p,+1 = p,+ap,(1—p,/K),ondeae
K s@o parametros positivos e p, designa o tamanho de uma populag¢do animal
no ano n. Quando p, € pequeno em compara¢do com a capacidade de suporte
K, a dindmica é préxima de um crescimento geométrico p,+1 ~ (1 +a) p,.
A equacdo completa é uma espécie de andlogo em tempo discreto da equacéo
logistica introduzida por Verhulst (ver capitulo [6). No entanto, ao contrério
desta ultima, May mostrou que a equagdo em tempo discreto pode ter um
comportamento muito mais surpreendente, que € fécil de observar com uma
simples calculadora de bolso a fazer adi¢des e multiplicacdes (figura [24.2).
Maynard Smith ja tinha considerado a equacgdo no seu livro de 1968 Ideias
Matemadticas em Biologia. Contudo, apesar de ter tentado alguns valores nu-
méricos para a, ndo percebeu que havia algo de especial.

A figura[24.2] que é semelhante a do artigo de May de 1974, ilustra que
a populacdo p, converge para um estado estdvel quando 0 < a < 2. Quando
2 < a < 2,449 (o limite superior 2,449 € uma aproximacéo), a populagdo p,
tende para um ciclo de periodo 2. Quando 2,450 < a < 2,544, a populacdo
pn tende para um ciclo de periodo 4. Quando 2,545 < a < 2,564, p,, tende
para um ciclo de periodo 8, etc. Os intervalos do parametro a para os quais
pn tende para um ciclo de periodo 2" diminuem de amplitude a medida que n
aumenta e nunca excedem 2,570. Quando a > 2,570, p,, pode comportar-se
de uma forma «cadtica».

Em 1976, May escreveu uma revisao do problema, publicada na revista
Nature, intitulada Modelos matemdticos simples com dindmicas muito com-
plicadas. Af recolheu ndo sé os seus proprios resultados, mas também os
de outros investigadores. Primeiro, fixando x, = ap,/[K(1+a)ler=1+a

Notavelmente, um resultado mais geral foi provado por O. M. Sharkovsky em 1964, mas o
seu artigo, publicado numa revista de matematica ucraniana, ndo era bem conhecido.
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Figura 24.2: Em todos as figuras: n estd no eixo horizontal, p, no eixo vertical e
po = K/10. As linhas sdo obtidas unindo os pontos com as coordenadas (n, p,). Em
cima a esquerda: 0 < a < 2 (estado estaciondrio). Em cima a direita: 2 < a < 2,449
(ciclo de periodo 2). Em baixo a esquerda: 2,450 < a < 2,544 (ciclo de periodo 4).
Em baixo a direita: 2,570 < a < 3 (possivelmente caos).

(para que r > 1), vemos que a equagio p,+1 = pn+apu(l — py/K) pode ser
reescrita na forma mais simples

Xnr1 =1x, (1 —x5) . 24.1)

Para que esta equacdo tenha um significado na dindmica populacional, x,
deve ser ndo negativo para todos os n. Assim, assumimos que a condi¢do
inicial xo satisfaz 0 < xp < 1 e que r < 4. Esta tltima condicio assegura
que o lado direito de @I) se mantém entre 0 e 1. Notavelmente, o caso
cadtico r = 4 ja tinha sido utilizado como gerador de nimeros aleatérios por
Stanistaw Ulam e John von Neumann, ja em 1947. Se definirmos a funcéo
f(x) =rx(1—x), entdo a equagdo pode ser reescrita como X1 = f(x,)
e os estados estaciondrios sdo as solugdes de x = f(x). Graficamente, estas
sdo as intersecgdes das curvas y = f(x) e y = x (figura .

Note-se que x = 0 é sempre um estado estaciondrio. Como r > 1, ha
também outro estado estaciondrio x* > 0 tal que x* = rx* (1 — x™), ou seja,
x*=1—=1/r. Como r > 1, o estado estaciondrio x = 0 € instdvel. De facto,
quando x,, estd perto de 0, temos x, 41 ~ rx,. Assim, x, tende a afastar-se de 0.
Quanto ao estado estacionario x*, é localmente estdvel apenas para 1 < r < 3.
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X0 X 1

Figura 24.3: A fun¢do y = f(x), a linha recta y = x, o estado estaciondrio x* e a
sucessdo definida por x,11 = f(x,). (a) r = 2,75, a sucessdo tende para x*. (b) r =34,
o estado estaciondrio x* € instdvel e a sucess@o tende para um ciclo de periodo 2.

De facto, considere y, = x, —x*. Entdo (24.1) é equivalente a y,;; =
(2—r—ryn)yn- Se x, esté perto de x*, entdo y, estd perto de 0 e y, 4 ~
(2—r)ys. No entanto, se y,11 = ky,, entdo y, = k" yo de modo que y, —
0 quandon — 4+ se e sé se —1 < k < 1. Aqui, o estado estaciondrio x*
é localmente estdvel seesédse —1 <2—r<1,ie. 1 <r<3.

Quando 1 < r < 3, pode mostrar-se que para todas as condi¢des iniciais
0 < xp < 1, a sucessdo x, converge realmente para x* (figura ). No
entanto, o que € que acontece quando 3 < r < 4?7 Para responder a esta
pergunta, repare primeiro que x,+2 = f(xy41) = f(f(x,)). Defina a fungdo
£(x) = f(f(x)) = r*x(1 —x) (1 — rx(1 —x)) e considerar as solugdes da
equagdo x = f»(x), que sdo chamadas pontos fixos da fun¢do f>(x). Grafica-
mente, estas sdo as intersec¢des das curvas y = f>(x) e y = x (figura .

Se x = f(x), entdo x = f(f(x)) = f2(x). Entdo x = 0 e x = x* sdo também
pontos fixos da fungdo f(x). Contudo, quando r > 3, a fungéo f>(x) tem dois
outros pontos fixos, x_ e x4, de modo que f(x_) =x; e f(x1) =x_.

De facto, notamos que f3(x) = f'(f(x)) f'(x) pelo que f5(x*) = [f"(x*)]*.
Também temos que f'(x) =r(1 —2x) e x* = 1—1/r. Portanto, f'(x*) =
2—re f3(x*) = (2—r)?. Assim, a inclinacdo da fungdo f>(x) a x = x*
é tal que f3(x*) > 1 se r > 3. Contudo, como f>(0) =0, f3(0) =r* > 1
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X* 1 X- X ox+ 1

Figura 24.4: As curvas y = fo(x) = f(f(x)) e y = x e o estado estaciondrio x*. (a)
r=2,75. (b) r = 3,4 e as duas outras solugdes x_ e x4 da equacdo x = f>(x).

e f»(1) =0, a figura ilustra que hd necessariamente duas outras
solugdes x_ e x4 da equacdo x = fo(x), com 0 <x_ <x*ex* <xi < 1.
Outra forma de chegar 2 mesma conclusdo consiste em resolver a equa-
¢do x = f>(x), que € uma equagéo polinomial de grau 4 com duas raizes
conhecidas: x =0 e x = x*. As duas outras solugdes x_ e x, s3o as
raizes do polinémio

1 1
2oy Jgrzo. (24.2)
r

Sdo reais se o discriminante for positivo, isto é, se r > 3. Como f2(f(x_))

=f(f(f(x2))) = f(fa(x=)) = f(x-), 0o ponto f(x_) é também um ponto
fixo de f>(x). No entanto, f(x_) # x_, porque x_ ndo é um ponto fixo
de f(x). Por outro lado, também f(x_) # x*, sendo terfamos x_ =

Ff(f(x2)) = f(x*) =x*. Uma vez que f(x_) # 0, concluimos que
f(x-) =x;. Da mesma forma, f(x;)=x_.

Assim, para r > 3 vemos que, se por exemplo xp = x_, entdo x; = x4,
X) = X_, X3 = X4, etc. Pode também mostrar-se que para quase todas as
condi¢des iniciais 0 < xo < 1, a sucessdo x; converge para o ciclo de periodo
2 x_, xy, x_, x4, etc. (figuras[24.3p e[24.4p). Este ciclo permanece estdvel
enquanto r estiver abaixo do valor critico r; = 1+ V6 = 3,449, valor para o
qual se tem f3(x_) = —1.
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Vemos usando (24.2) que f3(x_) = f'(f(x=-)) f(x=) = f'(x3) f/(x=) =
P(1=2x)(1—2x)=r* (1 =2(xy +x_)+4dxx_) = —r> +2r+4.
Entdo fi(x_) = —1se —1?42r+5 =0 e em particular se » = 1+ /6.

Para r; < r < rp, um ciclo de periodo 4 torna-se estavel: quatro novos
pontos fixos da funcdo fa(x) = fo(fa(x)) = f(f(f(f(x)))) aparecem (figura
@). Para r, < r < r3, € um ciclo de comprimento 8, etc. Os niimeros
r, tendem para um limite de 7. =~ 3,570 quando n — +oo. Quando 7. <
r <4, o sistema pode até ser cadtico! A figura[24.35p mostra o diagrama de
bifurcagéﬂ o qual dd uma ideia da complexidade da dinamica.

P

Xt Xt 1 25 3 35 4r

Figura 24.5: (a) A curvay = f4(x) quando r = 3,5 e a linha y = x. Além de x*, x1 e
x_, ha quatro outros pontos fixos, que ndo sdo faceis de distinguir. (b) Diagrama de
bifurcacdo da equacio @)

R. M. May concluiu salientando que mesmo sistemas dindmicos muito
simples poderiam ter um comportamento muito complicado. Isto néo é espe-
cifico da equagdo x, 1 = rx, (1 —x,). A mesma «cascata de duplicagdes de
periodo» levando ao caos aparece para outras equagdes com uma funcéo f(x)
tendo a forma de uma «lomba». E o caso, por exemplo, de outra equagio
utilizada em biologia populacional: x,+1 = x, exp(r(1 —x,)).

Este estudo sugere que ndo se deve surpreender se muitos conjuntos de
dados relativos a dindmica populacional forem dificeis de analisar. O modelo

2Este diagrama foi obtido representando para cada valor dado de r os pontos com coordenadas
(r,%200)> (r,%201)5- - -»(r,%220), onde x,+1 = f(x,) € xo = 0,1. Se x,, converge para um estado
estdvel, vemos apenas um ponto no diagrama. Se x,, converge para um ciclo de periodo 2, vemos
dois pontos, etc.
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também mostra que a distingdo entre modelos deterministicos e estocdasticos
ndo é tdo clara como se pensava anteriormente: mesmo com um simples mo-
delo deterministico, pode ser impossivel fazer previsdes a longo prazo se os
parametros estiverem no regime caético.

Em 1979, May foi eleito para a Royal Society. De 1988 a 1995, foi profes-
sor na Universidade de Oxford e no Imperial College em Londres. De 1995
a 2000, foi conselheiro cientifico principal do governo britdnico. Em 1996
recebeu o prémio Crafoord «pela sua investigacdo ecoldgica pioneira em ma-
téria de andlise tedrica da dindmica das populacdes, comunidades e ecossis-
temas». Da ecologia passou a epidemiologia e imunologia, tendo publicado
dois livros: Doengas Infecciosas do Homem (1991, com Roy Anderson) e Di-
ndmica dos Virus, Os Fundamentos Matemdticos da Imunologia e Virologia
(2000, com Martin Nowak). Este ultimo livro analisa a interac¢do entre as
células do sistema imunitario e o VIH (o virus que causa a SIDA) como uma
espécie de sistema predador-presa (ver capitulo[I3]). De 2000 até 2005, May
foi presidente da Royal Society. Foi nomeado cavaleiro em 1996 e tornou-se
um membro vitalicio da Camara dos Lordes em 2001.
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Capitulo 25

A politica de um filho na China (1980)

Em 1980, Song Jian e os seus colaboradores, que tinham sido especia-
listas em teoria de controlo aplicada a engenharia do espago aéreo, cal-
cularam que, se a taxa de natalidade na China se mantivesse ao seu nivel
actual, a populagdo atingiria mais de dois mil milhdes durante o século
XXI. Os seus resultados, baseados num modelo matematico estruturado
em funcdo da idade, contribuiram para a decisdo do governo de se virar
para uma politica de um sé filho.

Song Jialﬂ nasceu em 1931 em Rongcheng, na provincia chinesa de Shan-
dong. Durante a década de 1950 estudou na Unido Soviética na Universidade
Técnica Estatal de Moscovo Bauman e no Departamento de Matematica e
Mecénica da Universidade Estatal de Moscovo. Regressou entdo a China e
tornou-se chefe do Gabinete de Investigacdo Cibernética no Instituto de Ma-
temadtica da Academia Chinesa de Ciéncias. Foi especialista na aplicagdo da
teoria de controlo a orienta¢do de misseis. Trabalhou também para o Sétimo
Ministério de Constru¢cdo de Maquinas, que mais tarde passou a chamar-se
Ministério da Industria Aeroespacial. Em 1978 comecgou a concentrar-se nas
ligacdes entre a teoria de controlo e a demografia.

Figura 25.1: Song Jian

Para compreender o contexto do trabalho de Song Jian sobre a dindmica
populacional, é preciso primeiro dar uma ideia do que é a «teoria do con-
trolo». E o estudo de sistemas dindmicos cujo comportamento depende de

10 nome de familia é sempre escrito primeiro em chings.
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alguns parimetros que podem ser modificados a medida que o tempo passa,
a fim de optimizar um dado critério. Esta teoria foi desenvolvida particular-
mente em ligacdo com programas espaciais nos EUA e na URSS. De facto, os
engenheiros tinham de «controlar» a trajectdria dos vaivéns espaciais a fim de
trazer os satélites para a sua 6rbita a volta da Terra. No entanto, as aplicacdes
ndo se limitam a problemas fisicos ou de engenharia. As politicas de controlo
da natalidade também podem ser consideradas como um tipo de problema de
controlo 6ptimo no sentido matemaético.

Também se deve mencionar o ensaio intitulado Os Limites ao Cresci-
mento : Um Relatorio para o Projecto do Clube de Roma sobre o Dilema
da Humanidade, publicado em 1972 e escrito por um grupo do Instituto de
Tecnologia de Massachusetts (M.I.T.). Este estudo baseou-se num modelo
matemadtico do crescimento econémico mundial que teve em conta os recur-
sos naturais, a dimensao da populagdo e a poluicdo. O relatério sugeria que
a economia mundial estava a caminhar para uma catistrofe pelo esgotamento
de recursos ndo renovaveis, pela falta de alimentos para a populagio e por
um excesso de poluicdo. A limitacdo voluntaria dos nascimentos foi uma das
solucdes propostas. Em resumo, era uma espécie de versdo moderna das te-
ses de Malthus. O relatério recebeu um grande eco no Ocidente durante os
anos 70.

Desde a fundag@o da Repiblica Popular em 1949, a taxa de natalidade chi-
nesa tinha sido muito elevada, excepto durante o catastréfico «Grande Salto
em Frente». Em meados da década de 1970, a China estava lentamente a re-
cuperar da Revolugao Cultural. O planeamento familiar instava as mulheres a
atrasar os nascimentos, a aumentar o tempo entre dois nascimentos consecu-
tivos e a ter menos filhos. Deng Xiaoping, que surgiu como o novo lider apds
a morte de Mao Tse Tung em 1976, iniciou a politica de «Quatro Moderniza-
¢des» em 1978: agricultura, industria, ciéncia e tecnologia, e defesa nacional.
A dimensao e o crescimento da populacdo chinesa foram entdo considerados
como obsticulos importantes a estas modernizagdes. Os cientistas que até en-
tdo tinham trabalhado em aplica¢des militares foram encorajados a encontrar
solucdes para este dificil problema.

Com este pano de fundo, Song Jian foi em 1978 a Helsinquia para um
congresso da Federac@o Internacional de Controlo Automadtico. L4, ele no-
tou que alguns investigadores na Europa tinham tentado aplicar a teoria do
controlo aos problemas populacionais com a ideia de que um controlo ri-
goroso da natalidade poderia eventualmente evitar as catdstrofes anunciadas
pelo relatério sobre Os Limites ao Crescimento. De volta a China, montou
uma pequena equipa, incluindo o seu colega Yu Jingyuan e o especialista em
informética Li Guangyuan, para aplicar este tipo de modelagdo matemética
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aos dados relativos a populacdo chinesa. Nessa altura, a comunicagio cien-
tifica entre a China e o resto do mundo era escassa. A equipa redesenvolveu
as equacdes descrevendo a evolugdo da estrutura etdria de uma populacio, da
mesma forma que Lotka e McKendrick tinham feito (ver capitulos [10] e [T6).
Usando um modelo em tempo continuo, designe-se por

 P(x,t) a populagdo com idade x na altura 7;
* m(x) a mortalidade na idade x;
* Py(x) a estrutura etdria da populagdo no momento ¢ = 0;

* b(t) a fertilidade total das mulheres na altura ¢, ou seja, o nimero mé-
dio de filhos que uma mulher teria durante a sua vida se a fertilidade
especifica da idade permanecesse o que € na altura ¢;

» f aproporcdo de nascimentos de mulheres;

* h(x) a distribui¢do de probabilidade da idade da mae quando nasce um
filho :

—+oo
h(x)dx=1.
0

Com estas notacdes e hipoteses, a evolucdo da estrutura etdria pode ser mo-
delada pela equacdo diferencial parcial

oP P
E()Cat) + g(xat) = —m(x)P(x,l) ?

com a condi¢do inicial P(x,0) = Py(x) e a condi¢do de fronteira

+oo
P(0,1) = b(t) /0 h(x) P(x,1) dx,

onde b(t) é o parAmetro a ser controlado. Se a fertilidade total das mulheres
for constante e acima do limiar critico

oo N
b*=1/ [f/ h(x) e~ o m(y>dydx} ’
0

entdo a populacio aumenta exponencialmente. Este critério € semelhante ao
obtido por Lotka com a férmula (TI0.2). A equipa de Song Jian considerou
também a versdo do modelo em tempo discreto, que € semelhante ao modelo
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de Leslie (ver capitulo @ Seja P, a populacdo com idade k no ano n.
Defina-se de forma semelhante my, b, e hy. Entdo

Pevippr =0 —=m)Pep, Popr1 = bnfz Iy P -
k=0

Sabendo, a partir de inquéritos por amostragem, a mortalidade my;, (figura
[25.2h), a proporgdo de nascimentos de mulheres f =~ 0,487, a distribui¢do
etaria das maes hy, (ﬁgura@b), a condic@o inicial P o que € a estrutura etéria
da populagdo em 1978 (figura[25.3p) e variando a fertilidade total b (assumida
constante durante cada simulagdo), a equipa de Song Jian conseguia fazer
projecgdes demogréficas para o seu pais com um horizonte temporal de cem
anos, desde 1980 até 2080 (figura 25.3p). Dados os milhares de adigdes e
multiplicagdes necessdrias (o ano n varia entre 0 e 100 anos, a idade k entre
0 e 90 anos), era necessdario um computador. Na altura, na China, poucas
pessoas tinham acesso a tal equipamento, excepto as que trabalhavam para
os militares. Song Jian, um dos principais especialistas em orientacdo de
misseis, era um deles.
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Figura 25.2: (a) Mortalidade (por ano) em fun¢@o da idade em 1978. (b) Forma
suavizada da fertilidade (por ano) em fun¢éo da idade, em 1978.

As projecgdes sugeriam que mesmo que a China mantivesse a sua fertili-
dade de 1978 de b = 2,3 criangas por mulher, o que esta ligeiramente acima
do limiar critico estimado em b* = 2,19, a populagdo aumentaria de 980 mi-
Ihdes em 1980 para 2,12 mil milhdes em 2080. Contudo, a China ja estava a
utilizar quase toda a terra que podia servir para a agricultura. Tinha mesmo
uma tendéncia para perder parte desta terra devido a desertificacdo e urba-
niza¢do. Como alimentar uma tal populag@o se o progresso nos rendimentos
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Figura 25.3: (a) Piramide etdria em 1978. Eixo horizontal: a idade. Eixo vertical:
populacdo (em milhdes). (b) Projeccdes demograficas (em milhares de milhdes) se-
guindo hipéteses diferentes sobre o niimero médio de filhos por mulher. De baixo para
cima: b=1,0;15;2,0;23;2,5;3,0.

agricolas ndo ¢ suficiente? E a mesma questdo que Malthus tinha considerado
dois séculos antes. Com a fertilidade de 1975 de b = 3,0, a populagdo poderia
mesmo atingir 4,26 mil milhdes em 2080. Com b = 2,0, a populagdo atingiria
um maximo de 1,53 mil milhdes por volta do ano 2050, antes de comecar a
diminuir ligeiramente. Com b = 1,5, um méaximo de 1,17 mil milhdes seria
alcancado por volta de 2030. Com b = 1,0, o maximo seria de apenas 1,05
mil milhdes e seria alcangcado por volta do ano 2000. Sob essa hipétese, a
populagdo s6 voltaria ao seu nivel de 1978 em 2025.

A parte mais surpreendente deste trabalho foram as suas consequéncias
préticas, de facto de importancia inigualdvel na histéria da dindmica mate-
mética da populagdo. De facto, Li Guangyuan mostrou os resultados das
simulagdes da equipa em Dezembro de 1979 durante um simp6sio sobre po-
pulacdo em Chengdu, provincia de Sichuarﬂ Em Janeiro de 1980, Song Jian,
Yu Jingyuan e Li Guangyuan publicaram estes resultados numa revista de
economia chinesa, defendendo, a propdsito, uma politica de uma s crianca.
Enviaram também o seu artigo —Um relatorio sobre investigacdo quantitativa
sobre a questdo do desenvolvimento demogrdfico da China — ao cientista de
topo da China Qian Xuesen, que o transmitiu com recomendacdo ao chefe
da administragdo de planeamento de natalidade. Os resultados da equipa de
Song Jian causaram uma profunda impressdo na maioria dos lideres politicos.

2Aqui e abaixo, resumimos o relato detalhado de Susan Greenhalgh [1,2].
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Estes ja estavam convencidos da necessidade de um maior controlo de natali-
dade, apesar do que Marx tinha escrito (ver capitulo[5), mas ainda hesitavam
no nivel de controlo. Em Fevereiro de 1980, o Conselho de Estado e o Comité
Central do Partido fixaram um objectivo para a populagdo chinesa de 1,2 mil
milhdes para o horizonte 2000. Em Marco de 1980, os resultados da equipa
de Song Jian foram publicados no Didrio do Povo. Em Abril, uma comissio
de lideres politicos e especialistas em populagdo examinou as consequéncias
ambientais e econdmicas do crescimento populacional e concluiu que era ne-
cessdria uma politica de um filho para atingir o objectivo fixado por Deng
Xiaoping para o rendimento per capita no ano 2000. A politica tornou-se ofi-
cial em Setembro desse mesmo ano, tendo sido publicada uma carta aberta a
explicé-la a populag@o na primeira pagina do Didrio do Povo.

Em 1983 havia ainda muitos nascimentos ndo autorizados. Foi decidido
que um membro de cada casal ja com dois filhos seria esterilizado e que cada
gravidez proibida seria interrompida. No entanto, a partir de 1984, os casais
rurais com apenas uma filha foram autorizados a ter um segundo filho. A po-
litica de um filho ainda estd em vigor hoje em dia. Algumas adaptagdes foram
introduzidas nos dltimos anos: se num casal tanto o homem como a mulher
forem filhos tnicos, entdo podem ter dois filhos. As medidas repressivas con-
tra casais com mais de um filho sio duras: os funciondrios do governo podem
perder o seu emprego, tem de ser paga uma multa dispendiosa para obter
os documentos administrativos para a escolaridade de um segundo filho, etc.
Em resumo, € dificil encontrar na histéria da modelacdo matemdtica outro
exemplo com um impacto social tio forte. E claro que o trabalho de Song
Jian e dos seus colaboradores foi apenas um dos factores que levou a escolha
da politica de um s6 filho. Ainda assim, parece ter desempenhado um papel
importante.

Tal como nos capitulos anteriores, o papel da modelagdao matematica pode
ser um tema de preocupagdo. Partindo de uma situagdo da vida real, constréi-
se um modelo. Pode ser analisado matematicamente ou simulado com um
computador. E entdo possivel compreender como o modelo se comporta
quando alguns pardmetros variam. No entanto, a matematica ndo diz se o
modelo € uma imagem fiel da vida real. Alguns aspectos muito importantes
podem ter sido negligenciados. Alguns modelos também contém uma fun-
¢a0 objectivo, por exemplo, manter a populagcdo chinesa abaixo dos 1,2 mil
milhdes. A matemdtica ndo diz se este objectivo foi apropriad

3 A populagdo no ano 2000 foi estimada em 1,264 mil milhdes de habitantes. O rendimento
per capita cresceu aproximadamente de $200 para $1000 entre 1980 e 2000. Ao mesmo tempo,
a propor¢do de sexo tornou-se extremamente enviesada para os rapazes, principalmente devido
a0 aborto selectivo por sexo.
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Em 1980, Song Jian foi também co-autor da nova edi¢do do livro inti-
tulado Engenharia Cibernética de Qian Xuesen, o «pai» do programa espa-
cial chinés. Desempenhou entdo varios cargos politicos de alto nivel: vice-
ministro e cientista-engenheiro chefe do Ministério da Inddstria Aeroespa-
cial (1981-1984), membro do Comité Central do Partido Comunista Chinés
(1982-2002), presidente da Comissao Estatal de Ciéncia e Tecnologia (1985-
1998), Conselheiro de Estado (1986-1998), etc. Publicou também dois outros
livros que foram traduzidos para inglés: Controlo da Populagdo na China
(1985, com Tuan Chi-Hsien e Yu Jingyuan) e Controlo do Sistema de Popu-
lagdo (1988, com Yu Jingyuan). Estes livros desenvolvem a teoria do controlo
6ptimo aplicado a dindmica populacional. Song Jian foi eleito em 1991 para a
Academia de Ciéncias da China e em 1994 para a Academia de Engenheiros,
da qual foi presidente de 1998 a 2002.
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Capitulo 26

Alguns problemas contemporaneos

Este capitulo d4 uma breve visdo geral de alguns problemas contempo-
raneos na dindmica matemadtica da populacdo: envelhecimento da popu-
lagdo em demografia; doencas emergentes (SIDA, SARS, doengas trans-
mitidas por vectores) e politica de vacinagdo em epidemiologia; politicas
de pesca em ecologia; a dispersio de organismos geneticamente modifi-
cados em genética populacional. As institui¢des especializadas que tra-
balham em Franc¢a na modelizacdo destes problemas sdo mencionadas.
Virios aspectos do trabalho de investigac@o sdo também enfatizados.

Este capitulo d4 uma breve visdo geral da investigacdo contemporanea
sobre a modelagdo matematica da dindmica populacional. Sendo o tema bas-
tante vasto, apenas alguns exemplos sdo aqui dados de estudos desenvolvidos
por investigadores em Franga.

Na demografia, um problema relativamente novo surgiu nas tltimas déca-
das: o envelhecimento da populacdo. Este problema é motivo de preocupacio
ndo s6 em Franca (figura [26.1]), mas também em muitos outros paises euro-
peus, bem como no Japdo. Tem importantes consequéncias econdémicas e
sociais: sistemas de pensdes, politicas de imigragdo, etc. Em Franca, mo-
delos matemdticos que tentam analisar o fenémeno do envelhecimento sdo
desenvolvidos pelo Instituto Nacional de Estudos Demogrificos (INED) e
pelo Instituto Nacional de Estatistica e Estudos Econémicos (INSEE). Uma
das dificuldades das projec¢des demograficas reside no facto de as taxas de
natalidade poderem variar consideravelmente ao longo do tempo sem serem
previsiveis mesmo com uma década de antecedéncia. Isto € particularmente
impressionante se olharmos para as projeccdes feitas em 1968 para a popu-
lacdo francesa em 1985: estas projec¢des ndo conseguiram antecipar a dimi-
nuicdo da taxa de natalidade que ocorreu durante a década de 1970. Seria
interessante rever todas as previsdes baseadas em modelos matematicos que
se revelaram erradas, especialmente as que encontraram eco nos meios de co-
municacao social. Isto iria contrabalancar a impressdo de «progresso» dada
pelo presente livro, uma impressao que pode ja ter parecido suspeita ao leitor
apos a leitura do capitulo sobre a politica chinesa de um ﬁlh Relativamente

IEsta politica é frequentemente criticada no Ocidente mas parece ter sido relativamente bem
aceite por muitos chineses.
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a este ultimo assunto, um novo problema é agora alvo de preocupagdo: como
suavizar essa medida para evitar o rapido envelhecimento esperado nas pré-
ximas décadas. Mais uma vez, os modelos matemadticos contribuem para o
debate.

IDADE
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Figura 26.1: Pirdmide etdria da po-
pulacdo francesa a 1 de Janeiro de
2010 (www.insee.fr).
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Na epidemiologia, entre os novos problemas que surgiram globalmente
nas dltimas duas décadas, o desenvolvimento da epidemia de SIDA € particu-
larmente marcante. Alguns modelos tentam adivinhar o futuro da epidemia
em paises mais recentemente infectados, como a Russia, a india ou a China.
E dificil prever se a epidemia ird abrandar como na Europa Ocidental ¢ Amé-
rica do Norte ou se ird atingir uma proporc¢ao importante da populagcdo como
em alguns paises subsaarianos. Outras doencas emergentes como o Ebola em
Africa, a febre do Nilo Ocidental na América do Norte, a SARS (Sindrome
Respiratéria Aguda Grave), a gripe das aves, o chikungunya ou a gripe HIN1
foram todas analisadas com modelos matematicos, embora reconhecidamente
com pouco sucesso.

Para a SARS, uma dificuldade de modelizacdo foi que a epidemia per-
maneceu relativamente limitada dentro de cada pais, mas podia propagar-se
muito rapidamente de pais para pais (Hong Kong e China, Singapura, Ca-
nada...). O caracter aleatério das curvas epidémicas em cada novo foco nio
podia ser negligenciado. Como vimos nos Capitulos [16] e 22] os modelos
estocdsticos sdo normalmente mais dificeis de manusear.

Para a epidemia de chikungunya que ocorreu entre 2005 e 2006 na Ilha
da Reunido (um territério ultramarino francés no Oceano fndico), alguns mo-
delos foram inspirados pelo de Ross para o paludismo (ver capitulo[I2)), uma
vez que as duas doencas sdo transmitidas por mosquitos. Um aspecto impor-
tante a ter em conta era a influéncia da sazonalidade. De facto, a populacdo
de mosquitos diminui durante o Inverno no hemisfério sul, reduzindo assim
a transmissao da doenga. Isto pode ser visto na figura que mostra o
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nimero de novos casos notificados cada semana por uma pequena rede de
cerca de trinta clinicos gerais cobrindo apenas uma frac¢éo da populagdo da
ilha. A rede ndo detectou quaisquer novos casos durante varias semanas em
Setembro e Outubro de 2005, mas a transmissdo da doenga continuava. Mo-
delos matemadticos da epidemia foram desenvolvidos no Instituto Nacional de
Sadde e Investigagdo Médica (INSERM) e no Instituto francés de Pesquisa
para o Desenvolvimento (IRD). Apesar destes modelos, ninguém foi capaz
de prever que a epidemia nio terminaria antes do final do Inverno do hemis-
fério sul de 2005, quando tinha infectado apenas alguns milhares de pessoas.
Finalmente, quase um terco da populacio da ilha foi infectada, ou seja, cerca
de 266 000 pessoas. Isto mostra, se ainda for necessario, que prever o futuro
das epidemias pode ser bastante dificil e que ndo ¢é facil distinguir, nos pri-
meiros dias de uma epidemia, se esta serd uma epidemia grande ou pequena.
Pode ser tragcado um paralelo com a previsdo do tempo. Este tipo de previsao
depende, hoje em dia, de simulacdes computacionais intensivas de modelos
matemdticos complicados do oceano e da atmosfera. No entanto, as previsdes
para além de alguns dias ndo sdo fidveis.
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Figura 26.2: A epidemia de chikungunya na Ilha da Reunido em 2005-2006. Nimero
de novos casos comunicados por semana por uma pequena rede de médicos em fungdo
do tempo. O primeiro pico (pequeno) foi atingido em Maio de 2005, o segundo pico
(grande) em Fevereiro de 2006. Os nimeros nesta figura t€ém de ser multiplicados por
cerca de 67 para se obter a dimensao real da epidemia (www.invs.sante.{r).

De um ponto de vista mais teérico, a epidemia de chikungunya levantou
a questdo de como adaptar a nog¢do de niimero basico de reprodugido %, em
modelos que assumem que o ambiente tem flutuacdes sazonais (por exemplo,
periddicas). A adaptacdo ndo € imediata e isto levanta alguma preocupagdo
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sobre como o pardmetro % tem sido utilizado para outras epidemias influen-
ciadas pela sazonalidade, como a pandemia de gripe HIN1 de 2009.

Outro problema de crescente relevancia que aqueles que modelam tém
tentado analisar é o da resisténcia aos medicamentos (antibiéticos, medica-
mentos antimaldricos, etc.). Ainda na epidemiologia, a questdo recorrente
desde a época de Daniel Bernoulli e d’ Alembert de como equilibrar custos e
beneficios quando a toma de uma vacina comporta um risco potencial ainda
estd sujeita a controvérsia e pode continuar a existir, uma vez que a sensibi-
lidade ao risco muda. Assim, seguindo algumas sugestdes de que a vacina
contra a hepatite B poderia causar complicagdes graves num nimero muito
reduzido de casos, o Ministério da Satide francés, em 1998, parou a sua cam-
panha de vacinag@o nas escolas, mesmo que o risco parecesse negligencidvel
em comparagdo com o de morrer apds a infeccao com o virus da hepatite B.

Na ecologia, o estudo da dindmica das populacdes de peixes ainda co-
loca muitos problemas. No entanto, é suposto servir de base cientifica para
a escolha das quotas de pesca e outras restrigdes. A sobrepesca do biqueirdo
no Golfo da Biscaia e do atum vermelho no Mar Mediterrdneo s@o apenas
dois exemplos recentes. Sendo as estimativas das dimensdes das popula-
¢oes de peixe frequentemente pouco fidvel, os modelos que utilizam esses
dados tém de ser considerados com cautela. Em Franga, este tipo de estudo
é realizado principalmente pelo Instituto de Investigacdo para a Exploragcdo
do Mar (IFREMER). Alguns modelos mateméticos também foram utilizados
pela Comissdo Baleeira Internacional nas respectivas decisoes.

Na genética populacional, a dispersdo de organismos geneticamente mo-
dificados é também um tema de controvérsia que alguns investigadores tenta-
ram estudar utilizando modelos de «reac¢ao-difusdo» inspirados no de Fisher
(ver Capitulo 20). Esta é o campo de ac¢do do Instituto Nacional de Investi-
gacdo Agronémica (INRA).

Do lado mais tedrico da investigagcdo, podemos mencionar:

* os trabalhos em equagdes diferenciais parciais tais como equagdes de
difusdo (ver capitulo ou equacdes estruturadas em funcao da idade

(ver capitulo[T6);

¢ os trabalhos com modelos estocdsticos com ou sem a dimensao espacial
(ver capitulos[I6]e[22), incluindo os trabalhos em redes aleatérias mo-
delando a propagacio de epidemias e 0s que procuram aproximagdes
deterministicas.

Este tipo de investigacdo é realizado principalmente por matematicos aplica-
dos. Nos dltimos anos, vérios cursos de mestrado em biologia matemética
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foram iniciados em universidades francesas e outras instituicdes de ensino
superior.

Tal como outros campos cientificos, o estudo matemadtico da dindmica
populacional € organizado principalmente através de:

* sociedades cientificas: Sociedade de Biologia Matematica (desde 1973),
Sociedade Francéfona de Biologia Tedrica (1985), Sociedade Japonesa
de Biologia Matematica (1989), Sociedade Europeia de Biologia Ma-
tematica e Tedrica (1991), etc.

e periddicos especializados: Bulletin of Mathematical Biology (desde
1939), Mathematical Biosciences (1967), Journal of Mathematical Bi-
ology (1974), Mathematical Medicine and Biology (1984), Mathemati-
cal Population Studies (1988), Mathematical Biosciences and Engine-
ering (2004) etc.

» conferéncias: Reunido Anual da Sociedade de Biologia Matemdtica,
Dinamica Populacional Matematica e Computacional, Conferéncia Eu-
ropeia sobre Biologia Matematica e Tedrica, etc.

Foi feita referéncia apenas aos elementos que afirmam explicitamente estar
na interface entre a matematica e as suas aplica¢des a dindmica populacional.
Contudo, para cada drea especifica (demografia, ecologia, genética popula-
cional, epidemiologia, etc.), podem encontrar-se elementos semelhantes com
uma dose varidvel de modelagcdo matematica.

Em conclusdo, o leitor interessado é convidado a consultar os artigos ori-
ginais disponiveis na World Wide Web. Os enderecos sdo indicados nas re-
feréncias no final de cada capitulo. Como Ronald Fisher escreveu uma vez
sobre Mendel:

«A Histéria da Ciéncia sofreu muito com a utilizacido de material
em segunda mdo pelos professores e a consequente destrui¢do
das circunstancias e da atmosfera intelectual em que foram feitas
as grandes descobertas do passado. Um estudo em primeira mdo
€ sempre instrutivo e muitas vezes cheio de surpresas.»

Leitura adicional

1. Bacaér, N.: Aproximagdo de % para doencas transmitidas por vetores com
uma popula¢do periddica de vetores. Bull. Math. Biol. 69, 1067-1091 (2007)
hal.archives-ouvertes.fr

2. Levin, S.A.: Mathematics and biology, the interface. www.bio.vu.nl


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01291211v4/file/2007BMB_pt.pdf
http://www.bio.vu.nl/nvtb/Contents.html
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Como Eugene Wigner sublinhou, a matemadtica provou ser ex-
cessivamente eficaz nas cié€ncias fisicas e nas suas aplicacdes
tecnoldgicas. O papel da matemadtica nas ciéncias bioldgicas,
médicas e sociais tem sido muito mais modesto, mas cresceu
recentemente gracas a capacidade de simulagdo oferecida pelos
computadores modernos.

Este livro traca a histdria da dinAmica populacional - um assunto
tedrico intimamente ligado a genética, ecologia, epidemiologia e
demografia - onde a matemdtica tem trazido conhecimentos sig-
nificativos. Apresenta uma visao geral da génese de vérios temas
importantes: o crescimento exponencial, desde Euler e Malthus
até a politica de um filho chinés; o desenvolvimento de modelos
estocasticos, desde as leis de Mendel e a questao da extin¢ao dos
nomes de familia até a teoria da percolac¢do para a propagacao
de epidemias, e populacdes cadticas, onde o determinismo e a
aleatoriedade se entrelacam.

O leitor deste livro verd, de uma perspectiva diferente, os
problemas que os cientistas enfrentam quando os governos
pedem previsdes fidveis para ajudar a controlar epidemias
(COVID, gripe, SIDA), gerir recursos renovaveis (quotas de
pesca, propagacdo de organismos geneticamente modificados)
ou antecipar evolucdes demograficas como o envelhecimento.

Com os recentes avancos na traducao automaética, o0 monopdlio
virtual de uma unica lingua na literatura cientifica ja nio se jus-
tifica. A crescente alienacdo linguistica nas universidades pode
ser invertida. Com esta tradu¢do cuidadosamente revista para
portugués, encorajamos este novo caminho.
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