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Introduccion

En recuerdo de Ovide Arino

La dindmica de poblaciones es el drea de la ciencia que trata de explicar
de forma mecénica y sencilla las variaciones temporales del tamafio y la com-
posicion de las poblaciones bioldgicas, como las de seres humanos, animales,
plantas o microorganismos. Estd relacionada con el drea mds descriptiva de
la estadistica de poblaciones, es bastante distinta. Un punto en comin es que
ambas hacen un amplio uso del lenguaje matematico.

La dindmica de poblaciones se encuentra en la interseccidn de varios cam-
pos: las matematicas, las ciencias sociales (demografia), la biologia (genética
y ecologia de poblaciones) y la medicina (epidemiologia). Por ello, no suele
presentarse como un todo, a pesar de las similitudes entre los problemas que
se abordan en las distintas aplicaciones. Una notable excepcion en francés es
el libro Teorias matemdticas de la poblacion de Alain Hillion!. Pero presen-
ta el tema desde el punto de vista del matematico, distinguiendo varios tipos
de modelos: modelos en tiempo discreto (f = 0,1,2...) y modelos en tiempo
continuo (¢ es un nimero real), modelos deterministas (los estados futuros
se conocen con exactitud si el estado presente se conoce con exactitud) y
modelos estocasticos (donde las probabilidades intervienen). A continuacion,
el libro considera l6gicamente modelos deterministas discretos, modelos de-
terministas continuos, modelos estocdsticos discretos y modelos estocdsticos
continuos.

En este libro se intenta tratar el mismo tema pero desde un punto de vis-
ta histdrico. La investigacion se explica en su contexto. Se incluyen breves
biografias de cientificos. Esto deberia facilitar la lectura del libro a los menos
familiarizados con las matematicas y, por lo general, puede ayudar a com-
prender el origen de los problemas estudiados. Pero este libro no se limita a la
historia. También puede servir como introduccién a la modelizacién matema-
tica. Me parecié importante incluir los detalles de la mayoria de los cédlculos
para que el lector pueda ver realmente las limitaciones de los modelos. Las
partes técnicas se destacan en recuadros grises y pueden saltarse en la primera
lectura. El dltimo capitulo se centra en los numerosos problemas contempo-
rdneos de la dindmica de poblaciones que se pueden intentar analizar desde
un punto de vista matemadtico. Para los que quieran saber mads, las listas de

L Presses Universitaires de France, Paris, 1986.
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referencias al final de cada capitulo incluyen también sitios web de los que se
pueden descargar articulos originales.

No era posible en un libro de esta extensién dar una visiéon completa de
todos los trabajos desarrollados hasta ahora ni hablar de todos los cientificos
que han contribuido al tema. La eleccién realizada contiene necesariamente
un componente de arbitrariedad, sobre todo para las décadas mas recientes.
Espero, no obstante, que la muestra elegida sea lo suficientemente represen-
tativa y que me disculpen las personas activas dentro del drea cuyos trabajos
no se mencionan.

Este libro estarfa especialmente indicado para

= Estudiantes de secundaria y universitarios que se preguntan qué vincu-
los pueden existir entre los cursos de matemdticas a los que tienen que
asistir y el mundo que les rodea, o estudiantes que preparan un trabajo
personal sobre un tema relacionado con la dindmica de poblaciones.

= Los profesores de matemadticas que intentan hacer su curso mas atracti-
vo. El conocimiento de las cuatro operaciones elementales es suficiente
para entender la mayoria de los capitulos 1, 2 y 5. El capitulo 3 puede
servir de introduccién a las aplicaciones de los logaritmos. Este libro
también cubre: las ecuaciones en diferencias en los capitulos 1, 3, 8,
11, 14, 21, 23, 24; las ecuaciones diferenciales en los capitulos 4, 6, 12,
13, 16; las ecuaciones en derivadas parciales en los capitulos 20, 25;
una ecuacion integral en el capitulo 10; y aplicaciones de la teorfa de la
probabilidad en los capitulos 2, 7, 8, 9, 15, 16, 17, 18, 19 y 22.

= Personas ya familiarizadas con la demografia, la epidemiologia, la ge-
nética o la ecologia y dispuestas a comparar su drea favorita con otras
que puedan implicar modelos matematicos similares.

= Lectores interesados en la historia de la ciencia.

Este libro es esencialmente una traduccidn de la edicién francesa publica-
da por Cassini Editeurs (Paris) en 2008 con el titulo Histoires de mathémati-
ques et de populations. Algunos capitulos han sido reorganizados o reescritos.
Se han afiadido siete figuras. Se han corregido algunas erratas. Se han amplia-
do y actualizado las listas de referencias al final de cada capitulo. Estas listas
incluyen los sitios web que muestran las obras originales.

Para la traduccién al espaiiol, estoy muy agradecido a Rafael Bravo de la
Parra, profesor de la Universidad de Alcald, y a Jordi Ripoll, profesor de la
Universidad de Girona, que revisaron y corrigieron la traduccién automadtica
del software DeepL.



Capitulo 1

La sucesion de Fibonacci (1202)

En 1202, Leonardo de Pisa, también conocido como Fibonacci, public
un libro que popularizé en Europa el sistema numérico decimal indio
que también habian adoptado los mateméticos drabes. Entre los muchos
ejemplos que se dan en el libro, uno se refiere al crecimiento de una po-
blacién de conejos. Es probablemente uno de los ejemplos mas antiguos
de un modelo matemdtico para la dindmica de poblaciones.

Leonardo de Pisa, llamado Fibonacci mucho tiempo después de su muer-
te, naci6 alrededor de 1170 en la Republica de Pisa, cuando ésta se encontraba
en el apogeo de su poder comercial y militar en el mundo mediterrdneo. Hacia
1192, el padre de Fibonacci fue enviado por la Republica al puerto de Bejaia,
actualmente en Argelia, para dirigir un puesto comercial. Su hijo se unié a él
poco después para prepararse como comerciante. Leonardo empez6 a apren-
der el sistema numérico decimal que los drabes habian traido de la India y
que sigue utilizdndose hoy en dia casi en la misma forma: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 y 9. Mientras viajaba por negocios por el Mediterrdneo, comparé los
diferentes sistemas numéricos y estudid las matemdticas drabes. De vuelta a
Pisa en 1202, terminé de escribir un libro en latin titulado Liber abaci en el
que explicaba el nuevo sistema numérico y mostraba cémo utilizarlo para la
contabilidad, las conversiones de peso y moneda, los tipos de interés y mu-
chas otras aplicaciones. También compil6 la mayor parte de los resultados en
dlgebra y aritmética conocidos por los drabes.

Fibonacci considerd en su libro lo que hoy se llamaria un problema de
dindmica de poblaciones. Pero aparecié s6lo como un ejercicio de cdlculo en
medio de otros temas no relacionados: la seccién anterior del libro es sobre
nimeros perfectos que son la suma de sus factores, como 28 = 1447 +4+
2+ 1, y la seccidn siguiente es un problema sobre el reparto de dinero entre
cuatro personas que equivale a un sistema lineal de cuatro ecuaciones. He
aqui una traduccién del latin del problema poblacional:

«Un cierto hombre tenia una pareja conjunta de conejos en un
lugar cerrado. Se desea saber cudntas serdn creadas a partir de
esta pareja en un afio, cuando por su naturaleza, en un solo mes



dan a luz a otra pareja y a partir del segundo mes los nacidos
también dan a luz.»

Si hay una pareja de conejos recién nacidos al principio del primer mes, esta
pareja ain no serd fértil hasta al cabo de un mes y seguird habiendo una sola
pareja de conejos al principio del segundo mes. Esta pareja de conejos dard a
luz a otra pareja al principio del tercer mes, por lo que habrd dos parejas en
total. La pareja inicial de conejos volverd a parir otra pareja al principio del
cuarto mes. Pero la segunda pareja de conejos atin no serd fértil. S6lo habra
tres parejas de conejos.

Utilizando notaciones modernas, sea P, el nimero de parejas de conejos
al principio del mes n. El nimero de parejas de conejos P, en el mes n+ 1
es la suma del nimero P, de parejas en el mes n y del nimero de parejas
recién nacidas en el mes n + 1. Pero sdlo las parejas de conejos que tienen
al menos dos meses de edad dan lugar a nuevas parejas de conejos en el mes
n—+ 1. Son las parejas que ya existian en el mes n — 1 y su nimero es P,_1.
Asi que

Pir1 =F+ P

Se trata de una relacién de recurrencia: da la poblacién del mes n+ 1 en
funcién de la poblacién de los meses anteriores. Por lo tanto, Fibonacci podria
construir ficilmente la siguiente tabla,donde 1 +1=2,14+2=3,243 =35,
3+45=28,etc.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

p, 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

De hecho, Fibonacci consideré como condicién inicial la situacién en el
mes n = 2. Como Pj4 = 144 4 233 = 377, finalmente obtuvo 377 parejas
de conejos doce meses después de su punto de partida. Observd que esta
sucesion de nimeros podia continuar indefinidamente.

Después del afio 1202, Fibonacci escribié varios libros mds, como Prac-
tica geometriae en 1220 y Liber quadratorum en 1225. Su fama le llevé a
entrevistarse con el emperador Federico II, que apreciaba la ciencia. En 1240,
la Republica de Pisa concedié a Fibonacci una pensién anual. Se desconoce
el aflo de su muerte.

Durante los siglos posteriores, el problema de los conejos de Fibonacci
cay6 en el olvido y no tuvo ninguna influencia en el desarrollo de los modelos
matemadticos de la dindmica de poblaciones. Varios cientificos se encontraron
con la misma sucesidon de nimeros en sus estudios, pero no se refirieron a
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Fibonacci ni a ninguna poblacién. Varios libros de Kepler contienen la ob-
servacion de que la relacién B, | /P, converge, cuando n tiende al infinito, al
nimero dureo ¢ = (1 ++/5)/2. Este es un caso particular de una propiedad
comtn a la mayoria de los modelos de poblaciones: la tendencia a aumen-
tar geométricamente (véanse los capitulos 3 y 21). En 1728 Daniel Bernoulli
obtuvo la férmula exacta

1++/5
2

1

Vs V5| 2
al estudiar series recurrentes en general. Las obras completas de Fibonacci se
publicaron en el siglo XIX. A partir de entonces, la secuencia (P,) se podia
encontrar en los libros de mateméticas recreativas con el nombre de secuencia
de Fibonacci.

Es evidente que, para modelizar una poblacién de conejos, las hipdtesis
que conducen a la secuencia de Fibonacci estdn lejos de ser realistas: no hay
mortalidad, no hay separacién de sexos, etc. El interés por esta secuencia
en las dltimas décadas en biologia proviene del hecho de que varias plantas
contienen estructuras que implican algunos de los nimeros P,, por ejemplo,
8 y 13 en las pifias 0 34 y 55 en los girasoles. Incluso existe una revista
cientifica, The Fibonacci Quarterly, dedicada por completo a las propiedades
y aplicaciones de la secuencia de Fibonacci.

n_ | [1ﬁ‘|n

Mis informacion

1. Bernoulli, D.: Observationes de seriebus. .. Comment. Acad. Sci. Imp. Petro-
politanae 3, 85-100 (1728/1732) — Die Werke von Daniel Bernoulli, Band 2,
Birkhauser, Basel, 1982, 49-64.

2. Sigler, L.E.: Fibonacci’s Liber Abaci. Springer, New York (2002).

3. Vogel, K.: Leonardo Fibonacci. In: Gillespie, C.C. (ed.) Dictionary of Scientific
Biography, vol. 4, 604—613. Scribner, New York (1971)



Capitulo 2

Tabla de vida de Halley (1693)

~

é En 1693, el famoso astrénomo inglés Edmond Halley estudié los regis-
tros de nacimientos y defunciones de la ciudad de Breslau, que habian
sido transmitidos a la Royal Society por Caspar Neumann. Elaboré una
tabla de vida que mostraba el nimero de personas que sobrevivian hasta
cada edad de una cohorte nacida el mismo afio. También utiliz6 su tabla
para calcular el precio de las rentas vitalicias. Este capitulo recuerda este
trabajo y lo sitia en el contexto de la vida de Halley y de los primeros
desarrollos de la «aritmética politica» y la teorfa de la probabilidad, que
interesaron a personas como Graunt, Petty, De Witt, Hudde, Huygens,

L Leibniz y de Moivre.

%

Edmond Halley nacié cerca de Londres en 1656. Su padre era un rico
fabricante de jabén. Edmond se interesd por la astronomia desde muy jo-
ven. Comenz6 a estudiar en el Queen’s College de la Universidad de Oxford.
Cuando se inauguré el Observatorio de Greenwich en 1675, Halley ya pudo
visitar a Flamsteed, el Astrénomo Real. Interrumpié sus estudios de 1676 a
1678 para ir a la isla de Santa Elena y establecer un catdlogo de las estrellas
que se pueden ver desde el hemisferio sur. A su regreso a Inglaterra se convir-
tié en miembro de la Royal Society. Publicé también las observaciones que
habia realizado sobre la circulacién de los vientos durante su viaje a Santa
Elena. En 1684 visité a Newton en Cambridge para discutir la relacién entre
las leyes del movimiento planetario de Kepler y la fuerza de atraccidn ejerci-
da por el Sol. Anim6 a Newton a escribir los famosos Principios matemdticos
de la filosofia natural, libro que finalmente publicé a su costa. Por entonces
trabajaba como secretario de la Royal Society. En 1689 disefié una campana
para bucear bajo el agua, que él mismo probd.

Mis o menos en la misma época, Caspar Neumann, un te6logo que vivia
en Breslau, recopilaba datos sobre el niimero de nacimientos y muertes en su
ciudad. Breslau pertenecia al imperio de los Habsburgo (ahora estd en Polonia
y se llama Wroctaw). Los datos incluian la edad a la que habia muerto la
gente. De este modo, se podia construir una tabla de vida que mostraba la
probabilidad de sobrevivir hasta una edad determinada.

La primera tabla de vida se publicé en Londres en 1662 en un libro titula-
do Observaciones naturales y politicas sobre las estadisticas de mortalidad.
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Figura 2.1:
Halley (1656-1742)

Este libro suele considerarse como el texto fundador tanto de la estadistica
como de la demografia y tiene una extrafa particularidad: la gente se pregun-
ta todavia hoy si fue escrito por John Graunt, comerciante londinense y autor
indicado en la portada del libro, o por su amigo William Petty, uno de los
fundadores de la Royal Society'. En cualquier caso, la tabla de vida contenida
en el libro trataba de aprovechar los boletines que informaban regularmente
de los entierros y bautizos en Londres desde principios del siglo XVII. Estos
boletines se utilizaban principalmente para informar a la poblacion sobre las
recurrentes epidemias de peste. Por ello, indicaban la causa de la muerte y
no la edad a la que se fallecia. Para obtener una tabla de vida que diera la
probabilidad de sobrevivir en funcién de la edad, Graunt o Petty tuvieron que
adivinar cémo se relacionaban las diferentes causas de muerte con los grupos
de edad. Debido a ello, su tabla de vida pudo estar sujeta a grandes errores. No
obstante, el libro tuvo mucho éxito, con cinco ediciones entre 1662 y 1676.
Varias ciudades de Europa habfan empezado a publicar boletines similares al
de Londres.

Asi fue casi treinta afios después de esta primera tabla de vida cuando,
siguiendo la sugerencia de Leibniz, Neumann envié a Henry Justel, secretario
de la Royal Society, sus datos demograficos de la ciudad de Breslau para
los afios 1687-1691. Justel murié poco después, y Halley se hizo con los
datos, los analizé y en 1693 publicé sus conclusiones en las Philosophical
Transactions of the Royal Society. Su articulo se titula Una estimacion de los
grados de la mortalidad de la humanidad, extraida de curiosas tablas de los
nacimientos 'y funerales en la ciudad de Breslaw, con un intento de determinar
el precio de las rentas vitalicias.

Durante el periodo de cinco afios estudiado, Halley observé que el nime-
ro de nacimientos en Breslau era mds o menos igual al nimero de muertes,

!Para un analisis detallado, véase el libro de Hervé Le Bras en las referencias.



de modo que la poblacién total era casi constante. Para simplificar el andlisis,
supuso que la poblacién se encontraba exactamente en estado estacionario: el
nimero anual de nacimientos (Ilamado Fy), la poblacién total, 1a poblacién de
edad k (P;) y el nimero anual de muertes a la edad k (Dy) son todos constan-
tes a medida que pasa el tiempo. Esto pone de relieve una propiedad adicional
interesante de los datos de Breslavia, ya que tal simplificacién no habria sido
posible para una ciudad de rdpido crecimiento como Londres, donde las es-
tadisticas también estaban sesgadas por el flujo de poblacién procedente del
campo.

Cuadro 2.1: La tabla de vida de Halley que muestra la poblacién P, de edad k.

k | k P | k P| k P]| kK P]| k B
1 1000 | 15 628 | 20 539 | 43 417 | 57 272 | 71 131
2 85|16 622 |30 531 |44 407 |58 262 |72 120
3 798 | 17 616 | 31 523 |45 397 |59 252 |73 109
4 760 | 18 610 | 32 515 |46 387 | 60 242 | 74 98
5 73219 604 |33 507 | 47 377 |61 232|75 88
6 710 | 20 598 | 34 499 | 48 367 | 62 222 |76 78
7 692 |21 592 |35 490 | 49 357 | 63 212 |77 68
8 680 | 22 586 | 36 481 | 50 346 | 64 202 | 78 58
9 670 |23 579 |37 472 |51 335|65 19279 49
10 661 |24 57338 463 |52 324 |66 182 |80 41
11 653 |25 567 |39 454 (53 313 |67 172 |81 34
12 646 | 26 560 | 40 445 | 54 302 | 68 162 | 82 28
13 640 | 27 553 | 41 436 |55 292 | 69 152 |83 23
14 634 |28 546 |42 427 |56 282 |70 142 |84 20

Los datos de Breslau tenian una media de 1238 nacimientos al afio: éste
es el valor que Halley tomé para Fy. En principio, también podia calcular a
partir de los datos la media anual Dy, del nimero de muertes entre las personas
de edad k para todo k > 0. Utilizando la férmula

Pep1 = P — Dy, 2.1

pudo construir la tabla 2.1 que da P;. A la inversa, se pueden encontrar los
valores de Dy que utiliz6 a partir de la formula Dy = Py — Pyy1: Do = 238,
D =145, D, =57, D3 = 38 y asi sucesivamente. De hecho, Halley reorden6
un poco sus resultados, unas veces para obtener niimeros redondos (es el caso
de Dj, que se ha modificado ligeramente para que P; = 1000) y otras para
suavizar ciertas irregularidades debidas al pequefio nimero de muertes a eda-
des avanzadas en un estudio de cinco afios. Calculando la suma de todos los
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nimeros P, de la tabla, Halley obtuvo una estimacion de la poblacién total de
Breslau cercana a los 34 000 habitantes?.

En resumen, este método tenia la gran ventaja de no requerir un censo
general, sino sélo el conocimiento del nimero de nacimientos y defunciones
y de la edad a la que morian las personas durante unos afios.

La tabla de vida de Halley sirvié de referencia para varios trabajos en el
siglo XVIII (véase el capitulo 4). En efecto, aunque los valores de P, eran es-
pecificos de la ciudad de Breslau, se podia considerar que la relacion Py /Py
era la probabilidad de sobrevivir hasta la edad k+ 1 sabiendo que ya se habia
alcanzado la edad k. Esta probabilidad podria utilizarse razonablemente para
las poblaciones de otras ciudades europeas de la época. Por ejemplo, cabria
esperar que un nifio de un afio tuviera 661 probabilidades sobre 1000 de llegar
a los 10 afios o 598 sobre 1000 de llegar a los 20.

Halley también utiliz6 su tabla de vida para calcular el precio de las rentas
vitalicias. Durante los siglos XVI y XVII, varias ciudades y estados habian
vendido este tipo de rentas vitalicias a sus ciudadanos para recaudar dine-
ro. Los compradores recibian cada afio, hasta su muerte, una cantidad fija de
dinero, que equivalia a un determinado porcentaje de la suma pagada inicial-
mente, a menudo al doble del tipo de interés de la época, pero independiente-
mente de la edad del comprador. Por supuesto, la institucion se arriesgaba a
la quiebra si demasiadas personas con una esperanza de vida muy larga com-
praban estas rentas vitalicias. El problema no podia abordarse correctamente
sin una tabla de vida fiable.

En 1671 Johan De Witt, primer ministro de Holanda, y Johannes Hudde,
uno de los alcaldes de la ciudad de Amsterdam, ya habian pensado en el pro-
blema de calcular el precio de las rentas vitalicias. Temiendo una invasién de
las tropas francesas, querian recaudar dinero para reforzar el ejército. Dispo-
nian de datos relativos a las personas que habian comprado rentas vitalicias
varias décadas antes, en particular la edad a la que se habian comprado las
rentas y la edad a la que habian fallecido. Habian conseguido calcular el pre-
cio de las rentas vitalicias de forma mds o menos correcta, pero su método
fue olvidado posteriormente. Holanda fue invadida al afio siguiente y De Witt
fue linchado por la multitud.

Halley volvié a considerar el problema en 1693 con la tabla de vida de
Breslau y asumiendo un tipo de interés del 6%. El método de célculo es
sencillo. Sea i el tipo de interés. Sea Ry, el precio al que una persona de edad
k puede comprar una renta vitalicia de, por ejemplo, una libra al afio. Esta
persona tiene una probabilidad P, /P, de seguir viva a la edad k+n. La
libra que el Estado se compromete a pagar si llega a esa edad puede obtenerse

2Para los mayores de 84 afios, Halley simplemente menciona que su nimero es 107.



colocando 1/(1+ )" de la suma inicial al tipo de interés i. Por lo tanto, si se
hace la suposicién simplificadora de que la suma inicial se utiliza tinicamente
para pagar las rentas vitalicias, el precio deberia ser

_ 1 (Bt | P Pz
P \T+i (1402 (1+i) '

k 2.2)

Halley obtuvo asi la tabla 2.2, que muestra el factor R por el que hay que
multiplicar la anualidad deseada para obtener la suma inicial necesaria. Un
hombre de 20 afios obtendria cada afio 1/12,78 ~ 7,8 % de la suma inicial.
En cambio, un hombre de 50 afios obtendria 1/9,21 2 10,9 %, porque le que-
darfan menos afios de vida. Obsérvese que el doble del tipo de interés del 6 %
corresponderia a una anualidad igual al 12 % de la suma inicial, o lo que es lo
mismo, a un precio igual al 1/12 % = 8,33 veces la anualidad.

Cuadro 2.2: Factor multiplicador que da el precio de las rentas vitalicias.

k Re | & Re | & Re | Kk R| k Ry
1 1028 | 15 1333 |30 11,72 | 45 991 | 60 7.60
5 1340 [ 20 12,78 | 35 11,12 |50 921 | 65 6,54
0 1344 |25 1227 |40 1057 |55 851 |70 532

1

Los célculos son, por supuesto, bastante tediosos. Sin embargo, Halley
pudo utilizar tablas de logaritmos para obtener el término general P, /(1 +
i)" més rdpidamente. Como no mostr valores para P superiores a 84 afios,
no es posible comprobar sus cdlculos con exactitud. Por dltimo, el trabajo
de Halley no tuvo ninguna repercusion inmediata: durante varias décadas, las
rentas vitalicias en Inglaterra y en otros lugares siguieron vendiéndose a un
precio independiente de la edad del comprador y a un precio mucho mas bajo
de lo que podria ser, por ejemplo 7 veces la renta vitalicia.

Las cuestiones derivadas de las tablas de vida interesaron a muchos cien-
tificos de la época de Halley. El holandés Christiaan Huygens, autor en 1657
del primer folleto dedicado a la teoria de las probabilidades, discutié en 1669
en su correspondencia con su hermano Graunt la tabla de vida y el célculo
de la esperanza de vida®. Unos afios antes de poner a Neumann en contacto
con la Royal Society, Leibniz también escribi6 sobre el cdlculo de la espe-
ranza de vida en un ensayo que permaneci6 inédito. En 1709 fue el turno de
Nikolaus I Bernoulli. En 1725, Abraham de Moivre publicé todo un Trata-
do sobre las anualidades. Se dio cuenta, en particular, de que el precio Ry
podia calcularse facilmente para las edades antiguas, ya que la férmula (2.2)

3La esperanza de vida a la edad k viene dada por la férmula (2.2) con i = 0.
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s6lo contenia unos pocos términos. Se podia entonces utilizar la férmula de
recurrencia hacia atrds

R — P11+ Ryt
k=
Pk 1+

)

que se demuestra facilmente a partir de (2.2). Utilizando el valor que Halley
da para el precio a los 70 afios, se pueden comprobar los demés valores* de
la tabla 2.2.

Tras esta pausa centrada en la demografia, Halley volvi6 a sus principales
temas de investigacion. Entre 1698 y 1700 navegé por el océano Atlantico
para dibujar un mapa del campo magnético de la Tierra. En 1704 fue nombra-
do profesor de la Universidad de Oxford. Al afio siguiente publicé un libro
sobre cometas y predijo que el cometa de 1682, que Kepler habia observa-
do en 1607, volveria en 1758: se le conocié como «el cometa de Halley».
También public6 una traduccién del libro de Apolonio de Perga sobre las c6-
nicas. En 1720 sustituy6 a Flamsteed como astrénomo real. Intenté resolver
el problema de la determinacién precisa de la longitud en el mar a partir de
la observacion de la Luna, un problema de gran importancia practica para la
navegacion. Muri6 en Greenwich en 1742 a la edad de 86 afios.
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Capitulo 3

Euler y el crecimiento geométrico de poblaciones
(1748-1761)

4 N

Euler escribié en varias ocasiones sobre la dindmica de poblaciones.
En su tratado de 1748, Introduccion al andlisis del infinito, el capitu-
lo dedicado a la funcién exponencial contenia cuatro ejemplos sobre el
crecimiento exponencial de una poblacién. En 1760 public6 un articu-
lo que combinaba este crecimiento exponencial con una estructura de
edades para la poblacion. Este trabajo es un precursor de la teorfa de
poblaciones estables, que se desarrolld en el siglo XX y desempefia un
importante papel en demografia. En 1761, Euler también ayud6 a Siiss-
milch con la segunda edicién de su tratado de demografia. Elabor6 un
interesante modelo, que es una especie de variante de la sucesién de
Fibonacci, pero no publicé su andlisis detallado.

S %

Leonhard Euler nacié en 1707 en Basilea, Suiza. Su padre era ministro
protestante. En 1720, Euler comenzé a estudiar en la universidad. También
recibi6 clases particulares de matemdticas de Johann Bernoulli, uno de los
matematicos mds famosos de la generacién posterior a Leibniz y Newton. Se
hizo amigo de dos de los hijos de Johann Bernoulli: Nikolaus II y Daniel. En
1727, Euler se unié a Daniel en la recién creada Academia de Ciencias de
San Petersburgo. Ademads de las matemadticas, se interesé por la fisica y otros
muchos temas cientificos y técnicos. En 1741 el rey Federico II de Prusia le
invitd a ser director de la seccién de matemadticas de la Academia de Ciencias
de Berlin. Euler publicé un nimero considerable de articulos y libros sobre
todos los aspectos de la mecénica (astronomia, elasticidad, fluidos, sélidos)
y las matematicas (teoria de ndimeros, dlgebra, series infinitas, funciones ele-
mentales, nimeros complejos, cdlculo diferencial e integral, ecuaciones dife-
renciales ordinarias y en derivadas parciales, optimizacién, geometria), pero
también sobre demografia. Fue el matematico mas prolifico de su época.

En 1748, Euler publicé un tratado en latin titulado Introduccion al andlisis
del infinito. En el capitulo sobre exponenciales y logaritmos consider6 seis
ejemplos: uno sobre la teoria matematica de las escalas musicales, otro sobre
la devolucién de un préstamo con intereses y cuatro sobre la dindmica de
poblaciones. En estos tltimos, Euler supuso que la poblacién P, en el afio n
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Figura 3.1:
Euler (1707-1783)

satisface
Pn+] = (1 +X)Pn

para todo nimero entero n. La tasa de crecimiento x es un nimero real positi-
vo. Partiendo de una condicién inicial Py, la poblacién en el afio n viene dada
por

P=(14+x)"H.

Esto se llama crecimiento geométrico o exponencial. En el primer ejemplo se
pregunta:

«Si la poblacion de una determinada region aumenta anualmen-
te en una trigésima parte y en un momento dado habia 100000
habitantes, nos gustaria saber la poblacién al cabo de 100 afios.»

La respuesta es

Pioo = (1+1/30)1% % 100000 ~ 2 654 874.

Para este ejemplo, Euler se inspir6 en el censo de Berlin que se realiz6 en
1747 y que arrojé una estimacién de 107 224 habitantes. Su cdlculo demuestra
que una poblacién puede multiplicarse por mds de diez en un siglo. Esto es
precisamente lo que se observo en su momento para la ciudad de Londres.
Hay que tener en cuenta que calcular (1 +1/30)'% es muy facil con una
calculadora de bolsillo moderna. Pero en la época de Euler habia que utilizar
logaritmos para evitar numerosas multiplicaciones a mano y obtener el re-
sultado rapidamente. Se calcula primero el logaritmo decimal (en base 10) de
Pyo0- La propiedad fundamental del logaritmo log(ab) =loga+logb muestra
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que

log Pioo = 100 log(31/30) + log(100000)
=100 (log31 —1log30) +5.

Los logaritmos habian sido introducidos en 1614 por el escocés John Napier.
Su amigo Henry Briggs habia publicado la primera tabla de logaritmos de-
cimales en 1617. En 1628 el holandés Adriaan Vlacq habia completado el
trabajo de Briggs publicando una tabla que contenia logaritmos decimales de
nimeros enteros de 1 a 100 000 con una precisioén de diez digitos. Este es el
tipo de tabla que Euler utiliz6 para obtener

log30 ~ 1,477121255, log31~1,491361694,

y finalmente log Pjoo ~ 6,4240439. Queda por encontrar el nimero Pjoo cuyo
logaritmo se conoce. Como los logaritmos decimales de los enteros de 1 a
100000 van de 0 a 5, se busca en cambio el logaritmo de Pjoo/100, que es
4,4240439. Se puede comprobar en la tabla de logaritmos que log26548 ~
4,424031809 y log26 549 ~ 4,424048168. Sustituyendo la funcién logaritmi-
ca por una recta entre 26 548 y 26 549, Euler obtuvo que

Pioo 4,4240439 — 4,424031809
Top 2054 ~ 26548,74 .
100 ~ 202 1 424048168 — 4.424031800 ~ 0

Asi que P100 ~ 2 654 874.
El segundo ejemplo relativo a la dindmica de poblaciones en el libro de
Euler es el siguiente:

«Dado que después del Diluvio todos los hombres descienden de
una poblacién de seis, si suponemos que la poblacién al cabo de
doscientos afios era de 1 000000, nos gustaria encontrar la tasa
de crecimiento anual.»

Dado que
10% = (14x)?% x 6,

obtenemos con una calculadora de bolsillo x = (10°/6)'/2%0 — 1 ~ 0,061963.
Con las tablas de logaritmos hay que pasar por log(10%) = 200 log(1 +
x) +log6 para obtener log(1 +x) = (6 —1log6) /200 ~ 0,0261092 y 1 +x =
1,061963. Asi, Euler pudo concluir que la poblacién aumentaria en x ~ 1/16
al aflo. Para entender el origen de este ejemplo, hay que recordar que los fil6-
sofos contemporaneos empezaban a negar la veracidad de los relatos biblicos.
Una lectura literal fijaria el momento del Diluvio en torno al 2350 a.C. con
los siguientes supervivientes: Noé, sus tres hijos y sus esposas. El libro del
Génesis dice:
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«Estos tres son los hijos de Noé, y de ellos fue llena toda Ia tie-
ra.»

Una tasa de crecimiento de la poblacién de 1/16 (o 6,25 %) por afio después
del Diluvio no le parecia a Euler demasiado irreal. Siendo hijo de un ministro
protestante y habiendo permanecido religioso toda su vida, concluyé:

«Por esta razén es bastante ridiculo para los incrédulos objetar
que en un espacio de tiempo tan corto no se pudo poblar toda la
tierra empezando por un solo hombre.»!

Euler también se dio cuenta de que si el crecimiento hubiera continuado al
mismo ritmo hasta 400 afios después del Diluvio, la poblacién habria sido de
(14-x)%0 % 6 = (10°/6)? x 6 ~ 166 mil millones:

«Sin embargo, toda la tierra nunca podria sostener esa pobla-
cién.»

Esta idea seria desarrollada en gran medida por Malthus medio siglo después
(véase el capitulo 5).
El tercer ejemplo de Euler pregunta:

«Si cada siglo la poblacién humana se duplica, ;cudl es la tasa
de crecimiento anual?»

Como
(142! =2,

obtenemos con una calculadora de bolsillo x = 21/100 _ 1 ~ 0,00695. Con las
tablas de logaritmos, 100 log(1 +x) = log2. Asi que log(1+x) ~ 0,0030103
y 1 4+x = 1,00695. Por tanto, la poblacién crece x ~= 1 /144 cada afio. El cuarto
y dltimo ejemplo se plantea de la misma manera:

«Si la poblacién humana aumenta anualmente en 1/100, nos gus-
tarfa saber cudnto tiempo tardard la poblacién en ser diez veces
mayor.»

1En el libro publicado por Graunt en 1662 (véase el capitulo 2), se encuentra una observacién
similar:

«Una pareja, es decir, Addn y Eva, duplicdndose cada 64 afios de los 5.160 afios,
que es la edad del mundo segtn las Escrituras, producird mucha mas gente de la
que hay ahora. Por lo tanto, el mundo no tiene mds de 100 mil afios, como algunos
imaginan vanamente, ni més de lo que dicen las Escrituras.»
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Con
(1+1/100)" = 10,

encontramos nlog(101/100) = 1. Asi que n = 1/(log 101 — 2) ~ 231 afios.
Esto es todo lo que se puede encontrar en la Introduccion al andlisis del in-
finito de 1748 sobre la dindmica de poblaciones. Euler volveria a tratar este
tema con mds profundidad algunos afios después.

En 1760 publicé en las actas de la Academia de Ciencias de Berlin un
trabajo titulado Una investigacion general sobre la mortalidad y la multipli-
cacion de la especie humana. Este trabajo era una especie de sintesis entre su
analisis previo del crecimiento geométrico de las poblaciones y los estudios
anteriores sobre las tablas de vida (véase el capitulo 2). Euler considerd, por
ejemplo, el problema

«Conocido el nimero de nacimientos y muertes que se producen
en el transcurso de un aflo, hallar el nimero de todos de indivi-
duos vivos y su incremento anual, para una hipétesis de mortali-
dad dada.»

Euler asumi6 aqui que se conocen los siguientes nimeros:

= ¢l ndmero de nacimientos B,, durante el afio n;
= ¢l ndmero de muertes D,, durante el afio n;
= la proporcién gy de recién nacidos que alcanzan la edad k > 172 .

Sea P, la poblacién® en el afio n. Euler hizo dos suposiciones implicitas adi-
cionales:

= ]la poblacién aumenta geométricamente: P, = r P, (fijamos r = 1 +x);
= la relacién entre los nacimientos y la poblacién es constante: B, /P, =
m.

Estos dos supuestos implican que el nimero de nacimientos aumenta geomé-
tricamente y al mismo ritmo: B, = r B,,. Euler consideré entonces el estado
de la poblacion en el intervalo de cien afios, digamos entre los afios n = 0
y n = 100, suponiendo que nadie sobrevive mds alld de los cien afios. Para
aclarar la presentacion, llamemos P , (k > 1) a la poblacién viva al princi-
pio del afio n, que ha nacido en el afio n — k. Llamemos F , = B, al nimero

2Mds concretamente, que sigan vivos al principio del afio de su k-ésimo cumpleaiios.
3De hecho, P, es el nimero de personas vivas durante al menos una parte del afio n. Esto
incluye a las personas vivas al principio del afio y a las personas nacidas durante el afio.
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de nacimientos durante el afio n. A partir de la definicién del coeficiente de
supervivencia gy, tenemos que P , = qx Py ,—x = qi B,—¢. Por tanto,

r'OPy =P = Py,100 + P1,100 + * - + P10, 100
= B1oo +¢1Bgg + - +¢q100Bo
= ("4 g +---+q100) Bo-

Dividiendo esta ecuacién entre 1% P, obtenemos

q2 6]100) . 3.1)

q1
t=m (1424 By 0
s 2 100
Esta es la ecuacidn que a veces se llama «ecuacion de Euler» en demografia.

Contando los nacimientos y las muertes por separado, obtenemos
rPy=P1=P,—Dy,+Byy1 =P, —D,+rB,. 3.2)

Por lo tanto, el nimero de muertes también aumenta geométricamente:
D1 =rD,. Ademas,

1 P, D,/B,—r
—_r_Zmn 0 3.3
m B, 1—r 3-3)

Sustituyendo esto en la ecuacién (3.1), llegamos finalmente a la ecuacién

Dy/Bi—1 q1 @ q100

T ottt GH
donde s6lo queda una incégnita: r. Esto es lo que se suele llamar una ecuacién
implicita porque no podemos extraer r como funcién de los otros pardmetros.
Pero podemos calcular los lados izquierdo y derecho de la ecuacién (3.4) para
un valor fijo de r y dejar que r varie hasta que los dos lados sean iguales. El
valor de r asi obtenido da la tasa de crecimiento x = r — 1 de la poblacién.
Obsérvese que a partir de las ecuaciones (3.1) y (3.3), obtenemos para la
poblacién P, la siguiente expresion:

_ q1 | 92 4100
Pn*Bn <1+7+r7++ rlOO)
Cuando la poblacién es estacionaria (r = 1), esta expresion es la misma que la
utilizada por Halley para estimar la poblacién de la ciudad de Breslau (véase
el capitulo 2).
Euler también consider6 la siguiente cuestion:
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«Dadas las hipétesis de mortalidad y fecundidad, si se conoce el
nimero de todos los individuos vivos, encontrar cudntos habra
de cada edad.»

Dado que se conocen los coeficientes de supervivencia gy y el coeficiente de
fertilidad m , la tasa de crecimiento r puede calcularse a partir de la ecuacién
(3.1). Durante el afio n, el nimero de personas nacidas en el afio n — k es
ik Bu—k = qiBn/ #* (con qo = 1). Por tanto, la proporcién de la poblacion
total que tiene una edad de k es

i/
L+q1/r+q/r? 4+ qio0/r'"

Esta proporcién es constante. Utilizando la terminologia de Lotka (véase el
capitulo 10), se dice que la poblacién es «estable»: la pirdmide de edades
mantiene la misma forma a lo largo del tiempo.

A continuacién, Euler reexaminé el problema de la construccién de una
tabla de vida cuando la poblacién no es estacionaria, sino que aumenta geo-
métricamente:

«Conocido el nimero de todos los individuos vivos, asi como el
nimero de nacimientos con el nimero de muertes de cada edad
en el transcurso de un afio, encontrar la ley de mortalidad.»

Por ley de mortalidad, Euler entendia el conjunto de coeficientes de supervi-
vencia gi. Ahora se supone que la poblacién total se conoce a través de un
censo, lo que no era el caso de Halley (véase el capitulo 2). La ecuacion (3.2)
muestra que la tasa de crecimiento es r = (B, — D,)/(P, — By). Sea Dy, el
nimero de personas que mueren a la edad k durante el afio n: estas perso-
nas han nacido en el afio n — k. Por lo tanto, Dy, = (qx — qi+1) By—k. Pero
B,_x = B, /r*. Por tanto, los coeficientes de supervivencia g; pueden calcu-
larse con la férmula de recurrencia gxy; = g — r Dy /By, para todo k > 0,
con go = 1. Esta férmula multiplicada por B,, devuelve la férmula (2.1) utili-
zada por Halley para el caso estacionario » = 1. Euler insistid, sin embargo,
en el hecho de que su método para calcular los coeficientes de superviven-
cia gy supone que la poblacién aumenta regularmente, excluyendo accidentes
como epidemias de peste, guerras, hambrunas, etc. Si los censos de la épo-
ca de Euler hubieran registrado la edad de las personas (como en Suecia),
esta suposicion habria sido innecesaria y los coeficientes g; podrian haberse
calculado mds facilmente.

Dados los coeficientes de supervivencia gi, Euler también mostré como
calcular el precio de las rentas vitalicias. No menciond los trabajos de Halley
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o de Moivre sobre este tema. Euler utiliz6 un tipo de interés del 5 % y la tabla
de vida publicada en 1742 por el holandés Willem Kersseboom.

Euler no era el tnico cientifico interesado en la demografia en la Acade-
mia de Berlin. Su colega Johann Peter Siissmilch habia publicado en 1741 un
tratado en aleman titulado El orden divino en los cambios de la generacion
humana, a través del nacimiento, las muertes y la procreacion de los mismos
establecidos, que se considera hoy en dfa como el primer tratado enteramente
dedicado a la demografia. Stissmilch también habia escrito un libro Sobre el
rdpido crecimiento de la ciudad de Berlin en 1752.

Figura 3.2:
Stissmilch (1707-1767)

En 1761, Siissmilch publicé una segunda edicién de su tratado. En el ca-
pitulo titulado Sobre la tasa de crecimiento y el tiempo de duplicacion de las
poblaciones, incluy6 un interesante modelo matematico que Euler habia ela-
borado para él. El modelo era similar al de Fibonacci (véase el capitulo 1)
pero para una poblacién humana. Partiendo de una pareja (un hombre y una
mujer) de 20 afios en el afio 0, Euler supuso que las personas mueren a los
40 afios y se casan a los 20 afios, mientras que cada pareja tiene seis hijos:
dos hijos (un nifio y una nifia) a los 22 afios, otros dos a los 24 afios y los dos
ultimos a los 26 afios. Contando los afios de dos en dos, de modo que B; es el
nimero de nacimientos durante el afio 2i, Euler concluye que

Bi=B;_11+Bi_12+Bi_13 (3.5)

para todo i > 1. Las condiciones iniciales corresponden a B_j, =0, B_|| =
0, B_j0 =2y B; =0 para —9 < i < 0. Asi, Euler pudo calcular el nimero
de nacimientos, como se muestra en la segunda columna de la tabla 3.1. El
nimero de muertes D; en el afio 2i es entonces igual al nimero de nacimientos
en el afio 2i —40: D; = Bj_jo para i 2> 10 mientras que D; = 0 parai < 9. En
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cuanto al nimero P, de personas vivas en el afio 2i, es igual al nimero de
personas vivas en el afio 2i — 2, mas el nimero de nacimientos en el afio 2i,
menos el nimero de muertes en el afio 2i: P, = P,_; +B; — D;.

Este capitulo del libro de Siissmilch termina con una observacién que
podria haberse hecho ya sobre la sucesion de Fibonacci:

«El gran desorden que parece prevalecer en la tabla de Euler no
impide que el nimero de nacimientos siga una especie de pro-
gresion que se llama serie recurrente [...] Sea cual sea el desor-
den inicial de estas progresiones, se convierten en una progresion
geométrica si no se interrumpen y los desérdenes del principio se
desvanecen poco a poco y desaparecen casi por completo.»

El libro no dice mds sobre las matemadticas de este modelo de poblacién. Sin
embargo, Euler llevé el estudio mucho mas alld en un manuscrito titulado
Sobre la multiplicacion de la raza humana, que permaneci6 inédito en vida.
Buscando una solucién de la ecuacién (3.5) de la forma B; = crl, es decir,
de la forma de una progresion geométrica, obtuvo tras una simplificacién una
ecuacién polinémica de grado 13:

P =r4r+l. 3.6)

Buscé una solucién cercana a r = 1 y observd, utilizando una tabla de loga-
ritmos para el cilculo de r'3, que

2 13 0,212 si r= 1,09,
Itr+r—row { 0,142 si r=1,10.
Asi que la ecuacién (3.6) tiene una raiz entre 1,09 y 1,10. Aproximando la
funcién 1+ r+4 2 — '3 por un segmento de recta en este intervalo, Euler

obtuvo
N 0,142 x1,09+0,212 x 1,10

0,142 40,212

Como los afios se cuentan de dos en dos, el nimero de nacimientos tiende a
multiplicarse por \/r cada afio. Este niimero se duplica cada n afios si (1/r)" =
2, es decir, cada n = 2 log2/logr = 15 afios. Como asintéticamente B; ~ cr
y como el nimero D; de muertes en el afio 2i es igual a B;_»p, obtenemos
D; ~ B;/ 20 con 20 =~ 6,25. El nimero de nacimientos es aproximadamente
seis veces superior al nimero de muertes. Siendo el nimero P; de personas
vivas en el afio 2i igual a B; + B;_1 + - - - + B;_19, también obtenemos que

~1,0960 .

_ 1 1 11—
P, =~ B; 1+;+"'+r@ =Bim~97593i.
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Cuadro 3.1: La tabla de Euler.

§ =« g ” 5 o
g £ . - @ £ £ %
- g S £ g e g £
- s E s o~ = g = - I g S
0 0 0 2 40 20 0 206 80 86 180 5584
1 2 0 4 41 8 0 214 81 226 252 5558
2 2 0 6 42 2 0 216 82 532 282 5808
3 2 0 8 43 0 2 214 83 1008 252 6564
4 0 0 8 44 0 6 208 84 1568 180 7952
5 0 0 8 45 2 12 198 85 2032 100 93884
6 0 0 8 46 10 14 194 86 2214 42 12056
7 0 0 8 47 30 12 212 87 2032 14 14074
8 0 0 8 48 60 6 266 88 1568 16 15626
9 0 0 8 49 90 2 354 89 1010 56 16580
10 0o 2 6 50 102 0 456 90 550 154 16976
11 0 0 6 51 90 0 546 91 314 322 16968
12 2 0 8 52 60 0 606 92 384 532 16 820
13 4 0 12 53 30 0 636 93 844 714 16950
14 6 0 18 54 10 2 644 94 1766 786 17930
15 4 0 22 55 2 8 638 95 3108 714 20324
16 2 0 24 56 2 20 620 96 4608 532 24400
17 0 0 24 57 12 32 600 97 5814 322 29892
18 0 0 24 58 42 38 604 98 6278 156 36014
19 0 0 24 59 100 32 672 99 5814 72 41756
20 0 0 24 60 180 20 832 100 4610 86 46280
21 0o 2 22 61 252 8 1076 101 3128 226 49182
22 0 2 20 62 282 2 1356 102 1874 532 50524
23 2 2 20 63 252 0 1608 103 12438 1008 50764
24 6 0 26 64 180 0 1788 104 1542 1v568 50738
25 12 0 38 65 100 2 1886 105 2994 2032 51700
26 14 0 52 66 42 10 1918 106 5718 2214 55204
27 12 0 64 67 14 30 1902 107 9482 2032 62654
28 6 0 70 68 16 60 1858 108 13530 1568 74616
29 2 0 72 69 56 90 1824 109 16700 1010 90306
30 0 0 72 70 154 102 1876 110 17906 550 107662
31 0 0 72 71 322 90 2108 111 16702 314 124050
32 0 2 70 72 532 60 2580 112 13552 384 137218
33 0 4 66 73 714 30 3264 113 9612 844 145986
34 2 6 62 74 786 10 4040 114 6250 1766 150470
35 8 4 66 75 714 2 4752 115 4664 3108 152026
36 20 2 84 76 532 2 5282 116 5784 4608 153202
37 32 0 116 77 322 12 5592 117 10254 5814 157642
33 38 0 154 78 156 42 5706 118 18194 6278 169558
39 32 0 186 79 72 100 5678 119 28730 5814 192474
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La poblacién total es aproximadamente diez veces superior al nimero de na-
cimientos.

Asi que
2x42x% +2x3 +2x12

fx) = 1 — 1 _ 2 _ 3 °

Euler sabia que dicha funcidén racional podia descomponerse en la forma
a a3
f(x): [— = 4.4 [~ = ,
X1 X13

siendo los niimeros xp,...,x13 las raices reales o complejas de la ecua-
cién 1 —x!" —x12 —x13 = 0. Asi que

Como B; es el coeficiente de x' en f(x), Euler obtuvo que

cuando i — +oo, donde x; es la raiz con el médulo mas pequefio. En otras
palabras, B; tiende a crecer geométricamente como (1/x;)’. Quedaba por
sefialar que x; es una raiz de la ecuacién 1 —x'! —x!2 —x
si r =1/x; es unaraiz de la ecuacion (3.6). Algunos detalles de la prueba
fueron finalmente aclarados por Gumbel en 1916.

La prueba de que la sucesién (B;) que se muestra en la tabla 3.1 efec-
tivamente crece asintticamente como ' es mds complicada. Se sabfa
desde los trabajos de Abraham de Moivre sobre series recurrentes que,
introduciendo la funcién generadora f(x) = ZL"S B;x!, se podria expre-
sar f(x) como una funcién racional. Euler habia explicado el método en
su Introduccion al andlisis del infinito en 1748: la relaciéon recurrente
(3.5) da efectivamente

flx)= ZBixl + Z (Bi—11 +Bi—12+Bi_13)x'
i=0 =13

=2x 422423 +2x 2 4 Fx) (M X2 x13)

x\' x\
f(x)zl;)al <xl> +-Fan <m> i

ai a3 Ak
Bl: - e el

T~
~

i i i
X1 X130 X

13 = 0siysélo

Siissmilch publicé una tercera edicién de su tratado en 1765 y murié en
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Berlin en 1767. En malos términos con el rey de Prusia, Euler regresé a San
Petersburgo en 1766. A pesar de perder la vista, siguié publicando un gran
nimero de obras con la ayuda de sus hijos y colegas, especialmente sobre
algebra, cdlculo integral, Optica y construccion naval. Sus Cartas sobre diver-
sos temas de la filosofia natural dirigidas a una princesa alemana, escritas
en Berlin entre 1760 y 1762, se publicaron entre 1768 y 1772 y se convirtie-
ron en un éxito de ventas en toda Europa. Euler murié en San Petersburgo en
1783. Su contribucién a la demograffa matematica, especialmente su andlisis
de la pirdmide de edad estable en una poblacion de crecimiento exponencial,
no se redescubrirfa hasta el siglo XX (véanse los capitulos 10 y 21).
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Capitulo 4

Daniel Bernoulli, d’Alembert y la inoculacion de la
viruela (1760)

4 En 1760, Daniel Bernoulli escribié un articulo sobre la viruela. En su

época habfa mucha controversia en torno a la inoculacién, una practica
que podia proteger a la gente pero que también podia ser mortal. Utiliz6
la tabla de vida de Halley y algunos datos relativos a la viruela para
demostrar que la inoculacién era ventajosa si el riesgo de morir asociado
era inferior al 11 %. La inoculacién podia aumentar hasta tres afios la
esperanza de vida al nacer. D’ Alembert criticé el trabajo de Bernoulli,
L que fue el primer modelo matemético en epidemiologia.

%

Daniel Bernoulli nacié en 1700 en Groningen (Paises Bajos). En su fa-
milia ya habia dos matematicos famosos: su padre Johann Bernoulli y su tio
Jakob Bernoulli. En 1705, Johann se traslad6 a Basilea, en Suiza, donde ocu-
po la catedra que habia quedado vacante por la muerte de Jakob. Johann no
queria que su hijo estudiara matematicas. Por ello, Daniel se dedic6 a la me-
dicina y se doctor6 en 1721 con una tesis sobre la respiracion. Se trasladé a
Venecia y comenz6 a centrarse en las matematicas, publicando un libro en
1724. Ese mismo afio gand un premio de la Academia de Ciencias de Paris
por un ensayo Sobre la perfeccion del reloj de arena en un barco en el mar,y
obtuvo una cétedra en la nueva Academia de San Petersburgo. Durante estos
afios, trabajo especialmente en las series recurrentes o en la «paradoja de San
Petersburgo» en teoria de la probabilidad. En 1733 Daniel Bernoulli volvié
a la Universidad de Basilea, donde ensefi6 sucesivamente botdnica, fisiologia
y fisica. En 1738 publicé un libro sobre la dindmica de los fluidos que sigue
siendo famoso en la historia de la fisica. Hacia 1753 se interesd, al mismo
tiempo que Euler y d’ Alembert, por el problema de las cuerdas vibrantes, que
provocé una importante controversia matematica.

En 1760 present6 a la Academia de Ciencias de Parfs un trabajo titulado
Un intento de nuevo andlisis de la mortalidad causada por la viruela y de
las ventajas de la inoculacion para prevenirla. La cuestion era si la inocu-
lacién (la introduccién voluntaria de una pequefia cantidad de viruela menos
virulenta en el cuerpo para protegerlo contra infecciones posteriores) deberia
fomentarse aunque a veces sea una operacion mortal. Esta técnica era conoci-
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Figura 4.1:
Daniel Bernoulli
(1700-1782)

da desde hacia tiempo en Asia y habfa sido introducida en 1718 en Inglaterra
por Lady Montagu, esposa del embajador britdnico en el Imperio Otomano.
En Francia, a pesar de la muerte del hijo mayor de Luis XIV a causa de la
viruela en 1711, se tuvo en cuenta la inoculacién con renuencia. Voltaire, que
habia sobrevivido a la viruela en 1723 y que habia vivido varios afios en el
exilio en Inglaterra observando las dltimas innovaciones, abogd por la inocu-
lacién en sus Cartas filosdficas de 1734. El cientifico francés La Condamine,
que también habia sobrevivido a la viruela, abogé por la inoculacién en la
Academia de Ciencias de Paris en 1754.

Antes de morir en Basilea en 1759, Maupertuis anim6 a Daniel Bernoulli
a estudiar el problema de la inoculacién desde un punto de vista matematico.
Mais concretamente, el reto consistia en encontrar una forma de comparar el
beneficio a largo plazo de la inoculacién con el riesgo inmediato de morir.
Para ello, Bernoulli hizo las siguientes suposiciones simplificadoras:

= las personas infectadas con viruela por primera vez mueren con una
probabilidad p (independiente de la edad) y sobreviven con una proba-
bilidad 1 — p;

= todo el mundo tiene una probabilidad g de infectarse cada afio; mas
concretamente, la probabilidad de que un individuo se infecte entre la
edad x y la edad x+ dx es gdx, donde dx es un periodo de tiempo
infinitesimal;

= las personas que sobreviven a la viruela estdn protegidas contra nuevas
infecciones durante el resto de su vida (han sido inmunizadas).

Sea m(x) la mortalidad a la edad x debida a causas distintas de la viruela: la
probabilidad de que un individuo muera en un periodo de tiempo infinitesimal
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dx, entre la edad x y la edad x + dx, es m(x) dx. Considerando un grupo de Py
personas nacidas el mismo afio, llamémosle

= §(x) el ndmero de personas «susceptibles» que siguen vivas a la edad x
sin haberse infectado nunca de viruela';

= R(x) el nimero de personas que estdn vivas a la edad x y que han so-
brevivido a la viruela;

= P(x) = S(x)+ R(x) el nimero total de personas vivas a la edad x.

El nacimiento corresponde a la edad x = 0. Por tanto, S(0) = P(0) =Ry y
R(0) = 0. Aplicando los métodos de célculo que habian sido desarrollados
a finales del siglo XVII por Newton, Leibniz y posteriormente por su pa-
dre, Daniel Bernoulli observé que, entre la edad x y la edad x + dx (con
dx infinitamente pequefia), cada individuo susceptible tiene una probabili-
dad gdx de infectarse de viruela y una probabilidad m(x)dx de morir por
otras causas. Por tanto, la variacion del nimero de personas susceptibles es
dS = —Sqdx—Sm(x)dx, lo que lleva a la ecuacién diferencial

g =—qS—m(x)S. 4.1)
En esta ecuacion, dS/dx se llama la derivada de la funcién S(x). Durante
el mismo pequefio intervalo de tiempo, el nimero de personas que mueren
de viruela es pSqgdx y el nimero de personas que sobreviven a la viruela
es (1 — p)Sqdx. Ademds, también hay Rm(x)dx personas que mueren por
causas distintas a la viruela. Esto conduce a una segunda ecuacion diferencial:

dR

I =qg(1—p)S—m(x)R. 4.2)

Sumando las dos ecuaciones, obtenemos

% =—pgS—m(x)P. (4.3)

A partir de las ecuaciones (4.1) y (4.3), Bernoulli pudo demostrar que la frac-
cién de personas que adn son susceptibles a la edad x es
S(x) 1

P (I _pertp “4)

Mis exactamente, es la esperanza de este nimero, que puede variar continuamente y no sélo
por unidades de uno.
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Para obtener la férmula (4.4), Bernoulli eliminé m(x) entre las ecuacio-
nes (4.1) y (4.3):

MO =4T sy = P9p T pax

Tras la reorganizacion, se deduce que

P P 4pTPe|p

1dS S dp S s1?

Pdx P dx P '
Observamos que el primer miembro es la derivada de f(x) = S(x)/P(x),
que es la fraccién de personas susceptibles en la poblacién de edad x.

Asi que
af

= —qf+paf’ (4.5)

La solucién de este tipo de ecuacidn se conocia desde hacia varias déca-
das gracias a los trabajos de Jakob Bernoulli, tio de Daniel. Dividiendo la
ecuacién por f2 y fijando g(x) = 1/f(x), vemos que dg/dx = qg — pq
y que g(0) = 1/f(0) = 1. Estableciendo h(x) = g(x) — p, obtenemos
dh/dx = qh. Por tanto, h(x) = h(0)e?* = (1 — p)e?*. Por dltimo g(x) =
(I=p)e™+py f(x)=1/g(x).

Para aplicar su teorfa, Bernoulli utiliz6 la tabla de vida de Halley (véase el
capitulo 2). Esta tabla da el nimero de personas que siguen vivas al principio
del afio x (con x = 1,2...) entre una cohorte de 1 238 nacidos durante el afio 0.
Pero en el marco de su modelo, Bernoulli necesitaba el niimero de personas
P(x) que realmente alcanzan la edad x, que es ligeramente diferente. Como
Bernoulli, al igual que la mayoria de sus contemporaneos, no se dio cuenta de
la diferencia (el articulo de Halley no es muy explicito, por cierto), mantuvo
los niimeros de la tabla de Halley, excepto el primer nimero 1238, que susti-
tuy6 por 1300 para obtener una mortalidad realista durante el primer afio de
vida. Estas cifras aparecen en la segunda columna de la tabla 4.1.

Bernoulli eligié para la probabilidad de morir de viruela p = 1/8 =
12,5 %, lo que concuerda con las observaciones de su época. La probabilidad
anual de contraer la viruela g no se podia estimar directamente. Asi que Ber-
noulli probablemente probd varios valores para g y finalmente eligié aquel en
el que el nimero de muertes debidas a la viruela después de todos los célcu-
los, presentados a continuacién, es aproximadamente 1/13 del nimero total
de muertes, una proporcién que se habia observado entonces en varias ciu-
dades europeas. La eleccién de ¢ = 1/8 por afio resulté ser un buen ajuste,



Cuadro 4.1: La tabla de vida de Halley y los cdlculos de Bernoulli.

Edad Vivos Susceptibles Inmunes Muertes Sin viruela
x P(x) S(x) R(x) por viruela P*(x)
0 1300 1300 0 17,2 1300
1 1000 896 104 12,3 1015
2 855 685 170 9,8 879
3 798 571 227 8,2 830
4 760 485 275 7,0 799
5 732 416 316 6,1 777
6 710 359 351 52 760
7 692 311 381 4,6 746
8 680 272 408 4,0 738
9 670 238 432 35 732
10 661 208 453 3,0 726
11 653 182 471 2,7 720
12 646 160 486 2,3 715
13 640 140 500 2,1 711
14 634 123 511 1,8 707
15 628 108 520 1,6 702
16 622 94 528 1.4 697
17 616 83 533 1,2 692
18 610 72 538 1,1 687
19 604 63 541 0,9 681

20 598 55 543 0,8 676
21 592 49 543 0,7 670
22 586 42 544 0,6 664
23 579 37 542 0,5 656

)
=

572 32 540 649
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como veremos a continuacion?.

Con la férmula (4.4) y los valores de P(x) de la segunda columna de la
tabla, podemos calcular el nimero S(x) de personas susceptibles de edad x:
se trata de la tercera columna de la tabla redondeada al entero més cercano.
La cuarta columna muestra el nimero R(x) = P(x) — S(x) de personas de
edad x que han sobrevivido a la viruela. La quinta columna muestra en la fila
correspondiente a la edad x el nimero de muertes por viruela entre la edad x
y la edad x + 1. En teoria este nimero deberia ser la integral pq [**'S(t)dr
pero la férmula pg[S(x) + S(x+ 1)]/2 da una buena aproximacién, como se
observa en la figura 4.2: el 4rea del trapecio estd cerca del 4rea bajo la curva,
es decir, de la integral de la funcién.

Figura 4.2: El 4rea del trapecio,
en trazo discontinuo, aproxima
la integral de la funcién S entre
xyx+1.

[V SR

Bernoulli observo que la suma de todos los niimeros de la quinta columna
da 98 muertes por viruela antes de los 24 afios. Si continudramos la tabla
para edades mds avanzadas, encontrariamos sé6lo tres muertes mds por viruela
entre las 32 personas que atin son susceptibles a los 24 afios. En resumen, a
partir de 1300 de nacimientos, el destino de 101 personas es morir de viruela.
Esto es casi exactamente la fraccién esperada 1/13.

Bernoulli consider6 entonces la situacion en la que la viruela se inocularia
a todo el mundo al nacer y no causaria ninguna muerte. La viruela seria erra-
dicada y la cuestion es estimar el aumento de la esperanza de vida. Partiendo
del mismo nimero de nacimientos Py, llamemos P*(x) al nimero de personas
de edad x cuando la viruela haya desaparecido. Entonces

dP*

2El hecho de que p y g sean iguales es sGlo una coincidencia.
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Bernoulli pudo demostrar que

P(x)

%))

donde P(x) es como arriba la poblacién de edad x cuando la viruela estd
presente.

En efecto, eliminando como antes m(x) entre las ecuaciones (4.6) y
(4.3), Bernoulli obtuvo tras el reordenamiento

1 dP P dPf S P

Prd P T PR

Estableci6 h(x) = P(x)/P*(x). Utilizando la férmula (4.4), multiplicé el
numerador y el denominador por e~4* y obtuvo

1 dh e 1"

hdx pql—p+pe*‘1x ’
que es equivalente a

d d

—logh = —1log(1— e

gy logh=—log(l—p+pe ™),

donde log significa aqui el logaritmo natural y no el logaritmo decimal.

Pero 1(0) = 1. Asi que h(x) =1 —p+ pe 7~

Obsérvese que la relacién P(x)/P*(x) tiende a 1 — p cuando la edad x
es suficientemente alta. La sexta columna de la tabla 4.1 muestra P*(x). Una
forma de comparar P(x) y P*(x) es estimar la esperanza de vida al nacer, cuya
expresion tedrica con viruela es

! /OerP(x) dx.

Py

Una expresién similar con P*(x) sustituyendo a P(x) es vdlida sin virue-
la. Bernoulli utiliz6 la férmula aproximada [%P(O) +P(1)+P(2)+--] /Py,
que es la dada por el método de los trapecios (figura 4.2). Conti-
nuando la tabla mds allda de los 24 afios hasta los 84 afios (ver ta-
bla 2.1), obtuvo finalmente una esperanza de vida E con viruela igual
a [%x1300+IOOO+-~~+20}/1300 ~ 26,57 aiios, es decir, 26 afios
y 7 meses. Sin viruela, obtuvo una esperanza de vida E* igual a
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[3 % 1300+ 1015+ +23] /1300 ~ 29,65 afios, es decir, 29 afios y 8 me-
ses. La inoculacién al nacer aumentaria la esperanza de vida en mas de tres
afios.

Podemos observar que existe un método mds sencillo y rdpido que el uti-
lizado por Bernoulli para obtener estas formulas. Partiendo de la ecua-
cién diferencial (4.1) para S(x), vemos primero que

S(x) = Pye " exp ( /O ") dy> .

Usando esta expresion en la ecuacién (4.2) para R(x), encontramos que

R() = A (1—p)(1 —emexp(— /Oxm<y>dy) |

La ecuacién (4.6) para P*(x) muestra que

P*(x) =Py exp (— /0 ") dy) : 4.8)

jLas férmulas (4.4) y (4.7) son consecuencias inmediatas!

Por supuesto, la inoculacién con una cepa menos virulenta de viruela no
es completamente segura. Si p’ es la probabilidad de morir de viruela justo
después de la inoculacién (p’ < p), entonces la esperanza de vida serfa (1 —
p')E* si todo el mundo pasara por la inoculacién al nacer. Esta esperanza
de vida sigue siendo mayor que la esperanza de vida «natural» E si p’ <
1 —E/E* o alrededor del 11 %. Los datos relativos a p’ eran dificiles de
obtener en aquella época. Pero Bernoulli estimé que el riesgo p’ era inferior
al 1 %. Para él no habia duda: la inoculacién debia ser promovida por el
Estado. Concluyé:

«Simplemente deseo que, en un asunto que concierne tan de cer-
ca al bienestar de la raza humana, no se tome ninguna decision
sin todo el conocimiento que un poco de andlisis y cdlculo pue-
den proporcionar.»

El trabajo de Bernoulli fue presentado en la Academia de Ciencias de
Paris en abril de 1760. En noviembre, d’Alembert present6 un comentario
titulado Sobre la aplicacion de la teoria de la probabilidad a la inoculacion
de la viruela. El comentario se publicé poco después en el segundo volumen



30

de sus Opuscules mathématiques con calculos més detallados y junto con otro
trabajo titulado Teoria matemdtica de la inoculacion. D’ Alembert criticé las
suposiciones de Bernoulli sobre la probabilidad de infeccién y la probabilidad
de morir de viruela que son independientes de la edad. Sugirié una solucién
diferente que no requiere estas suposiciones. Llamemos v(x) a la mortalidad
debida a la viruela a la edad x, m(x) a la mortalidad debida a otras causas y
P(x) al nimero de personas que siguen vivas. Entonces

dpP

o —v(x)P—m(x)P. 4.9)

Comparando con la ecuacién (4.3), vemos que en realidad v(x) =
pqS(x)/P(x). Aqui obtenemos

P*(x) = P(x) exp (/Oxv(y) dy) , (4.10)

donde P*(x) representa el nimero de personas vivas a la edad x cuando la
viruela ha desaparecido.

Figura 4.3:
D’Alembert (1717-1783)

En efecto, podemos o eliminar la funcién m(x) entre las ecuaciones (4.6)
y (4.9) o utilizar la férmula (4.8) para P*(x) y observar que la solucién
de (4.9) viene dada por

P() = Prexp (— [vw) +m<y>]dy) |

La férmula (4.10) dada por d’ Alembert no contradice la férmula de Ber-
noulli (4.7). Simplemente utiliza un tipo diferente de informacién v(x), que
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no estaba disponible en ese momento porque los registros de defuncién in-
cluian la causa de la muerte pero no la edad de la victima. D’ Alembert sugirié
que no se podia concluir realmente si la inoculacion era ttil antes de que se
dispusiera de este tipo de datos.

D’ Alembert también criticé la utilidad de la esperanza de vida como crite-
rio de decision, ya que da el mismo peso a todos los afios, ya sea en un futuro
préximo o lejano. Observé que, desde el punto de vista del individuo o del
Estado, no todos los afios tienen la misma «utilidad», siendo menos valiosas
las edades jévenes que las medias. A pesar de todas estas criticas, d’ Alembert
se declaré a favor de la inoculacion.

Debido a los retrasos en la publicacién, la obra de Bernoulli no se publicé
hasta 1766, mientras que d’ Alembert consigui6 que su propia obra se publi-
cara muy rdpidamente. Bernoulli expresé su amargura en una carta a Euler:

«Qué decir de los enormes tépicos del gran d’ Alembert sobre las
probabilidades: como me encuentro con demasiada frecuencia
injustamente tratado en sus publicaciones, he decidido ya hace
tiempo no leer nada mas que salga de su pluma. He tomado es-
ta decisién con motivo de un manuscrito sobre la inoculacién
que envié a la Academia de Paris hace ocho afios y que fue muy
apreciado por la novedad del andlisis. Fue, me atrevo a decir, co-
mo incorporar una nueva provincia al cuerpo de las matemaéticas.
Parece que el éxito de este nuevo andlisis le causé dolores de
corazén. Lo ha criticado de mil maneras, todas igualmente ridi-
culas, y después de tenerlo bien criticado, pretende ser el primer
autor de una teorfa que ni siquiera oyé mencionar. El, sin embar-
g0, sabia que mi manuscrito sélo podia aparecer después de unos
siete u ocho afios. S6lo podia tener conocimiento de €l en su cali-
dad de miembro de la Academia. En este sentido, mi manuscrito
deberia haber permanecido sagrado hasta que se hiciera publico.
Dolus an virtus quis in hoste requirat.»

A pesar de los trabajos de Bernoulli y d’Alembert, la inoculacién no se
realizé a gran escala en Francia. El rey Luis XV muri6 de viruela en 1774.
Los médicos de la corte si inocularon al resto de la familia real poco después.
El problema perdié importancia cuando Edward Jenner descubrié que la ino-
culacion de la viruela de las vacas a los humanos («vacunacién») protegia
contra la viruela y era segura. Su obra, Una investigacion sobre las causas y

3«jQué importa si por valor o por estratagema vencemos al enemigo!» Vergil: Eneida, Li-
bro II.
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los efectos de la variolae vaccina, se publicé en 1798. La vacunacion se ex-
tendi6 rdpidamente por toda Europa. Sin embargo, los métodos desarrollados
para el calculo del aumento de la esperanza de vida si se elimina una causa
de muerte se siguen utilizando hoy en dfa.

En las décadas siguientes, se dispuso de datos relativos a la edad en que
la gente moria de viruela. El problema fue reconsiderado especialmente por

= Johann Heinrich Lambert, matematico de la Academia de Berlin, en
1772;

» Emmanuel-Etienne Duvillard, entonces encargado de las estadisticas
de la poblacién en el Ministerio del Interior en Paris, en su Andlisis
y tablas de la influencia de la viruela en la mortalidad de cada edad
(1806);

= Pierre-Simon Laplace en su Teoria analitica de la probabilidad (1812).

Duvillard y Laplace mostraron, por ejemplo, como modificar la férmula (4.7)
cuando los pardmetros p y g dependen de la edad:

. PW)
r 1— 3 p()g(y)e ha@dzgy

Aqui, p(x) es la probabilidad de morir de viruela si se infecta a la edad x y
g(x) es la probabilidad de infectarse de viruela a la edad x.

Después de este trabajo sobre la viruela, Daniel Bernoulli no considerd
ningtn otro problema de dindmica de poblaciones. Muri6 en Basilea en 1782.
D’ Alembert murié en Parfs un afio después.
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Capitulo 5

Malthus y los obstaculos al crecimiento geométrico
(1798)

( En 1798 Malthus public6é Un ensayo sobre el principio de la poblacion, R

en el que sostenfa que el suministro de alimentos no podia seguir du-
rante un largo periodo de tiempo la tendencia natural de las poblaciones
humanas a crecer exponencialmente. Si la poblacién se mantenia relati-
vamente constante, era porque gran parte de la humanidad sufria escasez
de alimentos. Malthus vefa el «principio de la poblacién» como un argu-
mento contra los escritos de Godwin y Condorcet, que hacian hincapié
en el progreso de las sociedades humanas. El ensayo de Malthus influ-
y6 en la teoria de la evolucién de Darwin y Wallace y fue criticado por
Marx, pero se puso en practica con la politica china del hijo tnico.

- J

Thomas Robert Malthus naci6 en 1766 cerca de Londres, siendo el sexto
de siete hijos. Su padre, amigo y admirador de Jean-Jacques Rousseau, fue su
primer maestro. En 1784, el joven Malthus comenz6 a estudiar matemaéticas
en la Universidad de Cambridge. Obtuvo su diploma en 1791, se convirti6 en
miembro del Jesus College en 1793 y en sacerdote anglicano en 1797.

Figura 5.1:
Malthus (1766-1834)

En 1798, Malthus publicé de forma an6énima un libro titulado Un ensayo
sobre el principio de la poblacion, en la medida en que afecta a la mejo-
ra futura de la sociedad, con observaciones sobre las especulaciones del Sr.
Godwin, el Sr. Condorcet y otros escritores. Fue una reaccion contra el libro
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de Godwin Investigacion sobre la justicia politica (1793) y el Bosquejo de un
cuadro historico de los progresos del espiritu humano de Condorcet (1794).
A pesar de los horrores que la Revolucién Francesa hizo en nombre del pro-
greso, los dos autores afirmaban que el progreso de la sociedad era inevitable.
Malthus no compartia el mismo optimismo. Sostenia que las leyes inglesas
de pobreza, que ayudaban a las familias pobres con muchos hijos, favore-
cian el crecimiento de la poblacién sin fomentar un crecimiento similar en la
produccion de alimentos. Le parecia que estas leyes no aliviaban realmente a
los pobres, sino todo lo contrario. En general, al tender la poblacién a crecer
siempre mds rapido que la produccién de alimentos, una parte de la sociedad
parecia estar condenada a la miseria, al hambre o a las epidemias: éstas son
las lacras que frenan el crecimiento demogréfico y que, en opinién de Mal-
thus, son los principales obstaculos para el progreso de la sociedad. Todas
las teorias que prometen el progreso serian simplemente utdpicas. Estas ideas
llevaron a Malthus a publicar su libro en 1798. Asi es como resumi6 su tesis:

[...] «el poder de la poblacién es indefinidamente mayor que el
poder de la tierra para producir la subsistencia del hombre. La
poblacién, cuando no se controla, aumenta en una proporcion
geométrica. La subsistencia s6lo aumenta en una proporcioén arit-
mética. Un ligero conocimiento de los nimeros mostrara la in-
mensidad de la primera potencia en comparacion con la segunda.
Por esa ley de nuestra naturaleza que hace que el alimento sea ne-
cesario para la vida del hombre, los efectos de estos dos poderes
desiguales deben mantenerse iguales. Esto implica un fuerte y
constante control de la poblacién por la dificultad de subsisten-
cia. Esta dificultad debe recaer en algtn lugar; y necesariamente
debe ser sentida severamente por una gran parte de la humani-
dad.»

El libro de Malthus tuvo mucho éxito. Aun asi contenia pocos datos. Malthus
observo, por ejemplo, que la poblacién de Estados Unidos se habia duplicado
cada veinticinco afios durante el siglo XVIII. En realidad, no intent6 traducir
sus tesis en modelos matemadticos, pero prepard el camino para los trabajos
posteriores de Adolphe Quetelet y Pierre-Francois Verhulst, que serdn objeto
del préximo capitulo.

Tras la publicacion de su libro, Malthus viajé con unos amigos, primero
a Alemania, Escandinavia y Rusia, y luego a Francia y Suiza. Recopilando
la informacién recogida durante sus viajes, publicé bajo su nombre en 1803
una segunda edicién muy ampliada, con un subtitulo diferente: Un ensayo
sobre el principio de la poblacion, o una vision de sus efectos pasados y
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presentes sobre la felicidad humana, con una investigacion sobre nuestras
perspectivas respecto a la futura eliminacion o mitigacion de los males que
ocasiona. En esta nueva edicién se analizan detalladamente los obsticulos
al crecimiento demografico en diversos paises: el retraso del matrimonio,
el aborto, el infanticidio, el hambre, la guerra, las epidemias, los factores
econdémicos... Para Malthus, el retraso del matrimonio era la mejor opcién
para estabilizar la poblacién. Le siguieron otras cuatro ediciones del libro
en 1806, 1807, 1817 y 1826. En 1805 Malthus se convirtié en profesor de
historia y economia politica en una nueva escuela creada por la Compaiiia
de las Indias Occidentales para sus empleados. También publicé Una inves-
tigacion sobre la naturaleza y el progreso de la renta (1815) y Principios
de economia politica (1820). En 1819 Malthus fue elegido miembro de la
Royal Society. En 1834 fue uno de los miembros fundadores de la Sociedad
de Estadistica y muri6 cerca de Bath ese mismo afio.

La obra de Malthus tuvo una fuerte influencia en el desarrollo de la teoria
de la evolucion. Charles Darwin, de vuelta de su viaje a bordo del Beagle,
ley6 el libro de Malthus sobre la poblacién en 1838. Esto es lo que escribié
en la introduccion de su famoso libro El origen de las especies, publicado en
1859:

«En el capitulo siguiente se examinard la lucha por la existencia
entre todos los seres organicos en todo el mundo, lo cual se sigue
inevitablemente de la elevada razén geométrica de su aumento.
Es ésta la doctrina de Malthus aplicada al conjunto de los reinos
animal y vegetal.»

Alfred Russel Wallace, que desarroll6 la teoria de la evolucién al mismo tiem-
po que Darwin, también dijo que sus ideas surgieron tras leer el libro de Mal-
thus.

En contraste, aqui estd el punto de vista de Karl Marx sobre el éxito del
libro de Malthus, como se puede leer en una nota a pie de pagina de su Capi-
tal:

«Si el lector me recordase el nombre de Malthus, cuyos Essay
on Population vieron la luz en 1798 le dirfa que, en su primera
forma, esta obrilla no era mas que un plagio superficial y cures-
camente declaratorio de Sir James Steuart, de Foe, Townsend,
Franklin, Wallace y otros, sin una sola linea original. El gran rui-
do que armo este panfleto se debid exclusivamente a los intereses
partidistas. La revolucién francesa habia encontrado fervientes
defensores en el Reino britdnico: el “principio de la poblacién”,
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que habia ido gestdndose lentamente a lo largo del siglo XVIII y
que luego, en medio de una gran crisis social, se proclamaba con
trompetas y tambores como contraveneno frente a las doctrinas
de Condorcet y otros, fue jubilosamente saludado por la oligar-
quia inglesa como el gran exterminador de todos los apetitos de
perturbaciéon humana. Malthus, asombradisimo de su éxito, se
dedicé a embutir en el viejo esquema nuevos materiales, compi-
lados a la ligera, y a afiadirle cosas nuevas, pero no descubiertas,
sino simplemente anexionadas por él.»

Ciertamente, las tesis de Malthus no eran completamente nuevas. Por ejem-
plo, a menudo se le atribuye la idea de que la poblacién tiende a crecer geo-
métricamente, aunque ya vimos en el capitulo 3 que esta idea ya era conocida
por Euler medio siglo antes'. Sin embargo, Malthus le dio publicidad vincu-
landolo de forma polémica a problemas legislativos reales. Irénicamente, fue
en la China comunista donde la sugerencia de Malthus de limitar los naci-
mientos encontraria su aplicaciéon mds llamativa (véase el capitulo 25).
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Capitulo 6

Verhulst y la ecuacion logistica (1838)

En 1838, el matemadtico belga Verhulst introdujo la ecuacién logistica,
que es una especie de generalizacion de la ecuacion del crecimiento ex-
ponencial pero con un valor mdximo para la poblacién. Utilizé datos de
varios paises, en particular de Bélgica, para estimar los pardmetros des-
conocidos. El trabajo de Verhulst no se redescubri6 hasta los afios veinte
del siglo XX.

Pierre-Frangois Verhulst nacié en 1804 en Bruselas. Se doctor6 en ma-
temdticas en la Universidad de Gante en 1825. También se interesé por la
politica. Durante su estancia en Italia para contener su tuberculosis, abogd
sin éxito a favor de una constitucion para los Estados Pontificios. Tras la re-
volucién de 1830 y la independencia de Bélgica, publicé un ensayo histdrico
sobre un patriota del siglo XVIII. En 1835 fue nombrado profesor de mate-
maticas en la recién creada Universidad Libre de Bruselas.

Figura 6.1:
Verhulst (1804-1849)

Ese mismo afio 1835, su compatriota Adolphe Quetelet, estadistico y di-
rector del observatorio de Bruselas, publicé Un tratado sobre el hombre y el
desarrollo de sus facultades. Quetelet sugeria que las poblaciones no podian
crecer geométricamente durante un largo periodo de tiempo porque los obs-
tdculos mencionados por Malthus formaban una especie de «resistencia», que
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él pensaba (por analogia con la mecdnica) que era proporcional al cuadrado
de la velocidad de crecimiento de la poblacién. Esta analogia no tenfa ninguna
base real, pero inspiré a Verhulst.

En efecto, Verhulst publicé en 1838 una Nota sobre la ley del crecimiento
demogrdfico. Aqui hay algunos extractos:

«Sabemos que el célebre Malthus demostrd el principio de que
la poblacién humana tiende a crecer en una progresiéon geomé-
trica hasta duplicarse al cabo de cierto tiempo, por ejemplo cada
veinticinco afios. Esta proposicién es indiscutible si se hace abs-
traccion de la creciente dificultad para encontrar alimentos. [...]

»El aumento virtual de la poblacién estd, pues, limitado por el
tamafio y la fertilidad del pais. En consecuencia, la poblacién se
acerca cada vez mds a un estado estacionario.»

Verhulst probablemente se dio cuenta de que la analogia mecdnica de Quete-
let no era razonable y propuso en su lugar la siguiente ecuacién diferencial
(todavia algo arbitraria) para la poblacién P(t) en el tiempo ¢:

dP P
P _rp (1K) ©.1)

Cuando la poblacién P(t) es pequefia comparada con el pardmetro K, obtene-
mos la ecuacién aproximada dP/dt ~ r P, cuya solucién es P(r) = P(0)e'’,
es decir, un crecimiento exponencial'. La tasa de crecimiento disminuye a
medida que P(z) se acerca a K. Incluso se volveria negativa si P(¢) pudie-
ra superar K. Para obtener la expresion exacta de la solucién de la ecuacién
(6.1), podemos proceder como Daniel Bernoulli para la ecuacién (4.5).

Dividiendo la ecuacién (6.1) entre P?> y usando la nueva variable p =
1/P, obtenemos dp/dt = —rp+r/K. Con g = p — 1/K, obtenemos
dg/dt = —rqy q(t) = q(0)e~" = (1/P(0) — 1/K)e~"". Asi que po-
demos deducir p(t) y P(z).

Finalmente obtenemos tras la reordenacion

B P(0)e"
Pit) = 1+P(0)(er"—1)/K

(6.2)

La poblacién total aumenta progresivamente desde P(0) en el tiempo r = 0
hasta el limite K, que se alcanza sélo cuando ¢ — oo (figura 6.2). Sin dar los

ISe suele hablar de crecimiento geométrico en los modelos de tiempo discreto y de creci-
miento exponencial en los modelos de tiempo continuo, pero es esencialmente lo mismo.
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Figura 6.2: La poblacién de
Bélgica (en millones) y la
curva logistica. Los puntos

de datos corresponden a los 2

afios 1815, 1830 y 1845. 14

Los valores de los pardme- o . . . . . :
tros son los del articulo de 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000
1845.

valores que utilizé para los pardmetros desconocidos r y K, Verhulst compard
su resultado con datos relativos a la poblacion de Francia entre 1817 y 1831,
de Bélgica entre 1815 y 1833, del condado de Essex en Inglaterra entre 1811
y 1831, y de Rusia entre 1796 y 1827. El ajuste result ser bastante bueno.
En 1840, Verhulst se convirtié en profesor de la Real Escuela Militar de
Bruselas. Al afio siguiente publicé un Tratado elemental de las funciones
elipticas y fue elegido miembro de la Real Academia de Bélgica. En 1845
continud sus estudios sobre la poblacién con un articulo titulado Investigacio-
nes matemdticas sobre la ley del crecimiento demogrdfico. En primer lugar,
se refirié a la observacién de Malthus, segtin la cual la poblacion de Estados
Unidos se duplicaba cada 25 afios (tabla 6.1). Si calculamos la relacién en-

Cuadro 6.1: Censos oficiales de la poblacién de los Estados Unidos.

afio poblacién aflo  poblacién

1790 3929827 1820 9638131
1800 5305925 1830 12866020
1810 7239814 1840 17062566

tre la poblacion del afio n+ 10 y la del afio n, encontramos respectivamente
1,350, 1,364, 1,331, 1,335 y 1,326, que es bastante constante. Por lo tanto, la
poblacion se ha multiplicado por término medio por 1,34 cada 10 afios y por
1,3425/ 10 2,08 cada 25 afios. Por lo tanto, habia seguido duplicandose cada
25 afios desde el ensayo de Malthus, casi medio siglo antes. Sin embargo,
Verhulst afiadié:
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«No insistiremos en la hipétesis de la progresion geométrica, da-
do que sélo puede sostenerse en circunstancias muy especiales;
por ejemplo, cuando un territorio fértil de extension casi ilimita-
da resulta estar habitado por personas con una civilizacién avan-
zada, como fue el caso de las primeras colonias americanas.»

En su articulo, Verhulst también volvié a la ecuacion (6.1), a la que llamé
«logistica». Observé que la curva P(z) aumenta con una curvatura positiva
(es convexa) mientras P(r) < K/2 y luego sigue aumentando hacia K pero
con una curvatura negativa (es concava) en cuanto P(r) > K /2. Asi, la curva
tiene la forma de una letra S distorsionada (figura 6.2).

En efecto, d>P/dt*> = r (1 —2P/K)dP/dt. Asi que d*P/dt*> > 0si P <
K/2yd*P/dt*> <0siP>K/2.

Verhulst también explicé cdmo se pueden estimar los pardmetros ry K a
partir de la poblacién P(¢) en tres afios diferentes pero igualmente espaciados.
Si Py es la poblacion en el momento ¢ = 0, P la del momentor =T y P, la
del momento t = 2T, entonces un tedioso cdlculo a partir de la ecuacion (6.2)
muestra que

PP +PP—-2PP . 1 [I/P()—l/K]

= s y = —
! P2_PpP T 1/P—1/K

Utilizando las estimaciones de la poblacién de Bélgica en los afios 1815, 1830
y 1845 (respectivamente 3,627, 4,247 y 4,801 millones), obtuvo K = 6,584
millones y r = 2,62 % por afio. Entonces pudo utilizar la ecuacién (6.2) para
predecir que la poblacién de Bélgica seria de 4,998 millones a principios
del afio 1851 y de 6,064 millones a principios del afio 1900 (figura 6.2).
Verhulst realiz6 un estudio similar para Francia. Obtuvo K = 39,685 millones
y r = 3,2% al ano. Como las poblaciones de Bélgica y Francia han superado
ampliamente estos valores de K, vemos que la ecuacion logistica puede ser
un modelo realista s6lo para periodos de tiempo de unas pocas décadas, como
en el articulo de Verhulst de 1838, pero no para periodos mas largos.

En 1847 aparecié una segunda investigacion sobre la ley del crecimien-
to demogréfico en la que Verhulst renunciaba a la ecuacién logistica y ele-
gia en su lugar una ecuacién diferencial que puede escribirse de la forma
dP/dt = r(1 — P/K). Pens6 que esta ecuacién se cumpliria cuando la po-
blacién P(r) estuviera por encima de un determinado umbral. La solucién es
P(t) = K+ (P(0) — K)e~""/K Utilizando los mismos datos demograficos de
Bélgica, Verhulst estim6 de nuevo los pardmetros r y K. Esta vez encontrd
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K = 9,4 millones para la poblacién mdxima. Vemos cudnto puede depender
el resultado de la eleccion del modelo.

Verhulst se convirtié en presidente de la Real Academia de Bélgica en
1848, pero muri6 al afio siguiente en Bruselas, probablemente de tubercu-
losis. A pesar de las dudas de Verhulst entre los modelos de ecuaciones, la
ecuacion logistica fue reintroducida de forma independiente varias décadas
después por diferentes personas. Robertson la utilizé en 1908 para modelar
el crecimiento individual de animales, plantas, seres humanos y érganos del
cuerpo. McKendrick y Kesava Pai la utilizaron en 1911 para el crecimiento de
poblaciones de microorganismos. Pearl y Reed lo utilizaron en 1920 para el
crecimiento de la poblacién de los EE.UU., que habia comenzado a disminuir.
En 1922 Pearl se fij6 finalmente en el trabajo de Verhulst. A partir de enton-
ces, la ecuacion logistica inspiré muchos trabajos (véanse los capitulos 13, 20
y 24). La poblacién méaxima K acabé conociéndose como la «capacidad de
carga».

Mais informacion

1. Lloyd, PJ.: American, German and British antecedents to Pearl and Reed’s
logistic curve. Pop. Stud. 21, 99-108 (1967)

2. McKendrick, A.G., Kesava Pai, M.: The rate of multiplication of micro-
organisms: A mathematical study. Proc. R. Soc. Edinb. 31, 649-655 (1911)

3. Pearl, R.: The Biology of Death. Lippincott, Philadelphia (1922). archive.org

4. Pearl, R., Reed, L.J.: On the rate of growth of the population of the United
States since 1790 and its mathematical representation. Proc. Natl. Acad. Sci. 6,
275-288 (1920). pnas.org

5. Quetelet, A.: Sur I’homme et le développement de ses facultés. Bachelier, Paris
(1835). gallica.bnf.fr

6. Quetelet, A.: Pierre-Frangois Verhulst. Annu. Acad. R. Sci. Lett. B.-Arts Belg.
16, 97-124 (1850). archive.org

7. Quetelet, A.: Sciences mathématiques et physiques au commencement du
XIXieme siecle. Mucquardt, Bruxelles (1867). gallica.bnf.fr

8. Robertson, T.B.: On the normal rate of growth of an individual and its bioche-
mical significance. Arch. Entwicklungsmechanik Org. 25, 581-614 (1908)

9. Verhulst, P-F.: Notice sur la loi que la population poursuit dans son accroisse-
ment. Corresp. Math. Phys. 10, 113-121 (1838). archive.org

10. Verhulst, P.-F.: Recherches mathématiques sur la loi d’accroissement de la po-
pulation. Nouv. Mém. Acad. R. Sci. B.-lett. Brux. 18, 1-45 (1845). gdz.sub.uni-
goettingen.de
11. Verhulst, P.-F.: Deuxieme mémoire sur la loi d’accroissement de la population.

Mém. Acad. R. Sci. Lett. B.-Arts Belg. 20 (1847). archive.org


http://www.archive.org/details/biologydeathbei01peargoog
http://www.pnas.org/content/6/6/275
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k81570d
https://archive.org/details/annuairedelacad26belggoog/page/n102/mode/2up
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k99395b
https://archive.org/details/correspondancem07unkngoog/page/n122/mode/2up
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PPN=PPN129323640_0018
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PPN=PPN129323640_0018
https://archive.org/details/mmoiresdelacad20acad/page/n149/mode/2up

Capitulo 7

Bienaymé, Cournot y la extincion de los apellidos
(1845-1847)

( El estadistico francés Bienaymé comprendié en 1845 cémo calcular la R

probabilidad de que un apellido se extinga si cada varén tiene un nu-
mero de hijos que sigue una determinada distribucién de probabilidad.
Si la media de hijos es inferior o igual a uno, el apellido se extinguira.
Si la media es mayor que uno, la probabilidad de extincién es estricta-
mente menor que uno. La prueba de su resultado se publicé dos afios
después en un libro escrito por su amigo Cournot. Estos trabajos han
\_ sido redescubiertos recientemente. )

Irenée Jules Bienaymé nacié en 1796 en Paris. Estudi6 en la Escuela Po-
litécnica y desarroll6 su carrera en el Ministerio de Finanzas, alcanzando el
alto nivel de inspector general. Influido por el libro Teoria analitica de la
probabilidad escrito por Laplace, Bienaymé también encontr tiempo para
publicar articulos sobre muchas aplicaciones de la teoria de la probabilidad,
como las estadisticas demograficas y médicas (mortalidad infantil, nimero de
nacimientos, esperanza de vida), la probabilidad de errores en la justicia, la
teoria de los seguros y la representatividad de los sistemas de votacion.

Figura 7.1: Bienaymé (1796-1878) y Cournot (1801-1877)

En 1845 Bienaymé escribi6 una breve nota Sobre la ley de la multiplica-
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cion 'y la duracion de las familias, que se publicé en el boletin de la Société
Philomatique de Paris. Varios autores ya habian escrito sobre este tema. En
la segunda edicién de Un ensayo sobre el principio de la poblacion (1803),
Malthus incluy6 un capitulo sobre la poblacién de Suiza y observé que

«en la ciudad de Berna, desde el aio 1583 hasta 1654, el consejo
soberano habia admitido en la burguesia a 487 familias, de las
cuales 379 se extinguieron en el espacio de dos siglos, y en 1783
s6lo quedaban 108.»

En 1842 Thomas Doubleday afirmaba de forma mas general que las familias
de clase alta de la nobleza o de la burguesia tenfan una mayor tendencia a
desaparecer que las de clase baja. Ideas similares fueron expuestas en Francia
por Emile Littré en 1844 en un texto de introduccién a la filosofia positivista
de Auguste Comte y por Benoiston de Chateauneuf —amigo de Bienaymé-—
que publicé en 1845 un ensayo Sobre la duracion de las familias nobles en
Francia.

En este contexto, Bienaymé traté de explicar como podia ser que la po-
blacién de un pais tendiera a crecer geométricamente mientras desaparecia un
gran nimero de familias. Para atacar este problema consideré el caso simpli-
ficado de que todos los hombres tuvieran las mismas probabilidades de tener
0, 1, 2, 3.... hijos que llegaran a la edad adulta. Mds concretamente, se pre-
gunté cudl era la probabilidad de que un hombre tuviera una descendencia
que llevara su nombre después de n generaciones. Si el nimero medio de hi-
jos es inferior a uno, es evidente que esta probabilidad debe tender a cero a
medida que n crece hasta el infinito. Bienaymé observé que la misma con-
clusién seguiria siendo cierta si el niimero medio de hijos fuera exactamente
uno' , por ejemplo, si hay una probabilidad 1/2 de no tener ningiin hijo y una
probabilidad 1/2 de tener dos hijos. Pero en ese caso la probabilidad de tener
descendencia en la generacion n tiende a cero mds lentamente: en el ejem-
plo seguirfa siendo del 5 % después de 35 generaciones, es decir, después de
once o doce siglos si hay tres generaciones por siglo®. Bienaymé observo fi-
nalmente que si el nimero medio de hijos es mayor que uno, la extincién de
la linea familiar no es segura: su probabilidad puede calcularse resolviendo
alguna ecuacién algebraica.

El articulo de Bienaymé no contenia mds explicaciones. En 1847, su ami-
go Antoine-Augustin Cournot, matemdtico y economista, incluy6 algunos de-
talles en un libro titulado sobre el origen y los limites de la correspondencia

"Excepto si cada hombre tiene exactamente un hijo.
2Como se verd mds adelante, esta probabilidad es igual a 1 — x35 con x,,| = % + %xnz y
x0 =0.
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entre el dlgebra y la geometria. Present6 el problema en forma de juego de
azar, pero reconocié que era idéntico al estudio de Bienaymé sobre la extin-
cion de los apellidos. Si mantenemos la interpretacioén en términos de apelli-
dos, Cournot consideré primero el caso especial en el que los hombres tienen
como méaximo dos hijos, siendo pg, p1 y p2 respectivamente la probabilidad
de tener 0, 1 o 2 hijos. Por supuesto, pg + p1 + p» = 1. Partiendo de un an-
cestro, la probabilidad de extincién después de una sola generacion, llamada
X1, es obviamente igual a pg. La probabilidad de extincién en dos generacio-
nes es xo = po+ p1x1 + p2 x12: o bien la familia ya se habia extinguido en
la primera generacién (probabilidad pg), o bien sélo habia un hijo en la pri-
mera generacion que no tenia descendencia masculina (probabilidad pp xp),
o bien habia dos hijos en la primera generacién y cada uno de ellos no te-
nfa descendencia masculina (probabilidad p; x;%). De forma mas general, la
probabilidad de extincién en n generaciones es

Xn = Po+ P1Xn—1+ p2 (Xn—1 )2-

En efecto, si hay, por ejemplo, dos hijos en la primera generacién (probabi-
lidad p»), la familia se extinguird n — 1 generaciones después (es decir, en la
generacién 1) con una probabilidad igual a (x,_;)%. Cournot observé que x,
es una sucesion creciente con x, < 1 para todo n. Asi que x,, tiene un limite
X < 1, que es una solucién de la ecuacién x = pg + p1 x + pox%. Utilizando
p1 = 1— po — p2, esta ecuacion es equivalente a 0 = pp(x — 1)(x — po/p2).
Por tanto, hay dos raices: x = 1 y x = py/p». Se distinguen tres casos en fun-
cién del niimero medio de hijos p; +2p», que también es igual a 1 — pg + p2
y que llamaremos %y. Si %y < 1, entonces py/p > 1. Por tanto, x = 1 es
el tnico valor posible para el limite x... Seguramente el apellido se extingui-
rd. Si Zy = 1, ambas raices son iguales a 1 y la conclusién es la misma. Si
Zo > 1, entonces Cournot argumentd que x.. deberia ser igual a la segunda
raiz po/p2, ya que la probabilidad de extincién obviamente tiene que ser 0 en
el caso especial en que py = 0.

Cournot mencioné brevemente el caso mds general en el que los hombres
pueden tener como maximo m hijos con probabilidades pg, p1,..., pn. La
conclusién depende igualmente del valor de

Ho=p1+2p2+---+mpy,

el nimero medio de hijos, con respecto a 1. La ecuacién de x., que es x =
po+p1x+---+pux", tiene siempre la raiz x = 1. Sélo tiene otra raiz positiva,
que da la probabilidad de extincién x., cuando %y > 1.

Por desgracia, el articulo de Bienaymé y las pocas paginas del libro de
Cournot pasaron completamente desapercibidos en su momento. El articulo
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no se conocio hasta la década de 1970 y las paginas del libro hasta veinte afios
mas tarde. Mientras tanto, el problema y su solucién habian sido redescubier-
tos por otros y el tema se desarrollé considerablemente. Volveremos a ello en
los capitulos 9, 17 y 18.

Bienaymé tuvo que dejar su puesto en el Ministerio de Finanzas tras la re-
volucion de 1848. La cétedra de teoria de las probabilidades en la Universidad
de Paris, para la que sin duda era el mejor candidato, también fue concedida
a otra persona. Sin embargo, Bienaymé pudo volver a trabajar en el Ministe-
rio de Finanzas después de 1850, pero dimiti6 en 1852. Ese mismo afio fue
elegido miembro de la Academia de Ciencias, donde era el especialista en
el campo de la estadistica. En 1853 demostr6 lo que algunos libros de tex-
to modernos denominan la desigualdad Bienaymé-Tchebychev. En 1875 se
convirtié en presidente de la recién creada Sociedad Matemadtica de Francia.
Muri6 en Parfs en 1878.
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Capitulo 8

Mendel y la herencia (1865)

En 1865 Mendel publicé los resultados de sus experimentos pioneros
sobre la hibridacién de los guisantes. Su analisis utilizaba aspectos ele-
mentales de la teoria de la probabilidad. También consideré un modelo
dindmico para una poblacién de plantas autofecundadas. Su trabajo, que
no fue redescubierto hasta 1900, es un hito en la historia de la genética.

Johann Mendel nacié en 1822 en Moravia, entonces parte del imperio
austriaco y ahora parte de la Republica Checa. Su padre era campesino. Con
sus buenos resultados en el instituto y su mala salud, Mendel prefirié seguir
estudiando en lugar de trabajar en la granja familiar. Pero no podia permitirse
ir a la universidad. Asi que en 1843 ingresé en la abadia de Santo Tomds de
Briinn (actual Brno), donde tomé el nombre de Gregor. Estudi6 teologia, pero
también asisti6 a algunos cursos de agricultura. En 1847 fue ordenado sacer-
dote. Dio clases en un instituto durante unos afios, pero no superé el examen
para convertirse en profesor ordinario. Entre 1851 y 1853, gracias al apoyo
de su jerarquia, pudo no obstante continuar sus estudios en la Universidad
de Viena, donde asisti6 a cursos de fisica, matemdticas y ciencias naturales.
Después regresé a Briinn y ensefi6 fisica en una escuela técnica.

Figura 8.1:
Mendel (1822-1884)

Entre 1856 y 1863, Mendel realizé una serie de experimentos con un gran
nimero de plantas en el jardin de su abadia. En 1865, presenté sus resultados
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en dos reuniones de la Sociedad de Historia Natural de Briinn, de la que era
miembro. Su trabajo, Experimentos sobre la hibridacion de plantas, se pu-
blic6 en alemdn al afio siguiente en las actas de la Sociedad. Mendel explico
como habia llegado a estudiar las variaciones de los guisantes, plantas que se
reproducen naturalmente por autofecundacién y cuyas semillas pueden adop-
tar diferentes formas facilmente identificables: redondas o arrugadas, ama-
rillas o verdes, etc. Al cruzar una planta procedente de un linaje con semi-
Ilas redondas y otra procedente de un linaje con semillas arrugadas, observé
que siempre obtenia hibridos que daban semillas redondas. Llamé al cardcter
«semillas redondas» dominante y al caricter «semillas arrugadas» recesivo.
También demostré que el cardcter «semillas amarillas» era dominante y que
el caracter «semillas verdes» era recesivo.

Mendel observé entonces que la autofecundacidon de plantas cultivadas
a partir de semillas hibridas daba en la primera generacidn nuevas semillas
que tenian el cardcter dominante o el recesivo en proporciones aparentemente
aleatorias. Ademads, se dio cuenta de que repitiendo el experimento muchas
veces obtenia, por término medio, unas tres veces mas semillas con el carac-
ter dominante que con el recesivo. Por ejemplo, en un primer experimento
obtuvo un total de 5474 semillas redondas y 1 850 semillas arrugadas, lo que
corresponde a una proporcion de 2,96 a 1. Un segundo experimento dio un
total de 6022 semillas amarillas y 2001 verdes, lo que corresponde a una
proporcién! de 3,01 a 1.

Mendel también observd que entre las plantas cultivadas a partir de las
semillas de la primera generacién con el cardcter dominante, las que daban
por autofecundacién semillas con el cardcter dominante o recesivo eran apro-
ximadamente el doble que las que daban semillas con el cardcter dominante
solamente. Por ejemplo, entre las 565 plantas cultivadas a partir de semillas
redondas de la primera generacion, 372 dieron tanto semillas redondas como
arrugadas, mientras que 193 dieron sélo semillas redondas; la proporcion es
igual a 1,93. Del mismo modo, entre las 519 plantas cultivadas a partir de se-
millas amarillas de la primera generacién, 353 dieron semillas tanto amarillas
como verdes, mientras que 166 sélo dieron semillas amarillas; la proporcién
esigual a 2,13.

Para explicar estos resultados, Mendel tuvo la brillante idea de considerar
el cardcter aparente de una semilla como el resultado de la asociacién de dos

IComo R. A. Fisher (véase el capitulo 14) observé mas tarde, la probabilidad de llegar a
resultados experimentales tan cercanos al valor tedrico es bastante pequefia. Es probable que
Mendel arreglara sus datos. Por ejemplo, en el segundo experimento sobre n = 6022 +2001 =
8023 semillas, la probabilidad de que la proporcién difiera de 3 en menos de 0,01 es sélo de un
10 %.
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factores ocultos, cada uno de los cuales es dominante (escrito A) o recesivo
(escrito a). Asi, hay tres combinaciones posibles: AA, Aa y aa. Las semillas
con los factores AA o Aa tienen el mismo cardcter dominante A. Las semi-
Ilas con los factores aa tienen el cardcter recesivo a. Mendel supuso ademas
que durante la fecundacidn, los granos de polen y los évulos (los gametos)
transmiten s6lo uno de los dos factores, cada uno con una probabilidad 1/2.

Por lo tanto, el cruce de los linajes puros AA y aa da lugar a hibridos
que tienen todos los factores Aa y el cardcter dominante A. Los gametos del
hibrido Aa transmiten el factor A con probabilidad 1/2 y el factor a con proba-
bilidad 1/2. La autofecundacion de una planta cultivada a partir de una semilla
hibrida Aa da, por tanto, AA con probabilidad 1/4, Aa con probabilidad 1/2'y
aa con probabilidad 1/4, como se muestra en la tabla 8.1.

Cuadro 8.1: Posibles resultados de la autofecundacién de un hibrido Aa y sus probabi-
lidades en funcién de los factores transmitidos por los gametos masculinos (en lineas)
y por los gametos femeninos (en columnas).

Factor (Probabilidad) | A (1/2) a(1/2)
A (1/2) AA (1/4) | Aa (1/4)
a(1/2) Aa (1/4) | aa (1/4)

Mendel se dio cuenta de que las proporciones AA : Aa : aa, que eran 1 :
2 : 1, también podian obtenerse mediante el cémputo formal (A 4a)? = AA +
2Aa+ aa. Como las semillas AA y Aa tienen el caricter aparente A mientras
que s6lo las semillas aa tienen el cardcter aparente a, hay efectivamente tres
veces mas semillas con el cardcter A que con el cardcter a. Ademds, hay una
media del doble de semillas Aa que AA. La autofecundacion de las plantas
cultivadas a partir de las primeras da semillas con el cardcter dominante (AA o
Aa) o con el caracter recesivo (aa). En cuanto a la autofecundacion de plantas
cultivadas a partir de semillas AA, siempre da semillas AA con el caricter
dominante. Todas las observaciones quedan asi explicadas.

Mendel también examind las generaciones siguientes. Partiendo de N se-
millas hibridas Aa y suponiendo por simplicidad que cada planta da por au-
tofecundacién sé6lo cuatro semillas nuevas, calculé que el nimero medio de
semillas (AA),, (Aa), y (aa), en la generacién n vendria dado por la tabla 8.2,
en la que por claridad de la presentacion los resultados se han dividido por N.

Estos nimeros se obtienen simplemente a partir de las férmulas

(AA)ni1 = (Aa), +4(AA), , (8.1)
(Aa)p+1 =2(Aa), , (8.2)
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Cuadro 8.2: Las generaciones sucesi-
vas.

s

3 4 5

2

6 28 120 496
4 8 16 32
6 28 120 496
6 64 256 1024
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y (aa),+1 = (Aa), + 4 (aa),, que dicen que AA da después de la autofecun-
dacién cuatro semillas AA, que aa da cuatro semillas aa y que Aa da en pro-
medio una semilla AA, dos semillas Aa y una semilla aa. Mendel observd
ademis que (AA), = (aa), =2""1(2" - 1)y (Aa), = 2".

En efecto, de la ecuacién (8.2) y de la condicién inicial (Aa)y = 1 se
deduce que (Aa), = 2". Sustituyendo esto en la ecuacién (8.1), ob-
tenemos que (AA),+1 = 4(AA), +2". Nos damos cuenta facilmente
de que (AA), = c¢2" es una solucién particular cuando ¢ = —1/2. La
solucién general de la ecuacién «homogénea» (AA),+1 = 4(AA), es
(AA), = C4". Finalmente, sumando estas dos soluciones, vemos que
(AA), = C4" — 2"~ ! satisface la condicién inicial (AA)y =0si C = 1/2.
En cuanto a la sucesion (aa),, satisface la misma relacién de recurrencia
y la misma condicién inicial que (AA),. Por tanto, (aa), = (AA),.

En conclusién, la proporcién de hibridos Aa en la poblacién total, que es
2" /4" = 1/2", se divide por dos en cada generacién por autofecundacién.

El trabajo de Mendel pasé totalmente desapercibido durante su vida. Al-
gunos afios mas tarde, Mendel también intent6 realizar experimentos simila-
res con otras especies vegetales, publicé algunos articulos sobre meteorologia
e investigd la herencia de las abejas. Tras convertirse en abad en 1868, dedi-
¢6 la mayor parte de su tiempo a gestionar problemas administrativos. Murié
en 1884. No fue hasta 1900 cuando el trabajo de Mendel fue finalmente re-
descubierto de forma independiente y casi simultdnea por Hugo De Vries en
Amsterdam, Carl Correns en Tubinga y Erich von Tschermak en Viena. Con
ello se inicia una nueva era en lo que hoy llamamos genética.
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Capitulo 9

Galton, Watson y el problema de la extincion
(1873-1875)

En 1873, el estadistico britdnico Galton y su compatriota el matematico
Watson se plantearon el problema de la extincién de los apellidos sin
conocer los trabajos de Bienaymé. Watson observé que la funcién gene-
radora asociada a la distribucién de probabilidad del nimero de hombres
en cada generacion podia calcularse recursivamente. Pero analizé inco-
rrectamente la probabilidad de extincion.

Francis Galton nacié en 1822, el mismo afio que Mendel, cerca de Bir-
mingham, en Inglaterra. Era el menor de siete hijos. Su padre era un rico
banquero. A través de su madre, era primo de Charles Darwin. Galton em-
pezo a estudiar medicina en 1838, primero en un hospital de Birmingham y
después en Londres. Durante el verano de 1840, realiz6 su primer viaje largo
por Europa hasta Estambul. Luego estudié en el Trinity College de la Uni-
versidad de Cambridge durante cuatro afios. Pero su padre murié en 1844,
dejando una importante fortuna. Galton abandoné la idea de convertirse en
médico. Viaj6 a Egipto, Sudan y Siria. Durante los afios siguientes mantuvo
un estilo de vida ocioso, pasando su tiempo cazando, viajando en globos y
barcos o intentando mejorar el telégrafo eléctrico. En 1850 organiz6 una ex-
pedicién de exploracién al suroeste de Africa (actual Namibia). A su regreso
a Inglaterra, en 1852, fue elegido miembro de la Royal Geographical Society.
Alli pudo seguir las noticias de las expediciones a Africa oriental en busca del
nacimiento del Nilo. Se instalé en Londres y escribi6 una guia para viajeros
que se convirtié en un best seller. En 1856 fue elegido miembro de la Royal
Society. Se intereso entonces por la meteorologia e invent6 la palabra «anti-
ciclén». Tras la publicacién en 1859 por su primo Darwin de El origen de
las especies, Galton se dedic6 al estudio de la herencia. En 1869 publicé EI
genio hereditario, en el que afirmaba que las facultades intelectuales podian
transmitirse por herencia.

En 1873, Alphonse de Candolle, un botanico suizo, publicé un libro titu-
lado Historia de la ciencia y de los cientificos en los dos ultimos siglos, que
contenia también un ensayo sobre La influencia respectiva de la herencia,
la variabilidad y la seleccion en el desarrollo de la especie humana y en el
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Figura 9.1: Galton (izquierda) y Watson (derecha).

futuro probable de esta especie. Alli hacia las siguientes observaciones:

«Entre las informaciones precisas y las opiniones muy juiciosas
del Sr. Benoiston de Chateauneuf, de Galton y de otros estadis-
ticos, no he visto la importante observacién que deberfan haber
hecho sobre la inevitable extincién de los apellidos. Por supues-
to, todo nombre tiene que extinguirse [...] Un matematico podria
calcular como se produciria la disminucién de los nombres o ti-
tulos, conociendo la probabilidad de tener una hija o un hijo y
la probabilidad de no tener ningin descendiente para una pareja
determinada.»

Es el mismo problema que Bienaymé habia estudiado en 1845. Pero Candolle,
que no conocia los trabajos de Bienaymé, pensaba que todas las familias es-
taban destinadas a la extincion. Galton se fij6 en el parrafo anterior del libro
de Candolle. Como tampoco conocia el trabajo de Bienaymé, Galton lo puso
como un problema abierto para los lectores del Educational Times:

«Problema 4001: Una gran nacién, de la que s6lo nos ocupare-
mos de los varones adultos, N en nimero, y que llevan cada uno
apellidos diferentes colonizan un distrito. Su ley de poblacién es
tal que, en cada generacidn, ag por ciento de los varones adultos
no tienen hijos varones que lleguen a la vida adulta; a; tienen un
hijo vardén de este tipo; a, tienen dos; y asi sucesivamente hasta
as que tienen cinco.
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»Encuentre (1) qué proporcion de sus apellidos se habran extin-
guido después de r generaciones; y (2) cudntos casos habra de
apellidos que correspondan a m personas.»

Notese que la segunda parte del problema no habia sido abordada por Bie-
naymé. Galton no recibié ninguna respuesta satisfactoria de los lectores de
la revista y aparentemente no pudo encontrar la solucién del problema por si
mismo. Asi que pidi6 a su amigo Henry William Watson, un matematico, que
intentara resolverlo.

Watson nacié en Londres en 1827. Su padre era oficial de la marina bri-
tanica. Estudié primero en el King’s College de Londres y luego se dedicé a
las matemdticas en el Trinity College de la Universidad de Cambridge, desde
1846 hasta 1850, pocos afios después de Galton. Fue sucesivamente becario
del Trinity College, ayudante de maestro en la City of London School, profe-
sor de matemadticas en el King’s College y catedritico de matematicas en la
Harrow School entre 1857 y 1865. Aficionado al alpinismo, formé parte de
una expedicién que alcanzé la cima del Monte Rosa en Suiza en 1855. Se
ordené como didcono en 1856 y como sacerdote anglicano dos afios después.
Desde 1865 hasta su jubilacién fue rector de Berkswell con Barston, cerca de
Coventry, cargo que le dejaba suficiente tiempo para la investigacion.

Galton y Watson escribieron juntos un articulo titulado Sobre la proba-
bilidad de extincion de las familias, que se public6 en 1875 en el Journal of
the Royal Anthropological Institute. Galton present6 el problema y Watson
explicé sus calculos y las conclusiones a las que habia llegado. Suponian que
los hombres tienen como maximo ¢ hijos, siendo py la probabilidad de tener k
hijos (k=0,1,2,...,q). En otras palabras, p; = a;/100 si utilizamos las nota-
ciones originales de Galton. Por tanto, po + p1 +--- + p; = 1. Consideremos
la situacion en la que la generacién O estd formada por un solo hombre. La
generacion 1 estd formada por s hombres con una probabilidad p,. Utilizando
un truco bien conocido en su época y que habia sido introducido mucho antes
por Abraham de Moivre, Watson consider6 la funcién generadora

f(x) = po+pix+pax®+--+ pgx? ©.1)

asociado a las probabilidades py.,...,p,. Andlogamente, sea f), (x) el polino-
mio para el que el coeficiente de x* es la probabilidad de tener s varones
en la generacién n partiendo de un hombre en la generacién 0. Entonces
fi1(x) = f(x). Watson observé que

fu(x) = fa1(f(x)), 9.2)

una férmula que permite calcular f;,(x) recursivamente.
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En efecto, fijemos

Fa(%) = Pon+ prax+ ponx® +-+- +pqn7,,x(’1">.

Obsérvese que hay como maximo ¢" hombres en la generacién n. Si
en la generacién n — 1 hay s hombres numerados de 1 a s, llamaremos
t1,...,ts al nimero de sus hijos varones. En tal caso, habrd r hombres en

la generacién n con una probabilidad igual a

Y oy xpy.
1+t t=t

Cuando s = 0, hay que entender que esta probabilidad es igual a 1 si

t =0eiguala0sit > 1. Por tanto,

Ptn = Zps,nfl X Z Py X X Py -
520 tbotg=t

De ello se deduce que

Ja(%) Z praX

>0

= Y1), Y, (pyd") %% (pyat)

520 120 f+-Fis=t
= Zps,nfl [P0x0+p1x1 +p2x2+...]s
s=0
= Y ol =fia(F () .
s=0

En particular, la probabilidad x,, de extincién del apellido en n generacio-
nes es igual a pg ,, que es lo mismo que f,(0). Como primer ejemplo, Watson

tomod
f@) = (14+x+x%)/3,
es decir, g =3 y po = p1 = p2 = 1/3. Calculé los polinomios f,(x) para
n=1,...,4 utilizando la ecuacioén (9.2). Obtuvo, por ejemplo
2
1 1+x+x2 1+x+x2
=—-11
Al = 14754 ()
B 13+ 5x 4 6x2 4223 +x*

27
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y f2(0) =13/27 =~ 0,481. El cdlculo de f,(x) paran > 3 se hace muy tedioso,
tanto que Watson ya se equivocé para n = 4. Como x5 = f5(0) = f4(f(0))
puede evitar el célculo de f5(x), obtuvo la siguiente lista de probabilidades de
extincion x, = f,,(0):

X1~ 0,333, xA~0481, x3~0571, x4~0641, x5~0,675.

Los valores correctos son x4 = 0,632 y x5 = 0,677, como se puede comprobar
utilizando la sencilla férmula x, = f(x,_) derivada por Bienaymé. Como
veremos en el capitulo 17, esta dltima formula también puede derivarse de la
ecuacion (9.2).

Watson observé que cada hombre tiene por término medio

FHoy=p1+2p2+---+qpy

hijos y que %y = 1 en su primer ejemplo. Por lo tanto, se podria pensar que si
el nimero inicial de miembros masculinos de la familia era lo suficientemente
grande, el tamafio de la familia se mantendria mds o menos constante. Sin
embargo, Watson afirmé que la probabilidad de extincién x, converge hacia
1 cuando n — +oo, aunque con bastante lentitud. En otras palabras, toda la
familia llegard a la extincién, como habia sugerido Candolle. La figura 9.2a,
que no estd dibujada en el articulo original, y los resultados de Bienaymé
confirman que esta conclusién para el primer ejemplo es correcta.

Como segundo ejemplo, Watson considerd la distribucién de probabilidad

binomial Cok
q\ a?*b

= 9.3

Pk <k> (atb)i’ 9.3)

para la cual la funcién generadora (9.1) es

F(x)=(a+bx)?/(a+b)I.

Calcul6 f>(x) y x2 = f2(0). En este punto se dio cuenta de que x = f(x1)
y que x, = f(x,—1) para todo n. Pero pensé que esta férmula era cierta sélo
para el caso especial de la binomial (9.3). Aplicandola al caso en que g = 5,
a=3yb=1,obtuvo

x1 ~0237, x~0,347, x3~0,410,
xo 20,527, x10~0,533...

Watson se dio cuenta de que x, tiene que converger a un limite x., a medida
que n — oo, que satisface

Xoo = f(Xeo) = (a4 bxes)?/(a+D)1.
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v

Figura 9.2: Griéfica de las funciones y = f(x) y y = x. La probabilidad de extincién
Xn = f(x,—1) en n generaciones es la altura del n-ésimo «paso de la escalera». (a):
Flx)=(1+x+x2)/3.(b): f(x) = (3+x)7 /4.

Se dio cuenta de que x = 1 es una solucién de esta ecuacién, pero no se dio
cuenta de que podia haber otras soluciones cuando % > 1. Asi que concluyé
erréneamente, engafiado por Candolle, que hay extincién (x. = 1) en todos
los casos, incluido el ejemplo numérico que acababa de considerar. La figu-
ra 9.2b muestra que no es asi.

Watson se dio cuenta de que el nimero medio de hijos en este ejemplo
numérico era mayor que 1 (se puede demostrar que %y = gb/(a+b) =5/4),
lo que significa que la poblacién tiende a aumentar exponencialmente. Pero
esto no le ayudd a descubrir su error. Incluso conjeturé que la extincién del
apellido era cierta para toda distribucién de probabilidad (py), es decir, no
s6lo para el caso binomial. Volveremos a este problema en los capitulos 17 y
18.

Galton prosigui6 su estudio estadistico de las familias con un libro titula-
do Hombres de ciencia ingleses, su naturaleza y su educacion, que se centra-
ba en la genealogia de los miembros de la Royal Society. También se interesd
por la antropometria, la medida del cuerpo humano. Aproveché una exposi-
ci6n internacional celebrada en 1884 en Londres para recopilar datos sobre
un gran nimero de personas. Sus resultados se publicaron en 1889 en un li-
bro titulado Herencia natural, cuyo apéndice reproducia el articulo escrito en
colaboracién con Watson. Este libro también introdujo un nuevo vocabulario
estadistico como «percentil» y «cuartil», asi como la palabra «eugenesia», es

v
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decir, la mejora de la especie humana desde el punto de vista de los caracteres
hereditarios. A partir de 1888 Galton desarroll6 la técnica de reconocimiento
de huellas dactilares que serfa utilizada unos afios mds tarde por la policia
britdnica. También siguid estudiando el papel respectivo de la herencia (na-
turaleza) y del entorno (crianza) en las caracteristicas fisicas e intelectuales
de los gemelos, en el tamafio de los guisantes cultivados durante varias ge-
neraciones o en el color de los ratones criados en laboratorio. Esto le llevé
a la nocidn de «coeficiente de correlaciéon» entre dos variables. En 1904 se
fundé el Laboratorio Galton en el University College de Londres. Galton fue
nombrado caballero en 1909 y muri6 en 1911.

Watson publicé varios libros, en particular un tratado sobre la teoria ci-
nética de los gases en 1876 y un tratado sobre la teoria matemadtica de la
electricidad y el magnetismo en dos volumenes (1885 y 1889). Fue elegido
miembro de la Royal Society en 1881 y muri6 en Brighton en 1903.

En 1924, en el segundo volumen de su biografia de Galton, Karl Pearson
resumi6 el articulo sobre la extincién de los apellidos sin advertir el error.
Este error seria finalmente advertido en 1930 (véase el capitulo 18).
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Capitulo 10

Lotka y la teoria de la poblacion estable
(1907-1911)

4 En 1907, el quimico estadounidense Alfred Lotka comenz6 a estudiar la h

relacion entre la tasa de natalidad, la tasa de mortalidad por edades y la
tasa de crecimiento de la poblacién mediante un modelo en tiempo con-
tinuo. En 1911 publicé otro articulo sobre el mismo tema con Sharpe,
que también inclufa la tasa de fecundidad por edades. La ecuacién im-
plicita que da la tasa de crecimiento de la poblacién se conoce como
_ «ecuacion de Lotka. P,

Alfred James Lotka nacié de padres estadounidenses en 1880 en Lem-
berg, que formaba parte del Imperio Austrohingaro (actualmente L’'viv en
Ucrania). Estudi6 primero en Francia y Alemania y en 1901 se licencié en
fisica y quimica en la Universidad de Birmingham (Inglaterra). Después pas6
un afio en Leipzig, donde Wilhelm Ostwald, que recibiria el premio Nobel de
Quimica en 1909, destacé el papel de la termodindmica en la quimica y la
biologia. Lotka se instal6 en Nueva York en 1902 y comenzé a trabajar para
la General Chemical Company.

Figura 10.1:
Lotka (1880-1949)

En 1907 y 1911, Lotka abordé el estudio de la dindmica de poblaciones

1El segundo articulo fue escrito en colaboracién con Sharpe, un matemético de la Universidad
de Cornell.
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estructuradas por la edad sin conocer los trabajos de Euler sobre el mismo
tema (véase el capitulo 3). A diferencia de Euler, asumi6 que el tiempo y la
edad son variables continuas. Sea B(¢) la tasa de natalidad masculina (el nd-
mero de nacimientos de machos por unidad de tiempo) en el tiempo ¢, p(x)
la probabilidad de seguir vivo a la edad x y h(x) la fecundidad a la edad x:
h(x)dx es la probabilidad de que un hombre tenga un hijo recién nacido entre
la edad x y x +dbx, si dx es infinitamente pequefio. Luego [, p(x)dx es la
esperanza de vida al nacer. Ademds, B(r —x) p(x) dx es el nimero de varones
nacidos entre el tiempo t —x y t — x + dx, que siguen vivos en el tiempo 7.
Estos machos tienen B(f — x) p(x) h(x) dx hijos por unidad de tiempo en el
momento ¢. Por lo tanto, la tasa total de natalidad masculina en el tiempo ¢
viene dada por B(r) = [,"” B(t —x) p(x) h(x)dx, que es una ecuaci6n de re-
novacién donde implicitamente se ha supuesto una historia de nacimientos
conocida B(0) = ¢(6), 6 < 0. Buscando una solucién exponencial para esta
ecuacion integral en la incgnita B(z) de la forma B(r) = be', Lotka obtuvo
dividiendo ambos lados por B(t) la ecuacién

1= /+wefrxp(x)h(x)dx, (10.1)
Jo

que ahora se llama «ecuacién de Lotka» en demografia®. Euler habia obteni-
do la ecuacidén implicita andloga (3.1) para la tasa de crecimiento cuando el
tiempo y la edad son variables discretas. Lotka observé que el lado derecho
de (10.1) es una funcién decreciente de r que tiende a +oo cuando r — —oo 'y
que tiende a 0 cuando r — +oo. Asi que hay un valor tinico de r, llamese r*,
tal que la ecuacién (10.1) se cumple. Ademds, r* > 0 si y sélo si

Ko = /()+°°p(x)h(x) dx>1. (10.2)

El pardmetro %, es el famoso nimero reproductivo basico (la notacién fue
introducida por Dublin y Lotka en 1925) y se interpreta como el nimero
esperado de hijos que un hombre puede tener a lo largo de su vida. Lotka
sugirié® que, sea cual sea la estructura de edad inicial en la poblacién, el
nimero de nacimientos de varones por unidad de tiempo era, en efecto, tal
que B(t) ~ be" " cuando ¢ — +oo, donde b es una constante. La poblacién
total viene dada entonces por P(t) = [,"~ B(t — x) p(x) dx. De ello se deduce

2Fisher lleg6 de forma independiente a la misma ecuacién en 1927 y mds tarde interpreté
la raiz r* como una medida de «aptitud darwiniana» en la teorfa de la evolucién por seleccién
natural.

3Esto fue demostrado rigurosamente en 1941 por Feller. En 1968, Crump, Mode y Jagers
desarrollaron un enfoque probabilistico.
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que P(r) también aumenta o disminuye como e”! cuando t — +eo: la tasa
de crecimiento exponencial es igual a r*. Ademads, la estructura de la po-
blacién en edades (perfil de edades), dada por B(r — x) p(x)/P(t), tiende a
e p(x)/ Jo"e™" p(y)dy. Esto es lo que Lotka llamaba una «poblacién
estable»: la pirdmide de edad mantiene la misma forma a lo largo del tiempo,
pero la poblacién total aumenta o disminuye exponencialmente en el tiem-
po. La conclusién es, pues, la misma que en el modelo en tiempo discreto de
Euler. Sin embargo el estudio de Lotka tiene en cuenta la dependencia de la
fecundidad respecto de la edad. Por lo tanto, es en cierto modo mds general
que el de Euler.

Lotka siguié trabajando en este tema durante toda su vida. En 1908-1909
reanudé sus estudios en la Universidad de Cornell para obtener una maestria.
Trabajé para el National Bureau of Standards desde 1909 hasta 1911 y como
editor de la revista Scientific American Supplement desde 1911 hasta 1914.
En 1912 obtuvo un doctorado en la Universidad de Birmingham al recopilar
los articulos que habia publicado desde 1907 sobre dindmica de poblaciones
y demografia. Durante la Primera Guerra Mundial, volvié a trabajar para la
General Chemical Company sobre cémo fijar el nitrogeno de la atmdsfera.
En 1920, uno de sus articulos sobre las oscilaciones bioldgicas (véase el ca-
pitulo 13) causé una profunda impresion en Raymond Pearl, un profesor de
biometria de la Universidad Johns Hopkins que acababa de «redescubrir» la
ecuacion logistica (véase el capitulo 6). Con la esperanza de encontrar un
trabajo en el Instituto Rockefeller de Investigacion Médica de Nueva York,
Lotka trabajé en los modelos matemaéticos desarrollados por Ross para la ma-
laria (véase el capitulo 12). Finalmente consiguié una beca de dos afios en la
Universidad Johns Hopkins, que le permitié escribir un libro titulado Elemen-
tos de Biologia Fisica, publicado en 1925 y significativamente reeditado en
1956 bajo en nombre de Elementos de Biologia Matemdtica. A continuacion,
pasé a dirigir el departamento de investigacion de la Metropolitan Life Insu-
rance Company de Nueva York. Se centré en el andlisis matemadtico de cues-
tiones demograficas y publicé varios libros en colaboracién con un colega, el
estadistico y vicepresidente de la compaiifa Louis Israel Dublin: El valor mo-
netario de un hombre (1930), Duracion de la vida (1936) y Veinticinco arios
de progreso sanitario (1937). Fue elegido presidente de la Population Asso-
ciation of America para 1938—1939. Entre sus diversos estudios estadisticos,
la «ley de Lotka» (que se remonta a 1926) afirma que el nimero de autores
que han escrito n articulos en un campo cientifico determinado disminuye
mds o menos como 1/n> a medida que n aumenta. Lotka también publicé un
libro en francés titulado Teoria analitica de las asociaciones biologicas. La
primera parte, mds filoséfica, aparecié en 1934.
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La segunda parte, mds técnica, se publicé en 1939 y resumia todas sus in-
vestigaciones sobre demografia humana desde 1907. Lotka también presentd
su contribucién al problema de la extincién de los nombres de familia. Tras
la publicacién en 1930 del primer articulo de Steffensen sobre el tema (véase
el capitulo 18), aplicé la teorfa a los datos contenidos en el censo de 1920 de
la poblacién blanca de los Estados Unidos. Observé que la distribucién ob-
servada (py)r>0 del nimero de hijos se aproxima bien por una ley geométrica
decreciente para todo k > 1: pg = a, py = b (k > 1), con a = 0,4825,
b=0,2126yc=1—b/(1—a). De este modo, ¥ ;~o px = 1. La funcién gene-
ratriz asociadaes f(x) =a+ lf’é ~. Las dos soluciones de la ecuacion x = f/(x)
sonx =1y x =a/c. La probabilidad de extincién x.. es la mds pequefia de
estas dos soluciones (véase el capitulo 7). Con los valores numéricos de los
parametros para EE.UU. encontr6 x., =~ 0,819, mientras que el niimero medio
de hijos era %y = f'(1) = (1 —a)?/b ~ 1,260 > 1. A pesar de un nimero
medio de hijos (incluyendo hijos e hijas podemos aproximar por el doble)
cercano a 2,5, la probabilidad de extincién del apellido es superior al 80 %.

Lotka fue elegido presidente de la American Statistical Association en
1942. Se jubilé en 1947 y muri6 en 1949 en Nueva Jersey. Como ya se ha
mencionado, en 1956 se public6é una nueva edicién de su libro de 1925 con
un titulo ligeramente diferente: Elementos de biologia matemdtica.
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Capitulo 11

La ley de Hardy-Weinberg (1908)

En 1908, el matematico britdnico Hardy y el médico alemdn Weinberg
descubrieron por separado que en una poblacion infinitamente grande
que se aparea al azar segln las leyes de Mendel, las frecuencias de los
genotipos obtenidos de dos alelos permanecen constantes a lo largo de
las generaciones. Su modelo matematico fue uno de los puntos de parti-
da de la genética de poblaciones.

Godfrey Harold Hardy nacié en 1877 en Surrey, Inglaterra. Sus padres
eran profesores. Estudié matematicas en el Trinity College, Universidad de
Cambridge, desde el afio 1896, luego se convirtié en miembro de su univer-
sidad en 1900 y finalmente en profesor asociado de matematicas en 1906.
Después de un primer libro sobre La integracion de funciones de una sola
variable (1905), public6 en 1908 Un curso de matemdticas puras, que fue
reeditado muchas veces y traducido a muchas lenguas.

Figura 11.1:
Hardy (1877-1947)

En aquella época, el redescubrimiento de los trabajos de Mendel habia
suscitado algunas dudas. Algunos bidlogos se preguntaban por qué los carac-
teres dominantes no se hacian mas frecuentes de generacién en generacion.
Reginald Punnett, que habia escrito en 1905 un libro titulado Mendelismo,
planted la cuestién a Hardy, con quien jugaba al criquet en Cambridge. Hardy
escribié su solucién en un articulo sobre las Proporciones mendelianas en
una poblacion mixta, que se publicé en 1908. Para simplificar el andlisis, él
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imaginé la situacién de una gran poblacién en la que la eleccién de la pareja
sexual fuera aleatoria. Ademas, restringié su atencién a s6lo dos factores (o
«alelos») A y a, siendo A dominante y a recesivo. Para la generacion n, sea
pn la frecuencia del «genotipo» (o tipo genético) AA, 2¢g, lade Aa 'y r, lade
aa. Naturalmente, p, +2q, +r, = 1. Hardy supuso también que ninguno de
estos genotipos provocaba un exceso de mortalidad o una disminucién de la
fertilidad en comparacién con los otros dos genotipos. Las frecuencias en la
generacion n+ 1 pueden calcularse facilmente observando que un individuo
elegido al azar en la generacién n transmite el alelo A con una probabilidad
Pn+qn: 0 bien el genotipo es AA y el alelo A se transmite con seguridad o
bien el genotipo es Aa y el alelo A se transmite con un 50 % de probabilidad.
Del mismo modo, el alelo a se transmite con una probabilidad g, + r,,. De ahi
uno puede construir la tabla 11.1 de la misma manera que la tabla 8.1.

Cuadro 11.1: Calculo de las frecuencias de los genotipos en la generacién n+ 1 a partir
de las frecuencias de los alelos de los padres (las filas son para la madre, las columnas
para el padre).

Alelo A a
Frecuencia Pn+an qn+rn
A AA Aa
Pt dn (Pn+an)? (Pn+n)(gn +1n)
a Aa aa
Gn+1n (Pn+qn)(qn+1n) (qu+rn)2

Las frecuencias de los genotipos AA, Aa y aa en la generacién n+ 1 son
respectivamente py41, 2gu+1 Y rnt1- Por lo tanto, Hardy encontré que

Pri1 = (Pn+an)? (11.1)
2Gn+1 :2(pn +Qn)(qn+rn) (11.2)
Fap1 = (qn+10)*. (11.3)

A continuacién, investigd en qué condiciones las frecuencias de los genotipos
podian permanecer constantes a través de las generaciones siendo iguales a
P, 2q y r. Ya que por definicién p+2g+r = 1, vemos que las ecuaciones
(11.1)-(11.3) dan todas la misma condicién q2 =pr.

Por ejemplo, la primera ecuacién da p = (p +¢)> = p*> +2pg+ 4>, lo
que equivale a p(1 — p—2q) = ¢° y finalmente a pr = ¢>.

Partiendo de condiciones iniciales arbitrarias (pg,2qo,r0) con po+2qo +
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ro = 1, Hardy observé que

a1> = (po+q0)*(qo+70)* = p171.

Por lo tanto, el estado (pi,2qi,r1) ya es un equilibrio. Por lo tanto,
(Pu>2qn,rn) esigual a (p1,2q1,r1) paratodos los n > 1. Si fijamos x = pg+¢qo
para la frecuencia del alelo A en la generacién 0, entonces 1 —x = go +rp es
la frecuencia del alelo a. Usando el sistema (11.1)—(11.3) una vez mas, obte-
nemos

Pn:x2a 2g, =2x(1—x), rn:(l—x)z
paratodo n > 1 (Fig. 11.2).

aa AA

Aa

Figura 11.2: Griéficas de las funciones x?, 2x (1 —x) y (1 —x)? correspondientes a las
frecuencias de equilibrio de los genotipos AA, Aa 'y aa.

En conclusion, las hipétesis anteriores conducen a la ley segun la cual las
frecuencias de los genotipos AA, Aa y aa permanecen invariables a lo largo de
las generaciones. La teoria de Mendel no conduce a un aumento progresivo de
la frecuencia del cardcter dominante como se habia pensado en un principio.

Algunos afios mds tarde, Fisher insistiria en un importante corolario de
esta ley: en una primera aproximacién (es decir, suponiendo que las hipdte-
sis del modelo sean realistas), una poblacién mantiene una varianza genética
constante. Esta observacion resuelve uno de los problemas planteados por
la teorfa de la evolucidn por seleccién natural de Darwin. En efecto, Dar-
win pensaba, al igual que sus contempordneos, que en cada generacion las
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caracteristicas fisioldgicas de los hijos eran una especie de promedio de las
caracteristicas de los dos progenitores, aportando cada uno de ellos una mi-
tad. Esta idea fue posteriormente estudiada a fondo mediante la estadistica
por Francis Galton y su sucesor en el laboratorio de biometria, Karl Pearson.
Si fuera cierta, la varianza de estas caracteristicas en una poblacién deberia
dividirse por dos en cada generacién y pronto habria una homogeneidad tal
que la seleccion natural, supuesta para explicar la evolucion, seria imposi-
ble. No obstante, varios afios fueron necesarios para que este mecanismo de
promedio fuera rechazado, ya que habia muchos practicantes de la biome-
tria defendiendo el punto de vista original de Darwin y siendo reticentes de
admitir que las leyes de Mendel eran inevitables para entender la evolucion.

Después de este trabajo, en 1908, Hardy volvié a las matematicas puras.
En su autobiografia, La disculpa de un matemdtico, incluso afirmé con or-
gullo haber evitado descubrimientos de cualquier uso practico. En 1910 fue
elegido miembro de la Royal Society. En 1913 descubri6 al prodigio indio Ra-
manujan y le invit6 a trabajar en Cambridge. Tras la Primera Guerra Mundial,
se convirtié en profesor de la Universidad de Oxford y continué una fructi-
fera colaboracién con su compatriota Littlewood. Entre 1931 y 1942 volvié
a ser profesor en Cambridge. Publicé muchos libros, a menudo en colabora-
cién: Ordenes de infinidad (1910), La teoria general de las series de Dirichlet
con Marcel Riesz (1915), Desigualdades con Littlewood y Pdlya (1934), In-
troduccion a la teoria de los niimeros con E. M. Wright (1938), Ramanujan
(1940), Series de Fourier con Rogosinski (1944) y Series divergentes (1949).
Murié en Cambridge en 1947.

Figura 11.3:
Weinberg (1862-1937)

Varias décadas después, la gente se dio cuenta de que la ley de Hardy
para las frecuencias genéticas también habia sido descubierta ese mismo afio
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1908 por un médico aleman, Wilhelm Weinberg. Weinberg naci6 en Stuttgart
en 1862. Tras estudiar en Tiibingen y Munich hasta doctorarse en medicina,
trabajo varios afios en hospitales de Berlin, Viena y Francfort. Fijé su resi-
dencia en 1889 en Stuttgart como médico practicante general y de obstetricia.
A pesar de estar muy ocupado con su trabajo, habia encontrado tiempo pa-
ra escribir muchos articulos en revistas cientificas alemanas. En 1901 habia
estudiado desde un punto de vista estadistico la frecuencia de gemelos del
mismo sexo. El articulo de 1908, en el que explicaba la misma ley que habia
encontrado Hardy, habia sido publicado en una revista cientifica local y no
habia llamado la atencién. Pero, a diferencia de Hardy, habia continuado este
estudio los afios siguientes, descubriendo, por ejemplo, la generalizacion al
caso en que hay mas de dos alelos. También habia contribuido al area de la
estadistica médica. Weinberg muri6 en 1937. Tras el redescubrimiento de su
articulo de 1908, los genetistas llamaron a la ley de estabilidad de las frecuen-
cias de los genotipos la «ley de Hardy-Weinberg».

Hoy en dia, esta ley se utiliza a menudo de la siguiente manera. Si un
alelo recesivo raro a no tiene ninguna influencia en la supervivencia o la fer-
tilidad y si conocemos la frecuencia x*> del genotipo aa porque por ejemplo
aa produce un fenotipo particular, entonces podemos calcular x y estimar la
frecuencia 2x(1 — x) ~ 2x del genotipo Aa. Como ejemplo, si la frecuencia
de aa es 1/20.000, entonces tenemos que x /= 1/140. Asi que 2x ~ 1/70 es
la frecuencia del genotipo Aa. El alelo recesivo a, el cual podria parecer muy
raro si inspeccionamos los fenotipos, es en realidad no tan infrecuente.
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Capitulo 12

Ross y la malaria (1911)

é En 1911, el médico britdnico Ronald Ross, que ya habia recibido el pre-
mio Nobel en 1902 por sus trabajos sobre la malaria, estudié un sistema
de ecuaciones diferenciales que modelizaba la propagacién de esta en-
fermedad. Demostré que la malaria sélo puede persistir si el nimero de
mosquitos supera un determinado umbral. Por lo tanto, no es necesario
matar a todos los mosquitos para erradicar la malaria, sino que basta con
matar sélo a una determinada fraccién. Kermack y McKendrick desarro-
llaron posteriormente modelos epidémicos similares.

S %

Ronald Ross nacié en 1857 en el norte de la India, donde su padre era ofi-
cial del ejército britanico. Estudié medicina en Londres, pero prefirié escribir
poemas y dramas. Tras trabajar un afio en un barco como cirujano, consiguid
entrar en el Servicio Médico de la India en 1881. Su trabajo médico en la
India le dejé mucho tiempo libre, durante el cual escribi6 obras literarias y
aprendié por su cuenta algo de matematicas. De permiso en Inglaterra, en
1888, obtuvo un diploma en salud ptblica y estudi6 bacteriologia, una nueva
ciencia creada unos afios antes por Pasteur y Koch. De vuelta a la India, Ross
comenzo a estudiar la malaria. Durante su segundo permiso, en 1894, cono-
ci6 en Londres a Patrick Manson, un especialista en medicina tropical que
le mostré al microscopio lo que el médico militar francés Alphonse Laveran
habia observado en 1880: la sangre de los pacientes con malaria contiene pa-
rdsitos. Manson sugirié que los pardsitos podian proceder de los mosquitos
porque él mismo habia descubierto en China el pardsito de otra enfermedad
tropical (la filariasis) en estos insectos. Sin embargo, crefa que los humanos
se infectaban con el parésito al beber agua contaminada por los mosquitos.
Desde 1895 hasta 1898, Ross continu6 sus investigaciones en la India y com-
probé la idea de Manson. En 1897 descubri6 en el estémago de una especie
de mosquito que no habia estudiado antes (anopheles) unos parasitos simila-
res a los observados por Laveran. Como sus superiores le enviaron a Calcuta
durante una temporada en la que los casos de paludismo eran escasos, de-
cidié estudiar el paludismo en las aves de jaula. Encontré el parasito en las
glandulas salivales de los mosquitos anofeles y consiguié infectar experimen-
talmente a aves sanas dejando que los mosquitos las picaran: esto demostrd
que el paludismo se transmite por picaduras de mosquitos y no por ingestion
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de agua contaminada. En 1899 Ross dejo el Servicio Médico de la India para
ensefiar en la Escuela de Medicina Tropical de Liverpool, que se habia crea-
do un afio antes. Fue elegido miembro de la Royal Society en 1901 y recibid
en 1902 el Premio Nobel de Fisiologia o Medicina por sus trabajos sobre el
paludismo. Viajé a Africa, a Mauricio y a la zona del Mediterréneo para po-
pularizar la lucha contra los mosquitos. El método tuvo éxito en Egipto a lo
largo del canal de Suez, a lo largo del canal de Panama en construccién en
aquella época, en Cuba y en Malasia. Tuvo menos éxito en otras zonas. Ross
publicé un Informe sobre la prevencion de la malaria en Mauricio en 1908 y
La prevencion de la malaria en 1910.

Figura 12.1:
Ross (1857-1932)

A pesar de sus pruebas sobre el papel de ciertos mosquitos en la transmi-
sién de la malaria, Ross se encontrd con el escepticismo cuando afirmé que
la malaria podia erradicarse simplemente reduciendo el nimero de mosqui-
tos. En la segunda edicién de su libro sobre La prevencion del paludismo,
publicado en 1911, intenté construir modelos mateméticos de la transmision
del paludismo para apoyar su afirmacién. Uno de sus modelos consistia en un
sistema de dos ecuaciones diferenciales. Introduzcamos las siguientes nota-
ciones:

= N: poblacién humana total en una zona determinada (se supone cons-
tante);

= ](r): nimero de humanos infectados con malaria en el momento ¢;

= n: poblacién total de mosquitos (se supone constante);

= i(#): ndmero de mosquitos infectados por la malaria;

= ): frecuencia de picadura de los mosquitos;

= p (respectivamente p’): probabilidad de transmisién de la malaria de
humano a mosquito (respectivamente de mosquito a humano) durante
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una picadura;
= a: ritmo de recuperacion de la malaria en los seres humanos;
= m: mortalidad de los mosquitos.

Durante un pequefio intervalo de tiempo df, cada mosquito infectado pica a
bdt humanos, entre los cuales una fraccién igual a % adn no esta infectada.
Teniendo en cuenta la probabilidad de transmision p’, hay b p’i % dt nuevos
humanos infectados. Durante el mismo intervalo de tiempo, el nimero de

humanos que se recuperan es aldt. Por consiguiente obtenemos la ecuacién

dl by N—1 I
7 iy al.
Del mismo modo, cada mosquito no infectado pica a bdt humanos, entre los
cuales una fraccién igual a I /N ya estd infectada. Teniendo en cuenta la pro-
babilidad de transmisién p, hay bp (n — i) %dl nuevos mosquitos infectados.
Mientras tanto, suponiendo que la infeccién no influye en la mortalidad, el
nimero de mosquitos que mueren es midt. Por lo tanto llegamos a la ecua-
cién Ji /
l . .

” =bp(n l)N mi.
Dado que la malaria existe de forma permanente en la mayoria de los paises
infectados, Ross consideré sélo los estados estacionarios (o de equilibrio) de
su sistema de dos ecuaciones diferenciales: el nimero de humanos infectados
I(t) y el nimero de mosquitos infectados i(z) permanecen constantes a lo
largo del tiempo (dI/dt = 0 y di/dt = 0). En primer lugar, siempre existe
el estado estacionario con / = 0 y i = 0, que corresponde a la ausencia de
malaria. En segundo lugar, Ross busc6 un estado estacionario tal que / >0y
i > 0y encontré que

l—amN/(B*pp'n) . 1—amN/(b*pp'n)

I=N —
T+aN/(bp'n) 7T T+m/(bp)

(12.1)

Dividiendo las ecuaciones del estado estacionario por el producto I X i,
el problema se convierte en un sistema lineal de dos ecuaciones con dos
incégnitas 1/1y 1/i,

bp' a_bp  m bpn _bp

I i N’ 1+Ni*N'
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Su solucién se obtiene facilmente.

Se puede observar que I > 0y i > 0 si el niimero de mosquitos estd por

encima de un umbral critico:
«__ amN
n>n = Ppp

En este caso, el estado estacionario corresponde a la situacién en la que la
enfermedad es endémica, es decir, esta presente de forma permanente. Ross
llegé a la conclusién de que si el niimero de mosquitos n se reduce por debajo
del umbral critico n*, el tinico estado estacionario posible es I =0y i = 0, por
lo que la malaria deberia desaparecer. En concreto, no es necesario exterminar
a todos los mosquitos para erradicar la malaria. Este es precisamente el punto
que Ross queria destacar con su modelo.

Para ilustrar su teoria, Ross buscé valores numéricos razonables para los
pardmetros de su modelo. Supuso que

= ]a mortalidad de los mosquitos es tal que sélo un tercio de ellos sigue
vivo después de diez dias; por lo tanto, e 10" = % ym = (log3)/10 por
dia;

= ]a mitad de las personas siguen infectadas después de tres meses; por
tanto, e %4 = 1/2 y a = (log2)/90 al dia;

= uno de cada ocho mosquitos pica cada dfa; por tanto,e* =1—1/8y
b =1og(8/7) al dia.

= Los mosquitos infectados no suelen ser infecciosos durante los prime-
ros diez dias después de su infeccion porque los pardsitos tienen que
pasar por varias etapas de transformacién. Como un tercio de los mos-
quitos puede sobrevivir diez dias, Ross supuso que también hay un ter-
cio de todos los mosquitos infectados que son infecciosos: p’ = 1/3;

= p=1/4.

Ross pudo entonces calcular con la férmula (12.1) la fraccién infectada I/N
en la poblacién humana en funcién de la relacién n/N entre el mosquito y
la poblacién humana. Mostré sus resultados en una tabla equivalente a la
Fig. 12.2.

La forma de la curva muestra que la fraccién de humanos infectados ya
es superior al 50 % si la relacién n/N estd ligeramente por encima del valor
critico n*/N. Pero esta fraccién no cambia mucho cuando la relacién n/N au-
menta mds. Esto explica por qué la correlacion entre el nimero de mosquitos
y la presencia de malaria nunca se habia observado antes. Sin embargo, Ross
observé que el valor numérico del umbral n* /N era muy sensible a pequefios
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Figura 12.2: Fraccién I/N
de humanos infectados en
funcién de la relacién n/N
entre el mosquito y la po- 0 n*/N n/N
blacién humana.

cambios en la tasa de picaduras b, pero que esto no cambiaba la forma gene-
ral de la curva de la figura 12.2. Su explicacién cualitativa es mas importante
que los resultados cuantitativos, que sufren la incertidumbre que rodea a los
valores numéricos de los parametros.

Para interpretar el umbral critico n* descubierto por Ross! , consideremos
un humano infectado introducido en una poblacién de humanos y mosquitos,
ambos libres de malaria. Este humano permanece infectado por término me-
dio durante un periodo de tiempo igual a 1/a. Recibe bn/N picaduras por
unidad de tiempo, por lo que en promedio bn/(aN) picaduras en total mien-
tras estd infectado. Asi que infecta una media de b pn/(aN) mosquitos. Cada
uno de estos mosquitos infectados vive de media durante un periodo de tiem-
poigual a 1/m, pica a b/m humanos e infecta a b p’/m humanos. En total, tras
la transmision del primer humano infectado a los mosquitos y de éstos a otros
humanos, el nimero medio de nuevos humanos infectados es el producto de
los dos resultados anteriores, es decir

2 !
By = PP (12.2)
amN
Este %y, el nimero reproductivo bdsico para un contexto epidemioldgico,
es interpretado como el ndimero de casos humanos secundarios debidos a un
caso humano primario. Asi, el proceso de infeccion que se produce de forma
continua en el tiempo también puede considerarse a través de generaciones
sucesivas. La malaria puede «invadir» la poblacién sélo si %y > 1. Esta
condicién equivale precisamente a n > n*.

"Esta interpretacién se acentué mucho después del trabajo de Ross.
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En conclusién, Ross abogé de forma mas general por la modelizacion
matematica en epidemiologia:

«De hecho, toda la epidemiologia, que se ocupa de la variacién
de la enfermedad de un tiempo a otro o de un lugar a otro, de-
be considerarse matemdticamente, a pesar de que puedan haber
muchas variables implicadas, si se quiere considerar cientifica-
mente. Decir que una enfermedad depende de ciertos factores no
es decir mucho, hasta que podamos también dar una estimacion
de la medida en que cada factor influye en el resultado final. Y el
método matemdtico de tratamiento no es mds que la aplicacién
de un razonamiento cuidadoso a los problemas en cuestién.»

Ross fue nombrado caballero en 1911. Se traslad6 a Londres y se con-
virti6 en asesor del ejército britdnico durante la Primera Guerra Mundial. En
1923 publicé su autobiografia, memorias con un relato completo del gran
problema de la malaria y su solucién. En 1926 se inauguré el Instituto Ross
de Enfermedades Tropicales (actualmente parte de la Escuela de Higiene y
Medicina Tropical de Londres), del cual llegé a ser director. Ross muri6 en
Londres en 1932.
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Capitulo 13

Lotka, Volterra y el sistema depredador-presa
(1920-1926)

( En 1920 Alfred Lotka estudié un modelo depredador-presa y demostrd R
que las poblaciones podian oscilar permanentemente. Desarrollé este
estudio en su libro de 1925 Elementos de biologia fisica. En 1926, el
matematico italiano Vito Volterra se interesé por el mismo modelo para
responder a una pregunta planteada por el bidlogo Umberto d’ Ancona:
(por qué habia mas peces depredadores capturados por los pescadores en
el mar Adriatico durante la Primera Guerra Mundial, cuando el esfuerzo

L pesquero era bajo?

%

En 1920 Lotka publicé un articulo titulado Nota analitica sobre ciertas
relaciones ritmicas en los sistemas orgdnicos. Desde hacfa algunos afios, se
habia interesado por algunas reacciones quimicas que mostraban extrafias os-
cilaciones transitorias en los experimentos de laboratorio. El propdsito de su
articulo era sugerir que un sistema de dos especies bioldgicas podia incluso
oscilar permanentemente. El ejemplo que consideraba era el de una pobla-
ci6n de herbivoros alimentdndose de plantas. Por analogia con las ecuaciones
utilizadas en la cinética quimica, consider6 el siguiente modelo: sea x(¢) la
masa total de las plantas y y(¢) la masa total de los herbivoros en el tiempo z.
Lotka utilizé como modelo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

d
—dj:ax—bxy, (13.1)
d
—d); = —cy+dxy, (13.2)

donde los parametros a, b, ¢ y d son todos positivos. El pardmetro a es la tasa
(per cépita) de crecimiento de las plantas cuando no hay herbivoros, mientras
que c es la tasa (per cdpita) de decrecimiento de la poblacién de herbivoros
cuando no hay plantas disponibles. Los términos —bxy y dxy expresan que
cuanto mas animales y plantas hay, mayor es la transferencia de masa desde
las plantas hacia los animales (la transferencia incluye alguna pérdida de masa
por lo que d < b). Fijando dx/dt =0y dy/dt = 0, Lotka observé que hay dos
estados estacionarios:
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= Equilibrio trivial (x =0, y = 0), la poblacién de herbivoros se extingue
y no hay mas plantas;

= Equilibrio de coexistencia (x =c/d, y=a/b), los herbivoros y las plan-
tas coexisten.

También escribié sin demostraciones que si en el tiempo ¢ = 0, (x(0),y(0))
no es uno de estos dos estados estacionarios, entonces las funciones x(¢) e
y(t) oscilan periédicamente: hay un ndmero 7 > 0 tal que x(r + T) = x(¢)
y y(t+T) = y(t) para todo ¢ > 0 (figura 13.1)!. Si, por ejemplo, las plantas
son muy abundantes, la poblacién de herbivoros aumentard, provocando una
disminucién de la masa total de plantas. Cuando esta masa sea insuficiente
para alimentar a los herbivoros, algunos animales morirdn de hambre y la
masa total de plantas comenzard a crecer de nuevo hasta alcanzar un nivel
igual a su valor inicial. El fendmeno se repetird indefinidamente a lo largo del
tiempo.

X(t)

Figura 13.1: Oscilaciones

de la biomasa total de plan-

tas x(¢) y de la biomasa

total de herbivoros y(¢) en 0
funcién del tiempo.

\/

Lotka estudi6 el modelo un poco mas en un segundo articulo publicado en
1920, titulado Oscilaciones sin amortiguacion derivadas de la ley de accion
de masas. Explicé por qué el sistema podia oscilar de forma periddica. Esto
se deduce del hecho de que el punto (x(¢),y(#)) tiene que permanecer en una
trayectoria cerrada en el plano con x en el eje horizontal e y en el eje vertical;
mads concretamente, en el cuadrante donde x > 0 e y > 0 (figura 13.2).

En efecto, dividiendo la ecuacién (13.1) por la ecuacién (13.2), obtene-

1El periodo T depende de las condiciones iniciales, pero Lotka no se dio cuenta de este hecho
hasta 1925.
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mos, tras una reordenacion

c dx a dy
¢ d) T_ (9 p) Y,
( X + dt (y ) dt
La integracion por separacion de variables da
dx(t) —clogx(t) = alogy(t) —by(t) + K,

donde K es una constante que depende sélo de la condicién inicial. Por
lo tanto, el punto (x(¢),y(z)) se mantiene en la curva dx — c logx =
alogy —by+ K, la cual resulta ser una curva cerrada en el plano (fi-
gura 13.2).

Figura 13.2: Diagrama con
la biomasa total de plantas
x(t) en el eje horizontal y
la biomasa total de herbi-
voros y() en el eje verti-
cal. Las tres curvas cerra-
das alrededor del estado es-
tacionario corresponden a
diferentes condiciones ini-
ciales.

»-
X

La trayectoria de (x(¢),y(¢)) gira en torno al estado estacionario
(¢/d,a/b) en sentido contrario a las agujas del reloj, como puede verse facil-
mente estudiando el signo de dx/dt y de dy/dt. Cerca del estado estacionario,
el sistema presenta pequefias oscilaciones con un periodo igual a 27t/+/ac.

En efecto, fijemos x = § +x" e y = ¢ +y* donde |x*| < §y [y*| < £.
Entonces

di__b*(gﬂ*)w_ﬁ*
a Y \g =g
dy* a ad
ar 4 \p Y b
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A partir de estas dos ecuaciones, obtenemos

dzx* . d2y* .
— R —acx —5- /& —acy".

dr? Toodr? Y

Estas ecuaciones son las mismas que para las oscilaciones del péndulo
simple en fisica. El periodo es 27 /+/ac.

Raymond Pearl, que habia comunicado el primer articulo de 1920 en Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences, ayud6 a Lotka a conseguir
una beca de dos afios en la Universidad Johns Hopkins para escribir un libro
titulado Elementos de biologia fisica. El libro se publicé en 1925. La sec-
cién que resumia el trabajo de 1920 también mencionaba que los sistemas de
dos especies, una especie como huésped y otra como pardsito o una especie
como presa y otra como depredador, podian describirse con el mismo mo-
delo (13.1)—(13.2). Desgraciadamente, el libro de Lotka no llamé mucho la
atencién cuando se publicé. Sin embargo, el famoso matematico Volterra re-
descubrié de forma independiente ese mismo modelo poco después mientras
estudiaba un problema relacionado con la pesca.

Vito Volterra naci6 en el gueto judio de Ancona en 1860, poco antes de
la unificacién de Italia, cuando la ciudad aun pertenecia a los Estados Ponti-
ficios. Era hijo tnico. Su padre, un comerciante de telas, murié cuando Vito
tenfa dos afios y dejé a la familia sin dinero. Buen estudiante en el institu-
to, Volterra consigui6 seguir estudiando a pesar de la pobreza, primero en la
Universidad de Florencia y después en la Scuola Normale Superiore di Pisa.
En 1882 se doctoré en fisica y al afio siguiente se convirtié en profesor de
mecdnica en la Universidad de Pisa. En 1892 se incorpor6 a la Universidad
de Turin y en 1900 se trasladé a la Universidad de La Sapienza en Roma con
la cétedra de fisica matemadtica. Se convirti6 en senador en 1905. Muchas de
las conferencias que pronuncié en Roma o en universidades extranjeras se
publicaron en forma de libro: Tres lecciones sobre algunos progresos recien-
tes de la fisica matemdtica (Universidad de Clark, 1909), Lecciones sobre
ecuaciones integrales e integrodiferenciales (Roma, 1910), Lecciones sobre
las funciones lineales (Paris, 1912), La teoria de las funciones permutables
(Princeton, 1912). Fue oficial del ejército italiano durante la Primera Guerra
Mundial y dirigi6 la oficina de inventos de guerra. Tras la guerra, participd
activamente en la fundacién de la Unién Matematica Italiana (1922) y del
Consejo Nacional Italiano de Investigacion (1923), siendo el primer presi-
dente de este ultimo. También fue presidente de la Comision Internacional
para el Estudio Cientifico del Mar Mediterrdneo (1923) y presidente de la
histérica Accademia dei Lincei (1924). En 1924 se publicé otra monografia,
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escrita en colaboracion con J. Péres, Lecciones sobre composicion y funciones
permutables.

Figura 13.3: Volterra (1860—
1940) recibi6 el doctorado
honoris causa por la Uni-
versidad de Cambridge en
1900.

En 1925, a la edad de 65 afios, Volterra se interesd por un estudio del
zodlogo Umberto D’ Ancona, que m4s tarde se convertirfa en su yerno, sobre
la proporcién de peces cartilaginosos (como los tiburones y las rayas) des-
embarcados como pesca durante los afios 1905-1923 en tres puertos del mar
Adridtico: Trieste, Fiume? y Venecia. D’ Ancona habfa observado que la pro-
porcion de estos peces habia aumentado durante la Primera Guerra Mundial,
cuando el esfuerzo pesquero se habia reducido (Tabla 13.1).

Cuadro 13.1: Porcentaje de peces cartilaginosos en las pesquerias de Trieste, Fiume y
Venecia antes, durante y después de la Primera Guerra Mundial.

afio 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916

Trieste 5,7 8,8 9,5 15,7 14,6 7,6 16,2
Fiume - - - - 119 214 22,1
Venecia 21,8 - - - - - -

afio 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923
Trieste 15,4 - 199 158 133 10,7 10,2
Fiume 21,2 364 273 160 159 148 10,7
Venecia - - 309 253 259 258 26,6

Al ser los peces cartilaginosos depredadores de los peces mds pequefios,

2 Actualmente Rijeka en Croacia.
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parecia que una disminucién del esfuerzo pesquero tendria que favorecer a las
especies depredadoras. Volterra, que no conocia los trabajos de Lotka, explicé
esta observacion utilizando el mismo modelo

dx dy

— =ax—bxy, —=-—cy+dxy,

dt Vo Yy

donde x(t) representa el nimero de presas y y(¢) el nimero de depredadores.
Notd, al igual que Lotka, que este sistema puede oscilar de forma periddi-
ca con un periodo T que depende de la condicién inicial (xg,yo). También
observé que

d d
Elogx:a—by7 Elogy: —c+dux.

Integrando sobre un periodo T (de modo que x(0) = x(T) e y(0) = y(T)),

obtuvo
1 (T a 1 [T c
— ==, — dt == .
T/Oymr 2, T/Oxu)r :

Por lo tanto, el promedio a lo largo un periodo en el nimero de presas y en
el nimero de depredadores son independientes de las condiciones iniciales.
Ademas, si el esfuerzo pesquero disminuye, la tasa (per cdpita) de crecimiento
a de las presas aumenta, mientras que la tasa (per cépita) de extincién c¢ de los
depredadores disminuye. En conclusién, el promedio de x(z) disminuye y el
promedio de y(¢) aumenta: la proporcién de depredadores aumenta. Esto es
precisamente lo que se habia observado en las estadisticas pesqueras del Mar
Adriatico.

Volterra publicé su articulo primero en italiano en 1926. Unos meses des-
pués apareci6 un resumen en inglés en Nature. Lotka informé a Volterra y
a otros cientificos de la prioridad de su estudio de los sistemas depredador-
presa. Pero su articulo de 1920 y su libro de 1925 no serian siempre men-
cionados. Lotka ya trabajaba entonces para una compaiifa de seguros, por lo
que su trabajo se centrd en la demografia humana. Volterra sigui6 trabajando
en variantes del sistema depredador-presa durante una década. En 1928-1929
pronuncié una serie de conferencias en el recién creado Instituto Henri Poin-
caré de Paris. Las notas de estas conferencias se publicaron en 1931 con el
titulo de Lecciones sobre la teoria matemdtica de la lucha por la vida. En
1935 Volterra publicé en colaboracién con Umberto D’ Ancona otro libro so-
bre Asociaciones bioldgicas desde un punto de vista matemdtico.

Aunque el modelo depredador-presa parece explicar correctamente los
datos de las pesquerias, el debate sobre el realismo de los modelos simplifi-
cados en ecologia acababa tan solo de empezar y sigue siendo todavia objeto
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de disputa cientifica. Hoy en dia, el modelo depredador-presa se conoce dm-
pliamente como el modelo de Lotka-Volterra y es uno de los mds citados en
trabajos de ecologia.

En 1931, Volterra se neg6 a rendir pleitesia a Mussolini. Perdié su condi-
cidén de catedratico en la universidad de Roma y fue expulsado de las acade-
mias cientificas italianas, de las que era uno de los miembros mas famosos.
A partir de entonces permaneci6 principalmente fuera de Italia, viajando por
Europa y dando conferencias. Public6 con J. Péres el primer volumen de una
Teoria General de los Funcionales (1936) y un libro con B. Hostinsky sobre
Operaciones lineales infinitesimales (1938). Murié en Roma en 1940.
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Capitulo 14

Fisher y la seleccion natural (1922)

( En 1922, el bi6logo matematico britdnico Ronald Fisher publicé un ar-
ticulo muy influyente sobre genética de poblaciones. Este capitulo con-
sidera s6lo una parte del articulo, que se centra en una variante del mode-
lo de Hardy-Weinberg que incluye la seleccién natural. Fisher demostré
que si el heterocigoto se ve favorecido, ambos alelos pueden coexistir.
Si uno de los dos homocigotos se ve favorecido, entonces el otro alelo
desaparece. El problema subyacente es el de explicar por qué algunos
genes pueden tener varios alelos.

S %

Ronald Aylmer Fisher nacié en Londres en 1890, el ultimo de seis hijos.
Su padre era subastador, pero mas tarde se declaré en bancarrota. Fisher estu-
di6 matematicas y fisica en el Gonville and Caius College de la Universidad
de Cambridge entre 1909 y 1913. La genética se desarrollaba rapidamente en
esa época. A partir de 1911, Fisher particip6 en las reuniones de la Sociedad
de Eugenesia iniciadas por Galton. Comenz6 a centrarse en problemas esta-
disticos relacionados con los trabajos de Galton y Mendel. Tras finalizar sus
estudios universitarios, pas6 un verano trabajando en una granja en Canadd
y luego trabajé para la Mercantile and General Investment Company en la
City de Londres. Debido a su extrema miopia, no pudo participar en la Pri-
mera Guerra Mundial a pesar de haberse presentado como voluntario. Pasé
estos afios dando clases en institutos de secundaria. Durante su tiempo libre,
se ocupd de una granja y continud con sus investigaciones. Obtuvo nuevos e
importantes resultados que relacionaban los coeficientes de correlacién con
la genética mendeliana. En 1919 empez6 a trabajar como estadistico en la
Estacién Experimental de Rothamsted, centrada en la agricultura.

En 1922, Fisher publicé un articulo titulado Sobre la relacion de domi-
nancia. Entre otras importantes ideas nuevas, este articulo consideraba un
modelo matemético que combinaba las leyes de Mendel y la idea de la se-
leccién natural destacada por Darwin para la teoria de la evolucién. Fisher
consider6 la misma situaciéon que Hardy con dos alelos A y a y con la hipéte-
sis del apareamiento aleatorio. Pero supuso que los individuos con genotipos
AA, Aa y aa tienen mortalidades diferentes antes de llegar a la edad adulta,
imitando asf la seleccion natural. Estableciendo p,, 2¢g, y r, para las frecuen-
cias de los tres genotipos entre los individuos adultos en la generacién n, hay
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Figura 14.1:
Fisher (1890-1962)

respectivamente (p,, + ¢n)>, 2(Pn + qn)(qn + 1) ¥ (gn + 12)?* recién nacidos
en la generacion n+ 1 que tienen estos genotipos. Sean u, v y w las respecti-
vas probabilidades de supervivencia desde el nacimiento hasta la edad adulta.
Entonces las frecuencias de los genotipos entre los individuos adultos de la
generacién n+ 1 son pyy1, 2qnt1 y 7n+1 CON

u(pn+qn)*
puit = )] (14.1)
n
v }’l+ n l’l+r)’l
oot = (P qd)(q ) (14.2)
n
2
Tny1 = 7W(qnd+ 1) ) (14.3)

donde fijamos por conveniencia

dy = M(Pn +qn)2 +2V(pn +Qn)(‘]n + rn) =+ W(Qn + rn)z-

Recordando que p, +2g, +r, = 1, vemos que cuando u = v = w (es decir,
cuando no hay seleccién natural), el sistema (14.1)-(14.3) se reduce al sistema
(11.1)-(11.3) considerado por Hardy.

Sea x,, = p, + qn 1a frecuencia del alelo A entre los individuos adultos
de la generacién n. Entonces g, +r, = 1 —x, es la frecuencia del alelo a.
Sumando (14.1) y (14.2), obtenemos

ux,? +vx,(1—xp)
ux,? +2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%

An+1 =
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Esta ecuacion se puede reescribir en la forma

(v=w)(1=x,) + (u—v)x,
uxn? 4+ 2vx, (1 —x,) +w(l —x,)%

Xp+1 —Xn = Xn (1 _xn) (14.4)

Siempre hay al menos dos estados estacionarios en los que la frecuencia x,
permanece constante a lo largo de las generaciones: x = 0 (la poblacién esta
formada totalmente por aa homocigotos) y x = 1 (la poblacién estd formada
totalmente por AA homocigotos).

Utilizando la ecuacién (14.4), se puede demostrar que si el homocigoto
AA tiene més posibilidades de sobrevivir que los otros dos genotipos (u > v
y u > w), entonces el alelo a desaparecerd progresivamente de la poblacién.
Este caso no deberia ser muy comun en la naturaleza si sabemos que ambos
alelos coexisten. Sin embargo, si el heterocigoto Aa tiene una ventaja selectiva
sobre los homocigotos AA y aa (v > u 'y v > w), entonces los tres genotipos
pueden coexistir en la poblacién. Este es el caso mds comiin y puede explicar
el «vigor» de los hibridos que observan los agricultores.

En efecto, el estado estacionario x = 1 es estable cuando u > v porque
Xpt1 — X &~ (1 —x,) =, (u—v)/u cuando x, es cercano a 1. La pobla-
cion tiende a este estado estacionario. El estado estacionario x = 1 es
inestable cuando u < v, en cuyo caso hay un tercer estado estacionario
SV
2v—u—w

con 0 < x* < 1. Ademds podemos comprobar que éste es estable. El
estado estacionario x* corresponde a una mezcla entre los tres genotipos.

Por lo tanto, combinando simplemente las leyes de Mendel y una hip6-
tesis de seleccion natural (aqui, diferentes probabilidades de supervivencia
para los tres genotipos), podemos explicar las dos situaciones de coexisten-
cia o desaparicién de genotipos. Después de Fisher, este modelo también fue
desarrollado por J. B. S. Haldane (véase el capitulo 17) y por Sewall Wright
(véase el capitulo 19).

Anticipando el capitulo 20, obsérvese que si A es completamente domi-
nante y el homocigoto aa estd en desventaja con respecto a los otros dos ge-
notipos, estando los nimeros u : v: w en una proporcién 1 : 1 : 1 — g, entonces
la ecuacion (14.4) se convierte en

ex, (1 —x,)?

= e a) ~ex, (1 —x,)? (14.5)

Xp4+1 —Xn
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para € < 1. Si la supervivencia del heterocigoto Aa se encuentra a medio
camino entre la de los dos homocigotos, entonces los nimeros u : v : w estan
en una proporcién 1 : 1 —g/2:1—¢y

£ xn(1—2x,)

= e~ gxn(l %) (14.6)

Xn+1 —Xn

cuando € < 1.

En Rothamsted, Fisher analiz6 datos a largo plazo sobre el rendimiento
de los cultivos y la meteorologia. Pero también hizo grandes aportaciones a
la metodologia estadistica. En 1925 publicé un libro titulado Métodos esta-
disticos para los investigadores, que tuvo un gran éxito y se reedité muchas
veces. En 1929 fue nombrado miembro de la Royal Society. En 1930 Fisher
publicé un libro sobre La teoria genética de la seleccion natural, un hito en
la historia de la genética de poblaciones. En 1933 se convirtié en profesor de
eugenesia en el University College de Londres, sucediendo a Karl Pearson en
el Laboratorio Galton. En 1943 se trasladé a la Universidad de Cambridge
con una catedra de genética, esta vez sucediendo a R.C. Punnett (véase el ca-
pitulo 11). También publicé varios libros: El disefio de experimentos (1935),
La teoria de la endogamia (1949) y Métodos estadisticos e inferencia cien-
tifica (1956). Nombrado caballero britdnico en 1952, se instal6 en Australia
tras jubilarse en 1959 y muri6 en Adelaida en 1962. Volveremos a tratar otra
parte de su obra en el capitulo 20.
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Capitulo 15

Yule y la evolucion (1924)

~

4 En 1924, el estadistico britanico Yule estudié un modelo de evolucién
en el que las especies pueden producir nuevas especies mediante peque-
fias mutaciones y los géneros pueden producir nuevos géneros mediante
grandes mutaciones. Su objetivo era explicar la distribucién del nimero
de especies dentro de cada género, la mayoria de los cuales contienen
una sola especie, y unos pocos géneros contienen un gran niimero de es-
pecies. El «proceso de nacimiento» estocdstico que introdujo Yule en su
modelo sigue siendo una herramienta bésica en el estudio de los arboles
filogenéticos y en muchas otras 4reas.

- J

George Udny Yule naci6 en Escocia en 1871. Su padre ocupaba un alto
cargo en la administracion britdnica en la India. A los 16 afios, Yule empezé a
estudiar en el University College de Londres para convertirse en ingeniero. En
1892 cambié de orientacion y pasé un afio investigando en Bonn bajo la su-
pervisién del fisico Heinrich Hertz, que habia demostrado la existencia de las
ondas electromagnéticas unos afios antes. Cuando Yule regresé a Inglaterra,
Karl Pearson le ofrecié un puesto de profesor adjunto de matemadtica aplicada
en el University College. Yule, siguiendo a Pearson, comenz6 a centrarse en la
estadistica. En 1911 publicé Introduccion a la teoria de la estadistica, que se
reedit6 14 veces. Al afio siguiente se trasladé a la Universidad de Cambridge.
Su trabajo de investigacion se centrd en los aspectos tedricos de la estadisti-
ca, pero también en las aplicaciones a la agricultura y a la epidemiologia. En
1922 fue nombrado miembro de la Royal Society.

En 1924 Yule publicé un articulo titulado Una teoria matemdtica de la
evolucion basada en las conclusiones del Dr. J. C. Willis. Willis era un colega
de la Royal Society que habia publicado en 1922 un libro titulado Edad y
drea, un estudio sobre la distribucion geogrdfica y el origen de las especies.
Habia estudiado la distribucidn de las especies entre los distintos géneros en la
clasificacién de plantas y animales. Los datos que hab{a recopilado mostraban
que la mayoria de los géneros contenian una sola especie, que cada vez menos
géneros contenian un mayor nimero de especies y que todavia habia unos
pocos géneros que contenian un gran nimero de especies.

La tabla 15.1 muestra los datos relativos a las serpientes, los lagartos y
dos familias de escarabajos (los Chrysomelidae y los Cerambycinae). Las




Capitulo 15 85

Figura 15.1:
Yule (1871-1951)

1580 especies de lagartos que se conocian en ese momento se habian clasi-
ficado en 259 géneros, 105 géneros que contenian s6lo una especie, 44 s6lo
dos especies, 23 sélo tres especies, etc., y dos géneros que contenfan més de
cien especies. Para otras familias de animales y plantas, la distribucién de
los géneros segtin el nimero de especies que contienen tenia una forma muy
similar.

Yule sugiri6 a Willis que intentara representar sus datos en un grafico
con escalas logaritmicas. Esto dio un resultado sorprendente (Figura 15.2): el
logaritmo del nimero Q, de géneros que contienen z especies disminuye mas
o menos linealmente con log(n). En otras palabras, hay constantes o > 0y
B > 0 tales que O, ~ ovn~P. La distribucién sigue una «ley potencial». En su
articulo de 1924, Yule busc6 un modelo matemaético de evolucion que pudiera
explicar dicha distribucién estadistica.

Para ello imaginé primero un modelo estocéstico! en tiempo continuo pa-
ra el crecimiento del nimero de especies dentro de un género (Figura 15.3a).
Partiendo de una sola especie en el momento # = 0, supuso que la probabilidad
de que una especie diera lugar por mutacién a una nueva especie del mismo
género durante un intervalo de tiempo «pequeiio» (en la escala temporal de la
evolucidn) era igual a rdt con r > 0.

Sea p,(t) la probabilidad de que haya n especies en el momento ¢ (n es
un nimero entero pero ¢ es un nimero real). Para calcular p, (¢ + dt), Yule
considerd varios casos:

= si hay n— 1 especies en el tiempo ¢, cada especie tiene una probabilidad
rdt de generar una nueva especie entre t y ¢ + dt; en el limite dt — 0,

"McKendrick (véase el capitulo 16) ya habia comenzado a estudiar este tipo de modelos en
la dindmica de poblaciones en un trabajo publicado en 1914.
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Cuadro 15.1: Datos compilados por
Willis : (a) Escarabajos Chrysome-
lidae, (b) Escarabajos Cerambycinae,

(c) Serpientes, (d) Lagartijas.

Figura 15.2: El nimero de
géneros en funcién del nu-
mero de especies que con-
tienen, en escalas logarit-
micas decimales. Datos pa-
ra los Chrysomelidae. Pa-
ra suavizar las fluctuacio-
nes cuando n (el nimero de
especies) es grande, se con-
taron los géneros para ran-
gos de valores de n, como
en la tabla 15.1. El nimero
medio de géneros para un
unico valor de n puede ser,
por lo tanto, inferior a 1.

Nimero Numero de géneros
de especies  (a) (b) (©) (d)
1 215 469 131 105
2 90 152 35 44
3 38 82 28 23
4 35 61 17 14
5 21 33 16 12
6 16 36 9 7
7 15 18 8 6
8 14 17 8 4
9 5 14 9 5
10 15 11 4 5
11-20 58 74 10 17
21-30 32 21 12 9
31-40 13 15 3 3
41-50 14 8 1 2
51-60 5 4 0 0
61-70 8 3 0 1
71-80 7 0 1 0
81-90 7 1 0 0
91-100 3 1 1 0
101- 16 4 0 2
total 627 1024 293 259

nimero de géneros

ndmero de especies

1

10

10

2
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1 1
1 3
3 n=1
1 4
n=2
n=
2 n=4
t 0

Figura 15.3: (a) Una simulacién de la evolucién del nimero de especies dentro de un
género. La especie 1 genera las especies 2 y 3. La especie 3 genera la especie 4. (b) La
probabilidad p,(r) de que haya n especies dentro del mismo género en el momento ¢,
paral <n < 4.

habrd n especies en el tiempo 7 + dt con una probabilidad (n— 1) rdt;
= si hay n especies en el tiempo ¢, habrd n+ 1 especies en el tiempo 7 4 dt
con una probabilidad nrdt.

Asi, p,(t) viene dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dpi _ dpy
—— =-rpi, .

” " =m—1)rpp—1—nrpy (15.1)

para todo n > 2. De la primera ecuacién obtenemos p;(t) = e~ porque
p1(0) = 1. Se puede demostrar que la solucién de la segunda ecuacién que
satisface la condicién inicial p,(0) =0 es

pa(t)=e (1 —e )"t (15.2)

para todo n > 2 (Figura 15.3b). Asi que para un tiempo fijo ¢, la distribucién
de probabilidades (py(7))n>1 es una progresién geométrica de razén igual a
1—e .

En efecto, observamos en primer lugar que la ecuacion (15.1) es equiva-
lente a

d

o [pne"" ] =(n—1)rp,_ie"", (15.3)
a partir de la cual, y usando las condiciones iniciales, podemos calcu-
lar sucesivamente p;(¢), p3(z), ... . Obtenemos py(¢t) = e (1 —e™ "),

luego p3(t) = e (1 —e~"")?, lo que sugiere la férmula (15.2) para la
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solucién general. Finalmente se puede comprobar que esta férmula es
una solucién de la ecuacion (15.3).

Yule también dedujo de la férmula (15.2) que el nimero esperado de es-
pecies aumenta exponencialmente con el tiempo: Z;:l npy(t) =e".

En efecto, observamos primero que para |x| < 1,

ey d & d 1 1
n—1_ n_ = _
n;lnx dx Zx dx (1—x) (1—x)2"

n=0

400
Z np,,(t) _ efrt Z I’l(l _efrt)nfl _ ert.
n=1

En particular, si T es el tiempo de duplicacién definido por ¢’ = 2, en-
tonces la distribucién de probabilidad (p,(¢)),>1 del nimero de especies en
el tiempo t = T es una progresién geométrica de razén 1/2: %, %, %, % .
En el tiempo ¢t = kT, es una progresiéon geométrica de razén 1 —1/2F y
pi(KT) = 1/2%.

A continuacidn, Yule considerd, paralelamente al crecimiento del nimero
de especies pertenecientes a un mismo género, un proceso similar debido a
mutaciones mayores que conducen a la creacién de nuevos géneros. Sea sdt
la probabilidad de que un género existente genere un nuevo género durante
un pequefio intervalo de tiempo dt. Como antes, suponiendo que sélo hay un
género en el momento ¢ = 0, el nimero esperado de géneros en el momento ¢
es e’’. El nimero medio de géneros creados por unidad de tiempo en el mo-
mento 7 es la derivada se’’. En el limite? donde 7 — +oo, el ndmero medio de
géneros que en el tiempo 7 han existido entre x y x + dx unidades de tiempo es
entonces se* ") dx. La probabilidad en el tiempo ¢ de que un género elegido
al azar haya existido entre x y x -+ dx unidades de tiempo es se™**dx.

Si un género elegido al azar en el tiempo ¢ ha existido entre x y x + dx
unidades de tiempo, la probabilidad de que este género contenga n especies
es, segln la férmula (15.2), igual a e™"™ (1 — e‘”‘)"‘1 para todo n > 1. Asi,
la probabilidad g, de que un género elegido al azar en el tiempo ¢ contenga n
especies es g, = [~ se ¥ e ¥ (1 —e~"*)"~! dx. Fijamos u = r/s. Un cdlculo

2Yule considerd también el caso en el que ¢ no puede suponerse muy grande en compara-
cién con el tiempo de duplicacién de e”. Los célculos son un poco més complicados pero los
resultados finales no son muy diferentes.
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facil muestra que g = 1/(1+u) y que

1 u 2u (n—1)u
T 14w 142u 143u 1+nu

qn (15.4)

para todo n > 2.

De hecho, tenemos (1 —e™"*)" ! = (1 —e )" 2(1 —e"%). Asi,

o0
Gn = qn-1— S/ e (rT9)x (] — e )2 rx gy,
0
Integrando por partes, obtenemos

r+s (n—=1)r/s

Qn:‘h—l_m‘]n Y d4n= 1+nr/s qn—1-

La férmula (15.4) muestra que la secuencia de probabilidades (g, )n>1
es decreciente. Asi, el mdximo se alcanza para n = 1: la mayoria de los gé-
neros contienen una sola especie. Esto es precisamente lo que muestran los
datos. Ademads, la disminucién de g, hacia 0 cuando n tiende a infinito es
relativamente lenta porque ¢,/g,—1 — 1. Esto puede explicar por qué algu-
nos géneros contienen un gran nimero de especies. Mas concretamente, Yule
demostré que log g, disminuye linealmente con log(n).

Por definici6n, la funcién Gamma de Euler es I'(z) = [, e " dt.
EntoncesI'(n+1)=n!=nx(n—1) x---x2x 1l sinesentero, y ['(z+
1) =zI'(z). Luego (15.4) toma la forma

(n—1)! I(n)(1+1)
q = = .
" u(l+ D2+ m+ 1y uT(+141)
Pero la aproximacién de Stirling da logI'(n) ~ nlogn —n — %logn +
constante. De la misma manera, logT'(n+ 14 1/u) ~ nlogn —n+ (% +
%) logn + constante. Finalmente logg, ~ —(1 + %) logn + constante.

Consideremos, por ejemplo, el caso de los lagartos. El pardmetro u puede
estimarse a partir de la proporcién g; = 1/(1 4 u) de géneros que contie-
nen una sola especie. Segin la tabla 15.1, tenemos ¢g; = 105/259 por lo que
u ~ 1,467. Entonces podemos calcular la probabilidad teérica g, y el nime-
ro esperado Q, de géneros que contienen n especies multiplicando g, por el
nimero total de especies, que es 259 (Tabla 15.2).



90

Yule observo que la concordancia entre las observaciones y los calculos es
relativamente buena’ dada la simplicidad del modelo, que no tiene en cuenta,
por ejemplo, los cataclismos que han atravesado las especies a lo largo de
millones de afios de evolucién.

Cuadro 15,’%: Numero de especies  Numero observado  Nimero calculado
Comparacién p < . ) .
entre los datos por género de géneros de géneros
y la teoria 1 105 105,0
en el caso de 2 44 39,2
los  lagartos 3 23 21,3
(1580 especies 4 14 13,6
clasificadas en 5 12 9,6
259 géneros). 6 7 7,2
7 6 5,6

8 4 4,5

9 5 3,7

10 5 3,1

11-20 17 16,6

21-30 9 6,9

31-40 3 3,9

41-50 2 2,6

51-60 0 1,9

61-70 1 1,4

71-80 0 1,1

81-90 0 0,9

91-100 0 0,7

101- 2 10,1

total 259 259

Después de 1931, Yule se retiré progresivamente de la Universidad de
Cambridge. Se interesé por la distribucion estadistica de la longitud de las
frases para identificar a autores de libros. Lo aplicé, en particular, al libro
publicado por John Graunt (véase el capitulo 2), pero posiblemente se inspird
en William Petty. En 1944 publicé un libro sobre El estudio estadistico del
vocabulario literario. Muri6 en 1951.

En la actualidad, el modelo de Yule se sigue utilizando para analizar los
«arboles filogenéticos» (los arboles genealdgicos de las especies). Estos ar-

3Para el ndmero de géneros que contienen mds de 100 especies, Yule obtuvo un mejor ajuste
que en la Tabla 15.2 al considerar que ¢ no era grande en comparacién con el tiempo de duplica-
cién de e*'.
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boles, similares al de la figura 15.3, son mas conocidos gracias a los nuevos
datos procedentes de la biologia molecular. Pero las aplicaciones del proceso
estocdstico definido por las ecuaciones (15.1) no se limitan a la teoria de la
evolucidon. Este proceso es un bloque de construccién de muchos modelos en
la dindmica de poblaciones, desde el nivel microscépico (para modelizar, por
ejemplo, colonias de bacterias) hasta el nivel macroscépico (para modelizar
el comienzo de una epidemia). Se denomina «proceso de nacimiento puro»
o «proceso de Yule». Una variante sencilla incluye una probabilidad mdr de
morir durante cualquier intervalo de tiempo pequefio dt: el tamafio esperado
de la poblacién en el tiempo ¢ para este «proceso de nacimiento y muerte» es
entonces e” ™" En cuanto a la distribucién de probabilidad (15.4), a veces
se denomina distribucién de Yule . Las distribuciones con colas que satisfa-
cen las leyes de potencia han atraido mucha atencién en diversas dreas de
la ciencia. El estudio de las epidemias sobre redes complejas aleatorias con
una distribucién de grados (nimero de conexiones de cada nodo) de tipo ley
potencial es un ejemplo.

Mas informacion

1. Aldous, D.J.: Stochastic models and descriptive statistics for phylogenetic
trees, from Yule to today. Stat. Sci. 16, 23-34 (2001) projecteuclid.org

2. Edwards, A.W.E.: George Udny Yule. In: Heyde, C.C., Seneta, E. (eds.) Statis-
ticians of the Centuries, 292-294. Springer, New York (2001)

3. McKendrick, A.G.: Studies on the theory of continuous probabilities with spe-
cial reference to its bearing on natural phenomena of a progressive nature. Proc.
Lond. Math. Soc. 13,401-416 (1914)

4. Simon, H.A.: On a class of skew distribution functions. Biometrika 42, 425—
440 (1955)

5. Willis, J.C.: Age and Area. Cambridge University Press (1922) archive.org

Yates, F.: George Udny Yule. Obit. Not. Fellows R. Soc. 8, 308-323 (1952)

7. Yule, G.U.: A mathematical theory of evolution, based on the conclusions of
Dr. J. C. Willis. Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. B 213, 21-87 (1925) gallica.bnf.fr

)


https://projecteuclid.org/journals/statistical-science/volume-16/issue-1/Stochastic-models-and-descriptive-statistics-for-phylogenetic/10.1214/ss/998929474.full
http://www.archive.org/details/ageareastudyinge00will
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k56078c/f34.item

Capitulo 16

McKendrick y Kermack sobre la modelizacion de
epidemias (1926-1927)

( En 1926 McKendrick estudié un modelo estocdstico de epidemias y en- R

contré un método para calcular la probabilidad de que una epidemia
alcance un determinado tamafio final. También descubri6 la ecuacién en
derivadas parciales que gobierna la densidad con respecto a la edad de
las poblaciones en un contexto en tiempo continuo. En 1927 Kermack y
McKendrick estudiaron un modelo epidémico determinista y obtuvieron
una ecuacion para el tamafio final de la epidemia, que hace hincapié en
un determinado umbral para la densidad de poblacién. Pueden produ-
cirse grandes epidemias por encima pero no por debajo de este umbral.
Estos trabajos siguen siendo muy utilizados en la epidemiologia con-
temporanea.

S %

Anderson Gray McKendrick nacié en 1876 en Edimburgo, siendo el tl-
timo de cinco hijos. Estudié medicina en la Universidad de Glasgow, donde
su padre era profesor de fisiologia. En 1900 ingreso en el Servicio Médico de
la India. Antes de ir a la India, acompaiié a Ronald Ross en una misién para
combatir la malaria en Sierra Leona. Después sirvi6 en el ejército durante 18
meses en Sudadn. A su llegada a la India, fue nombrado médico en una prisién
de Bengala, donde intenté controlar la disenteria. En 1905 se incorporé al
nuevo Instituto Central de Investigacién Médica de Kasauli (en el norte de la
India). Trabajo sobre la rabia, aunque también estudié matematicas. En 1920,
tras contagiarse de una enfermedad tropical, regresé a Edimburgo y se con-
virti6 en el superintendente del laboratorio del Royal College of Physicians.

En 1926 McKendrick publicé un articulo sobre las Aplicaciones de las
matemdticas a los problemas médicos, que contenia varias ideas nuevas. En
particular, introdujo un modelo matemético en tiempo continuo para las epi-
demias que tenia en cuenta el cardcter estocéstico de los procesos de infeccién
y recuperacion.

Consideremos una poblacién de tamafio N con una sola persona infecta-
da inicialmente. Las personas pueden pasar sucesivamente por tres estados:
el estado susceptible (de ser infectado) S, el estado infectado I y el estado
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Figura 16.1: McKendrick (1876-1943) y Kermack (1898-1970)

recuperado (con inmunidad permanente) R (Figura 16.2)!.

Figura 16.2: Estados posibles: susceptible (S), infectado (I), recuperado (R).

Sea p; () la probabilidad de que la poblacién contenga en el momento
t exactamente i personas en el estado / y r personas en el estado R, donde
i y r son nimeros enteros tales que 1 < i+ r < N. En este caso se dice que
la poblacidn estd en el estado (i,r). El nimero de personas susceptibles es
entonces s = N — i — r. Siguiendo el trabajo de Ross sobre la malaria (véa-
se el capitulo 12), McKendrick asumi6 que, durante un pequefio intervalo de
tiempo dt, la probabilidad de que se produzca una nueva infeccién es igual
a asi dt (es decir, proporcional al nimero de personas susceptibles y al ni-
mero de personas infectadas). La probabilidad de que se produzca una nueva
recuperacion es igual a bidt. Tanto a como b son pardmetros positivos. Para
calcular p; (¢ +drt), hay que distinguir varios casos:

= la poblacién estd en el estado (i — 1,r) en el momento ¢ y una nueva
infeccién hace que la poblacién pase al estado (i,r) entre ¢ y ¢ +dt; la
probabilidad de este sucesoes as(i— 1)df cons=N—(i—1) —r;

'El modelo de Daniel Bernoulli (véase el capitulo 4) incluia los estados S y R pero no 7,
siendo la duracidn de la infeccién mucho més corta que la esperanza de vida media.
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= la poblacién estd en el estado (i,r) en el momento ¢ y una nueva infec-
cién hace que la poblacién pase al estado (i + 1,r) entre 7 y t +dt; la
probabilidad de este suceso es asidt cons =N —i—r;

= la poblacién estd en el estado (i+ 1,7 — 1) en el momento ¢ y una nueva
recuperacion hace que la poblacién pase al estado (i,r) entre ¢t y 1 +dt;
la probabilidad de este suceso es b (i+ 1) dr;

= la poblacidn estd en el estado (i,r) en el momento 7 y una nueva re-
cuperacién hace que la poblacién pase al estado (i —1,r+ 1) entre ¢ y
t +dt; la probabilidad de este suceso es bi dt.

Por lo tanto, McKendrick obtuvo las ecuaciones

dpi,r
dt

=aN—i—r+1)(i—1)pi1,—a(N—i—r)ip;,
+b(i+1)piy1,-1—bipi, (16.1)

para 1 < i+ r < N. El primer término del lado derecho debe desaparecer
cuando i = 0, mientras que el tercer término debe desaparecer cuando r = 0.
Las condiciones iniciales son p; (0) = 0 para todo (i,r) excepto p1 o(0) = 1.

Con este modelo McKendrick consiguié calcular la probabilidad de que la
epidemia termine con n personas infectadas, que es el limite de pg ,(f) cuando
t — +oo. En efecto, no es necesario resolver el sistema (16.1). Basta con
observar que, mientras haya i personas infectadas y r personas recuperadas, la
probabilidad de una nueva infeccién durante un pequefio intervalo de tiempo
dt es a(N —i—r)idt y la probabilidad de una nueva recuperacién es bi dt.
Asi, las probabilidades de transicién (como se suelen llamar en la teorfa de las
cadenas de Markov) del estado (i,r) al estado (i+1,r) oalestado (i—1,r+1)
son respectivamente

a(N—i—r) b
Plir)=(it1r) = aN—i=+b’ Plir)—(i-1r+1) = aN=i—nTb

para todo i > 1 (Figura 16.3).

Sea g; » 1a probabilidad de que la poblacién pase por el estado (i,r) du-
rante la epidemia. Como i = 1 y r = 0 cuando t = 0, tenemos g1 = 1. Los
demas estados se alcanzan tras una infeccién o tras una recuperacion:

Qi = qi-1r P(i-1.9)>(ir) T Ait10—1 Pir1r-1) (i) -

El primer término del lado derecho debe desaparecer cuandoi=0o0i= 1. El
segundo término debe desaparecer cuando r = 0. A partir de esta férmula, po-
demos calcular primero (g, 0)2<i<n luego (¢i.1)o<i<n—1, luego (gi2)o<i<n—2.
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[ w ~ (S 2 B

Figura 16.3: Diagrama que
muestra los posibles estados
de una poblacién con N =5 (i 1 T T T
en el eje horizontal, r en el eje
vertical) y las posibles transi-
ciones debidas a la infeccidon 0 1 2 3 4 5
(flechas horizontales) o a la

recuperacion (resto de flechas).

etc. La probabilidad de que la epidemia infecte finalmente a n personas es
qo,,- En 1926 estos célculos eran bastante tediosos. Asi que McKendrick se
limité a ejemplos relativos a poblaciones muy pequefias, por ejemplo una
familia. Con N = 5 personas y b/a = 2, obtuvo la tabla 16.1. Las mayores
probabilidades corresponden al caso en que s6lo una persona de la familia
estd infectada y al caso en que toda la familia estd infectada.

Cuadro 16.1: Probabilidad de que una epidemia en una familia de cinco personas
infecte a n cuando b/a = 2.

n 1 2 3 4 5

g0, 033 0,11 009 0,13 0,34

El mismo articulo de 1926 contiene también una nueva formulacion de
problemas demograficos considerando el tiempo como una variable continua.
Para dx infinitamente pequeiio, sea P(x,7) dx la poblacién con una edad entre
xyx-+dxenel tiempo 7. Sea m(x) la tasa de mortalidad a la edad x. Entonces

P(x+h,t+h) = P(x,t) —m(x) P(x,t)h

para h infinitamente pequefo. Introducimos la definicion de las derivadas par-
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ciales de la funcién P(x,) con respecto a x y ¢:

. P(x+h,t)—P(x,1) JP .. P(x,t+h)—P(x,t)
oy V1) = im h » g nt) = Jim h '

Usando que

opP opP
P(x+h,t+h)~P(x,t)+h g(x,t) +h g(x,t) ,

McKendrick obtuvo la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

%(x,t) + %(x,t) +m(x)P(x,t) =0.
Una ecuacion de este tipo aparece de forma natural en problemas de dindmica
de poblaciones estructuradas por una variable continua, como la edad en de-
mografia/ecologia (véase el capitulo 25) o el tiempo desde la infeccion (edad
de infeccién) en epidemiologia.

En 1921, William Ogilvy Kermack habia sido nombrado responsable de
la seccién quimica del Laboratorio del Real Colegio de Médicos de Edim-
burgo. Kermack nacié en 1898 en un pequefio pueblo de Escocia. Estudié
en la Universidad de Aberdeen y empezd a investigar en el campo de la qui-
mica orgédnica en un laboratorio industrial de Oxford. A pesar de quedarse
completamente ciego tras una explosion en su laboratorio de Edimburgo en
1924, continué su trabajo en la quimica con la ayuda de colegas y estudiantes.
Kermack también comenz6 a colaborar con McKendrick en la modelizacién
matematica de las epidemias. A partir de 1927, publicaron juntos una serie de
Contribuciones a la teoria matemdtica de las epidemias en la que estudiaban
modelos epidémicos deterministas. Sea N el tamafio de la poblacién con N
suficientemente grande. Supongamos, como en el articulo de 1926, que las
personas pueden ser susceptibles, infectadas o recuperadas. Si la enfermedad
puede ser mortal, el tercer estado incluye de hecho los casos muertos tam-
bién. Sean S(z), I(t) y R(t) el nimero de personas en cada uno de los tres
estados en el tiempo ¢. El modelo es (de forma simplificada) un sistema de
tres ecuaciones diferenciales ordinarias:

ds
— = —aSl 16.2
R asli, (16.2)
dl
— =aSI-bl 16.3
i ) (16.3)
R
d =bl. (16.4)

=
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Por lo tanto, el niimero de nuevas infecciones por unidad de tiempo es, como
en el modelo estocéstico de 1926, proporcional tanto al nimero de personas
susceptibles como al nimero de personas infectadas. Al principio de la epi-
demia, en el momento ¢ = 0, hay un cierto nlimero de personas infectadas:
S(0) =N —1y,1(0) = Iy y R(0) =0, suponiendo 0 < Iy < N.

Aunque el sistema (16.2)-(16.4) no tiene una solucién cerrada (solucién
explicita), se pueden demostrar varias de sus propiedades:

= la poblacién total S(r) 4 I(t) + R(¢) se mantiene constante e igual a N a
lo largo del tiempo;

= S(1), I(t) y R(¢) permanecen no negativos (como debe ser ya que son
poblaciones);

= cuando 7 — +oo, S(¢) disminuye hasta un limite S > 0, I(¢) tiende a 0
y R(¢) aumenta hasta un limite R.. < N;

= Ademads, la ecuacion

Sw _a

507 SN =5.), (16.5)

—log

da implicitamente S., > 0 y por lo tanto también el tamafio final de la
epidemia Ro = N — Seo.

En efecto, vemos primero que

d
—(S+I+R)=0.
dt(++)

Asi que S(t) +1(¢) + R(t) = S(0) +1(0) + R(0) = N. Las ecuaciones
(16.2) y (16.3) pueden reescribirse como
d

E [S(t) eafél(f)dr} -0,

d

bt—af§S(t)dt| _
- [I(z)e } 0.

De ello se deduce que
S(t) = 5(0) e—alol(v)dr >0, I(t)=1(0) caloS(t)dT—bt ~0.

Las ecuaciones (16.2) y (16.4) muestran entonces que la funcién S(z) es
decreciente y que la funcién R(¢) es creciente (en particular, R(¢) > 0).
Dado que S(z) > 0y R(¢) < N, las funciones S(¢) y R(¢) tienen limites
cuando t — +oeo. Dado que I(tr) = N — S(t) — R(t), I(t) también tiene
un limite cuando t — +oo, que sélo puede ser cero como puede verse
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integrando (16.4). La ecuacién (16.2) también muestra que
d
——llogS] =al.
S logs]=a

Integrando entre t =0 y # = +o0, encontramos
o0
logS(0) —logSe. = a/ I(r)dt.
Jo

La ecuacion (16.3) puede reescribirse como

Integrando entre t = 0 y t = o0, Obtenemos
~+oo
—1(0) = S(0) — S — b / 1(t)dr.
0

Combinando los dos resultados, obtenemos la férmula (16.5), que mues-
tra que Se, > 0.

Cuando el nimero inicial de personas infectadas Iy es pequefio en compa-
racién con el tamaiio de la poblacién N, es decir S(0) ~ N, lo que suele ocurrir
al comienzo de una epidemia en una ciudad o regién, la férmula (16.5) puede
reescribirse utilizando S.c = N — R., como

Ro R
—1 1—-— | =%y — 16.6
og( N > 05 (16.6)
donde se ha definido N
a
%0 == 7 .

La ecuacién (16.6) tiene una solucion positiva sélo si Zy > 1. Asi, Kermack
y McKendrick llegan a la siguiente conclusion: la epidemia infecta a una
fraccién no despreciable de la poblacién sélo si %y > 1. Existe un umbral
para el tamafio de la poblacién N* = b/a por debajo del cual no se produce la
epidemia.

Cuando el tamafio de la poblacidon N estd justo por encima de este um-
bral (N = N* + €), se produce una epidemia de pequeiia amplitud. Se deduce
de (16.6) que R ~ 2¢€. Por lo tanto, S.. =~ N* — €: la epidemia hace que la
poblacion susceptible esté tan por debajo del umbral N* como lo estaba ini-
cialmente.
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. . . 2 .z
En efecto, utilizando la aproximacién —log(1 —x) ~ x+ %, la ecuacién
(16.6) se convierte en

R. 1 (R.\’ Re
—ho(22) rm2.
N+2<N> N

Asi,
€

Al igual que en el modelo de la malaria de Ross (capitulo 12), la con-
dicién Zp > 1 tiene una interpretacién sencilla. Dado que aN es el nimero
de personas que una persona infectada infecta por unidad de tiempo al prin-
cipio de la epidemia y que 1/b es el periodo infeccioso medio, Zy = aN /b
es el nimero medio de casos secundarios debidos a una persona infectada al
principio de la epidemia (nimero reproductivo basico).

Para las enfermedades mortales, R(¢) es el nimero acumulado de falle-
cidos desde el comienzo de la epidemia y dR/dt es el nimero de fallecidos
por unidad de tiempo. Kermack y McKendrick observaron que el gréifico de
la funcién dR/dt en su modelo matemdtico tiene la forma de campana que se
espera de una curva epidémica (Figura 16.4).
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Para obtener dR/dt, dividieron (16.2) por (16.4) para obtener dS/dR =
—aS/b. Por tanto, S(t) = S(0)exp(—aR(t)/b). Sustituyendo esto en la
ecuacion (16.4) y utilizando S(z) +1(¢) + R(t) = N, obtuvieron la ecua-
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cion
LjTI;:b [NfRfS(O) exp(f%R)} , (16.7)

que todavia no puede resolverse explicitamente. Sin embargo, si
% R(r) se mantiene pequefia durante toda la epidemia, la aproximacién
exp(—u) ~1—u+u?>/2 da

dR a a? 5
T ~b [N—R—S(O)—FS(O)bR—S(O)szR } . (16.8)

Se trata de una ecuacidn llamada de Riccati con dos soluciones cons-
tantes, una positiva R, y otra negativa R_, dadas por las raices del po-
linomio de segundo grado en R en el lado derecho de (16.8). Sea R(t)
la solucién exacta de (16.8) y fijemos Q(¢) = R(t) — R... Entonces Q(t)
satisface una ecuacién diferencial de Bernoulli similar a las encontradas
por Daniel Bernoulli y Verhulst (véase (4.5) y (6.1)). Por lo tanto, se pue-
de adaptar directamente la férmula (6.2) para obtener Q(¢). Un cdlculo
facil pero tedioso muestra que dQ/dt es de la forma o/ cosh?(Bt —y),
donde a, B y v son constantes que dependen de forma complicada de
los parametros del modelo. Como dR/dt ~ dR/dt = dQ/dt, Kermack y
McKendrick podrian elegir (@, 3,7) para ajustar sus datos. Por supues-
to, los ordenadores y programas modernos pueden resolver facilmen-
te de forma numérica la ecuacién diferencial (16.7) sin pasar por estas
aproximaciones.

La curva de dR/dt asi obtenida se ajustaba bien a los datos del nimero de
muertes por semana durante la epidemia de peste en Bombay entre diciembre
de 1905 y julio de 1906 (Figura 16.4).

Kermack y McKendrick también consideraron el modelo mds general
donde la infecciosidad a(x) depende del tiempo x desde la infeccién (la 1la-
mada edad de infeccién) y en el que la tasa de recuperacién b(x) también
depende de x. La ecuacién que da el tamafio final de la epidemia (cuando el
ndmero inicial de casos infectados es pequefio) sigue siendo (16.6) pero con

oo X
Ro :N/O a(x) exp (_/0 b(y)dy) dx. (16.9)

El pardmetro %, el nimero reproductivo bésico, tiene la misma interpreta-
cién que en el caso anterior: es el nimero medio de casos secundarios debidos
a una persona infectada al principio de la epidemia. Obsérvese la similitud
entre (16.9) y la férmula de Lotka (10.2) para %, en demografia: la edad se
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sustituye por el tiempo transcurrido desde la infeccidn, la supervivencia por
la probabilidad exp (— [y b(y) dy) de seguir infectado, la fertilidad por la tasa
de contacto N a(x).

Kermack y McKendrick desarrollaron otros modelos matematicos de epi-
demias durante la década de 1930. Estos siguen siendo los pilares de la ma-
yoria de los modelos mas complejos utilizados hoy en dia en epidemiologia.
El pardmetro %, sigue desempefiando un papel central en el andlisis de los
modelos.

McKendrick se retiré en 1941 y murié en 1943. Entre 1930 y 1933, Ker-
mack fue coautor de algunos articulos sobre fisica matemdtica con William
McCrea y Edmund Whittaker, ambos del departamento de matematicas de la
Universidad de Edimburgo. Durante las décadas de 1930 y 1940, el equipo
de quimicos de Kermack intent6 sintetizar nuevas moléculas con actividad
antipalddica, pero con un éxito limitado. En 1938, Kermack fue coautor, jun-
to con Philip Eggleton, de un popular libro sobre bioquimica elemental, El
material del que estamos hechos. Fue elegido miembro de la Royal Society
en 1944 y ocup6 la cétedra de bioquimica de la Universidad de Aberdeen
en 1949. Posteriormente fue decano de la Facultad de Ciencias. Se jubil6 en
1968 y muri6 en 1970.
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Capitulo 17

Haldane y las mutaciones (1927)

~

4 En otra seccién de su articulo de 1922, Fisher consider6 el problema de
un gen mutante que puede transmitirse a un nimero aleatorio de descen-
dientes con una distribucién de probabilidad determinada. El problema
era formalmente el mismo que el de la extincién de los apellidos pero
en un contexto genético. Fisher demostré que si la distribucion de pro-
babilidad era una distribucién de Poisson y si el gen mutante no tenia
ninguna ventaja selectiva, entonces el gen mutante podia desaparecer
de la poblacién muy lentamente. En 1927, el bidlogo britdnico Haldane
profundizé en el estudio de este modelo y demostré que la probabilidad
de que un gen mutante ventajoso se mantuviera era el doble de su ven-
taja selectiva. También dio un tratamiento mds riguroso al problema de

\_ la extincion. P,

John Burdon Sanderson Haldane naci6 en 1892 en Oxford, donde su pa-
dre era profesor de fisiologia en la universidad. Haldane estudi6 en el Eton
College y después de 1911 en el New College de la Universidad de Oxford.
Tras centrarse en las matematicas en su primer afio, se dedicé a las humani-
dades. Sus estudios se vieron interrumpidos por la Primera Guerra Mundial,
durante la cual sirvié en Francia e Irak. Tras ser herido, fue enviado como
instructor militar a la India. En 1915 publicé un primer articulo sobre los ex-
perimentos genéticos con ratones que habia iniciado antes de la guerra. En
1919 se convirtié en miembro del New College, ensefiando fisiologia y es-
tudiando la respiraciéon como su padre. En 1923 se incorporé al laboratorio
de bioquimica de F. G. Hopkins' en la Universidad de Cambridge, donde se
centrd en la cinética de las enzimas. También publicé una novela de ciencia
ficcion, Daedalus o la ciencia y el futuro (1923), y un ensayo titulado Calli-
nicus, una defensa de la guerra quimica (1925). Entre 1924 y 1934, escribié
una serie de diez articulos titulados Una teoria matemdtica de la seleccion
natural y artificial.

En el quinto articulo de la serie, publicado en 1927, Haldane reconsiderd
otro modelo genético que Fisher habia estudiado en 1922, un modelo centra-
do en las mutaciones. Fisher habia estudiado la probabilidad de que un gen

IFrederick Gowland Hopkins, que recibié el Premio Nobel de Fisiologia 0 Medicina en 1929
por sus trabajos sobre las vitaminas.
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Figura 17.1:
Haldane (1892-1964)

mutante invada una poblacién o desaparezca. Este problema es formalmen-
te el mismo que el de Bienaymé, Galton y Watson sobre la extincién de los
apellidos. Pero Fisher no hizo ninguna referencia a estos trabajos, aunque po-
dria haber leido el articulo de Galton y Watson reproducido en el apéndice
del libro de Galton de 1889 La herencia natural. Como en el capitulo 9, lla-
ma py a la probabilidad de que un gen se transmita a k descendientes en la
primera generacion (k > 0). Fisher consideré también la funcién generadora
f(x) = po+ p1x+ pax®+---+ ppxF+ -, salvo que no fijé ningidn limite
superior para k: la suma puede incluir un nimero infinito de términos. Se dio
cuenta de que, partiendo de un individuo con el gen mutante en la generacién
0, la probabilidad de que este gen esté en k individuos es el coeficiente de x*
en fi(x) = f(x) para la generacién 1, en f>(x) = f(f(x)) para la generacién
2,en f3(x) = f(f(f(x))) para la generacién 3, etc. De este modo, queda claro
que se cumple la siguiente ecuacién.

fn(x) = f(fa—1(x)) (17.1)

Esta ecuacién es mucho mds practica que la ecuacién f,(x) = f,—1(f(x))
derivada por Watson. En particular, se deduce de (17.1) que la probabilidad de
extincién dentro de n generaciones x, = f,(0) satisface la férmula de iteracién
Xn = f(x4—1), como ya habia notado Bienaymé.

Como ejemplo, Fisher considerd el caso de una planta con un gen mutante
que puede producir N semillas, teniendo cada semilla una probabilidad g de
sobrevivir para producir una nueva planta. La probabilidad p; de obtener k
descendientes con el gen mutante es binomial:

P = (IZ)q"(l —g)"*
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paratodo O < k < Ny py =0 para k > N. La funcién generadora es entonces
f(x)=(1—qg+gx)N. Sea Zy = N q el nimero medio de semillas que sobre-
viven para producir una nueva planta. Cuando N es grande y g es pequefio,
entonces

= (148 )Y e

La distribucién de probabilidad (py) tiende a

o0 (Zo)*
K

lo que se llama una distribucién de Poisson. Fisher calculé entonces la pro-
babilidad de extincién en n generaciones, utilizando xp = 0, x,, =~ eZ0(n-1-1)
y los valores numéricos N = 80 y ¢ = 1/80. En este caso, Zy = Ng¢ = 1. Un
célculo tedioso muestra que xjg0 ~ 0,98: un gen mutante sin ventaja selectiva
(Zy = 1) desaparece muy lentamente. Todavia hay un 2 % de posibilidades
de que el gen esté presente en la poblacién después de 100 generaciones. En
1922 Fisher no impulsé el estudio de este modelo.

Continuando con el trabajo de Fisher, Haldane observé por primera vez en
su articulo de 1927 que, para cualquier distribucién de probabilidad (py) tal
que po > 0, la ecuacién x = f(x) tiene exactamente dos raices en el intervalo
(0, 1] cuando el nimero medio de descendientes que llevan el gen mutante
H es estrictamente mayor que 1, es decir, cuando el gen mutante tiene una
ventaja selectiva. Ademds, la probabilidad de extincién x.., que es el limite
de x,, cuando n — oo, es la menor de las dos raices de x = f(x): el gen tiene
una probabilidad no nula de establecerse en la poblacién. A diferencia de
Bienaymé y Cournot, Haldane proporcioné una prueba para esta conclusion.

En efecto, f/(x) >0y f”(x) > 0 en el intervalo [0, 1]. En otras palabras,
la funcién f(x) es no decreciente y convexa. Los supuestos f(0) = po >
0y f(1) =% = p1+2p2+3p3+--- > 1 implican que la ecuacién
f(x) = x tiene exactamente dos soluciones en el intervalo (0,1]: x =1
y x* tales que 0 < x* < 1. Haldane se refiri6 entonces a un articulo de
Gabriel Koenigs de 1883, que demostraba que si x, = f(x,—1) y X, —
Xoo, ENLONCES Xoo = f(Xeo) ¥ |f/(Xw)| < 1. Cuando f'(1) > 1, la dnica
posibilidad es que x. = x*.

Para el caso de una distribucién de Poisson con f(x) = e#0—1) y 7,
apenas mayor que 1, la probabilidad de extincién x.. es muy cercana a 1. La
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ecuacion f(x.) = X« €s entonces equivalente a

(x —1)?

Lo (Xeo — 1) =108 X0 A2 (Xeo — 1) — 7

Se deduce que
1 —Xeo 2 2(%p—1).

Haldane concluy6 que la probabilidad de que el gen mutante no se extinga
es el doble de su ventaja selectiva % — 1. Sin citar a Haldane, Fisher tomé
como ejemplo en su libro de 1930 el caso en el que %y = 1,01, lo que da una
probabilidad del 2 % de que el gen mutante no se extinga.

Haldane fue nombrado miembro de la Royal Society en 1932. Dejé Cam-
bridge para convertirse en profesor de genética y posteriormente de biometria
en el University College de Londres. Entonces se interesé especialmente por
la genética humana: estimacién de las tasas de mutacion, mapas genéticos
de los cromosomas, etc. Ademds de sus libros cientificos (Biologia animal
en 1927 con Julian Huxley, Enzimas en 1930, Las causas de la evolucion en
1932 y La biogquimica de la genética en 1954), publicé un gran nimero de
articulos sobre ciencia en la prensa (por ejemplo sobre el origen de la vida)
y algunos ensayos (La desigualdad del hombre en 1932, La filosofia de un
biologo en 1935, La filosofia marxista y las ciencias en 1938, Herencia y po-
litica en 1938 y Avances de la ciencia en 1947). Tras varias visitas a Espafia
durante la guerra civil, intenté convencer a su propio pais de que construyera
refugios contra los bombardeos aéreos. Durante la Segunda Guerra Mundial,
trabaj6 en los problemas de respiracion de los submarinos. Miembro del par-
tido comunista desde 1942, dimitié en 1950 debido al rechazo oficial de la
genética mendeliana en la URSS por influencia de Lysenko. En 1957 se ins-
talé en la India, donde continué sus investigaciones, primero en el Instituto
Indio de Estadistica de Calcuta y después en Bhubaneswar. Tras adquirir la
nacionalidad india, muri6 en 1964.
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Capitulo 18

Erlang y Steffensen sobre el problema
de la extincion (1929-1933)

En 1929, el ingeniero telefénico danés Erlang volvi6 a plantearse el pro-
blema de la extincidén de los apellidos. Su compatriota el estadistico Stef-
fensen elaboré una solucién completa del problema. Demostrd, en parti-
cular, que la esperanza del niimero de descendientes en cada generacién
crece exponencialmente, tendiendo asi el puente entre los modelos de
poblacién estocdsticos y deterministas.

Agner Krarup Erlang naci6 en 1878 en Lgnborg, Dinamarca. Su padre era
maestro de escuela. Entre 1896 y 1901, el joven Erlang estudié matematicas,
fisica y quimica en la Universidad de Copenhague. A continuacién, ensefié
durante varios afios en institutos de ensefianza secundaria, al tiempo que se
interesaba por las matematicas, especialmente por la teoria de la probabilidad.
Conoci6 a Jensen, ingeniero jefe de la Compaiiia Telefénica de Copenhague
y matemdtico aficionado, que le convencié en 1908 para que se incorporara al
nuevo laboratorio de investigacidn de la empresa. Erlang comenz6 a publicar
articulos sobre las aplicaciones de la teoria de la probabilidad a la gestién de
las llamadas telefénicas. En 1917 descubrié una férmula para los tiempos de
espera, que fue rapidamente utilizada por las compaiiias telefénicas de todo
el mundo. Sus articulos, publicados por primera vez en danés, se tradujeron
después a otros idiomas.

En 1929 Erlang se interesé por el mismo problema de la extincién que
Bienaymé, Galton y Watson habian estudiado antes que él para los apellidos
y que Fisher y Haldane habfian estudiado para los genes mutantes. Al igual
que sus predecesores, no conocia todos los trabajos que se habian publicado.
Llamando de nuevo p; a la probabilidad de que un individuo tenga k des-
cendientes, observé que la probabilidad x,, de extincidon en n generaciones
satisface x,, = po+ p1x,—1+ p2 xil +---= f(xp—1) con xyg = 0. Se dio cuen-
ta también de que la probabilidad de extincion global x.., que es el limite de
X, cuando n — oo, es una solucién de la ecuacion x. = f(X«). Se dio cuenta
de que x = 1 era siempre una solucién y que existia otra solucién entre 0 y 1
cuando el nimero medio de descendientes %y = f'(1) es mayor que 1. Pero
parece que no pudo averiguar cudl de estas dos soluciones era la correcta.
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Figura 18.1: Erlang (1878-1929) y Steffensen (1873-1961)

Al igual que Galton, presentd el problema en 1929 a una revista danesa de
matematicas, Matematisk Tidsskrift:

«Pregunta 15. Cuando la probabilidad de que un individuo tenga

k hijos es py, donde po+ p1 + p2 +--- = 1, halle la probabilidad
de que su familia se extinga.»

Por desgracia, Erlang murié ese mismo afio 1929 a la edad de 51 afios. De
hecho, murié6 sin hijos'. Un profesor de matematicas actuariales de la Uni-
versidad de Copenhague, Johan Frederik Steffensen, retomd la cuestién de
Erlang. En 1930 publicé su solucién en la misma revista danesa: la probabili-
dad de extincion x.. es siempre la raiz mas pequefia de la ecuacién x = f(x) en
el intervalo cerrado [0, 1], como ya habian advertido Bienaymé y Haldane. La
prueba de Steffensen es la que se encuentra en los libros de texto modernos.

En efecto, vimos que la probabilidad de extincién x., es una solucién de
x = f(x) en el intervalo cerrado [0, 1]. Sea x* la solucién mds pequefia.
Por definicion, x* < x.. Steffensen observé en primer lugar que x* =
F(x*) = po = x1. Supongamos por induccién que x* > x,. Entonces x* =
F(x*) = f(xn) = xp41 ya que la funcién f(x) es creciente. Asi que x* >
X, para todo n. Tomando el limite, x* > x... Entonces x., = x*.

Steffensen dio también una explicacién mds formal de por qué x =1 es la
tinica raiz de x = f(x) cuando el nimero medio de descendientes %y = f'(1)

'En su memoria, el Comité Consultivo Internacional de Telefonia decidié en 1946 llamar
«erlang» a la unidad de medida de la intensidad del trafico telefénico. También se llama «Erlang»
a un lenguaje de programacion de la empresa Ericsson.
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es menor o igual que 1 (figura 18.2a) y por qué sé6lo hay otra raiz diferente de
x=1en el caso en que % > 1 (figura 18.2b). Observa que Zy = f'(1) es la
pendiente de la funcién f(x) enx = 1.

Observo que para cualquier raiz de x = f(x),
~+oo —+o0
l—x=1-fx)=1-po— Y. pe* =Y p(1—x%).
k=1 k=1

Suponiendo que x # 1 y dividiendo por 1 — x, obtenemos
1= pi+p2(1+x)+ps(1+x+27) 4. (18.1)

Cuando x aumenta de 0 a 1, el lado derecho de la ecuacién (18.1) au-
menta de 1 — pg a Zo = f'(1). Si %y < 1, entonces la ecuacién (18.1)
no tiene solucién. Si Zy > 1y si excluimos el caso trivial donde p; =1,
entonces el lado derecho de la ecuacion (18.1) es una funcién estricta-
mente creciente de x. De lo contrario no existiria k > 2 tal que p; # 0
y % seria igual a p; < 1. En conclusién, (18.1) tiene una y sélo una
solucién en el intervalo [0, 1] cuando %y > 1.

» 1 »
> >

0 1 0 X* 1

Figura 18.2: Grifica de las funciones y = x e y = f(x) en el ejemplo del capitulo 17,
flx)= =1 con By =0,75<10%y=1,5> 1.

Steffensen, que también era presidente de la Sociedad Actuarial Danesa 'y
de la Sociedad Matematica Danesa, fue invitado a la Universidad de Londres
en 1930. Su colega britdnico W. P. Elderton le habl6 de los trabajos de Galton
y Watson. En 1933, Steffensen publicé un nuevo articulo en los anales del
Institut Henri Poincaré, donde habia dado una conferencia en 1931. Resumié
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los resultados de su articulo en danés y los comparé con los de Watson. Tam-
bién demostré que la esperanza matemadtica del nimero de descendientes en
la generacién n es igual a (%9)".

En efecto, sea py , la probabilidad de que haya k descendientes en la ge-
neracion n, partiendo de un individuo en la generacién 0. En su articulo
de 1930, Steffensen habia observado, como sus predecesores, que la fun-
cién generadora f,(x) = ):,j:“z) ka,xk relativa a la generacion n satisface
filx) = f(x) y falx) = f(fu—1(x)). Sea M,, la esperanza del nimero
de crias en la generacién n. Entonces M, = ¥, kpin = f;(1). Obte-
nemos £4(x) = f'(fuo1(x)) x foo1(2). Asi, My = £3(1) = F(fu1(1))
fi_ (D)= f'(1) x My—1 = %o X M,—1. Como M, = f{(1) = f'(1) = Zb,

se deduce que M, = (%y)" para todo n.

Por tanto, el nimero esperado de descendientes aumenta o disminuye geo-
métricamente dependiendo de si % es mayor o menor que 1. El ndimero es-
perado de descendientes se comporta como en los modelos deterministas de
crecimiento de la poblacién considerados por Euler, Malthus, etc. Sin em-
bargo, incluso cuando % > 1, existe una probabilidad no nula x.. de que la
familia se extinga. Esta posibilidad no se da en los modelos deterministas.

El proceso estocastico estudiado por Steffensen y sus predecesores sigue
siendo el elemento bdsico de muchos modelos mds realistas de dindmica de
poblaciones. Mencionaremos por dltima vez este problema en el capitulo 20.
En cuanto a Steffensen, sigui6 siendo profesor de la Universidad de Copenha-
gue hasta 1943 y muri6 en 1961.
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Capitulo 19

Wright y la deriva genética aleatoria (1931)

é En 1931, el bi6logo estadounidense Sewall Wright desarroll6 el estudio R

de un modelo estocdstico en genética de poblaciones, que se basa en los
mismos supuestos que la ley de Hardy-Weinberg, salvo que la poblacién
no se supone infinitamente grande. Las frecuencias de los genotipos ya
no son constantes. De hecho, uno de los dos alelos desaparecerd, pe-
ro quizd después de mucho tiempo. La interpretacion de este modelo
sigui6 siendo objeto de disputa entre Wright y Fisher, estimando este
ultimo que la seleccién natural desempefia un papel mds importante en
la evolucién que la estocasticidad.

S %

Sewall Wright naci6é en Massachusetts en 1889. Realiz6 sus estudios uni-
versitarios en un pequefio colegio de Illinois donde su padre ensefiaba eco-
nomia. Tras un madster en biologia en la Universidad de Illinois en Urbana y
una escuela de verano en el Laboratorio de Cold Spring Harbor, Wright hizo
un doctorado en la Universidad de Harvard sobre la herencia del color del
pelaje en el cobaya. Entre 1915 y 1925, sigui6 trabajando en experimentos
de endogamia con cobayas en la Division de Ganaderia del Departamento de
Agricultura de Estados Unidos en Washington. Desarroll6 el «método de los
coeficientes de trayectoria» para analizar estos experimentos. A continuacién
se incorporé al departamento de zoologia de la Universidad de Chicago.

Figura 19.1:
Wright (1889-1988)
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Influido por el articulo de Fisher de 1922 sobre genética de poblaciones
(véase el capitulo 14), Wright escribi6 en 1925 un largo articulo titulado Evo-
lucion en poblaciones mendelianas, que finalmente se public6 en 1931. Estu-
di6 en particular un modelo matemadtico que aparecia también implicitamente
en el libro de Fisher de 1930 sobre La teoria genética de la seleccion natural.
Al igual que en la ley de Hardy—Weinberg, este modelo considera el caso en
el que so6lo hay dos alelos posibles A y a para un locus, pero se supone que la
poblacién no es infinitamente grande. El objetivo es ver si la eliminacién de
este supuesto tiene alguna influencia en la composicién genética de la pobla-
cién. Asf que dejemos que N sea el niimero total de individuos, que se supone
que es el mismo en todas las generaciones. Cada individuo tiene dos alelos.
Por tanto, hay un total de 2N de alelos en la poblacién en cada generacién.
El modelo supone también que el apareamiento se produce al azar. Si hay i
alelos A y 2N —i alelos a en la generacion n, entonces un alelo elegido al azar
entre los individuos de la generacién n+ 1 serd A con una probabilidad ﬁ y
a con una probabilidad 1 — ﬁ El nimero de alelos A en la generacién n + 1
serd por tanto igual a j con una probabilidad'

2N i\’ i \*N
(GO

donde (zjv ) es el coeficiente binomial igual a %

alelos A en la generacion n: es una variable aleatoria (figura 19.2).

. Sea X,, el nimero de

2N

N 4
Figura 19.2: Dos simu-
laciones que muestran
las variaciones del nu-
mero X,, de alelos A du-
rante 30 generaciones 0 10 20 30
siN =20y Xp = 10.

Se puede demostrar que la esperanza de X1 sabiendo que X,, =i es igual

"Esta formulacién con cadenas de Markov se debe a Malécot (1944).



112

a i: esto recuerda a la ley de Hardy-Weinberg, donde la frecuencia del alelo A
se mantuvo constante a través de las generaciones.

En efecto, consideremos la funcién generadora

La esperanza de X, | sabiendo que X, = i es entonces

2N
Y ipij=r1)=i (19.2)
j=0

Sin embargo, es posible en este modelo que, partiendo de una condicién
inicial Xp =i con 0 < i < 2N, el suceso X, = 0 se produzca por azar después
de un cierto nimero de generaciones. En tal caso, todos los alelos serfan del
tipo a y X, seguiria siendo igual a O en todas las generaciones futuras. La
misma fijacién se produciria con el alelo A si X;, = 2N después de un cierto
nimero de generaciones. En resumen, cuando se supone que la poblacion es
infinitamente grande como en el modelo de Hardy-Weinberg, los dos alelos
no pueden desaparecer porque sus frecuencias permanecen constantes. Cuan-
do se tiene en cuenta el tamaifio finito de las poblaciones, como en el modelo
de Fisher-Wright, las frecuencias de los dos alelos fluctian y uno de los alelos
puede (y desaparecerd).

Partiendo de Xy = i, se puede calcular facilmente la probabilidad Q; de
que la poblacién se fije en el estado X = 0. En efecto, Q; tiene que satisfacer
las «condiciones limite»

Oo=1, QOw=0. (19.3)
Ademas,

2N
0i=Y pi;0). (19.4)
Jj=0

ya que p; ; Q; es la probabilidad de estar fijo en el estado X = 0 partiendo de
Xo = i y pasando por X; = j. Como

N
Y pij=1,
=0
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vemos mediante (19.2) que

i
=] —
Oi N

es la solucion del sistema (19.3)-(19.4). Por tanto, la probabilidad de que,
partiendo de i alelos del tipo A en una poblacién de tamafio N, el sistema
evolucione hacia una poblacién que contenga sélo el alelo a es igual a 1 — 5.
Del mismo modo, la probabilidad de que evolucione hacia una poblacién que
contenga sélo el alelo A es igual a ﬁ

Wright consiguié demostrar que el nimero de generaciones que transcu-
rren antes de la fijacién en uno de los dos estados extremos es del orden de 2N
generaciones. Para poblaciones de varios millones de individuos, este tiem-
po seria tan largo que las frecuencias de los alelos podrian considerarse casi
constantes, como en la ley de Hardy-Weinberg.

En efecto, supongamos que hay iy alelos del tipo A en la poblacién en la

generacion 0. Sea ul(") la probabilidad de que haya i alelos del tipo A en
la poblacioén en la generacién n (figura 19.3). Entonces

2N

“E'IH_I) _ Zul(n) i
i=0

para todo j =0,...,2N. Ya hemos visto que, cuando n — +-oo,

()—>1—l—0 W 5 0 g

2N’ A TNt
para todo 0 < i < 2N. Wright observé que si uS")
1,...,2N — 1, entonces

_ N .\ 2N—j
(n+1) _ N 2N—1 L J _L
u/" " =v ( ; ) 1:21 N 1 N (19.5)

para todo 1 < j < 2N porque pg j = pan,j = 0. Cuando N es lo suficien-
temente grande,

1 -1 i J i 2N—j 2N
B () o
=
_J'@eN )
2N+1)! 7

= v para todo i =

(19.6)
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el valor de la integral se obtiene mediante sucesivas integraciones por
partes. Combinando (19.5) y (19.6), llegamos finalmente para 0 < j <

2N a 5 :
(n+1) N (n)
“ INFL ( 2N+1> “

Asf que las probabilidades uﬁ") para todos los 0 < j < 2N disminuyen a

un ritmo de aproximadamente 1/2N por generacién. Este ritmo es muy
lento si N es grande. Casi no hay disminucién si, por ejemplo, N es del
orden de magnitud de millones.

0.1

'
(LT
N

2N

Figura 19.3: Probabilidad de que haya i alelos A en la poblacién (i =0,...,2N en el
eje horizontal) después de 30 generaciones si N =20y Xy = 10.

En 1922, Fisher ya habia intentado estimar esta tasa de fijacién (1/2N),
pero se le escap6 un factor 2. En cualquier caso, los dos cientificos discrepa-
ban sobre el tamafio tipico N de las poblaciones reproductoras. Para la teoria
de la evolucidn, el trabajo de Wright sugeria que la deriva genética aleatoria
en una poblacién pequefia podia ser un mecanismo para el origen de las espe-
cies. En efecto, los bidlogos que trabajaban en la clasificacion de las especies
habian observado que las diferencias entre especies o subespecies a menudo
no tenfan una explicacion aparente en términos de seleccion natural. Esta idea
fue fuertemente combatida durante los afios 40 y 50 por Fisher y su colega
E. B. Ford, quienes pensaban que la deriva genética aleatoria era insignifi-
cante en comparacion con la seleccion natural. Se refirieron en particular a su
estudio de las fluctuaciones de las frecuencias génicas en una pequefia pobla-
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cién aislada de polillas (Panaxia dominula) cerca de Oxford, donde los tres
genotipos para un determinado gen (homocigoto comun, heterocigoto y ho-
mocigoto raro) podian distinguirse a simple vista. Otra famosa controversia
sobre la influencia respectiva de la seleccién natural y de la deriva aleatoria
se centrd en los caracoles del género Cepaea. Los modelos més realistas de
la evolucién combinan ahora la deriva aleatoria, la seleccion, la mutacion, la
migracion, el apareamiento no aleatorio, etc. El papel de la deriva aleatoria
fue reafirmado posteriormente por el cientifico japonés Motoo Kimura con
su «teoria neutralista de la evolucién molecular». Otra consecuencia fue el
desarrollo de la teorfa de la coalescencia (introducida por John Kingman en
1982), que rastrea la ascendencia de los genes hacia atrds en el tiempo hasta
el punto en que tienen un tnico ancestro comun.

Wright se convirtié en miembro de la Academia Nacional de Ciencias en
1934. Trabaj6é durante muchos afios con Theodosius Dobzhansky en la ge-
nética de las poblaciones naturales de moscas (Drosophila pseudoobscura)
en la region del Valle de la Muerte. Se retiré de la Universidad de Chicago
en 1955, pero continud otros cinco afios como profesor en la Universidad de
Wisconsin-Madison. Entre 1968 y 1978, publicé un tratado de cuatro volu-
menes que resumia su trabajo sobre evolucion y genética de las poblaciones.
Recibi6 el Premio Balzan en 1984 y murié en 1988 a la edad de 98 aiios.
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Capitulo 20

La difusion de los genes (1937)

~

4 En 1937, Ronald Fisher y tres matematicos rusos, Kolmogorov, Petrovs-
ki y Piskunov, estudiaron por separado una ecuacioén en derivadas par-
ciales para la difusién geografica de un gen ventajoso. Demostraron que
la frecuencia del gen se comportaba como una onda que viajaba a una
velocidad bien definida en funcién de la ventaja del gen y de un coefi-
ciente de difusion. Sus trabajos fueron el punto de partida de la teoria de

\_ las ecuaciones de reaccion-difusion. P,

En 1937 se publicaron dos articulos que introducian un nuevo enfoque
en el estudio de la heterogeneidad espacial en la dindmica de poblaciones.
Fisher fue el autor del primer articulo, titulado La ola de avance de los genes
ventajosos, que aparecio en los Annals of Eugenics. Estudi6 la propagacién
espacial de un gen favorable en una poblacién. Como simplificacion, conside-
16 un espacio reducido a una sola dimensién y 1llamé u(x,¢) a la proporcién de
la poblacion situada en el punto x en el tiempo ¢ que posee el gen favorable.
Asi pues, 0 < u(x,r) < 1. Para incluir la seleccién natural, utilizé la ecuacion
(14.6) con una variable temporal continua

— =au(l—u
at ( ) )
donde a es un pardmetro positivo. Para un valor dado de x, reconocemos la
ecuacion logistica de Verhulst (véase el capitulo 6) con una solucién u(x,t)
que tiende a 1 a medida que t — +oo. Ademds, Fisher supuso que la descen-
dencia de un individuo situado en el punto x con el gen favorable no perma-
nece en el mismo punto sino que se dispersa aleatoriamente en la vecindad
de x. Por analogia con la fisica, argumenté que hay que afiadir un término de
difusion (con coeficiente D) a la ecuacién de u(x,t), lo que lleva a la ecuacién
en derivadas parciales
du d%u
—=au(l—u)+D—=. 20.1
o — (-0 +D 55 201
Cuando el coeficiente de seleccion a es cero, esto se reduce a la ecuacién de
difusién introducida por Fourier en su teorfa del calor y posteriormente uti-
lizada por Fick para la difusién de particulas fisicas. En 1904, Ronald Ross
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habia empezado a considerar la dispersion aleatoria en dindmica de poblacio-
nes. Se preguntaba entonces como disminuye la densidad de los mosquitos
a medida que aumenta la distancia de un lugar de cria. El problema habia
Ilamado la atencién de Karl Pearson y Lord Rayleigh. En 1937, la literatura
cientifica sobre las ecuaciones de difusion habia crecido considerablemente,
en particular tras los trabajos de Einstein sobre el movimiento browniano.

Fisher demostr6 que existen soluciones de la ecuacién (20.1) de la forma
u(x,t) = U(x+vt) que satisfacen las tres condiciones

0<u() <1, ulxt) — 0, ulx,t) — 1,

X—y—o0 X—r+o0

siempre que v > v* donde

vi=2vaD.

Estas soluciones conectan el estado estacionario u = 1 de la poblacién con el
gen favorable y el estado estacionario u = 0 de la poblacién sin dicho gen.
Representan ondas que se propagan a la velocidad v en la direccién de los
valores decrecientes de x. En efecto, u(x —vT,t +T) = u(x,t): la parte de
la onda que estaba en la posicién x en el tiempo ¢ se desplaza a la posicién
x—vT enel tiempot+T.

-

uit.

Figura 20.1: Propaga-
cién de derecha a iz-
quierda de un gen favo-
rable a la velocidad v*.
La frecuencia del gen
u(t,x) ent =0 es una
funcién escalonada.

En efecto, fijando z = x + v, Fisher observé que si u(x,7) = U(z), en-
tonces

J d 02
SoE. S=UR 55 =0
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Si u es una solucion de la ecuacién (20.1), entonces
vU'(z) =aU(z) (1-U(z)) +DU"(2) . (20.2)

Cuando u estd cerca de 0, es decir, cuando z — —eo, Fisher esperaba que
U(z) -0y U’(z) = 0. En ese caso, llamando k al limite de U’(z) /U (z)
cuando z — —oo, sabemos por la regla de L’Hopital que U”(z)/U’(z)
también tiende a k. Por lo tanto,

U"(2)/U(2) = [U" () /U'(2)] x [U"(z) /U (2)]

tiende a k2. Dividiendo la ecuacién (20.2) por U(z) y dejando que z
tienda a —oo, llegamos a una ecuacién de segundo grado Dk — vk +
a = 0. Pero k debe ser un nimero real. Asi que el discriminante de esta
ecuacion tiene que ser no negativo: v —4aD >0,0v>=2VaD =v*.
Por lo tanto, v > v* es una condicién necesaria para la existencia de
una onda que se propaga a la velocidad v. También es una condicién
suficiente, como se explica a continuacioén.

Fisher observé que sélo se selecciona la onda que se propaga exactamente
a la velocidad v* para una gran clase de condiciones iniciales, por ejemplo,
para la funcién escalonada: u(x,0) = 0 para x < 0, u(x,0) = 1 para x > 0.
La figura 20.1 muestra como esta condicién inicial discontinua se convier-
te progresivamente en una onda suave que se propaga en la direccién de la
disminucién de x a la velocidad v*.

Ese mismo afio 1937, e independientemente del trabajo de Fisher, Andréi
Nikolaevich Kolmogérov, Ivan Georgievich Petrovski y Nikolai Semenovich
Piskunov estudiaron el mismo problema de propagacion de un gen dominan-
te.

Kolmogoérov nacié en 1903 en Tambov, Rusia. Durante sus estudios de
matematicas en la Universidad Estatal de Moscti, realizé importantes traba-
jos sobre las series trigonométricas. Se convirtié en investigador del Instituto
de Matematicas y Mecdnica en 1929 y en profesor universitario en 1931. Tra-
bajé en procesos estocasticos y su relacion con las ecuaciones diferenciales y
ecuaciones en derivadas parciales. En 1933 publicé un tratado que sentaba las
bases modernas de la teorfa de la probabilidad. Sus intereses de investigacién
inclufan la topologia, la teoria de la aproximacion, las cadenas de Markov,
el movimiento browniano y también aplicaciones a problemas biolégicos. En
1935 publicé un articulo sobre genética en el que discutia los resultados de
Hardy, Fisher y Wright. En 1936 publicé un articulo sobre una generalizacién
del sistema de Lotka-Volterra.
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Figura 20.2: Kolmogérov (1903-1987) y Petrovski (1901-1973)

Petrovski nacid en 1901 en Sevsk, Rusia. Estudié matematicas en la Uni-
versidad Estatal de Moscu, donde llegé a ser profesor en 1933. Trabajé prin-
cipalmente en la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales y en la topolo-
gia de las curvas algebraicas reales, aunque también escribi algunos articulos
sobre ecuaciones diferenciales ordinarias y sobre la teoria de la probabilidad.
Piskunov, nacido en 1908, fue otro antiguo estudiante de matematicas de la
Universidad Estatal de Moscu.

En los afios 30, Kolmogoérov mantuvo contactos con A. S. Serebrovski,
pionero de la genética de poblaciones en Moscu. La defensa de la genética
mendeliana en la URSS era cada vez mas peligrosa por culpa del ascenso de
Lysenko, un agrénomo que habia logrado convencer a Stalin de que la genéti-
ca mendeliana era una mera «pseudociencia burguesa». El Séptimo Congreso
Internacional de Genética, previsto inicialmente para 1937 en Moscu, fue can-
celado. Muchos genetistas soviéticos fueron ejecutados o enviados a campos
de trabajo.

En su articulo de 1937 titulado Un estudio de la ecuacion de difusion con
aumento de la cantidad de sustancia y su aplicacion a un problema biolégico,
que fue publicado en el Boletin de la Universidad Estatal de Moscu, Kolmo-
gérov, Petrovski y Piskunov utilizaron, no obstante, un modelo matemadtico
basado en la genética mendeliana. Su modelo era una ecuacién en derivadas
parciales de la forma

du d’u
7 D—
5 WD
donde u(x,7) es de nuevo la frecuencia del gen favorable en el punto x y el
tiempo 7. Se supone que la funcién f(u) satisface varias condiciones: f(0) =

(20.3)
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S =0, f(u)>0si0<u<1, f/(0)>0y f(u) < f(0)si0<u<1.Los
autores mostraron un resultado andlogo al de Fisher pero con una prueba mas
rigurosa: si la condicién inicial es tal que 0 < u(x,0) < 1, u(x,0) = 0 para
todo x < x1 y u(x,0) = 1 para todo x > x, > x1, entonces el gen se propaga a
la velocidad v* =24/ f'(0)D.

La busqueda de una solucién u(x,t) = U(z), donde z = x + vt, condu-
ce a la generalizacion obvia de la ecuacién (20.2) vU'(z) = f(U(z)) +
DU"(z). Esta ecuacién diferencial de segundo orden puede reescribirse
como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

au dfp:vpff(U)

@ _ 20.4
il D (20.4)

Recordemos que U(z) debe ser tal que U(z) — 0 cuando 7 — —oo y
U(z) — 1 cuando z — 0. Cerca del estado estacionario (U =0, p =0)
del sistema (20.4), tenemos f(U) ~ f'(0)U. Asi que (20.4) puede ser
aproximado por el sistema lineal

au dp _vp—f'(0)U

— = 20.5
az P 4z D (20.5)

Buscando soluciones exponenciales de la forma U(z) = UpeK y p(z) =
poel® se obtiene la ecuacién caracteristica Dk> — vk -+ f'(0) = 0, como
en el articulo de Fisher. De nuevo, k debe ser real (si no, u oscilaria y to-
marfa valores negativos). Asi pues, v > 2/ f7(0)D = v*. Las dos raices
k son entonces reales y positivas. Si v > v*, las dos raices son diferentes
y el estado estacionario (U = 0, p = 0) es un nodo inestable. Si v = v*,
las dos raices son idénticas y (U = 0, p = 0) es un nodo inestable dege-
nerado como se muestra en la figura 20.3. Del mismo modo, el sistema
(20.4) cerca del estado estacionario (U = 1, p = 0) conduce al sistema
lineal
dU—1) dp _vp—f(HU-1)

T D
y a la ecuacién caracteristica Dk* — vk + f'(1) = 0. El discriminante
es A=1v>—4Df'(1) y A > 0 porque f'(1) < 0. Si f/(1) < 0, hay dos
raices reales de signo contrario y (U = 1, p = 0) es un punto de silla. Si
(1) = 0, una raiz es cero y la otra es positiva (véase la figura 20.3).
Un andlisis detallado muestra, de hecho, que para todo v > 24/ f/(0)D
existe una curva integral dnica que une los dos estados estacionarios
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(U=0,p=0)y (U=1,p=0), como en el caso especial de la figura
20.3.

Kolmogoérov, Petrovski y Piskunov siguieron demostrando rigurosa-
mente que la ecuacién en derivadas parciales (20.3) tiene una solucién
tnica u(x,) que satisface la condici6n inicial, que esta solucién es tal
que 0 < u(x,t) < 1 para todo x y t > 0, que u(x,r) sigue siendo una
funcién creciente de x si lo es en r = 0 y, finalmente, que u(x,t) efecti-
vamente converge hacia un perfil de onda que se propaga a la velocidad
v*. Las pruebas son demasiado largas para resumirlas aqui.

Obsérvese que la funcién f(u) = au(l — u) utilizada por Fisher satis-
face todas estas condiciones con f’(0) = a. Inspirdndose en la ecuacién
(14.5), Kolmogérov, Petrovski y Piskunov consideraron la funcién f(u) =
au(1—u)?, que satisface las mismas condiciones y da la misma velocidad de
propagacion.

Figura 20.3: Diagrama
(U,p) que muestra al-
gunas curvas integrales
del sistema (20.5) y en
particular la curva dni-
caqueune (U=1,p=
0) con (U =0,p =0),
que es la que da la for- l ‘ ‘ / 1

ma de la onda que se
propaga. Aqui, f(u) =
au(l—u)?>,a=1,D=
lyv=v*=2.

Los articulos de Fisher y de Kolmogérov, Petrovski y Piskunov fueron el
punto de partida para la construccién de muchos modelos matematicos con
difusién geografica en genética, ecologia y epidemiologia. Estos modelos se
conocen como «sistemas de reaccidn-difusion».

En cuanto a Kolmogérov, a partir de 1938 también estudi6 el problema
de la extincion de los apellidos considerado por Bienaymé, Galton, Watson,
Fisher, Haldane, Erlang y Steffensen: llamé al proceso estocdstico comtin a
todos estos trabajos el «proceso de ramificaciéon». En 1939 fue nombrado
miembro de la Academia de Ciencias de la URSS. Posteriormente realizé
importantes contribuciones al problema de la turbulencia en la mecédnica de
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fluidos (1941), a la teoria de los sistemas dindmicos vinculados a la mecanica
celeste (1953) y a la teoria de la informacién (a partir de 1956). También con-
tribuy6 a la redaccién de una enciclopedia y de libros de texto para institutos
de secundaria y universidad, ayud¢ a crear un instituto experimental y dirigi6
una revista de divulgacion cientifica. Recibié numerosos premios internacio-
nales (entre ellos el Balzan en 1962 y el Wolf en 1980) y murié en Mosct en
1987.

Petrovski fue nombrado decano de la Facultad de Mecdnica y Matemati-
cas de la Universidad Estatal de Moscu en 1940. Fue rector de la universidad
desde 1951 hasta su muerte en 1973. Fue miembro de pleno derecho de la
Academia de Ciencias de la URSS desde 1946 y presidente del Congreso
Internacional de Matemadticos que se celebré en Moscu en 1966. También es-
cribi6 libros de texto sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones en
derivadas parciales y ecuaciones integrales. Piskunov se convirtié en profesor
de una academia militar. Su libro de texto sobre cdlculo diferencial e integral
ha sido utilizado en muchas universidades técnicas. Muri6 en 1977.

Mas informacion

1. Fisher, R.A.: The wave of advance of advantageous genes. Ann. Eugen. 7, 355—
369 (1937) digital.library.adelaide.edu.au

2. Kolmogorov, A.N., Petrovskii, I.G., Piskunov, N.S.: Etude de I’équation de
la diffusion avec croissance de la quantité de matiere et son application a un
probleme biologique. Bull. Univ. Etat Moscou Math. Mec. 1:6, 1-26 (1937) —
V.M. Tikhomirov (ed.) Selected Works of A. N. Kolmogorov, vol. 1, 242-270.
Kluwer, Dordrecht (1991). — 1. G. Petrowsky Selected Works, Part 11, 106-132.
Gordon and Breach, Amsterdam (1996)

3. Oleinik, O.A.: I.G. Petrowsky and modern mathematics. In: I. G. Petrowsky
Selected Works, Part 1, 4-30. Gordon and Breach, Amsterdam (1996)

4. Pearson, K.: Mathematical Contributions to the Theory of Evolution, XV, A
Mathematical Theory of Random Migration. Dulau, London (1906) archive.org

5. Rosenfeld, B.A.: Reminiscences of Soviet Mathematicians. In: Zdravkovska,
S., Duren, P.L. (eds.) Golden Years of Moscow Mathematics, 2nd edn., 75-100.
American Mathematical Society (2007)

6. Shiryaev, A.N. (ed.): Selected Works of A. N. Kolmogorov, vol. 2. Kluwer
(1992)

7. Shiryaev, A.N.: Andrei Nikolaevich Kolmogorov (April 25, 1903 to October
20, 1987). In: Kolmogorov in Perspective, 1-88. Am. Math. Soc. (2000)


http://hdl.handle.net/2440/15125
http://www.archive.org/details/cu31924003051285

Capitulo 21

La matriz de Leslie (1945)

En 1945, el ecdlogo britdnico P. H. Leslie analizé un modelo matricial
para una poblacién de roedores con estructura en edad, adaptando as{ el
trabajo de Lotka a un marco de tiempo discreto. Destacé que la tasa de
crecimiento corresponde a un valor propio de la matriz, y la estructura
estable en edades a un vector propio. También estimé numéricamente la
tasa de reproduccion neta % para una poblacién de ratas pardas.

Patrick Holt Leslie nacié en 1900 cerca de Edimburgo, en Escocia. Es-
tudi6 en el Christ Church College de la Universidad de Oxford y obtuvo en
1921 una licenciatura en fisiologia. Pero no pudo terminar sus estudios de
medicina por problemas de salud. Tras unos afios trabajando como asistente
de bacteriologia en el departamento de patologia, se dedico a la estadistica y
se incorpor6 en 1935 a la Oficina de Poblacién Animal, un nuevo centro de
investigacién creado por Charles Elton. El objetivo de este centro era el ana-
lisis de las fluctuaciones de las poblaciones animales mediante estudios de
campo y experimentos de laboratorio. La mayor parte de las investigaciones
se realizaron sobre roedores: andlisis de los ciclos de la liebre y de su de-
predador el lince utilizando archivos de la Compaiiia de 1a Bahia de Hudson
en Canad4, seguimiento de la expansion territorial de la ardilla gris a expen-
sas de la ardilla roja en Inglaterra, recoleccién de datos sobre los topillos en
los alrededores de Oxford, etc. Leslie aplic6 a los datos sobre los topillos,
los métodos desarrollados por Lotka para la demografia humana. Durante la
Segunda Guerra Mundial, las investigaciones del centro se centraron en los
métodos de control de ratas y ratones en los silos.

En 1945 Leslie public6 su articulo mas famoso en Biometrika, una revista
que habia sido fundada por Galton, Pearson y Weldon en 1901. El articulo se
titulaba Sobre el uso de las matrices en ciertas matemdticas de poblaciones.
Leslie consideraba un modelo para el crecimiento del nimero de hembras
en una poblacién animal, por ejemplo una poblacién de ratas (pero también
podria ser humana). La poblacién se divide en K+ 1 grupos de edad: P , es
el nimero de hembras de edad k en el tiempon (k=0,1,...,K;n=0,1,...).
Llamamos f; a la fertilidad a la edad k o, més exactamente, al nimero de
hijas nacidas por cada hembra entre el tiempo n y el tiempo n+ 1. Asi, K es la
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Figura 21.1: P. H. Leslie (1900-1972)

edad maxima con fertilidad no nula (fx > 0). Llamamos sy a la probabilidad
de que un animal de edad k sobreviva al menos hasta la edad k + 1. Entonces
la evolucidn en el tiempo de la estructura en edad de la poblacién (vector de
la poblacidn) viene dada por el siguiente conjunto de ecuaciones:

Pont1 = foPon+fiPia+-+ fxPxn
Pl,n+l = SOPO,n
Py = s1Pia

Pxni1= sk-1Pk—1-

Todos los nimeros f; son no negativos, mientras que las probabilidades de
supervivencia sy satisfacen 0 < s; < 1. A finales del siglo XIX y principios del
XX, los matematicos habian adquirido la costumbre de escribir estos sistemas
de ecuaciones en la forma abreviada!

Pn+1:MPna (2L.1)
donde P, es el vector columna (P, ... ,PK7,1) y M es la matriz cuadrada (es
decir, la tabla de nimeros con K + 1 filas y K + 1 columnas)

fo i o o Sk
so 0 O “ee 0
M= 0 s O “ee 0
0 ce 0 SK—1 0

Para entender el comportamiento del sistema (21.1) en funcién del tiempo,
Leslie buscé una soluciéon geométricamente creciente o decreciente P, =r"V.

Lo que significa que Pens1 =My o, Poy +My1, P+ + My x P para todo k.



Capitulo 21 125

El nimero r y el vector V deben satisfacer
MV =rV. (21.2)

En este caso, 7 se llama valor propio y V vector propio de la matriz M. En otras
palabras, el problema es encontrar la distribucién de edades V que en cada
paso de tiempo se multiplica por una constante r. Siguiendo la terminologia
de Lotka, tales distribuciones son referidas como «estables». Volviendo a las
notaciones mas habituales, la ecuacién (21.2) puede reescribirse como

foVo+fiVit-+ fxkVk =1V,
soVo=rVy, sitVi=rVo, ..., sxg_1Vx-1=rVg.

De las dltimas K ecuaciones se deduce que

SOV() SOS1V0
Vi= , o= R
r r

_sos1-sk-1Vo
VK =% -

I

Sustituyendo esto en la primera ecuacién, dividiendo por Vjy y multiplicando
por X Leslie obtuvo la ecuacién caracteristica

K= forK so ik sost oK 24 dsos sk fe. (21.3)

Esta es una ecuacién polindmica en r de grado K+ 1. Asi que hay K + 1
raices reales o complejas rq,...,rk+1. Ademas, Leslie observé (utilizando la
regla de los signos de Descartes para los polinomios) que sélo hay una raiz
real positiva. Llamémosla r;.

Leslie sugiri6 también que, en la mayoria de las condiciones biold-
gicamente realistas (que pueden precisarse utilizando la teoria de Pe-
rron y Frobenius para matrices no negativas), el valor propio r es es-
trictamente mayor que el médulo de todos los demds valores propios
reales o complejos (lldmense ry, ..., rg+1). Ademds, todas las raices
de (21.3) suelen ser diferentes. Para cada valor propio r;, se puede en-
contrar un vector propio asociado. Sea Q la matriz cuadrada de tama-
fio K+ 1 cuyas K + 1 columnas contienen los vectores propios aso-
ciados respectivamente a ry,...,rg+1, entonces M Q = QD, donde D
es la matriz diagonal de los valores propios [ri,...,rk+1]. Entonces
M=QDQ 'y B,=M"Py=QD"Q ' Py. Nétese que D" es la ma-
triz diagonal [(r1)",...,(rk+1)"] y que D"/r] — 2 =1,0,...,0] cuan-
do n — 4o porque r; > |r;| para i # 1. Por lo tanto, P,/(r;)" converge
hacia Q2 Q' p,.
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A la larga, cada componente del vector de estructura en edad P, aumenta
o disminuye como (r)". Si r; > 1, la poblacién aumenta exponencialmente.
Si r; < 1, entonces disminuye exponencialmente hacia la extincién. A partir
de la ecuacién (21.3), se puede demostrar facilmente que la condicién r; > 1
es cierta si y sélo si el parametro %, el nimero reproductivo basico, definido
por

Ho = fo+sofi+sosifat-+sosisk-1fk

es estrictamente mayor que 1. Nétese que sos; ---sx—| es la probabilidad de
sobrevivir hasta al menos a la edad k. Asi que el pardmetro % es el nimero
medio de hijas nacidas de una hembra a lo largo de su vida y es andlogo a
las férmulas (10.2), (12.2) y (16.9). El presente modelo es una especie de
andlogo en tiempo discreto del trabajo de Lotka (véase el capitulo 10) y una
generalizacion que incluye fertilidades dependientes de la edad del trabajo de
Euler (véase el capitulo 3).

Leslie ilustré su método utilizando datos publicados por un colega esta-
dounidense sobre los coeficientes de fertilidad y supervivencia f; y s para
una poblacién de ratas pardas. Tras unas cuantas operaciones estadisticas pa-
ra completar los datos de forma razonable, obtuvo % = 26.

La formulacién matricial de Leslie para los problemas de dindmica de
poblaciones es utilizada actualmente por muchos bidlogos. Los célculos se
simplifican en gran medida gracias a los modernos ordenadores y programas
cientificos que pueden calcular los valores y vectores propios de cualquier
matriz. Se puede calcular facilmente tanto el pardmetro %y como la tasa de
crecimiento ry.

Tras la Segunda Guerra Mundial, Leslie utilizé su método para calcu-
lar la tasa de crecimiento de otras especies animales: aves, escarabajos, etc.
También trabajé en modelos estocdsticos, en modelos de competencia entre
especies y en el andlisis de datos de captura-recaptura. Se jubilé en 1967.
Ese mismo afio, al jubilarse también Charles Elton, la Oficina de Poblacién
Animal dej6 de existir como centro de investigacién independiente y pasé
a formar parte del Departamento de Zoologia de la Universidad de Oxford.
Leslie muri6 en 1972.
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Percolacion y epidemias (1957)

( En 1957, Hammersley y Broadbent consideraron la propagacion de un R

«fluido» en una red cuadrada regular infinita, en la que dos nodos veci-
nos estan conectados con una probabilidad determinada. Entre los ejem-
plos posibles, mencionaron la propagacién de una epidemia en una plan-
tacion de 4rboles. Demostraron que existe una probabilidad critica por
debajo de la cual no puede producirse una gran epidemia y por encima
de la cual se producen grandes epidemias con una probabilidad positiva.
Su articulo fue el punto de partida de la teoria de la percolacion.

%

John Michael Hammersley nacié en 1920 en Escocia, donde su padre
trabajaba para una empresa americana de exportacién de acero. Comenzé a
estudiar en el Emmanuel College de la Universidad de Cambridge, pero tuvo
que alistarse en el ejército en 1940. Trabajé en la mejora de los cdlculos para
la artilleria. Tras finalizar sus estudios en 1948, se convirtié en asistente en
la Universidad de Oxford en el grupo que trabajaba en el disefio y andlisis de
experimentos. En 1955 se incorporé al Establecimiento de Investigacién de
la Energia Atémica en Harwell, cerca de Oxford.

Figura 22.1:
Hammersley (1920-2004)

Simon Ralph Broadbent naci6 en 1928. Estudié ingenieria en Cambrid-
ge, matematicas en el Magdalen College de Oxford (donde también escribié
poesia) y comenz6 un doctorado en estadistica en el Imperial College de Lon-
dres sobre Algunas pruebas de salida desde la dispersion uniforme. Durante
su doctorado, obtuvo una ayuda de la Asociacion Britdnica de Investigacién
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sobre la Utilizacién del Carb6n para investigar problemas estadisticos que
pudieran estar relacionados con la produccion de carbon.

En 1954 se celebr6 en la Royal Statistical Society de Londres un simpo-
sio sobre los métodos de Montecarlo patrocinado por el Establecimiento de
Investigacion de la Energia Atdmica. Estos métodos, iniciados en la década
de 1940 por John von Neumann, Stanistaw Ulam y Nicholas Metropolis en el
Laboratorio de Los Alamos, utilizan simulaciones estocasticas por ordenador
para estimar cantidades matemadticas desconocidas. Hammersley present6 en
el simposio de Londres un articulo que habia preparado en colaboracién con
Morton, un colega de Harwell. El trabajo se publicé también en el Journal of
the Royal Statistical Society. Durante el debate que sigui6 a la presentacién
en el simposio, Broadbent menciond un problema interesante que podria estu-
diarse utilizando algiin método de Montecarlo: dada una red regular de poros
en dos o tres dimensiones tal que dos poros vecinos estdn conectados con una
probabilidad p, ;qué proporcién de la red se llenaria con un gas que se in-
trodujera a través de uno de estos poros? De hecho, Broadbent pensaba en el
disefio de las mascaras de gas para los mineros del carbén y, en particular, en
el tamafio de los poros necesario para su funcionamiento.

Hammersley comenz6 entonces a trabajar con Broadbent en este proble-
ma de la méscara de gas. Se dieron cuenta de que no era méds que un prototipo
de una familia de problemas que atin no se habia estudiado: la propagacién
determinista de un «fluido» (el significado concreto depende del contexto) en
un medio aleatorio. Hammersley lo llamé «percolacién», por analogia con
lo que ocurre en una cafetera. En el Instituto de Investigacion de la Energia
Atémica, Hammersley también tuvo acceso a algunos de los ordenadores mas
potentes de su época para probar los métodos de Montecarlo en problemas de
percolacion.

En 1957 Broadbent y Hammersley publicaron finalmente el primer ar-
ticulo sobre la teoria matematica de la percolacién. Entre los ejemplos que
consideraron, uno era un modelo de dindmica de poblaciones, concretamente
la propagacion de una epidemia en un huerto de arboles frutales. Se supone
que los arboles de un huerto muy grande estan colocados en los nodos de una
red cuadrada. Cada uno de los cuatro drboles mas cercanos a un determinado
arbol infectado tiene una probabilidad p de estar también infectado. La cues-
tién es si se infectard un gran niimero de 4rboles o si la epidemia permanecerd
localizada. Esto depende, por supuesto, de la probabilidad p, que a su vez estd
relacionada con la distancia que separa los arboles, es decir, la anchura de la
red.

Broadbent y Hammersley estudiaron el caso limite en el que el huerto es
infinito y cubre todo el plano, con un solo arbol infectado al principio. Sea
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f(p) la probabilidad de que un ndmero infinito de drboles se infecte a partir
de esta fuente. Se espera que f(p) sea una funcién creciente de p con f(0) =0
y f(1) = 1. Su principal resultado fue que existe una probabilidad critica p*,
0 < p* < 1, tal que:

= si p < p*, entonces f(p) =0 por lo que s6lo un nimero finito de drboles
estan infectados;

= si p> p*, entonces f(p) > 0y se puede infectar un niimero infinito de
arboles.

La prueba consiste en una comparacién con el nimero de diferentes
«paseos auto-evitados» en el plano que parte del foco de infeccion. Es-
tos paseos pasan por un cierto nimero de drboles vecinos (recordemos
que cada érbol tiene cuatro vecinos) sin visitar ningin drbol més de una
vez. Un paseo auto-evitado de n pasos tiene una probabilidad p" de ser
un camino de infeccién, ya que la infeccién puede transmitirse de ca-
da drbol visitado al siguiente con una probabilidad p. Sea ahora ¢(j,n)
la probabilidad de que, entre todos los paseos auto-evitados de n pasos,
haya exactamente j paseos que sean caminos de infeccion. Si hay un nu-
mero infinito de arboles infectados, entonces para todo niimero entero n
existe al menos un paseo auto-evitado de n pasos que es un camino de
infeccién. Asi que

oo Foo
0<f(p) <Y a(in) <Y ja(jn)
j=1 j=1

para todo n. Pero
o0
Y jalin)
j=1

es el nimero esperado de paseos auto-evitados de n pasos que son ca-
minos de infeccién. Este nimero es igual a p" s(n), donde s(n) es el ni-
mero total de paseos auto-evitados de n pasos. Hammersley pudo mos-
trar en un documento complementario que s(n) crece como e*" cuan-
do n — +oo, donde x es la llamada constante conectiva. Si p < e ¥,
entonces ps(n) tiende a O cuando n — +e y f(p) = 0. Por tanto,

pr=e >0

Por tanto, en la practica es mejor que los drboles no estén demasiado cerca
para mantener p por debajo de p* en caso de epidemia. Pero cuanto més cerca
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estén los arboles, mayor serd la produccion por hectarea. Hay que llegar a un
compromiso.

Como observaron Broadbent y Hammersley, existe una cierta similitud
entre la existencia de una probabilidad critica en los procesos de percolacion
y la existencia de un umbral en los procesos de ramificacion (véase el capitu-
lo 7).

Se puede intentar estimar numéricamente la probabilidad critica p*. Para
ello, se fija un valor para p y se aproxima la red infinita por una red cuadra-
da finita de tamafio N X N con N suficientemente grande. Supongamos, por
ejemplo, que el drbol del centro de la red estd infectado. Con un ordenador, se
puede elegir al azar qué arboles pueden infectar a otros drboles. Las figuras
22.2ay 22.2b muestran los caminos de infeccion elegidos al azar utilizando
aristas como en un grafico. En la figura 22.2a, p es menor que p*. En la figura
22.2b, p es mayor que p*. Se puede determinar facilmente qué drboles pueden
ser infectados, es decir, aquellos a los que se puede llegar por un camino de
aristas que parta del arbol infectado del centro. Estdn marcados con pequefios
cuadrados negros en las figuras.
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Figura 22.2: Percolacién con p = 0,4 o p = 0,55.

A continuacidn, se puede comprobar si la epidemia ha alcanzado al menos
la frontera de la red N x N. Si esto es asi y si N es lo suficientemente grande,
se puede considerar que el nimero de drboles infectados es «casi infinito».
Repitiendo este tipo de simulacién muchas veces, se puede encontrar un valor
aproximado de la probabilidad f(p) de que el ndmero de drboles infectados
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sea infinito (este es el método de Monte Carlo). Finalmente, dejando que p
varie entre 0 y 1, se puede obtener una aproximacion del umbral p*, que es el
valor més pequefio tal que f(p) > 0si p > p*.

El articulo de Broadbent y Hammersley sélo contenia la prueba de la exis-
tencia del umbral p*. Durante los afios siguientes, Hammersley sigui6 desa-
rrollando la teoria matemadtica de la percolacion, mientras que Broadbent se
dedicé a otros temas. Con el desarrollo de los ordenadores en la década de
1970, resulté mas facil realizar las simulaciones descritas anteriormente (fi-
gura 22.3). Entonces se conjeturé que p* = 1/2. Este resultado fue finalmente
demostrado en 1980 por Harry Kesten, de la Universidad de Cornell.

f(p)

1

Figura 22.3: Probabilidad f(p)
de que se infecten infinitos ar-
boles en funcién de p. La curva
se obtiene ejecutando 1000 si- & p

mulaciones en una red de 200 x
200.

Entre 1959 y 1969, Hammersley trabajé en el Instituto de Economia y
Estadistica de la Universidad de Oxford. Llegé a ser miembro del Trinity
College. En 1964 publicd, en colaboracién con David Handscomb, un libro
titulado Métodos de Monte Carlo. Fue elegido miembro de la Royal Society
en 1976. Se jubil6 en 1987, pero siguié visitando el Centro de Matemadticas
Industriales y Aplicadas de Oxford. Muri6 en 2004.

Broadbent se doctord en el Imperial College en 1957. Encontré trabajo
en una empresa industrial, la United Glass Bottle Manufacturers. Tras diez
afios en la industria, empezé a trabajar en una agencia de noticias, la Lon-
don Press Exchange, que realizaba estudios cientificos sobre los lectores. La
agencia fue comprada en 1969 por Leo Burnett, una empresa de publicidad
estadounidense. Broadbent trabajé en cémo medir la eficacia de la publici-
dad y publicé varios libros sobre ese tema: Gastar el dinero de la publicidad



132

(1975), Presupuesto de publicidad (1989), Publicidad responsable (1997) y
Cudndo hacer publicidad (1999). En 1980 ayudé a crear los Premios a la
Eficacia Publicitaria. Pas6 varios afios en la sede de Leo Burnett en Chicago
como director de economia de marca. También dirigi6 su propia consultoria,
BrandCon Limited. Muri6 en 2002.
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Capitulo 23

Teoria de juegos y evolucion (1973)

En 1973 Maynard Smith y Price publicaron un articulo en el que ana-
lizaban por qué los animales evitaban utilizar sus armas mas peligrosas
en los conflictos intraespecificos. Su modelo utilizaba la teoria de juegos
y fue uno de los que lanz6 la aplicacion de esta teorfa matematica a los
problemas evolutivos.

John Maynard Smith nacié en Londres en 1920. Su padre, que era ciru-
jano, murié cuando €l tenfa ocho afios. Maynard Smith estudi6é en el Eton
College y se dedic6 a los estudios de ingenieria en el Trinity College de la
Universidad de Cambridge. Luego se afilié al Partido Comunista de Gran
Bretafia. En 1939, cuando estall6 la guerra, intent6 alistarse como voluntario
en el ejéreito, pero fue rechazado por su mala vision. Termind sus estudios de
ingenieria y trabajé durante algunos afos en el disefio de aviones militares. Fi-
nalmente decidi6 dedicarse a la biologfa, estudiando genética en el University
College de Londres con Haldane como supervisor. Se convirti6é en profesor
de zoologia en 1952. Abandono el Partido Comunista tras los acontecimien-
tos de 1956 en Hungria. Su primer libro, titulado La teoria de la evolucion,
se publicé en 1958. En 1965 se convirtié en profesor de biologia en la re-
cién fundada Universidad de Sussex. Entonces publicé otros dos libros: Ideas
matemdticas en biologia (1968) y Sobre la evolucion (1972).

George R. Price naci6 en 1922 en Estados Unidos. Estudi6é quimica en la
Universidad de Chicago y se doctord en 1946 tras haber trabajado en el Pro-
yecto Manhattan, en la construccién de la bomba atémica. En 1950 se con-
virti6 en investigador asociado de medicina en la Universidad de Minnesota.
Posteriormente trabajé como periodista independiente para varias revistas an-
tes de volver a la investigacién en IBM. En 1967, tras ser tratado de un cancer
de tiroides, se instal6 en Inglaterra y se dedicé al estudio de un tema comple-
tamente distinto: la biologia evolutiva. A partir de 1968 trabajé en Londres en
el Laboratorio Galton del University College. Su primer articulo en esta nue-
va érea, Seleccion y covarianza, se publicé con la ayuda de W. D. Hamilton
en un nimero de 1970 de Nature y contenia lo que ahora se conoce como la
ecuacion de Price.

Price también presentd otro trabajo en Nature, esta vez sobre conflictos
con animales. Como no tenia el formato adecuado para esta revista, Maynard
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Figura 23.1: Maynard Smith (1920-2004) y Price (1922-1975)

Smith, que era el revisor, sugiri6 preparar una version més corta. Price se puso
a trabajar en otra cosa mientras Maynard Smith empez¢6 a desarrollar la idea
de Price por su cuenta. Finalmente, Maynard Smith y Price publicaron un ar-
ticulo conjunto titulado La l6gica del conflicto animal, que Nature publicé en
1973. El articulo supuso una interesante contribucién al uso de la teoria de
juegos en la biologia evolutiva. Antes de eso, la teoria de juegos se habia de-
sarrollado principalmente para la economia y la politica, sobre todo después
del libro de John von Neumann y Oskar Morgenstern de 1944 titulado Teo-
ria de juegos y comportamiento economico. El punto de partida de Maynard
Smith y Price fue la siguiente pregunta: ;cémo es que en los conflictos entre
animales de la misma especie, las «armas» de que disponen (cuernos, garras,
veneno, etc.) rara vez se utilizan para matar? Siguiendo las ideas de Darwin
sobre la lucha por la vida, los animales mds agresivos deberian ganar mas
combates y tener un mayor nimero de crias, lo que llevaria a una escalada en
el uso de las «armas». Hay que tener en cuenta que se trataba de la época de
la Guerra Fria, por lo que el tema también tenia un cierto regusto politico.

Maynard Smith y Price imaginaron una sucesion de juegos en la que dos
animales pueden competir por un recurso como, por ejemplo, un territorio en
un habitat favorable. En la presentacién simplificada que Maynard Smith uti-
lizaria en su libro de 1982 Evolucion y teoria de juegos, cada animal adopta
la «estrategia del halcén» o la «estrategia de la paloma». En lo que sigue ha-
blamos simplemente de halcones y palomas, pero nos referimos a estrategias
adoptadas por animales de la misma especie. Sea V > 0 el valor del recurso,
lo que significa que si % es el nimero medio normal de crias de un animal,
el ganador de la competicion tiene por término medio %, + V crias.

Si un halcén se encuentra con otro halcén, luchan por el recurso: el gana-
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dor obtiene el recurso de valor V, el perdedor sufre un «coste» C > 0. Cada
uno de los dos halcones tiene una probabilidad igual a 1/2 de ganar la com-
peticién y la misma probabilidad de perder. La recompensa esperada de una
pelea entre dos halcones es, por tanto, % (V —C) para los dos competidores.
Sin embargo, si un halcén se encuentra con una paloma, el halcén obtiene
el recurso V, la paloma escapa sin luchar y el coste es 0. Por tltimo, si dos
palomas se encuentran, una de ellas obtiene el recurso V, la otra escapa sin
luchar y sin coste alguno. Cada una de las dos palomas tiene la misma proba-
bilidad 1/2 de ganar, por lo que el resultado esperado cuando dos palomas se
encuentran es V /2. Los pagos se pueden resumir como en la Tabla 23.1.

Cuadro 23.1: Pagos esperados del juego del halcén y la paloma.

un halcén  una paloma

recompensa de un halcén contra... % (V-0 1%
recompensa de una paloma contra... 0 V/2

De forma mds general, se pueden imaginar peleas entre individuos que
pueden adoptar una de las dos estrategias, lldmense 1 y 2, con una matriz de
recompensas esperadas (G j)1<i j<2- En el ejemplo anterior, los halcones si-
guen la estrategia 1, las palomas la 2, G1 1 = % (V=C),G12=V,Gy1 =0y
G2 =V /2. Enel articulo original de 1973, Maynard Smith y Price ya habian
utilizado, de hecho, simulaciones por ordenador para probar mds de dos estra-
tegias posibles (se llamaron «halcén», «ratén», «pendenciero», «vengador» y
«vengador-sonda»).

Imaginemos ahora una gran poblacién de animales de la misma especie
con una proporcién x,, de halcones y una proporcién 1 —x;, de palomas en la
generacioén n. Los halcones en la generacion »n tienen un nimero medio de
crias igual a

R](n):%0+an111+(17xn)G1‘2. (23.1)
Del mismo modo, las palomas tienen un nimero medio de crias igual a
Ry(n) = Ro+x,Ga1 + (1 —x,) Gaa . (23.2)

Por lo tanto, el nimero medio de crias en toda la poblacién es
R(n) =x,R1(n)+ (1 —x,)Ra(n).

Olvidando las posibles sutilezas debidas a la reproduccién sexual, vemos que
la proporcién de halcones en la siguiente generacion es

Xut1 =Xy R1(n)/R(n). (23.3)
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Por lo tanto, x,,41 > X, si R1(n) > R(n) y xp41 < x, si R1(n) < R(n). Hay tres
posibles estados estacionarios: x =0, x=1y
- Gip—Gop
Gr1—Gi11+Gi2—Gop

siempre que 0 < x* < 1. En el juego del halcén y la paloma, x* =V /C < 1
siempre que V < C.

De hecho, x = 0 es un estado estacionario obvio de (23.3). Si x # 0 es
otro estado estacionario, entonces R; = R = xR + (1 — x)R,. Por tanto,
o bien x =1 o bien Ry = R,. Esta tltima posibilidad equivale a xG1 1 +
(1-x)G12=xG21+ (1—x)G22, lo que da el estado estacionario x*.

El estado estacionario x = 1 corresponde a una poblacién con el 100 % de
los individuos que siguen la estrategia 1. Este estado estacionario es estable si
no puede ser invadido por unos pocos individuos que sigan la estrategia 2. A
partir de (23.3), vemos que esta condicién es equivalente a tener Ry (n) > R(n)
para todos los x, suficientemente cercanos a 1. Dado que R(n) = x, R (n) +
(1 —xn)R2(n), la condicién se convierte en Ry (n) > Ra(n) para todos los x,
suficientemente cercanos a 1. Observando las expresiones (23.1)-(23.2) de R;
y R>, llegamos a la conclusion de que x = 1 es estable si y s6lo si se cumple
una de las dos condiciones siguientes:

s G > G
= G111 =G21y G2 > Gop.

Si es asi, se dice que la estrategia 1 es una «estrategia evolutivamente estable».
En el juego del halcén y la paloma, la condicién Gy 2 > G > es siempre cierta.
Por lo tanto, la estrategia del halcén es evolutivamente estable si y s6lo si
G1,1 = Gy, esdecir, siV > C.

El estado estacionario x = 0 corresponde a una poblacién con todos los
individuos siguiendo la estrategia 2. Esta situacion es simétrica a la anterior
si intercambiamos los indices 1 y 2. En el juego de halcones y palomas, te-
nemos Gy =V > Gy = V/2 por lo que el estado estacionario x = 0 es
siempre inestable. La introduccién de un pequefio nimero de halcones en una
poblacién de palomas conduciria a una invasion progresiva por parte de los
halcones.

Del mismo modo, se puede demostrar que el tercer estado estacionario
x*, siempre que 0 < x* < 1, es siempre estable. En el juego de los halcones
y las palomas, x* = V /C corresponde a una poblacién mixta con halcones y
palomas.
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En conclusién, hay dos casos en el juego de los halcones y las palomas. Si
V > C, es decir, si el valor del recurso es mayor que el posible coste, entonces
la poblacién tiende a un estado estacionario con halcones y sin palomas, sea
cual sea la condicién inicial x(0) con 0 < x(0) < 1. La estrategia del halcén
es entonces una estrategia evolutivamente estable. Si, por el contrario, V < C,
la poblacioén tiende a un estado estacionario mixto con una proporcién x* de
halcones y una proporcién 1 —x* de palomas. Por tanto, el modelo ofrece una
explicacion de por qué los individuos con comportamientos menos agresivos
pueden sobrevivir cuando V < C. La férmula x* = V /C muestra ademds que
cuanto mayor sea el coste C para los perdedores, menor serd la proporcién
x* de halcones en la poblacién. De ahi que las especies con las «armas» mas
peligrosas rara vez las utilicen para las peleas intraespecificas: prefieren las
peleas rituales inofensivas, en las que los animales que compiten tratan de
impresionarse mutuamente, pero evitan las peleas reales que podrian causar
lesiones.

El articulo original de 1973 de Maynard Smith y Price discutia el concepto
de estrategia evolutivamente estable y utilizaba principalmente simulaciones
por ordenador de disputas de animales, registrando las recompensas de las di-
ferentes estrategias. El enfoque mediante ecuaciones dindmicas como (23.3)
se desarroll6 algo més tarde, en particular por Taylor y Jonker. Desde enton-
ces, muchos autores han aplicado ideas de la teoria de juegos a cuestiones de
biologia evolutiva o, a la inversa, han aplicado enfoques dinamicos evoluti-
vos a problemas mads cldsicos de la teoria de juegos. Ademads de las cuestiones
relativas a los conflictos entre animales, se pueden citar, por ejemplo, los pro-
blemas de la inversién parental de recursos o de la proporcién entre sexos
(la razén entre el nimero de machos y hembras al nacer), estos tltimos ya
estudiados por Carl Diising en 1884 y por Ronald Fisher en su libro de 1930
sobre La teoria genética de la seleccion natural. Otros modelos se centran en
los aspectos dindmicos del «dilema del prisionero» o del juego «piedra, papel
o tijeras». También se ha visto que el concepto de estrategia evolutivamente
estable estd estrechamente relacionado con el concepto de equilibrio de Nash
en la teorfa de juegos.

Price, que habia sido un ateo convencido, tuvo una experiencia mistica
en 1970 y se convirtié a la fe cristiana. Abandoné sus investigaciones en
1974 porque consideraba que «el tipo de genética matematica tedrica que
hacia no era muy relevante para los problemas humanos». Regal6 todas sus
pertenencias a personas sin hogar y se suicidé unos meses después.

Maynard Smith, en cambio, continud esta linea de pensamiento y fue ele-
gido miembro de la Royal Society en 1977. Public6 muchos libros: Modelos
en Ecologia (1974), La evolucion del sexo (1978), La evolucion y la teoria de



138

Jjuegos (1982), Los problemas de la biologia (1986), ;Acerté Darwin? (1988)
y Genética evolutiva (1989). También publicé en colaboracién con E. Szath-
mary Las principales transiciones en la evolucion (1995) y Los origenes de
la vida: Del nacimiento de la vida al origen del lenguaje (1999). Se jubil6 en
1985. En 1999 recibid el premio Crafoord de biociencias de la Real Acade-
mia Sueca de Ciencias por sus «contribuciones fundamentales al desarrollo
conceptual de la biologfa evolutiva». En 2003 publicd, en colaboracién con
D. Harper, Sefiales animales. Muri6 en Sussex en 2004.
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Capitulo 24

Poblaciones caoticas (1974)

4 En 1974, Robert May, un fisico australiano reconvertido en ecélogo, es- h

tudio la ecuacién logistica en tiempo discreto como modelo de dindmica
de poblaciones. Observo que se producian bifurcaciones inesperadas y
que el comportamiento asintético podia ser incluso cadtico. Asi que las
predicciones a largo plazo pueden ser imposibles incluso con un mode-
lo determinista simple. El articulo de May fue uno de los que lanz6 la
L «teoria del caos». P,

Robert McCredie May nacié en 1936 en Australia. Tras estudiar fisica
tedrica y doctorarse en la Universidad de Sydney en 1959, pasé dos afios en
el departamento de matemadtica aplicada de la Universidad de Harvard. De
vuelta a Australia, se convirti6 en profesor de fisica teérica. En 1971, durante
una visita al Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, cambi6 de tema
de investigacién y empez6 a centrarse en dindmica de poblaciones animales.
En 1973 se convirtié en profesor de zoologia en Princeton. Ese mismo afio
publicé un libro titulado Estabilidad y complejidad en ecosistemas modelo.

Figura 24.1:
Robert M. May (1936-2020)

En 1974 May publicé en Science un articulo titulado Poblaciones biolo-
gicas con generaciones no superpuestas: puntos estables, ciclos estables y
caos, en el que demostraba que modelos mateméticos muy sencillos de dina-
mica de poblaciones pueden comportarse de forma cadtica.

Para entender el origen de este problema, hay que remontarse unos diez
afios en el tiempo. En 1963, Edward Lorenz, un meteorélogo estadounidense
que trabajaba en el Instituto Tecnolégico de Massachusetts (MIT), se habia
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dado cuenta, mientras realizaba simulaciones numéricas en su ordenador, de
que un modelo simplificado de la atmésfera con sélo tres ecuaciones diferen-
ciales podia comportarse de forma muy sorprendente: un cambio mindsculo
de las condiciones iniciales podia cambiar por completo el resultado final de
una simulacién y, por tanto, también las previsiones meteoroldgicas. El mate-
matico Henri Poincaré, después de haber trabajado sobre el movimiento de los
planetas en el Sistema Solar, ya habia pensado en esta posibilidad a principios
del siglo XX, mucho antes de la era de los ordenadores. Pero a principios de
los afios setenta, s6lo unos pocos investigadores empezaban a examinar mas
de cerca esta extrafia propiedad. En la Universidad de Maryland, James Yorke
reflexionaba sobre los trabajos de Lorenz e introdujo el término «caos» en es-
te contexto. El articulo! que escribi6 junto a su alumno Tien-Yien Li, titulado
El periodo tres implica el caos, apareci6 en 1975.
Por su parte, May se centraba en el modelo

Pnt1 = Pn+ap,(1 —pa/K), (24.1)

donde a y K son pardmetros positivos y p, representa el tamafio de una po-
blacién animal en el afio n. Cuando p, es pequefio en comparacién con la
capacidad de carga K, la dindmica se aproxima a un crecimiento geométrico
Pu+1 ~ (14 a) p,. La ecuacién completa es una especie de andlogo en tiempo
discreto de la ecuacion logistica introducida por Verhulst (véase el capitulo
6). Pero a diferencia de esta dltima, May demostré que la ecuacién en tiem-
po discreto puede tener un comportamiento mucho mas sorprendente, que es
facil de observar con una simple calculadora de bolsillo haciendo sumas y
multiplicaciones (figura 24.2). Maynard Smith ya habia considerado la ecua-
cién (24.1) en su libro de 1968 Ideas matemdticas en biologia. Pero a pesar
de haber probado algunos valores numéricos para a, no se habia dado cuenta
de que habia algo especial.

La figura 24.2, que es similar a la del articulo de May de 1974, muestra
que la poblacién p, converge a un estado estacionario cuando 0 < a < 2.
Cuando 2 < a < 2,449 (el limite superior 2,449 es una aproximacién), la
poblacién p, tiende a un ciclo de periodo 2. Cuando 2,450 < a < 2,544, la
poblacién p, tiende a un ciclo de periodo 4. Cuando 2,545 < a < 2,564, p,
tiende a un ciclo de periodo 8, etc. Los intervalos del pardmetro a para los
que p, tiende a un ciclo de periodo 2" se reducen a medida que aumenta n
y nunca superan 2,570. Cuando a > 2,570, p, puede comportarse de forma
«cadtica».

Un resultado més general fue demostrado por O. M. Sharkovski en 1964, pero su articulo
publicado en una revista ucraniana de matematicas no era muy conocido.
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Figura 24.2: En todas las figuras n estd en el eje horizontal, p, en el eje vertical y
po = K/10. Las lineas se obtienen uniendo los puntos con coordenadas (n, p,, ). Arriba
a la izquierda: 0 < a < 2 (estado estacionario). Arriba a la derecha: 2 < a < 2,449
(ciclo de periodo 2). Abajo a la izquierda: 2,450 < a < 2,544 (ciclo de periodo 4).
Abajo a la derecha: 2,570 < a < 3 (posiblemente caos).

En 1976 May escribi6 una revision del problema, publicada en Nature, ti-
tulada Modelos matemdticos sencillos con dindmicas muy complicadas. Alli
recogia no sélo sus propios resultados, sino también los de otros investigado-

: : apn —
res. En primer lugar, haciendo x, = K(lp Ty Y= 1+ a (de modo que r > 1),
vemos que la ecuacién (24.1) puede reescribirse en la forma mas sencilla

Xnr1 =1x, (1—x5) . (24.2)

Para que esta ecuacion tenga sentido en dindmica de poblaciones, x;, debe ser
no negativa para todo n. Asi que suponemos que la condicién inicial xq satisfa-
ce 0 <xp < 1yquer < 4. Esta tltima condicidn garantiza que el lado derecho
de (24.2) se mantenga entre 0 y 1. Notablemente, el caso cadtico r = 4 ya ha-
bia sido utilizado como generador de nimeros aleatorios por Stanistaw Ulam
y John von Neumann en 1947. Si introducimos la funcién f(x) = rx(1 —x),
entonces la ecuacion (24.2) puede reescribirse como x,11 = f(x,) y los esta-
dos estacionarios son las soluciones de x = f(x). Graficamente son las inter-
secciones de las curvas y = f(x) e y = x (figura 24.3). Obsérvese que x =0 es
siempre un estado estacionario. Dado que r > 1, existe también otro estado
estacionario x* > 0 tal que x* = rx* (1 —x*), queesx* =1—1/r.

Como r > 1, el estado estacionario x = O es inestable. En efecto, cuando
X, se aproxima a 0, tenemos x,, 1 ~ rx,. Asi que x, tiende a alejarse de 0. En
cuanto al estado estacionario x*, es localmente estable sélo para 1 < r < 3.
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X0 X0 X 1

Figura 24.3: La curva y = f(x), la recta y = x, el estado estacionario x* y la sucesién
definida por x,,11 = f(x). (a) : r =2,75, la sucesién tiende a x*. (b) : r = 3,4, el estado
estacionario x* es inestable y la sucesion tiende a un ciclo de periodo 2.

En efecto, hagamos y, = x, —x*. Entonces (24.2) es equivalente a y, ;| =
(2—r—ryn)yn- Si x, estd cerca de x*, entonces y, estd cerca de 0 e
Ynt1 2 (2= 7)yn. Siyns1 = kyy, entonces y, = k" yo, de modo que y, —
0 cuando n — oo siy s6lo si —1 < k < 1. Aqui el estado estacionario
x* es localmente estable si y sélo si —1 <2 —r < 1, es decir, cuando
1<r<3.

Cuando 1 < r < 3, se puede demostrar que para todas las condiciones
iniciales 0 < xp < 1, la sucesion x, tiende realmente a x* (figura 24.3a).
(Pero qué ocurre cuando 3 < r < 47 Para responder a esta pregunta, ob-
servamos primero que x,42 = f(x,4+1) = f(f(x,)). Introducimos la funcién
fr(x) = f(f(x)) = r*x(1 —x)[I —rx(1 —x)] y consideramos las soluciones
de la ecuacién x = f>(x), que se llaman puntos fijos de la funcién f>(x). Gra-
ficamente son las intersecciones de las curvas y = f>(x) e y = x (figura 24.4).

Six = f(x), entonces x = f(f(x)) = f2(x). Entonces x =0y x = x* son
también puntos fijos de la funcién f(x). Pero cuando r > 3, 1a funcién f(x)
tiene otros dos puntos fijos, x_ y x4, tales que f(x_) =x; y f(x1) =x_.

En efecto, observamos que f3(x) = f'(f(x)) f/(x) por lo que f3(x*)
[f'(x*)]%. Como f'(x) = r(1 —2x) y x* = 1 — 1/r, tenemos que f'(x*)
2—ry f3(x*) = (2—r)%. Porlo tanto, la pendiente de la funcién f>(x) en
x=x"es tal que f3(x*) > 1sir>3.Como, ademds, f>(0) =0, f3(0) =
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0 X+ 1 0 X- Xox+ 1

Figura 24.4: Las curvas y = f»(x) = f(f(x)) e y = x y el estado estacionario x*. (a) :
r=2/75.(b) : r = 3,4 y las otras dos soluciones x_ y x; de la ecuacién x = f5(x).

r> > 1y f2(1) =0, vemos en la figura 24.4b que necesariamente hay
otras dos soluciones x_ y x; de la ecuacién x = f>(x), con 0 < x_ < x*
y x* < x; < 1. Otra forma de llegar a la misma conclusién consiste en
resolver la ecuacién x = f»(x), que es una ecuacién polinémica de grado
4 con dos raices conocidas: x = 0 y x = x*. Las otras dos soluciones x_
y x4+ son las raices del polinomio

s 14r 1+r
X — X+ =

; 5 =0. (24.3)

Son reales si el discriminante es positivo, es decir, si » > 3. Ya que
L) = f(F(f(x-))) = F(falx-)) = f(x-), el punto f(x_) es tam-
bién un punto fijo de f>(x). Pero f(x_) # x_ porque x_ no es un
punto fijo de f(x). Y f(x_) # x*, ya que de lo contrario tendriamos
x_ = f(f(x2)) = f(x*) = x*. Dado que f(x_) # 0, concluimos que
f(x_) =x4. Andlogamente, f(x;)=x_.

Por lo tanto, para r > 3, vemos que si por ejemplo xo = x_, entonces
X| = X4, Xp = X_, x3 = x4, etc. También se puede demostrar que para casi
toda condicion inicial 0 < x¢ < 1, la sucesion x;, tiende cuando n — +oo hacia
el ciclo de perfodo 2: x_,x4,x_,x, etc. (figura 24.3b y 24.4b). Este ciclo se
mantiene estable siempre que r esté por debajo del valor critico r; = 14+1/6 ~
3,449, donde f3(x_) = —1.
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En efecto, vemos, utilizando (24.3), que f3(x—) = f'(f(x-)) f'(x-)
o) fra) =2 (=200 ) (1=2x2) = 17 (1 =20 +x-) Hdaix) =
P -2 +4%] = —r? +2r+4. Entonces fy(x_) = —1si —r* +

2r45 =0y en particular si r = 1+ /6.

En cierto intervalo r; < r < r, un ciclo de periodo 4 se hace esta-
ble: aparecen cuatro nuevos puntos fijos de la funcién f4(x) = f2(f2(x)) =
F(f(f(f(x)))) (figura 24.5a). En cierto intervalo r, < r < r3, hay un ciclo
de longitud 8, etc. Los nimeros r, tienden a un limite r. ~ 3,570 cuando
n — 400 . Cuando r.. < r <4, jel sistema puede ser incluso cadtico! La figura
24.5b muestra el diagrama? de bifurcacién, que da una idea de la complejidad
de la dindmica.

Xk Xt 25 3 35 4r

Figura 24.5: (a) La curva y = f4(x) cuando r = 3,5 y la recta y = x. Ademds de x*, x
y x_, hay otros cuatro puntos fijos, que no son faciles de distinguir. (b) Diagrama de
bifurcacion de la ecuacion (24.2).

R. M. May concluy6 destacando que incluso los sistemas dindmicos muy
simples pueden tener un comportamiento muy complicado. Esto no es especi-
fico de la ecuacién x,, 11 = rx, (1 —x,). La misma «cascada de duplicacién de
periodos» que conduce al caos aparece en otras ecuaciones con una funcién
f(x) que tiene la forma de una «joroba». Este es el caso, por ejemplo, de otra
ecuacién utilizada en dindmica de poblaciones: x,+1 = x, exp(r(1 —x,)).

Este estudio sugiere que no hay que sorprenderse si muchos conjuntos de
datos relativos a la dindmica de poblaciones son dificiles de analizar. El mo-

2Este diagrama se ha obtenido trazando para cada valor dado de r los puntos con coordenadas
(r,x200), (r,%201), (r,%220), donde x,+1 = f(x,) y xo = 0,1. Si x, tiende a un estado estacionario,
s6lo vemos un punto en el diagrama. Si x, tiende a un ciclo de periodo 2, vemos dos puntos, etc.
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delo también muestra que la distincién entre modelos deterministas y esto-
césticos no es tan clara como se pensaba: incluso con un modelo determinista
simple, puede ser imposible hacer previsiones a largo plazo si los pardmetros
estdn en el régimen cadtico.

En 1979 May fue elegido miembro de la Royal Society. De 1988 a 1995
fue profesor en la Universidad de Oxford y en el Imperial College de Lon-
dres. De 1995 a 2000, fue asesor cientifico jefe del gobierno britanico. En
1996 recibié el premio Crafoord «por su investigacién ecoldgica pionera en
el andlisis tedrico de la dindmica de poblaciones, comunidades y ecosiste-
mas». De la ecologia pasé a la epidemiologia y la inmunologia, y publicé dos
libros: Enfermedades infecciosas del ser humano (1991, con Roy Anderson)
y Dindmica de los virus, Los fundamentos matemdticos de la inmunologia
y la virologia (2000, con Martin Nowak). Este tltimo libro analiza la inter-
accidn entre las células del sistema inmunitario y el VIH (el virus causante
del SIDA) como una especie de sistema depredador-presa (véase el capitulo
13). De 2000 a 2005, May fue presidente de la Royal Society. Fue nombrado
caballero en 1996 y se convirti6 en par vitalicio en 2001. Muri6 en 2020.
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Capitulo 25

La politica china de un solo hijo (1980)

En 1980, Song Jian y sus colaboradores, especialistas en teorfa de con-
trol aplicada a la ingenieria del espacio aéreo, calcularon que si la tasa
de natalidad en China se mantenia en su nivel actual, la poblacién al-
canzarfa mas de dos mil millones durante el siglo XXI. Sus resultados,
basados en un modelo matematico estructurado por edades, contribuye-
ron a la decision del gobierno de recurrir a la politica del hijo unico.

Song Jian! nacié en 1931 en Rongcheng, en la provincia china de Shan-
dong. En la década de los 50 estudi6 en la Unién Soviética, en la Universidad
Técnica Estatal Bauman de Moscu y en el Departamento de Matemdticas y
Mecénica de la Universidad Estatal de Mosct. Después regres6 a China y se
convirtié en el jefe de la Oficina de Investigacién Cibernética del Instituto de
Matematicas de la Academia China de Ciencias. Fue especialista en la apli-
cacién de la teorfa de control al guiado de misiles. También trabajé para el
Séptimo Ministerio de Construccién de Maquinaria, que mds tarde pasoé a lla-
marse Ministerio Aeroespacial. En 1978 comenz6 a centrarse en los vinculos
entre la teoria de control y la demografia.

Figura 25.1: Song Jian

Para entender el contexto del trabajo de Song Jian sobre la dindmica de
poblaciones, primero hay que dar una idea de lo que es la «teoria del control».
Se trata del estudio de sistemas dindmicos cuyo comportamiento depende de

ISong es el nombre de la familia. Siempre se escribe primero en chino.
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unos parametros que pueden modificarse con el paso del tiempo para op-
timizar un criterio determinado. Esta teorfa se desarroll especialmente en
relacién con los programas espaciales de Estados Unidos y de la URSS. En
efecto, los ingenieros tenian que «controlar» la trayectoria de las lanzaderas
espaciales para llevar los satélites a su Orbita alrededor de la Tierra. Pero las
aplicaciones no se limitan a los problemas fisicos o de ingenieria. Las politi-
cas de control de la natalidad también podrian considerarse como una especie
de problema de control éptimo en el sentido matematico.

También hay que mencionar el ensayo titulado Los limites del crecimien-
to: Un informe para el Proyecto del Club de Roma sobre Crecimiento de la
Humanidad, publicado en 1972 y redactado por un grupo del Instituto Tecno-
16gico de Massachusetts (MIT). Este estudio se basaba en un modelo mate-
matico del crecimiento econémico mundial que tenia en cuenta los recursos
naturales, el tamafo de la poblacion y la contaminacién. El informe sugeria
que la economia mundial se dirigia hacia una catdstrofe por el agotamiento
de los recursos no renovables, por la falta de alimentos para la poblacién o
por un exceso de contaminacién. La limitacién voluntaria de los nacimientos
era una de las soluciones propuestas. En resumen, era una especie de version
moderna de las tesis de Malthus. El informe tuvo un gran eco en Occidente
durante los afios 70.

Desde la fundacién de la Republica Popular en 1949, la tasa de natalidad
china habia sido muy alta, excepto durante el catastréfico «Gran Salto Ade-
lante». A mediados de la década de 1970, China se recuperaba lentamente
de la Revolucién Cultural. La planificacién familiar instaba a las mujeres a
retrasar los nacimientos, a aumentar el tiempo entre dos partos consecutivos
y a tener menos hijos. Deng Xiaoping, que se convirti6 en el nuevo lider tras
la muerte de Mao Zedong en 1976, inici6 en 1978 la politica de las «cua-
tro modernizaciones»: agricultura, industria, ciencia y tecnologia y defensa
nacional. El tamafio y el crecimiento de la poblacién china se percibieron en-
tonces como importantes obstdculos para estas modernizaciones. Se animo a
los cientificos que hasta entonces habian trabajado en aplicaciones militares
a encontrar soluciones para este dificil problema.

Con estos antecedentes, Song Jian acudié en 1978 a Helsinki a un congre-
so de la Federacidon Internacional de Control Automadtico. Allf se dio cuenta
de que algunos investigadores de Europa habian intentado aplicar la teoria del
control a los problemas de poblacién con la idea de que un control estricto de
la natalidad podria llegar a evitar las catastrofes anunciadas por el informe
sobre Los limites del crecimiento. De vuelta a China, creé un pequefio equi-
po, que incluia a su colega Yu Jingyuan y al informatico Li Guangyuan, para
aplicar este tipo de modelos matematicos a los datos relativos a la poblacién
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china. En aquella época la comunicacion cientifica entre China y el resto del
mundo era escasa. El equipo volvié a desarrollar las ecuaciones que describen
la evolucidn de la estructura de edad de una poblacion, del mismo modo que
habian hecho Lotka y McKendrick (véanse los capitulos 10 y 16). Utilizando
un modelo de tiempo continuo, se llama

= P(x,7) ala poblacién de edad x en el momento ¢;

= m(x) ala mortalidad a la edad x;

= Py(x) ala estructura de edad de la poblacién en el momento 7 = 0;

= b(r) ala fecundidad total de las mujeres en el momento ¢, es decir, el
nimero medio de hijos que tendria una mujer durante su vida si la fe-
cundidad especifica por edad siguiera siendo la misma en el momento ¢;

= f ala proporcién de nacimientos de mujeres;

= /(x) a la distribucién de probabilidad de la edad de la madre cuando
nace un nifio

/0+mh(x)dx: 1.

Con estas anotaciones e hipétesis, la evolucion de la estructura de edad puede
modelarse mediante la ecuacion en derivadas parciales

con la condicién inicial P(x,0) = Py(x) y la condicién de contorno

+oo
P(0,1) = b(1) f /0 h(x) P(x, 1) dx,

donde b(¢) es el pardmetro a controlar. Si la fecundidad total de las mujeres
es constante y estd por encima del umbral critico

v =1/ |r [ e (- [Cnoa) as)

entonces la poblacién aumenta exponencialmente. Este criterio es similar al
obtenido por Lotka con la férmula (10.2). El equipo de Song Jian considerd
también la versién discreta en el tiempo del modelo, que es similar al modelo
de Leslie (véase el capitulo 21). Llamamos P , a la poblacion de edad k en el
afio n. Introducimos igualmente my, b, y hi. Entonces

Peiippi =0 —m)Pen, Popr1 =buf Z hi Py -
>0
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Conociendo a partir de las encuestas por muestreo la mortalidad my, (figura
25.2a), la proporcién de nacimientos femeninos f ~ 0,487, la distribucién
por edades de las madres /; (figura 25.2b), la condicién inicial P o que es la
estructura por edades de la poblacién en 1978 (figura 25.3a) y la variacién de
la fecundidad total b (que se supone constante a lo largo de cada simulacién),
el equipo de Song Jian pudo hacer proyecciones demograficas para su pais
con un horizonte temporal de cien afios, desde 1980 hasta 2080 (figura 25.3b).
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 25.2: (a) Mortalidad (por afio) en funcién de la edad en 1978. (b) Forma suavi-
zada de la fertilidad (por afio) en funcién de la edad en 1978.

Dados los miles de sumas y multiplicaciones necesarias (el afio n varia
entre 0 y 100 afos, la edad k entre 0 'y 90 afios), era necesario un ordenador. En
aquella época, en China, pocas personas tenian acceso a este tipo de equipos,
excepto los que trabajaban para el ejército. Song Jian, un destacado experto
en guiado de misiles, era uno de ellos.

Las proyecciones sugerian que, aunque China mantuviera su fecundidad
de 1978 de b = 2,3 hijos por mujer, que estd justo por encima del umbral
critico estimado en b* = 2,19, la poblacién pasaria de 980 millones en 1980
a 2 120 millones en 2080. Pero China ya estaba utilizando casi toda la tierra
que podia servir para la agricultura. Incluso tenfa tendencia a perder parte de
estas tierras a causa de la desertizacién y la urbanizacion. ;Cémo alimentar
a semejante poblacion si el progreso de los rendimientos agricolas no es su-
ficiente? Es la misma pregunta que se planteé Malthus dos siglos antes. Con
una fertilidad de 1975 de b = 3,0, la poblacién podria llegar incluso a 4 260
millones en 2080. Con b = 2,0, la poblacién alcanzaria un maximo de 1530
millones hacia el afio 2050 antes de empezar a disminuir ligeramente. Con
b = 1,5, se alcanzaria un maximo de 1 170 millones hacia el afio 2030. Con
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Figura 25.3: (a) Pirdmide de edad en 1978. Eje horizontal: edad. Eje vertical: pobla-
cién (en millones). (b) Proyecciones demogréaficas (en miles de millones) segin dife-

rentes hipétesis sobre el nimero medio de hijos por mujer. De abajo a arriba: b =1,0;
1,5;2,0;2,3;2,5;3,0.

b = 1,0, el maximo seria solo de 1050 millones y se alcanzaria en torno al
afio 2000. Con esta hipdtesis, la poblacion no volveria a su nivel de 1978 hasta
2025.

Lo mads sorprendente de este trabajo fueron sus consecuencias pricticas,
de hecho de una importancia sin parangén en la historia de los modelos ma-
temadticos en dindmica de poblaciones. De hecho, Li Guangyuan mostré los
resultados de las simulaciones del equipo en diciembre de 1979 durante un
simposio sobre poblacién en Chengdu, provincia de Sichuan®. En enero de
1980, Song Jian, Yu Jingyuan y Li Guangyuan publicaron estos resultados en
una revista econdmica china, abogando de paso por la politica de un solo hijo.
También enviaron su articulo - Un informe sobre la investigacion cuantitati-
va de la cuestion del desarrollo demogrdfico de China- al principal cientifico
chino, Qian Xuesen, que lo remitié con una recomendacién al jefe de la ad-
ministracién de planificacion de la natalidad. Los resultados del equipo de
Song Jian causaron una profunda impresioén en la mayoria de los lideres po-
liticos. Estos ya estaban convencidos de la necesidad de un mayor control de
la natalidad a pesar de lo que habia escrito Marx (véase el capitulo 5), pero
seguian dudando sobre el nivel de control. En febrero de 1980, el Consejo de
Estado y el Comité Central del Partido fijaron un objetivo para la poblacién
china de 1.200 millones para el horizonte del afio 2000. En marzo de 1980,

2 A continuacién, resumimos el detallado relato de Susan Greenhalgh [1,2].
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los resultados del equipo de Song Jian se publicaron en el Diario del Pueblo.
En abril, una comisién de dirigentes politicos y especialistas en poblacién
examind las consecuencias medioambientales y econdmicas del crecimiento
demogréfico y concluy6 que era necesaria una politica de un solo hijo para
alcanzar el objetivo fijado por Deng Xiaoping en cuanto a la renta per cépita
en el afio 2000. La politica se hizo oficial en septiembre de ese mismo afio y
se publicé una carta abierta explicdndola a la poblacién en la primera pagina
del Diario del Pueblo.

En 1983, todavia habria muchos nacimientos no autorizados. Se decidid
que un miembro de cada pareja que ya tuviera dos hijos seria esterilizado
y que se interrumpiria cada embarazo prohibido. Sin embargo, a partir de
1984, se permitio a las parejas rurales con una sola hija tener un segundo hijo.
La politica del hijo tnico duré hasta 2015. Se introdujeron progresivamente
algunas adaptaciones: si en una pareja tanto el hombre como la mujer eran
hijos tinicos, entonces podian tener dos hijos. Las medidas represivas contra
las parejas que tenfan mds de un hijo eran duras: los empleados ptiblicos
podian perder su trabajo, habia que pagar una costosa multa para conseguir
los papeles administrativos para la escolarizacién de un segundo hijo, etc. En
resumen, es dificil encontrar en la historia de la modelizacion matematica
otro ejemplo con un impacto social tan fuerte. Por supuesto, el trabajo de
Song Jian y sus colaboradores fue sélo uno de los elementos que condujeron
a la eleccion de la politica del hijo tnico. Pero parece haber desempefiado un
papel importante.

Al igual que en los capitulos anteriores, el papel de la modelizacién ma-
tematica puede ser objeto de preocupacion. Partiendo de una situacién de la
vida real, se construye un modelo. Puede analizarse matemdticamente o simu-
larse con un ordenador. Asi se puede entender como se comporta el modelo
cuando varfan algunos pardmetros. Sin embargo, las matemdticas no dicen si
el modelo es una imagen fiel de la vida real. Es posible que se hayan descui-
dado algunos aspectos muy importantes. Algunos modelos también contienen
una funcién objetivo, por ejemplo, mantener la poblacién china por debajo de
los 1200 millones. Las matemdticas no dicen si este objetivo era adecuado’.

En 1980, Song Jian fue también coautor de la nueva edicién del libro titu-
lado Igenieria Cibernética de Qian Xuesen, el «padre» del programa espacial
chino. Posteriormente, ocupd varios cargos politicos de alto nivel: vicemi-
nistro y cientifico-ingeniero jefe del Ministerio de Aeroespacial (1981-1984),

3Se calcula que la poblacién en el afio 2000 era de 1264 millones de habitantes. La renta per
cépita ha crecido aproximadamente de 200 a 1000 délares entre 1980 y 2000. Al mismo tiempo,
la proporcion de sexos se ha inclinado extremadamente hacia los varones, principalmente a causa
del aborto selectivo por sexo.
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miembro del Comité Central del Partido Comunista Chino (1982-2002), pre-
sidente de la Comisién Estatal de Ciencia y Tecnologia (1985-1998), Conse-
jero de Estado (1986-1998), etc. También ha publicado otros dos libros que
han sido traducidos al inglés: Control de la poblacion en China (1985, con
Tuan Chi-Hsien y Yu Jingyuan) y Control del sistema de poblacion (1988,
con Yu Jingyuan). Estos libros desarrollan la teoria del control éptimo aplica-
da a la dindmica de poblaciones. Song Jian fue elegido en 1991 miembro de
la Academia China de Ciencias y en 1994 de la Academia de Ingenieros, de
la que fue presidente de 1998 a 2002.
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Algunos problemas actuales

( Este capitulo ofrece una breve visioén de algunos problemas contempo-
raneos de la modelizaciéon matemadtica en dindmica de poblaciones: el
envejecimiento de la poblacién en demografia; las enfermedades emer-
gentes (SIDA, SARS, enfermedades transmitidas por vectores...) y la
politica de vacunacién en epidemiologia; las politicas pesqueras en eco-
logia; la dispersion de organismos genéticamente modificados en gené-
tica de poblaciones. Se mencionan las instituciones especializadas que
trabajan en Francia en la modelizacién de estos problemas. También se
hace hincapié en diversos aspectos del trabajo de investigacion.

S %

Este capitulo ofrece una breve visién de la investigacién contemporanea
sobre la modelizacién matematica en dindmica de poblaciones. Dado que el
tema es bastante amplio, sélo se ofrecen aqui algunos ejemplos de estudios
desarrollados por investigadores en Francia.

En demografia ha aparecido un problema relativamente nuevo en las ulti-
mas décadas: el envejecimiento de la poblacién. Este problema es motivo de
preocupacion no sélo en Francia (figura 26.1) sino también en muchos otros
paises europeos, asi como en Japén. Tiene importantes consecuencias eco-
némicas y sociales: sistemas de pensiones, politicas de inmigracién, etc. En
Francia, el Instituto Nacional de Estudios Demograficos (INED) y el Instituto
Nacional de Estadistica y Estudios Econdmicos (INSEE) desarrollan modelos
matemadticos para analizar el fendmeno del envejecimiento. Una de las difi-
cultades de las proyecciones demograficas reside en el hecho de que las tasas
de natalidad pueden variar considerablemente a lo largo del tiempo sin que
sea posible preverlas ni siquiera con una década de antelacion. Esto es espe-
cialmente llamativo si se observan las proyecciones realizadas en 1968 para la
poblacién francesa en 1985: estas proyecciones! no anticiparon el descenso
de la natalidad que se produjo durante los afios 70. Seria interesante repasar
todas las predicciones basadas en modelos matemadticos que resultaron ser
erréneas, especialmente las que encontraron eco en los medios de comunica-
cién. Esto contrarrestaria la impresion de «progreso» que da el presente libro,

Véase, por ejemplo, el articulo titulado Population (Géographie de la) de la Encyclopaedia
Universalis, escrito en 1968 y reimpreso sin cambios en ediciones posteriores.
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una impresion que puede haber parecido ya sospechosa al lector después de
leer el capitulo sobre la politica china de un solo hijo?. Con respecto a este
ultimo tema, un nuevo problema estd ahora de actualidad: como suavizar es-
ta politica para evitar el rdpido fenémeno del envejecimiento que se espera
en las proximas décadas. De nuevo, los modelos matemdticos contribuyen al
debate.
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Figura 26.1: Pirdmide de 20

edad de la poblacién fran-
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Fuente: www.insee.fr.

En epidemiologia, entre los nuevos problemas que han surgido a nivel
mundial en las tres dltimas décadas, destaca el desarrollo de la epidemia de
sida. Algunos modelos tratan de pronosticar el futuro de la epidemia en los
paises de mas reciente infeccién, como Rusia, India o China. Es dificil prede-
cir si la epidemia se ralentizarda como en Europa Occidental y Norteamérica o
si alcanzard a un porcentaje importante de la poblacién como en algunos pai-
ses subsaharianos. Otras enfermedades emergentes como el ébola en Africa,
la fiebre del Nilo Occidental en Norteamérica, el SARS (sindrome respirato-
rio agudo severo), la gripe aviar, el chikungunya o la gripe HIN1 han sido
analizadas con modelos matemadticos, aunque hay que reconocer que con po-
co éxito.

En el caso del SARS, una de las dificultades de la modelizacion era que la
epidemia se mantenia relativamente limitada dentro de cada pais, pero podia
extenderse muy rdpidamente de un pais a otro (Hong Kong y China, Singapur,
Canada...). El caricter aleatorio de las curvas de la epidemia en cada nuevo
foco no podia pasarse por alto. Como vimos en los capitulos 16 y 22, los
modelos estocasticos suelen ser mas dificiles de manejar.

2Esta politica es a menudo criticada en Occidente, pero parece ser relativamente bien aceptada
por muchos chinos.
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Para la epidemia de chikungunya que se produjo entre 2005 y 2006 en la
isla de la Reunién (territorio francés de ultramar en el océano Indico), algunos
modelos se inspiraron en el de Ross para la malaria (véase el capitulo 12), ya
que las dos enfermedades se transmiten por medio de mosquitos. Un aspecto
importante a tener en cuenta era la influencia de la estacionalidad. En efecto,
la poblacién de mosquitos disminuye durante el invierno austral, lo que redu-
ce la transmisién de la enfermedad. Esto se puede ver en la figura 26.2, que
muestra el nimero de nuevos casos notificados cada semana por una peque-
fia red de unos treinta médicos de cabecera que cubren s6lo una fraccién de
la poblacién de la isla. La red no detectd ningiin caso nuevo durante varias
semanas de septiembre y octubre de 2005, pero la transmisién de la enfer-
medad continuaba. En el Instituto Nacional de Salud e Investigacién Médica
(INSERM) y en el Instituto francés de Investigacion para el Desarrollo (IRD)
se elaboraron modelos matemadticos de la epidemia. A pesar de estos mode-
los, nadie pudo prever que la epidemia no se extinguiria antes del final del
invierno austral de 2005, cuando solo habia infectado a unos pocos miles de
personas. Finalmente, casi un tercio de la poblacion de la isla se infectd, es
decir, unas 266 000 personas. Esto demuestra, si cabe, que predecir el futuro
de las epidemias puede ser bastante dificil y que no es tan facil distinguir en
los primeros dias de una epidemia si serd una epidemia menor o mayor. Se
puede establecer un paralelismo con la prevision meteoroldgica. Este tipo de
prevision se basa hoy en dia en intensas simulaciones por ordenador de com-
plicados modelos matematicos del océano y de la atmésfera. Sin embargo, las
predicciones mds alld de unos pocos dias no son fiables.

Figura 26.2: La epidemia
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Desde un punto de vista mas tedrico, la epidemia de chikungunya planteé
la cuestién de cémo adaptar la nocién de nimero basico de reproduccion %
en modelos que suponen que el entorno tiene fluctuaciones estacionales (por
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ejemplo, periddicas). La adaptacion no es tan sencilla y esto suscita cierta
preocupacion sobre como se ha utilizado el pardmetro %, para otras epide-
mias influidas por la estacionalidad, como la pandemia de gripe HIN1 de
2009.

Otro problema cada vez mds preocupante que los modelizadores han in-
tentado analizar es el de la resistencia a los medicamentos (antibidticos, anti-
palddicos). Siempre en el ambito de la epidemiologia, la cuestion recurrente
desde los tiempos de Daniel Bernoulli y d’ Alembert de cémo equilibrar los
costes y los beneficios cuando la inyeccién de una vacuna conlleva un riesgo
potencial sigue siendo objeto de controversia y puede seguir siéndolo a medi-
da que cambie la sensibilidad al riesgo. Asi, a raiz de algunas sugerencias de
que la vacuna contra la hepatitis B podria causar complicaciones graves en un
nimero muy reducido de casos, el Ministerio de Sanidad francés suspendié
en 1998 su campafia de vacunacién en las escuelas, aunque el riesgo parecia
insignificante en comparacién con el de morir tras la infeccién por el virus de
la hepatitis B.

En ecologia, el estudio de la dindmica de las poblaciones de peces si-
gue planteando muchos problemas. Sin embargo, se supone que sirve de base
cientifica para la eleccién de cuotas de pesca y otras restricciones. La sobre-
pesca de la anchoa en el Golfo de Vizcaya y del atin rojo en el Mediterrdneo
son sélo dos ejemplos recientes. Dado que la estimacion de las poblaciones de
peces suele ser poco fiable, los modelos que utilizan estos datos deben consi-
derarse con precaucién. En Francia, este tipo de estudios los realiza principal-
mente el Instituto de Investigacién para la Explotacién del Mar (IFREMER).
Algunos modelos matemadticos también han desempefiado un papel en las pa-
sadas decisiones de la Comisioén Ballenera Internacional.

En genética de poblaciones, la dispersién de los organismos modificados
genéticamente es también un tema de controversia que algunos investigadores
han tratado de estudiar utilizando modelos de «reaccién-difusién» inspirados
en el de Fisher (véase el capitulo 20). Este es el ambito del Instituto Nacional
de Investigacion Agronémica (INRAE).

En el lado més tedrico de la investigacién, se pueden mencionar:

= Jos trabajos sobre ecuaciones en derivadas parciales, como las ecuacio-
nes de difusion (véase el capitulo 20) o las ecuaciones con estructura
de edad (véase el capitulo 16);

= Jos trabajos sobre modelos estocdsticos con o sin dimensién espacial
(véanse los capitulos 16 y 22), incluidos los relativos a las redes alea-
torias que modelan la propagacién de epidemias y los que buscan apro-
ximaciones deterministas.
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Este tipo de investigacién es llevada a cabo principalmente por matematicos
aplicados. En los tltimos afios se han introducido varios cursos de master en
biologia matematica en las universidades francesas y otros centros de ense-
flanza superior.

Al igual que otros campos cientificos, el estudio matemadtico de la dind-
mica de poblaciones se organiza principalmente a través de:

= «Sociedades cientificas»: Sociedad Neerlandesa de Biologia Teori-
ca (desde 1970), Sociedad de Biologia Matematica (1973), Sociedad
Francesa de Biologia Tedrica (1985), Sociedad China de Biologia Ma-
tematica (1985), Sociedad Japonesa de Biologia Matematica (1989),
Sociedad Europea de Biologia Matematica y Tedrica (1991), Sociedad
Latinoamericana de Biologia Matematica (2002), etc.

= revistas especializadas: Bulletin of Mathematical Biology (desde 1939),
Mathematical Biosciences (1967), Journal of Mathematical Biology
(1974), Mathematical Medicine and Biology (1984), Mathematical
Population Studies (1988), Mathematical Biosciences and Enginee-
ring (2004), International Journal of Biomathematics (2008), Biomath
(2012), etc.

= conferencias (Reunién Anual de la Sociedad de Biologia Matemaitica,
Dindmica de Poblaciones Matemadtica y Computacional, Conferencia
Europea de Biologia Matematica y Tedrica, etc.).

Sélo se ha hecho referencia a los elementos que dicen estar explicitamen-
te en la interfaz entre las matematicas y sus aplicaciones a la dindmica de
poblaciones. Pero en cada dmbito concreto (demografia, ecologia, genética
de poblaciones, epidemiologia, etc.) se pueden encontrar elementos similares
con una dosis variable de modelizacién matematica.

Para concluir, se invita al lector interesado a consultar los articulos origi-
nales que estdn disponibles en la World Wide Web. Las direcciones figuran en
las referencias al final de cada capitulo. Como escribié Ronald Fisher sobre
Mendel:

«La Historia de la Ciencia ha sufrido mucho por el uso por parte
de los profesores de material de segunda mano y la consiguiente
obliteracion de las circunstancias y la atmésfera intelectual en
la que se hicieron los grandes descubrimientos del pasado. Un
estudio de primera mano es siempre instructivo y a menudo esté
lleno de sorpresas.»
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Este libro recorre la historia de la dindmica de poblaciones — un tema
tedrico estrechamente relacionado con la genética, la ecologia, la epi-
demiologia y la demografia — en la que las matematicas han aportado
importantes conocimientos. Presenta una vision general de la génesis
de varios temas de gran relevencia: el crecimiento exponencial, desde
Euler y Malthus hasta la politica china del hijo tunico; el desarrollo de
los modelos estocasticos, desde las leyes de Mendel y la cuestion de
la extincién de los apellidos hasta la teoria de la percolacion para la
propagacion de epidemias, y las poblaciones con dindmicas cadticas,
en las que se entremezclan el determinismo y el azar.

Con los recientes avances de la traduccién automdtica, ya no se justifi-
ca el virtual monopolio de una sola lengua en la literatura cientifica. La
creciente alienacion lingiifstica en las universidades puede revertirse.
Con esta traduccion al espafiol, cuidadosamente revisada por dos es-
pecialistas en dindmica de poblaciones, esperamos mostrar este nuevo
camino.
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