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UNE INTERPRETAT[ON VARIATIONNELLE DE LA RELATIVITE
GENERALE DANS LE VIDE
EN TERMES DE TRANSPORT OPTIMAL

YANN BRENIER

RESUME

On revoit les équations d’Einstein de la relativité générale dans le vide comme équations
d’optimalité d'une sorte de probleme de transport optimal quadratique généralisé.

1. INTRODUCTION

La relativité générale (RG) a fait I'objet de trés nombreux et importants travaux
d’analyse (par exemple [12]). Elle a été récemment placée par plusieurs auteurs [18, 19]
dans le cadre de la théorie du transport optimal de Monge-Kantorovich [22, 25, 1, 23] (dont
[9] est I'une des premieres applications a 'analyse géométrique et [13] a l'astronomie),
suivant les idées introduites par Lott, Sturm et Villani [17, 24] pour caractériser la cour-
bure de Ricci. Notre objectif est ici de proposer une autre approche, tres élémentaire
et s'inspirant de la formulation “hydrodynamique”, dite de Benamou-Brenier (BB), du
probleme de transport optimal quadratique (TOQ) [2, 1, 20], qui, rappelons-le, consiste
a chercher, sur I'espace euclidien {z € R?}, des champs de densité p = p(t,z) € R, et de
vitesse v = v(t,r) € R?, dépendant du temps ¢ € [0, 1] et minimisant

/ olt, 2)|o(t, o) Pdwdt
[0,1]xRd

sous contrainte d;p + V - (pv) = 0, p étant prescrit en t =0 et ¢t = 1.

Dans cette note, on va plutét s'intéresser a des champs C = (C(z,€)) et V = (V/(z,€))
de matrices réelles d x d définis sur I'espace des phases (z,€) € RIxR? avec d = 4 (comme
dans toute la suite de cette note), contraints par les relations différentielles linéaires de
symétrie suivantes

(1.1) OV =0V,

(1.2) (1 = d)0em C + 9enC7 5, = (1 — d)0euC3, + 01.C 67,

(avec sommation implicite sur les indices répétés haut et bas, comme dans toute la suite

de la note, ici 7), qui sont points critiques, par rapport a des variations a support compact,
de

(13)  T(CV) = [ tracelCla OV, €)dnds = [(VICIVE) (o€
sous la contrainte différentielle non-linéaire
(1.4) 0, Cl + 0 (CV + V)], = 0.

On a donc la une généralisation assez directe du TOQ), pour laquelle on va établir :
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Théoréme 1.1. Soit g une solution lisse de la RG dans le vide (RGV), au sens que g est
une métrique de Lorentz sur RY (avec d = 4) de signature (—1,1,1,1) dont la connezion
de Levi-Civita I' est de coubure de Ricci nulle. Introduisons

| | \gagh , ,
(15) W06 =€ detgle) eos(P2EEE) v 6 = 1 wie

ce qui permet de reconstruire la métrique g a partir de A via

(1.6 @)/~ detgla) = [ (€41(0,6) + A (. €))g
R
( @ une constante multiplicative prés), et posons
(L.7) Cll(2,€) = (DeAY (2. €) = e A (1, €) — Deu A (2, €) 61,
Alors (C, V) est point critique du probleme de transport optimal généralisé.

Notons que la considération de la RGV (i.e. le “nobody problem” selon une plaisanterie
de D. Christodoulou) est plus pertinente qu’il ne semble & premiere vue car les équations
d’Einstein ne sont pas “faiblement fermées” et certains types de champs de matiere (au
moins sans masse) peuvent émerger a la limite faible (voir [15] et la conjecture de Burnett).

Remarques. Bien que cette formulation variationnelle de la relativité générale dans le
vide (RGV) soit tres proche de celle du transport optimal quadratique (TOQ) en formu-
lation BB, insistons sur les différences les plus importantes:

i) Pour la RGV, les variables = et ¢ sont multidimensionnelles, de dimension d, alors
qu’en transport optimal, x est seulement unidimensionnelle (et correspond a la variable
de temps). (Cela dit, il y a une généralisation dorénavant bien établie par Lavenant [16]
du TOQ en formulation BB au cas ou z est multidimensionnelle avec sa théorie des “ap-
plications harmoniques généralisées” inspirée de [5]. La ressemblance entre TOQ et RGV
est alors encore plus frappante.)

ii) Les inconnues sont & valeurs matricielles. (Cela dit, il existe des formulations de type
BB du transport optimal pour les champs de matrices symétriques semi-définies positives
et méme pour les opérateurs en mécanique quantique [10, 21, 11, 7].)

iii) Il n’y a pas de transposition ni de symétrie dans les matrices carrées C' et V mises en
jeu. En particulier, il n’y a pas de convexité apparente dans cette formulation, contraire-
ment au TOQ. (Cela dit, I'’équation d’optimalité du TOQ est 'équation d’Halmilton-
Jacobi réelle. Or cette équation admet une généralisation complexe, bien connue dans la
théorie des matrices aléatoires [14], qui s’écrit en une dimension d’espace

06+ 5067 =0, 6=0(1.2) €C, (1,7) €R”

et ou figure un carré complexe et pas une norme au carré. Néanmoins, comme 1’a montré
Guionnet dans [14], on peut quand méme se ramener a un probleme d’optimisation con-
vexe | Rappelons aussi que le TOQ est lié a 'équation de Monge-Ampere réelle [25],
qui connait aussi une variante complexe, bien connue et treés importante en géométrie
kahlérienne, et pour laquelle la notion de convexité est remplacée par celle de pluri-
sous-harmonicité [3]. Citons enfin le récent concept de dualité de Legendre complexe de
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Berndtsson, Cordero-Erausquin, Klartag et Rubinstein [4] qui differe de la dualité de Le-
gendre, Fenchel et Moreau, bien connue en analyse convexe [8].)

Ainsi, il n’est pas impensable que la “formulation BB” des équations d’Einstein dans la
vide présentée dans cette note ait de I'intérét du point de vue de I’'analyse mathématique

2. FORMULATION DANS L’ESPACE DES PHASES
On introduit d’abord sur I'espace des phases R?? le champ d’accélération gravitationnel
FHx,€) = —T*;(2)€'e’, zeR?, €eR?
et le champ matriciel V' de ses dérivées en & :
1 :

Ici, la connexion, décrite par les symboles de Christoffel I', est supposée sans torsion, i.e.
Ffj est symétrique en (i, j) (ce qui correspond au fait que V' “dérive en £ d'un potentiel”.)
Ainsi les géodésiques (qui décrivent la chute libre des corps) sont les courbes
s € R = (x(s),£(s)) € R*

solutions de i i

dx k dg k

- — = F .

=), = PHEG).E)
On vérifie que la courbure de Riemann s’exprime facilement comme commutateur sur V:

R ()€™ = (00 + Vi 0ea) Vi — (0 + Vi0a) V) (2,€).
Comme V dérive de F, cette quantité peut aussi s’écrire sous forme “conservative”:
(0. VE+ 0 (VAVE) = 0.0V = 0 (VIVE) (,€).
La courbure de Ricci se retrouve en contractant i et k:
RilV1(,€) = (00 Vi + 0 (VIV) = 0V = 0 (VIV)) (2, €) = Ry ()€™,

Ainsi I'équation d’Einstein dans le vide Rj,,(z) = 0 sur l'espace des x € R, se traduit
simplement comme un systeme de “lois de conservation” pour V' dans l'espace des phases

(z,€) € R

(2.9) Ri[V] = 0 Vi + 00 (VIV) = 0V — 0 (VIV) = 0.

On peut donc énoncer

Proposition 2.1. Soit g une solution sur R? de la relativité générale dans le vide (RGV)

et sa connexion de Levi-Cwita I'. Alors V' définie par (2.8) est solution de (1.1,2.9) sur
Uespace des phases R??.

A priori, I’équation (2.9) peut admettre bien d’autres solutions V' que celles de la forme

k k j

qui sont juste linéaires en £ ! Ainsi I’équation d’Einstein se trouve littéralement “noyée”
dans une équation a priori beaucoup plus générale mais qui admet néanmoins une in-
terprétation variationnelle élémentaire tres proche du probleme de transport optimal
quadratique (TOQ) dans sa “formulation BB” [2, 1], comme on va maintenant le voir.



3. FORMULATION VARIATIONNELLE

Pour obtenir, selon le procédé traditionnel, la formulation faible de 1’équation (2.9)
et de la contrainte de symétrie (1.1), on les multiplie respectivement par un champ test
vectoriel A7(z,€) et des champs (indexés par k) de matrices QY (z, €), antisymétriques en
(i,5), on ajoute le tout et on integre en (z,&) sur l'espace des phases R?¢, ce qui donne

B10)  ZAY) = [ (RIVI 9N (w.€) + 0V} w9 (0,6)) duds
soit, en intégrant par partie,
I(A,Q,V) = / (—0u AVE = 0 AVIVE + 0 AVE + 0 AVIVE — 005 VE) dude,

et on impose que le résultat soit nul pour tous (A4, (2). Un point de vue plus fructueux
consiste plutot a voir Z comme une fonctionnelle et d’en rechercher les points critiques par
rapport aux trois variables V', A et €. Cela fait, bien entendu, de V' une solution (faible)
de ’équation avec la condition de symétrie voulue, en dérivant par rapport a A et €, mais
donne aussi une nouvelle équation obtenue en dérivant par rapport a V. Introduisons
pour cela les opérateurs D, et D, définis par

(3.11) (DAY, = 0 AV — 0,0 A 8], (DeA)) = Oer AV — 0ea A? 57,

On peut alors écrire plus commodément la fonctionnelle sous la forme
(A, Q,V) = / (DL AYVE — (DeAYLVIVE — 0. Q) VF

et, en dérivant en V', on obtient

(3.12) (D2 A); — VDAY, = VI (DeA)] = 0.

Proposition 3.1. Tout point critique (A,, V') de la fonctionnelle I est caractérisé par
les trois équations (1.1,2.9,3.12). De plus, si C' est défini par (1.7), alors (C, V') est point
critique de la fonctionnelle J définie par (1.3) sous contraintes (1.1,1.2,1.4).

Preuve. On vient de voir qu'un point critique (V;A,Q) de Z(A,€, V) est en effet
caractérisé par les trois équations d’optimalité (1.1,2.9,3.12). Sion élimine Q2 de Z(A, 2, V)
en utilisant (3.12), on obtient

(3.13) /?@wmwﬁ+WW@¢&H%W@@%~/@¢$%&

Comme 2 a disparu de cette intégrale, on déduit que (V, A) en est point critique, sous
contrainte (1.1) et que (3.12) est satisfait pour un certain Q?g, antisymétrique en (4, ). Or,
comme nous sommes en dimension d = 4 (et c’est le seul endroit de cette note ou nous
utilisons cette hypothese), cette derniere condition veut exactement dire :

(3.14) Oes (DoAY, — VI(DeA)) — Vi (DeA)f) = 0.
En effet, posons, pour k et x fixés,
w(§) = QY (2,6), W (€) = (DeA)], — Vi (DeA)] = V] (DeA)f)(x,€)

de sorte que I'on a W (£) = O¢,wI*(€) et utilisons le langage des formes différentielles.
On voit donc que la 3-forme sur R*

WOder A de? A de® + Whde? Ade3 A de® + W2dE3 NdeP A de + W3dEP A der A de2



dérive de la 2—forme
wOlde? A de® + w'?de3 A de® 4 w?3de0 A der + w30det A de? + wBtde? A deP + wO?ded A de?

et cela est possible si et seulement si elle est fermée, i.e. ¢, WI(€) = 0.

On a donc prouvé a ce stade que (A, V) est point critique de
~ [@eivavy

sous contraintes (1.1,3.14).

Remarque.

On aurait pu raisonner de fagon plus abstraite (avec des notations synthétiques moins précises) a ’aide
de formes différentielles comme suit: Soit (A4, V,Q) point critique de [R[V]A — VdQ. Les équations
d’optimalité sont, en dérivant successivement en A, V et Q,

R[V] =0, R[V]A=dQ, dV =0.

Il s’agit de montrer que (A,V) est point critique de [(R[V] — VR/[V])A sous contrainte dV = 0 et
d(R'[V]A) = 0. En introduisant comme multiplicateurs une zéro-forme F' et une 2—forme Z, cela revient
a optimiser

/(R[V] _VR[V])A+dF R'[V]A - VdZ
dont les équations d’optimalité sont, en dérivant successivement en A, V', F' et Z,
R[V]+ (dF —V)R'[V] =0, (dF —V)R’[V]A=dZ, d(R'[V]A)=0, dV =0.

Or, ces équations sont automatiquement satisfaites en choisissant Z = 0 et F' de sorte que V = dF, ce
qui est possible puisque dV = 0.
Fin de la remarque.

Pour conclure la preuve de la proposition 3.1, on introduit le champ de matrices C' défini
par (1.7), i.e.

C] = (DeA)], = 0ex AT — 9 A 51,
sujet a la condition de compatibilité (1.2) qui exprime la possibilité de reconstituer A a
partir de ', comme on peut le vérifier aisément, via les formules :

(1—d)0eA?=C4, (1 —d)daA’ = (1 —d)CY + CI6]
et de déduire aussi de (3.11) que
O0ci (DAY, = 05 p AV — 02,0 AT 6], = 02 AV — 20 n AT = — 0, CY.,

ce qui permet de réécrire la condition (3.14) en seuls termes de (C,V) sous la forme
(1.4). Par ailleurs, la fonctionnelle (3.13) dont (A, V') est point critique se réécrit aussi
entierement en termes de (C, V') sous la forme —7(C, V) définie par (1.3). Finalement,
on a bien obtenu que (C, V') est point critique de la fonctionnelle (1.3), sous contraintes
(1.1,1.2,1.4), ce qui termine la preuve.



4. RETOUR A LA RGV

Pour compléter la démonstration du théoreme 1.1, il reste a nous assurer que le couple
(A, V) défini par (1.5) a partir d’une métrique de Lorentz g solution de la RGV, i.e.

(2, 6) = € detg(z) B(0s(r)E"€"), V] (.€) = ~Th ()¢,

ou on a posé ®(s) = cos(s) (et ou, plus généralement, & : R — R pourrait étre une
fonction quelconque du moment que l'intégrale

+o00 00 2 _ 2
/ ds/ (s* — TQ)CI)(S 5 r )ridr
—00 0

ait un sens et soit non nulle, comme on va le voir plus loin), vérifie les trois équations
voulues par I'approche variationnelle (1.1,2.9,3.12) et permet de retrouver g via (1.6), i.e.

(e~ detgla) = [ (€400, + &A@, )i

(2 une constante multiplicative pres). A l'aide de cette derniere formule, on voit déja que,
dans la fonctionnelle Z(A, 2, V') définie par (3.10), le terme

[ R4 dude = [ R0 4w, = [ R [ €40 de)as

se réécrit

[ Rosta)/=detgla) g (a)do

et n’est rien d’autre que la fonctionnelle d’Hilbert-Einstein, laquelle permet de retrouver
les équations de la RGV en faisant varier g. Comme notre cadre variationnel avec les
variables (A, V') est beaucoup plus vaste que celui de la simple variable g, cela ne nous
suffit pas a priori pour conclure et nous allons donc vérifier directement les équations
d’optimalité (1.1,2.9,3.12). Les deux premieres sont automatiquement satisfaites (par
définition de V et de la nullité de la courbure de Ricci exprimée précisément par (2.9) en
termes de V). Reste a montrer (3.12), a savoir

(D, A), — VI(DeA)] — VI (DeA)f = 0.9,

en exhibant pour cela un champ ng, antisymétrique en (i, ), convenable, ou, de fagon
équivalente, comme on I’a vu plus haut (en utilisant que d = 4) en montrant (3.14), i.e.

Oes (D2 A); — V(D A)) — Vi (DeA)]) = 0.
On a, par hypothese (1.5),
. , 1
Al(z,€) = p(x)®(u(z,£))§’,  plz) =detg(z), u(z,§) = 59@(@")5‘@-
On utilise les relations classiques :

az’“p = 2FZqP? 8§ku(l‘,§> = gkj(x)éj - §k7 aa:ku(xa 5) = z7§a§T7

ce qui conduit bien a I’équation voulue, au prix du calcul fastidieux détaillé ci-dessous.



On note @' et ®” les dérivées premiére et seconde de ®. On a
Oer AT = p®3] + p@'& &y, Dy AV = 2p0T'T, 60 + p@'TT, £7E, €7
En utilisant la définition (3.11), on a respectivement
(D A)], = Opr AT — 9 AT 8], = 2p®T, €7 + p®'TT,EE, 60 — (2pDTG, 7 + p®'T7 £°€,E7)dY,
(DeA)], = Oer A — 9er AT 5] = (1 — d)p®3], + p®' (&€, — 2ud)).
Par définition (2.8),
Vi (2,6) = —T}, (2)€”
d’out I'on tire
—V(DeA); = V] (DAY = (1= d)p®dy+p®' (678, —2ud;) )T, 67+ ((1—d) p®3y +p®' (§91, — 2ud))15,E”
et donc
(Do A)f — Vi (DeA), — Vi (DeA)]
= 200T580 + pPTYE L) — (2081567 + p'TEE76,E7)0]
+(1 = d)p®F T}, E7 + p®'(§76g — 2u0))TY,67 + (1 — d)pPOiT],E7 + p®' (§76k — 2ud) )T, €7
= p®(205,E" — 205, €760 + (1 = )T, &7 + (1 — d)F{Ty,€°)
+p® (LU 6t — T0E7E,E76, — 20}, £7ud) + T, €7€6, — 20, €7u).
11 nous reste maintenant a dériver en &7, sachant que Og; (®(u)) = &;®'(u), 0gi (' (u)) = &P (u), et &

obtenir un résultat nul. .
On trouve, d’abord en facteur de p®, 2dI'7, — 2T'7, + (1 d)FZq +(1- d)l"ij =0,

puis, en facteur de p®”, 2ng§a§,,§j§j — 19 £9,E7¢ — QFZU§GU§Q + Fgafaqukfj — 2Fig§”u§j =0
(puisque &7¢; = 2u) et, enfin, en facteur de p®’ :

= 200,606 — 207 €&, + (1 — d)&T% €7 + (1 — d)oiTd £7¢;
+2F?k)§0‘§‘7 + 2F0k‘§ag0]£] + 2d1"0’k§a§o_ F?Tgo.f‘r(si — ng—fagaka _ ngé-ago_ . 2rzqu B 2FZU£J§(Z
+T,€96, + TY, €76, + TI,£7€%gy; — 2T} ,u — 2T _£7€; = 0,

ce qui termine notre calcul.

Enfin, il nous reste a établir la formule permettant de reconstruire g dans (1.5).

-1

Pour cela, on écrit g~ en tétrade ez (vierbein) par rapport & la métrique de Minkowski

g7 (@) = ey (x)el (@)™, gij(w)e,(2)el(z) = 0", n=diag(~1,1,1,1).
On introduit le changement de variable
weR 5 ¢eRY ¢ = ez(a:)w“
pour déduire de (1.5)

/Rd (6° 47 (2,€) + &7 A'(w,€))dg = 2detg(x) / gl a8 e

, d& =+/—detg~1(z) dw

o
Nyoww

=24/ —detg(x) e (a:)ej (2) /Rd whw” O( 5

= 2/ ~detg(x) ¢}, (x)e] (x) 1" = 2/~ detg(z) g (x)

+oo [e's] 82 _ T2
K= 47r/ ds/ (s? — 7"2)@(T)r2dr
—00 0

Ydw

ou
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est bien définie (en tant qu’intégrale oscillante) et non nulle, au moins lorsque ®(s) = cos(s) auquel cas
k(4m) =t se calcule comme partie réelle de I'intégrale gaussienne complexe

00 00 (2 .2
/ ds/ (52 — 7“2) exp(u)TZdr
—00 0 2
oo )

oo 2 o0 o2 o0 2
:2/ s exp(i)ds/ 72 exp( o )der/ exp(i)ds/ * exp( o )dr = 32m.
0 2 0 2 0 2 0 2

La preuve du théoreme 1.1 est ainsi complete.
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