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Résumé

Cet article propose une approche algébrique des jeux in-
complets, ce qui permet de capturer des problemes ou des
agents ont différents types de connaissances, des fonctions
d’utilité complexes (bi-critéres par exemple) et peuvent uti-
liser toute une gamme de regles de décision. Nous montrons
que, lorsque la mesure de plausibilité est décomposable, de
tels jeux peuvent étre transformés en temps linéaire en jeux
hypergraphiques (sans incertitude), généralisant ainsi de
maniére algébrique et a un nombre quelconque de joueurs
le théoreme de Howson et Rosental [|10)].
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Abstract

This article proposes an algebraic approach to incomplete
games allowing the modelling of problems where the agents
have different types of knowledge, complex utility functions
(bi-criteria for example) and can use a whole family of
decision rules. We show that, when the plausibility measure
is decomposable, such games can be transformed in linear
time into hypergraphical games (without uncertainty), thus
generalizing algebraically and to any number of players
Howson and Rosental’s Theorem [|10)].
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1 Introduction

La théorie de la décision sous incertitude s’attache a modé-
liser le comportement d’agents ayant a choisir des décisions
dont les conséquences ne sont pas connues avec certitude.
Plusieurs regles de décision ont été établies et justifiées. La
régle la plus connue est sans doute celle de 1’utilité espé-
rée [13] - I’agent a une connaissance probabiliste sur les
consequences de chaque décision et il cherche a maximiser
I’utilité esperée des consequences de 1’acte choisi; d’autres
regles ont été proposées p.ex. I’ordre de grandeur de ' utilité
espérée [23]] ou, pour les problemes qualitatifs, les utilités
possibilistes optimiste et pessimiste [[7]].

Nous nous intéressons ici a des problemes de décision multi-
agents issue de la théorie des jeux, ou chacun prend une dé-

cision individuelle, dont la conséquence dépend a la fois des
décisions individuelles et de 1’état réel du monde. Chaque
agent a un intérét ou "utilité" (éventuellement différente de
celle des autres agents) pour cette conséquence. Cette forme
de probleme de décision est I’objet du cadre des jeux incom-

plets (ou les agents ignorent une partie du probléme).[ﬂ

Deux types de jeux incomplets ont été décrits : les jeux bayé-
siens [9] (utilité espérée) et les jeux possibilistes [[1] (utilité
qualitative pessimiste). Dans cet article, nous proposons une
définition algébrique généralisant ces deux cas particuliers
et permettant d’utiliser d’autres regles de décision.

Par ailleurs, les jeux bayésiens et les jeux possibilistes a
deux joueurs peuvent toujours étre transformés en des jeux
polymatriciels équivalents [10} [1]]. Nous étendons ce résul-
tat connu sous le nom de théoreme de Howson-Rosenthal
a notre cadre algébrique et pour un nombre quelconque
d’agents. Cette transformation s’effectue en temps linéaire
et produit un jeu hypergraphique de complexité spatiale
inférieure ou égale a celle du jeu incomplet initial.

Pour les preuves, nous utilisons 1’assistant de preuve
CoQ [2]. C’est un environnement logiciel permettant la
spécification et la vérification de structures de données,
d’algorithmes et de théorémes. Son fonctionnement interne
est basé sur la correspondance preuve-programme (ou cor-
respondance de Curry-Howard). Nous utilisons COQ afin
d’apporter un forte garantie de correction sur les preuves et
les transformations, ainsi que pour faciliter leur réutilisation.
La formalisation en COQ est disponible sur GitHub.E]

2 Définitions préliminaires

Soient N un ensemble fini et (X;);en une famille d’en-
sembles indicés par N. Nous notons X = J[,.y X;
le produit cartésien des X; et x = (z1,...,2,) € X
un élément de X. Pour tout M C N, nous notons :
XM — Hie]vIXi et M) ¢ XM) Pour tout i € N,
nous notons : X_; = XW\ih) et z_, € X_,. Enfin, "."
dénote la concaténation, ainsi £ = x;.T_;.

1. Un glissement de sens semble avoir eu lieu. Ce qui est appelé
aujourd’hui jeu incomplet a été défini en 1967 [9], puis probabilisé afin de
d’introduire les jeux bayésiens. Harsanyi affirme qu’un jeu bayésien est un
Jjeu complet - alors qu’aujourd’hui les jeux bayésiens sont vus comme des
"jeux incomplets" - au sens de "jeux sous connaissance incompléete".

2. ppomco.github.io/cog-incomplete-games—-rjcia2021


https://ppomco.github.io/coq-incomplete-games-rjcia2021

2.1 Décision mono-agent sous incertitude

Savage [20]] introduit en 1954 les problemes de décision
sous incertitude en considérant qu’un acte (une décision)
est une fonction qui associe a tout monde une conséquence,
ce qui lui permet de caractériser la regle de 1’utilité espérée.
Plusieurs alternatives a I’utilité espérée ont été étudiées de-
puis, comme 1’utilité dépendant du rang [[18] ou les utilités
qualitatives [7], etc. Nous présentons algébriquement les
problemes de décision mono-agent sous incertitude, en sui-
vant les définitions de [6]], qui recoupent celles de [[17,16].
La généralisation algébrique porte sur la regle de décision,
qui est encodée dans une structure d’évaluation contenant
les opérateurs algébriques et leurs domaines.

Définition 1 (Structure d’évaluation) Une structure
d’évaluation est un quintuplet £ = (W, U, V,®, ®) ou :
— W est le domaine de plausibilité, muni de I’ordre
=w.fl
— U est le domaine d’utilité, muni de I’ordre <y,
— V est le domaine de valuation, muni de [’ordre <y,
telqueU CVetVe,yc U, x 2py=x=3v vy,
— @ : V. xV — V est un opérateur associatif et
commutatif, muni d’un élément neutre noté Oy,
— ®: W x U — V est muni d’un élément absorbant
noté Qv et est distributif par rapport a .

Lorsque U = V = W et Oy = Oy, nous retrouvons tout
simplement les semi-anneaux. Le domaine de plausibilité
va capturer la croyance des agents, le domaine d’utilité leurs
preférences et V' est le domaine d’évaluation des actes.

Définition 2 (Probléme de décision sous incertitude)
Un probleme de décision sous incertitude est un quadruplet
D= ((Q7X),5,U,Pl) o :
— Q est ’ensemble des états du monde,
— X est ’ensemble des conséquences,
— E=(W,U,V,®,®) est la structure d’évaluation,
— u: X — U est une la fonction d’utilité,
— Pl : 2% — W une fonction d’ensemble monotone
croissante par rapport a l'inclusion (une capacité).

Un probleme de décision sous incertitude est décrit par trois
composants : (i) les ensembles 2 et X qui décrivent la si-
tuation (pour reprendre les termes de [6]), les actes (ou
décisions) étant représentés par des fonctions a : Q@ — X ;
(ii) les préférences de 1’agent, capturées par la fonction d’uti-
lité et ses croyances capturées par la mesure P! (dans cet
article, nous nous restreignons aux mesures de plausibilité
décomposables [22], c’est a dire telles que VA, B disjoints,
PI(AU B) = PI(A) ® PI(B) : elles ont I’avantage de
pouvoir étre représentées succinctement, par des distribu-
tions d : {2 — W. C’est notamment le cas des mesures de
probabilité et des mesures de possibilité); (iii) £ qui porte
la regle de décision : 1’agent maximise son utilité esperée
generalisée (GEU, pour "Generalized Expected Utility").

3. Pour tout ensemble X muni d’un ordre < x, ~ x désignera sa partie
symétrique et <x sa partie asymétrique : (z ~x z’) <= (z <x
YA (' Ix z)et(z <x 2') <= (v x ') A~(z' Zx ).

Définition 3 (GEU [6]) Pour tout acte a dans un probléme
de décision D fondé sur une structure d’évaluation £ :

GEUp(a) := P cq d(w) @ u(a(w)).

En d’autres termes, 1’agent évalue un acte en combinant,
via @ et ®, ses préférences sur les conséquences de 1’acte
et ses croyances sur 1’état du monde : ’acte a; est préféré a
Pacte as ssi GEU (ag) <y GEU(ay).

Exemples La regle de 1'utilité espérée est capturée par
la structure Eyp = ([0,1], R, R, +, x), d etant une dis-
tribution de probabilité sur €. Dans ce cas en effet
GEU(a) = Yueqd(w) - u(a(w)). Les régles possibi-
liste optimiste et pessimiste sont encodées dans les struc-
tures Eopr = ([O, 1], [O, 1], [0, 1],111&)(7 min) et Epps =
([0, 1],10,1], [0, 1], min,m)ﬂ La regle de décision en
ordre de grandeur de l’utilité espérée [23] est décrite
par la structure oo = (R%,R%,R%, &, ®) ou : R° =
{(o;m)|meZ,oce{+,—,0}} U{(0,00)}; (o,m) &
(o/,m’) vaut (o,m) si m < m/, (¢/,m') si m > m/
et (c Bo',m)sim = m’E]; enfin (o,m) ® (¢/,m’) =
(c®ao',m+ m’)E] L’ordre <go est tel que (o, m) =<go
(o/,m)ssi (o' =+)A(m <m), (c=—)A(m<m),
(c==)A(c'=+)A(m=m")ou(c =0d")A(m=m’).

2.2 Jeux simultanés a information complete

Considérons maintenant le cas multi-agents, tel que défini
par la théorie des jeux : dans les jeux simultanés, chaque
agent choisit individuellement une action, sans observer
celles choisies par les autres ; a toute combinaison d’actions
correspond une conséquence, et chaque agent a un intérét
(une utilité), éventuellement différent de celui des autres
agents, pour cette conséquence. Lorsque chaque joueur
connait les actions possibles des autres joueurs et les utilités
qui en résulteraient, le jeu est un jeu simultané a informa-
tion complete (ou encore "jeu complet”, "jeu classique") :
I’état du monde est parfaitement connu de chacun - chaque
agent maximise son utilité (on dit qu’il est "rationnel").

Définition 4 (Jeu simultané a information compleéte)
Un jeu est un quintuplet G = (N, X, x, (A, v;)ien) 0t :
— N est 'ensemble fini des n agents,
— A, est I’ensemble des actions de I’agent i,
— X est ’'ensemble des conséquences,
— x : A — X décrit la conséquence d’une combinai-
son d’actions,
— v; + X — U, est la fonction d’utilité de I’agent i ou
U, dénote le domaine d’utilité de i, muni de I’ordre
2U;i-
Le jeu est dit sous forme normale lorsque les v; sont décrites
par des tables.

U; est un domaine ordonné, et généralement U; = R (en
économie, on parle souvent de "payoff"). Un vecteur a =

4. Yw € W,V € U, max(w, z) = max(l — w, x).

5. H est I’addition usuelle des signes, avec +B+ = 4+, —H— = —, et
oMo’ = 0sinon. X est la multiplication des signes : +X+ = —K— = +,
+X—-—=—-K+=—etcXX0=0Xo =0.

6. L’addition + est étendue sur ZU{oo} par m+oco = co+m = oo.



(ar,...,an) € A= ]],cn Ai estappelé profil de stratégies
pures, il correspond a un acte dont x(a) est la conséquence
dans 1’unique état du monde.

Dans la suite, X sera rendu implicite en notant G =
(N, (Ai, ui)ien), avec u; =v; 0 x : A = R.

Proposition 1 (Complexité spatiale) La taille d’un jeu si-
multané G en forme normale est S € O(n|Al), i.e. si les
n agents ont au plus « actions, S € O(na™).

En effet, les fonctions d’utilité sont représentées en exten-
sion par des tables listant leurs valeurs pour chacun des n
agents et chacun des |A| < o™ profils de stratégies pures.
Ainsi Sg = ),y [ui| < na™ € O(na™).

Parmi les profils de stratégies couramment étudiés, nous
nous intéressons aux équilibres de Nash [[14].

Définition 5 (Equilibre de Nash) Dans un jeu G, un profil
de stratégies pures est un équilibre de Nash pur ssi aucun
agent ne peut unilatéralement augmenter son utilité, i.e. ssi
Vi € N, Pal € A;, ui(a) <u, ui(al.a_;).

Exemple 1 (Le repas) Dans cette variante du jeu appelé
"bataille des sexes", quatre collegues souhaitent manger
ensemble, dans I’'un des restaurants Ry et Rs, de préférence
avec ceux qu’ils apprécient le plus - la satisfaction d’un
agent est d’autant plus grande que beaucoup des collegues
qu’il apprécie sont aussi présents. Les affinités de ’agent
i sont décrites par une fonction aff ; : N_; — R (aff ;(5)
est Iaffinité de i pour j). Sans pouvoir communiquer avec
les autres, chacun va se rendre a l’un des deux restaurants.
Cet exemple peut étre modélisé par le jeu suivant :

N ={1,2,3,4}
Ai:{Rl,RQ} Vie N
ui(a) = Y aff;(j) Vie N,Va € A.
{le,],vg?
Supposons aff ;(j) = 1 pour tout i,j7 € N. Alors

(R1, R1, R1, Ry) et (Ra, Ra, Ra, Ry) sont des équilibres
de Nash : aucun agent n’a intérét a changer de stratégie.

Dans ce premier exemple, nous avons supposé que les utili-
tés des agents sont cardinales - d’oll un ordre complet sur
les profils. Mais ce n’est pas toujours le cas. Dans certains
travaux, les préférences sont completes, mais seulement
ordinales [24} 8] ; dans d’autres, les U; ne sont que partiel-
lement ordonnés [21, 3} 4] - et cela suffit pour définir la
notion d’équilibre de Nash, qui est une notion purement
ordinale. La définition que nous avons donnée, a la suite de
celle de [19], utilise des "utilités abstraites" et permet de
capturer tous ces types de préférences, et en particulier des
payoffs monétaires ou des préférences partielles.

Exemple 2 (Le repas - approche bi-criteres) Les quatre
collégues préferent manger non seulement avec ceux qu’ils
apprécient le plus, mais aussi avec ceux qu’ils n’ont pas vu

depuis longtemps - ce jeu est bi-criteres. Soit tps;(j) € RT
le temps écoulé depuis que i a vu j. Ce qui donne le jeu :

N ={1,2,3,4}
Ai:{R17R2} Vie N
Vi =R* x R* Vie N
. . Vie N
w@=( ¥ ). Y wsl)] 2N
JEN_; JEN_; ’
a;=a; a;=aj

Pour tout agent 1 € N, V; est un ensemble partiellement
ordonné. ¥(z,y), (', y') € Vi, (z,y) Xy, (2',y) =
r<z' ANy<y.

Si aff ;(j) = 1 pour tout i,j € N, alors (Ry, Ry, R1, Ry)
et (Ra, Ro, Ro, Ry) sont des équilibres de Nash. De
plus, si tps;(j) = 10 lorsque i, € {1,2} ou i,j €
{3,4}, et tps;(j) = 1 sinon, alors (Ry, R1, R2, R) et
(Ra, Ra, Ry, R1) sont aussi des équilibres de Nash.

3 Jeux incomplets algébriques

Un jeu incomplet est un jeu ou les agents ont une connais-
sance incomplete sur certains aspects du jeu - en fait sur
I’état du monde w € €. La conséquence d’une action jointe
a (et donc I'utilité des agents) dépend a la fois des actions
choisies et de I’état du monde : il y a un jeu par état w. Les
agents ne connaissent pas exactement 1’état réel du monde,
et donc ne savent a quel jeu ils participent. Ils peuvent par
contre avoir des connaissances a priori sur w, représentées
par une distribution de plausibilité. De plus, avant de choisir
son action, chaque agent ¢ peut recevoir un signal informatif
7i(w). Il acquiert ainsi de la connaissance sur w et sur les
signaux corrélés regus par les autres agents : il conditionne
sa croyance a priori et obtient une connaissance personnelle
a posteriori. La distribution de plausibilité a priori peut étre
commune, comme dans les jeux Bayésiens, mais il est aussi
possible de considérer que les agents ont des croyances
différentes (éventuellement incohérentes entre elles) ; nous
supposerons alors simplement que chaque agent connait
toutes les distributions de tous les agents.

Harsanyi propose de décrire les jeux a information incom-
plete non pas sur les mondes, mais sur les états de croyances
possibles - typiquement sur les combinaison de signaux
possibles et plus largement sur les informations d’un jeu
auxquels les joueurs ont acces (en ce qui les concerne ou en
ce qui concerne les autres). Il appelle ces états de croyance
des "types". Ainsi, un jeu incomplet décrit un jeu simultané
pour chaque combinaison de types possible.

3.1 Définition

Deux formes de jeux incomplets ont été proposées : les jeux
bayésiens [9], fondés sur la regle de I'utilité espérée, et les
jeux possibilistes [[1]], fondés sur celle de 1’utilité pessimiste.
Dans cet article, nous les généralisons en en proposant une
formulation algébrique.

Définition 6 (Jeu incomplet algébrique) Un
jeu incomplet algébrique est un tuple G =
(N7 (A’L7 Gia 5i7 diu ui)iEN) ou :



— N est I’ensemble fini des n agents,

— A, est I’ensemble des actions de I’agent i,

— O, est I’ensemble des types de ’agent 1,

— & = (W, U, Vi, ®;,®;) est la structure d’évalua-
tion encodant sa regle de décision,

— d; : ©; > O_; = W, ond;(-|0;) est la distribution
de plausibilité a posteriori de I’agent i, sachant qu’il
est de type ;.

— u; : A X © — Uj est sa fonction d’utilité.

Lorsque les fonctions ; et les distributions d; sont données
sous formes de tables, le jeu est dit sous forme normale.

Dans un jeu incomplet, les agents choisissent une action
en fonction du type qu’ils regoivent : une stratégie pure
de I’agent i est une fonction o; : ©; — A;. Appelons X3;
I’espace des stratégies pures de 1’agent i et X I’ensemble
des stratégies jointes. Un profil de stratégies pures sous
incertitude spécifie alors 1’action choisie pour chaque type
de chaque agent : ¢’est un vecteur 0 = (01,...,0,) € X.
Pour toute combinaison de types # € ©, nous notons ¢ =
(01(61),...,0,(0,)) € Ale profil de stratégies pures qui
sera effectivement joué si ces types sont regus.

L utilité d’un tel profil dépend de I’état du monde, et donc
de la combinaison 6 des types regus. Si ’agent ¢ est de type
0;, son utilit€ est donnée par GEU(; 9,y : ¥ — V; :

@ di(

66),

GEU(Ze) 1|9 @5 u z( ei'a’i,@.@,i).

Proposition 2 (Complexité spatiale) La taille d’un jeu in-
complet sous forme normale G est S € O(n - |A| - 09|),
i.e. si les n agents ont au plus « actions et peuvent recevoir
au plus 3 types, la taille est en O (n(af)™).

En effet, pour chacune des |©| combinaisons de types, il
faut donner un jeu simultané de taille n| A|.

Un profil de stratégies est un équilibre de Nash sous incerti-
tude pur ssi aucun agent ne peut augmenter unilatéralement
son utilité en modifiant sa stratégie. Formellement :

Définition 7 (Equilibre de Nash pour un jeu incomplet)
o € X est un équilibre de Nash de G ssi¥i € N,V0; € O;,
B0} € 5, GEU(;0,)(0) <v, GEU; 1y (0}.0_;).

3.2 Cas particuliers

Soit un jeu algébrique G = (N7 (4;,0;,&,d;, ui)ieN).
Jeu classique. Lorsqu’un seul état du monde est possible,
chaque agent ne posseéde qu’un seul type (0 = {0}) : G
décrit un jeu classique.

Jeu bayésien. Tous les agents utilisent la regle de I'utilité
espérée en conditionnant une distribution de probabilité p
commune : pour tout i, & = Eyg = ([O, 1, R, R, +, x) et
pour tout 9, dz (9,Z|91) = p(9|91)

Jeu possibiliste pessimiste. Tous les agents utilisent la
regle de 1’utilité pessimiste en conditionnant une distribu-
tion de possibilité 7 commune : pour tout ¢, & = Epps =
([0,1],[0,1],[0, 1], min, max) et pour tout ¢, d;(6_;|6;) =

3.3 Exemples

Nous illustrons 'utilisation de différentes regles de déci-
sions sur I’exemple suivant :

Exemple 3 (Le repas - jeu incomplet) Trois agents sou-
haitent manger ensemble ce midi. Chacun des deux res-
taurants Ry (k € {1,2}) est ouvert (Oy) ou fermé (Fy),
Habituellement, au moins un restaurant est ouvert. Le ma-
tin, ’agent 1 emprunte le chemin Cy qui passe devant le
restaurant Ry et sait si Ry est ouvert. De méme, I’agent
2 emprunte le chemin Cs et sait si Ry est ouvert. D’habi-
tude, I’agent 3 emprunte le chemin Cy et rencontre I’agent
1 : ils savent tous deux si Ry est ouvert. Parfois, I’agent 3
emprunte le chemin Cy et rencontre alors ’agent 2.

Modélisons d’abord la situation. Par souci de clarté, nous
expliciterons les états du monde sous-jacents.
— Lesagents: N = {1,2,3}
— Leurs actions : A; = {Ry,Re} Vie N
— Q= {Ol,Fl} X {OQ,FQ} X {01,02}
Un état du monde est un triplet (w1, ws, ws) ol :
— wy € {0y, F1 } indique si Ry est ouvert,
— wa € {09, F»} indique si R5 est ouvert,
— wsy € {C1, Cy} indique le chemin de I’agent 3.
— Lestypes: © = ©; x Oy x O3 avec :
— @1 = {Ol,Fl} X {Cl,CQ}
— @2 = {027F2} X {01702}
— @3 = {Ol,Fl,OQ,FQ}
Dans I’état du monde w = (w1, ws,ws3) € 2, ’agent
i € N estde type 0; = 7;(w), ot :
- 71((001,6027003)) = (w1, ws)
— 72((w1,w2,w3)) = (w2,w3)
w1 si w3z = Cl
TS((W17W27W3)) C|we siwg = Ch.
Nous proposons plusieurs variations autour de cet exemple
afin d’illustrer I’ utilisation de différentes regles de décision.
Pour cela, notons nb;(a) le nombre d’agents ayant choisi
le méme restaurant que i (nbi(a) = > ey, | q,=q, 1) €t
ouv; : A x © — {0, 1} la fonction telle ouv;(a,d) = 1 ssi
le restaurant a; est ouvert.[/]

Jeu bayésien Les agents utilisent la régle de I utilité espérée
en conditionnant la loi de probabilité commune p* : © —
[0,1] (table[2). La modélisation est la suivante :

g‘:gUE ([071],R,R,+,><)
di(0-i]6:) = p*(0 | 0:)
> aff(j)

ui(a7 9) = Jaezlzvgj

-1 sinon.

si ouv;(a,d) =

Les utilités sont cardinales. L’ordre est complet. Le jeu
G = (N, (4;,09;,&;,d;, ui)ieN) est un jeu bayésien.

7. Pour tout agent ¢ € IV, I’ouverture du restaurant a; est donnée par
0:a; = Ry estouvertssi 61 € {(O1,C1),(01,C2)}eta; = Ra est
ouvert ssi 0 € {(O2,C1),(02,C2)} .



w € pw) | m(w) | poom(w)
(01,02,C1) | 02 1 (+,7)
(01,02,C3) | 0.1 0.8 (+,10)
(04, F»,Ch) 0.2 1 (+,7)
(01, F2,C5) 0.1 0.8 (+,10)
(F1,02,Ch) 0.2 1 (+.7)
(F1,02,C5) 0.1 0.8 (+,10)
(F1,F2,Cy) | 0075 | 0.4 (+,12)
(F1,F2,C2) | 0.025 | 0.2 (+,16)

TABLE 1 — Distributions de probabilité, d’ordre de grandeur
et de possibilité sur les états du monde.

0eo® P (0) | 7°(9) | Poon(w)
((01,01), 02701),01) 0.2 1 (+,7)
((01,02),(02,C2),02) | 0.1 0.8 (+,10)
((01,01), F, CY), 01) 0.2 1 (+,7)
((Ol, 2), F’z7 2) Fg) 0.1 0.8 (-I—,lO)
((icl), 02,01),F1) 0.2 1 +,7)
((F1,C2),(02,C2),02) | 0.1 0.8 (+,10)
((F1,Ch), (F2, Ch), F1) 0.075 | 04 (+,12)
((F1,Ca), (F2,Cs), F2) | 0.025 | 0.2 (+,16)
Combinaisons impossibles 0 0 (0,00)

TABLE 2 — Distributions de probabilité, d’ordre de grandeur
et de possibilité sur les types joints, déduites de la table

Jeu en ordre de grandeur. Les agents utilisent la regle de
I’ utilité espérée en ordre de grandeur en conditionnant la loi
de p5ppr + © — RO (table2). Dans ce cas :

& =Eoom = (R°, R, R°, @, ®)

di(0-i10:) = poon (0 | 0:)
—nh. ; . -1
us(a,0) = (+, —nb;(a)) s% ouv;(a, 0)
(—,0) sinon.
Le jeu G = (N, (Ai,0;,&,di, u;)ien) estun jeu en ordre

de grandeur de I’utilité espérée.

Jeu possibiliste pessimiste. Les agents utilisent la regle de
I’utilité pessimiste en conditionnant la loi de possibilité
commune 7* : © — [0, 1] (table[2). Dans ce cas :

& =E&prs = ([0,1],]0,1], 0, 1], max, min)
1- max aff ;,(j)  siouvi(a,f) =1
ui(a,0) =4 Ja,
0 sinon.
G = (N, (A:,0;,&,di,u;)ien) est un jeu possibiliste

pessimiste.

Jeu bayésien Pareto bi-criteres. Comme dans les jeux
bayésiens la connaissance est capturée par une loi de pro-
babilité commune p* (table , mais ici les agents décident
selon deux criteres : I’affinité et la présence de collegues
que I’on n’a pas vus depuis longtemps (cf. exemple [2) :

( > oaff,(5), > tpsi(j)) si ouvi(a,0) =1

— JEN_; JEN_;
Uj (a7 9) = a.,;:aj7 a.,;:aj1

(0,0) sinon.

L ordre sur U; = R? est partiel, un agent ne peut pas dire
s’il préfere les collegues qu’il n’a pas vu depuis longtemps
ou ceux pour lesquels il a beaucoup d’affinité. Plus formel-
lement, (a,b) <y, (a',V) <= (a <a)A (DY)
Nous utiliserons alors une utilité espérée par critere :

w®2( a, )
(a,b) ®; (d, b’)

(wx a,w xb)
(a+a,b+b)

= ([0,1],R%,R?, @, ®;)
di(t‘),iwi) =p*(0]6;).

Agents aux comportements différents. Chaque agent peut
avoir une distribution différente et une regle de décision
différente. Le cadre des jeux algébriques permet p.ex. de
modéliser un probléme ou I'un utilise une utilité espérée,
I’autre une utilité pessimiste et le troiseme une utilité bi-
criteres en ordre de grandeur.

4 Une généralisation du théoreme de
Howson-Rosenthal

Le théoreme de Howson-Rosenthal [10] permet de
construire en temps et espace polynomiaux, un jeu poly-
matriciel équivalent a un jeu bayésien a deux agents. Un
théoréme similaire a été proposé pour les jeux possibilistes
a deux agents [1]. Nous généralisons ce théoréme dans notre
cadre algébrique et I’étendons aux jeux a n agents (n > 2).
Commencgons par présenter et généraliser algébriquement
le formalisme des jeux hypergraphiques

4.1 Jeux hypergraphiques algébriques

Certains jeux peuvent étre représentés succinctement grace
au cadre des jeux hypergraphiques [[11}[15], ol un jeu glo-
bal est décrit par plusieurs jeux locaux en forme normale
standard, 1’utilité d’un joueur étant la somme des utilités
qu’il récolte dans les jeux locaux. C’est typiquement le cas
du jeu de 'exemple[I] Sa représentation sous forme nor-
male demande n tables de taille a™. Il pourrait facilement
étre exprimé sous la forme d’un jeu dit "polymatriciel” [[11],
c’est a dire d’un jeu hypergraphique dont les arrétes ne lient
que deux joueurs : chacun joue la méme action dans tous les
jeux locaux auxquels il participe. En considérant des jeux
locaux avec plus deux joueurs, on obtient un hypergraphe
ol les sommets correspondent aux agents et les hyper-arétes
correspondent aux jeux locaux.

Ici encore, nous adoptons une approche algébrique. Défi-
nissons d’abord une structure d’évaluation réduite (a une
dimension, celle des préférences), dans laquelle sont effec-
tués les calculs d’utilité globale a partir des utilités locales.

Définition 8 (Structure d’évaluation réduite) Une struc-
ture d’évaluation réduite est un couple V = (V,H) oit
— V est I’ensemble de valuation, muni de I’ordre <y
— B :V xV — V est un opérateur commutatif muni
d’un élément neutre Oy,.

Définition 9 (Jeu hypergraphique) Un jeu hypergra-
phique G = (N, E, (Ai,Vi)ien, (U )ceEsice) 0l



— N est ’ensemble des sommets (agents),

— E C 2V est 'ensemble des hyper-arétes (jeux lo-
caux),

— A, est ’ensemble des actions de I’agent i,

— Vi = (Vi, ;) est la structure d’évaluation réduite
de l’agent i,

— uf : A — V; est la fonction d’utilité locale de
I’agent i € N pour le jeu local e € E.

L’utilité globale de i est définie par : u;(a) = Hai us(al®).

ecE
tqice

Un jeu hypergraphique oii toutes les arétes sont de taille 2
est appelé jeu polymatriciel.

Proposition 3 (Complexité spatiale) La taille d’un jeu hy-
pergraphique G ot les hyper-arétes ont au plus une taille
k (k = max.cp |e]) et oit les agents ont au plus « actions
(o = max;ey |A;]) est Sg € O(|E|kak).

En effet, pour décrire les | E| jeux locaux sous forme nor-
male, il faut au plus k tables de taille a*. G est une repré-
sentation plus succincte du jeu G’ = (N, (4;,u;)ien).

Exemple 4 (Le repas (complet) hypergraphique)
Représentons de maniére succincte le jeu de I’exemple[2] :
N ={1,2,3,4}

E= {{17 2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}}

Ai:{Rl,Rg} Vie N
Vi =R? et Oy, = (0,0) € V; Vie N
B, est tel que Vi € N, ¥(z,y), (z',y') € V;,

(2, 9) B, (2! ) =
et uf est telle que Ve = {i,j} € E,Va € A,
. (e) _  (e)
us(a'®) = {(aﬁ ((0)tps; () si )™ = a

(z+a"y+y)

(0,0) sinon.

Ce jeu polymatriciel est illustré par la figure[l] Les sommets
ronds correspondent a un agentt € N et les sommets carrés
a un jeu local, i.e. une hyper-aréte e € E.

FIGURE 1 — Jeu hypergraphique polymatriciel (exemple [)

1l est facile de vérifier que :

a, S, sia(e):a(e)
w() = [ {(ﬁ()tp (@) sia =a

{i,j}ElE (0,0) sinon
1qgi€e
=< S oaffi). Y, tpsio)).
JEN_; JEN_;
a;=aj a;=a;

Les utilités étant identiques a celles de I’exemple [2] les
équilibres de Nash le sont aussi.

4.2 Résultat principal

Partant d’un jeu incomplet G quelconque, nous allons
construire un jeu hypergraphique G que nous appellerons
modele de Selten de G. Nous montrerons ensuite que cette
transformation préserve les utilités, c’est a dire que 1’on peut
trouver une correspondance entre les agents, leurs actions
et les profils de stratégies pures telles que les utilités dans
G soit égales a celles dans G. Il est donc possible d’étudier
G en étudiant G et réciproquement.

Définition 10 (Préservation des utilités) La transforma-
tion d’un jeu incomplet G = (N, (4;,0;,&,d;, ui)ieN)
en un jeu classique G' = (N, (A}, u},)ren') préserve les
utilités ssi :
3fn : {(i,0;)|i € N,0; € ©;} — N’ bijective,
Afs : ¥ — A’ bijective,
Vi e N,Vt € ©;,Vo € X,

GEU(i,Gi)(U) = U}N(i,ei)(fz(a)%

i.e. la GEU du profil o pour I’agent ¢ de type 6; est égale a
Iutilité du profil fs;(o) pour I’agent fx (4, 6;).

Définition 11 (Modele de Selten) Soir le jeu incomplet
G = (N, (A“ @i, &, di, ui)ieN)' Soit :

— N = {(i,0;)|i € N,0; € ©;} I'ensemble des
paires dépendantes (agent, type),

— O = {9 €06 | di € N, 30, € 917d1(071|92) >
Ow, } I’ensemble des combinaisons de types qui sont
possibles pour au moins un agent,

— ens : ©* — N telle que ens(9) = {(i,0;) | i €
N},

— E = {ens(0) | 0 € ©*} I"ensemble des ensembles
de paires dépendantes correspondants aux combi-
naisons de types possibles,

) = Aj les actions de I’agent i,
— B(,0,) = @i l'opérateur de I’agent 1,
. aens()e) (a(ens(O))) 1(0—1|92)®1u1(09

(4,0

,0), Vo e

Le modéle de Selten G correspondant a G est le jeu hyper-
graphique :

G = (N7 E, (A0, B0 (1,08 (aa@i))eeé,(i,ei)ee)

Exemple 5 (Le repas - Modéele de Selten) Nous avons
modélisé le probléme de I’exemple 3| par le jeu incomplet
G. Nous construisons son modele de Selten G avec ( pour
Uapproche bayésienne) :

(17(01701))7(17(01702))7
- (15(F1701))7 (L(ic?))v
N = (2’ (02701))7 (27(02702))7
(2, (F2, C1)), (2, (F2,C2)),
(3,01), (3, F1), (3,02), (3, F2)

E={ens(0)|0 €0} ; Auy={Ri,Re} ; Bi=+

iy, (@) = p" (0] 6:) x ui(0”,0).

U(i,0,)



Les ensembles ens(0) sont construits pour toute combinai-

son de types 0 € ©* possible (table[2).

((01,C1), (02,C1), 01)

((01,C2), (02,C2), 02)

((01,C1), (F2,C1), 01)

((01,C2), (F2,C2), F2)

((F1,C1), (02,C1), F1)

((F1,C2), (02,C2), 02)

((F1,C1), (F2,C1), F1)

((F1,€2), (F2,C2), F2)

FIGURE 2 — Jeu hypergraphique (exemple[5)) : un sommet
rond désigne un couple (i,6;) € N (une couleur par agent
i), un sommet carré désigne une hyper-aréte ens(6) corres-
pondant a une combinaison possible de types § € ©*.

Ga 8 jeux locaux a 3 agents (ﬁgure; les fonctions d’uti-
lité locales peuvent étre listées dans 8 x 3 tables de taille 23
(i.e. 192 valeurs). La transformation effectue une opération
®; = X en O(1) pour chacune des 192 valeurs d’utilité ;
elle est donc linéaire. Le jeu dont G est la représentation
succincte a 12 fonctions d’utilité, qui seraient listées dans
12 tables de taille | A| = 2'2 (i.e. 49152 valeurs).

Les utilités sont préservées en utilisant la fonction identité
fv : N — N etlafonction f, : ¥ — A telle que :

fz(d) = (01(9171),...,O’n(eny‘eﬂ)) EA
fx_l(&) = ((fun 01 — a(1,91)), oy (fun 6, — d(nﬁn))) X

Cest-a-dire, Vo € X, Va € A, Vi € N, Vb, € ©,, la
bijection @ = fs;(o) met en correspondance o;(6;) et G, g,)-
En d’autres termes la transformation d’un jeu incomplet
algébrique en son modele de Selten préserve les utilités - ce
qui généralise le théoréme de Howson-Rosenthal.

Théoreme 1 (Howson-Rosenthal généralisé) On a :
Vo € ¥,Vi € N, Vo, € @7;, GEU(LQL) (0’) = ﬂ(“gl) (fz (U)) .

La preuve est donnée en CoQ sur GitHub2 11 s’agit principa-
lement d’un jeu de réécriture des définitions, qui est possible
d’une part car les agents, types et profils de stratégies sont
en bijection (par fy et fx), et d’autre part car 1’existence
d’un élément Oyy, absorbant pour ®; et neutre pour &,
permet d’effectuer la sommation abstraite sur ©* (les com-
binaisons de types possibles pour au moins un agent) de la
méme fagon que sur © (toutes les combinaisons).

Corollaire 1 (Correspondance des équilibres de Nash)
Un profil o est un équilibre du jeu G ssi son image
a = fx (o) est un équilibre de Nash du modéle de Selten G.

Ce résultat est direct par conservation des utilités : dans G,
aucun agent ¢ n’a intérét a changer sa stratégie o; (quel que
soit le type 6; recu) ssi dans (7, aucun agent fx (i,6;) n’a
intérét a changer sa stratégie a; g, ).

Proposition 4 (Complexité spatiale) Le modéle de Selten
a au plus la méme taille que le jeu incomplet initial.

En effet, d’apres la proposition le modele de Selten G a
une taille S5 € O(|E|ka*) avec |E| = |©*| < |0] < "
(ol @ = max;en |A;| et 8 = max;en |6;]) etavec k =n
la taille de chaque hyper-aréte. Ainsi, le modele de Selten
est de taille Sz € O(|0*|na™) C O(n(af)™).

Le modele de Selten G, en tant que jeu hypergraphique,
est la représentation succincte d’un forme normale, plus
N, A, (GEU(iﬂi))(i,Gi)eN) .Ce
jeu est différent de la forme normale complete proposée
par Harsanyi pour les jeux bayésiens (la transformation
Harsanyi ne préserve pas les utilités). La complexité spatiale
de G’ est supérieure a celle du modele de Selten : S/ €

O(npa"?) = O(Sg - B(a”1/B)"™).

précisément du jeu G’ = (

Proposition 5 (Complexité temporelle) La transforma-
tion de Selten d’un jeu incomplet algébrique en forme nor-
male se fait en temps linéaire si pour tout i € N [’opérateur
®; est linéaire.

En effet, pour chaque valeur QZ”-:)(G)

unique opération ®;. Si cette opération est en O(7), La
transformation se fait en O (ny(a/3)"). Remarquons que
les distributions a posteriori d; (+|6;) sont données (définition
[6). Sans quoi il faudrait également considérer la complexité
temporelle du conditionnement.

Par conséquent, la détermination d’un équilibre de Nash
dans un jeu incomplet n’est pas plus difficile que dans un jeu
hypergraphique basé sur &. Ceci suggere que 1’existence
d’un équilibre dans de nombreux types de jeux incomplets
est un probleme NP-complet (et pas plus!).

, nous effectuons une

5 Conclusion

Cet article apporte trois contributions. D’abord, nous pro-
posons un cadre algébrique permettant de représenter des
jeux incomplets basés sur différentes approches connues en
théorie de la décision sous incertitude. Ce cadre généralise
deux formes de jeux existantes : les jeux bayésiens et les
jeux possibilistes ; nous en proposons d’autres en exemple
(multi-criteres, ordre de grandeur de 1’utilité espérée).
Ensuite, nous généralisons le théoreme dit de Howson et Ro-
senthal a ce modele algébrique et a un nombre quelconque
d’agents. A partir de toute instance de jeu incomplet, nous
pouvons ainsi construire en temps linéaire son modéle de
Selten : un jeu hypergraphique de complexité spatiale ja-
mais supérieure et préservant les utilités. Les équilibres de
Nash y sont en correspondance. L’étude d’un jeu incomplet
peut donc se ramener a 1’étude d’un jeu complet, soit sous
sa forme succincte (hypergraphique), soit sous sa forme
normale (dont la complexité spatiale est supérieure).



Enfin, les structures de données et les preuves ont été ex-
primées en COQ. D’une part, cela leur donne une tres forte
garantie de correction. D’autre part, cela permet leur réutili-
sation. En effet, cette formalisation en COQ est disponible
sur GitHub et a vocation a étre étoffée ultérieurement.

Ces travaux préliminaires ouvrent plusieurs voies de re-
cherche. D’une part, il faudrait étendre notre résultat aux
capacités quelconques, et définir des jeux utilisant des me-
sures de plausibilité non décomposables (par exemple, des
jeux basés sur 1’utilité dépendant du rang [[18]], et plus gé-
néralement sur des intégrales de Choquet [5]]). D’autre part,
il faut maintenant travailler du point de vue algorithmique :
en dotant les jeux hypergraphiques d’une algorithmique
efficace, nous espérons en doter également les jeux algé-
briques incomplets. Plusieurs pistes sont envisageables, par
exemple I’utilisation de la programmation par contraintes
(en transformant a son tour le jeu hypergraphique en CSP
valué) ; une autre piste serait d’envisager 1’algorithme de
Lemke-Howson [12] dans un cadre algébrique. Enfin, nous
visons a intégrer les définitions et structures de données dé-
finies en COQ dans une bibliotheque de preuves plus large.
Ce travail, en plus d’amener de nouveaux résultats, permet-
trait de justifier la correction des algorithmes implémentés,
voire de les générer automatiquement.
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