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Résumé
Nous proposons un algorithme récursif fournissant une suite de rationnels qui
converge vers m a vitesse quadratique.

Nous confondons une fonction constante avec sa valeur.

Soit « € R . Nous notons [0, 2]®+ I'ensemble des fonctions définies sur [0, z] & valeurs
dans R* . La restriction a [0, z] de la fonction arctangente est encore notée Arctan et a
désigne sa dérivée. Nous utilisons la méthode de Newton pour approcher a uniformément
par des polynomes. Soient I, I’ et N les fonctions définies sur [0, :U]Rjr par

I SO Y LIy
IN=5-7 Th=-f NO=I-3
Un calcul montre que nous avons
vrepa®  NO=f(2-1) a-NO=le- 0

Nous en déduisons que, si f € [0,z]%+ vérifie f < a, alors N (f) € [0,z]%+ et vérifie
N (f) < a. Comme a (z) < a, nous introduisons la suite (f, = fz.,) définie par

I, = a(x) sin=0,
"IN (fas1) sineN-

La suite (f,,) est croissante et, pour tout n € N, f,, est une fonction polynéme dont nous
notons F, la primitive nulle en 0.

Proposition 1. Nous avons

2 2TL
Vn e N 0 < Arctan—F,, <z x .
1+ z2

Démonstration. D’aprés (1), nous obtenons, par récurrence et en majorant a par 1,

n

Vn eN Oga—fn:a(l—aff)>2ng(l—a(x))Q .

Il suffit ensuite d’intégrer entre 0 et x. CQFD



Corollaire 1. Siz € Q, alors (F,, (z)) est une suite croissante de rationnels qui converge
quadratiquement vers Arctan x.

Nous allons maintenant expliciter la suite (F), (x)).

Proposition 2. Nous avons

2" —1 k IE2 k
N F, .
Vn € (x) = 1+$22 2k‘+1 )(1—{—902)

Démonstration. D’aprés (1), nous avons

et donc

1 2" —1 172 k y 9 k
Vn € N,y € [0, z] fn (y):m 2 (H:ﬂ) (1— (;) >

En intégrant entre 0 et x, nous retrouvons les intégrales de Wallis d’indices impairs. Le
résultat annoncé s’en déduit. CQFD

Euler a découvert le développement en série

Ve e R Arctanz = ( ) .
2
1+x2n:0(2n+1)(;‘) 1+ 22

Le calcul des sommes partielles successives lui a permis de retrouver les vingt premiéres
décimales de m en une heure. Cette identité se déduit immédiatement de la Proposition 1
et de la Proposition 2 et, pour tout n € N, le calcul de f,, fournit, aprés intégration de
ce polynome sur [0, z], la somme partielle d’indice 2™ — 1.




