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SUR LES PLUS GRANDS FACTEURS PREMIERS INFERIEUR
A y D’ENTIERS CONSECUTIFS

ZHIWEI WANG (NANCY)

ABSTRACT. Let P; (n) denote the largest prime factor p of n with p < y. We prove that
there exists a positive proportion of integers n such that P, (n) < P (n+1) for y = 2
when « is small. Especially, the proportion is larger than 1/4 when « tends to 0, which
improves our previous result.

1. INTRODUCTION

Ce travail est la continuation de notre article précédent [9] sur la fonction P (n), qui est
définie comme le plus grand facteur premier d’entier n inférieur a vy :

Pf(n) :=max{p|n : p<y}
avec la convention que P; (n) = 1 si le plus petit facteur premier de n est strictement supé-

rieur & y. Cette fonction est étudiée initialement par Rivat [5] pour approcher la conjecture
d’Erdés et Pomerance [3] sur les plus grands facteurs premiers de deux entiers consécutifs :

(1.1) {n<z:P*(n) < Pt(n+1)} ~ iz

ou PT(n) désigne le plus grand facteur premier d’entier n avec la convention que P (1) = 1.
Rivat [5] montre que
Théoréme (A). Soient (a, b(b+1)) =1 et
1 siPf(n+1)>Pf(n),
fy(n) = ) !
—1 si Pf(n+1) < Pf(n).

Alors 'inégalité

‘ Z fy(an+b)‘<<a,bl'exp(_ 1Og93>

1<an+b<z 10 log Yy

est valable uniformément pour

log x
1.2 >3 o 3<y<exp (s ).
(12) * ‘ YIS exp 100 log log x
En particulier, on a, dans le méme domaine en (x,y),
(1.3) [{n <z:Pf(n)<Bf(n+ 1)}~

Pour y = z, la formule (1.3) est équivalente & la conjecture d’Erdds et Pomerance (1.1).
Ainsi, il est intéressant d’étendre la domaine de y. Dans [9], nous démontrons le résultat
suivant.
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Théoréme (B). Soit a €]0, 1] Il existe C'(a) > 0 tel que
(1.4) {n<az: Pf(n) <P (n+1)}| >{C() +0(1)}x
pour x — oo ety = x*.

Le Théoréme (B) fournit des expressions explicites de C'(a) admissibles. Cependant, on a
lim C(a) =0

a—0-+

ce qui est contraire a 'intuition. Cela est dit au systéme de poids que nous utilisons qui est
perfectible pour des petites valeurs de . Dans cette note, nous corrigeons ce défaut par une
méthode différente.

Théoréme 1. Soit o €10, ¢]. I existe une constante Co(r) > 0, définie en (3.8) ci-dessous,
telle que

(1.5) |{n T (n) < Py (n+ 1)}! > {Cy(a) +o(1)}z
pour xr — oo ety = x*. En partzculzer, on a

i 1,
(1.6) algélJr Cole) 2 5

On trouvera d’autres avancées pour la conjecture d’Erdés et Pomerance (1.1) par exemple
dans les articles [2, 3, 7, 8, 9]. De plus, pour les plus grands facteurs premier de trois entiers
consécutifs, on peut voir |1, 3, 7, 9.

Remerciements. Ce travail a été réalisé sous la direction de mes directeurs de thése Cécile
Dartyge et Jie Wu. Je les remercie vivement pour les nombreuses suggestions cruciales qu’ils
ont proposées dans ’élaboration de ce travail.

2. LEMMES FONDAMENTAUX

Nous rappelons tout d’abord un résultat d’Iwaniec sur le crible linéaire. Nous énoncons
ici seulement la minoration car seule celle-ci sera utilisée dans cet article.

Soient A une suite finie d’entiers, P un ensemble de nombres premiers, z > 2 un nombre
réel, d un entier sans facteur carré dont les facteurs premiers appartiennent & P. Notons

Ag:={acA:dla}, Pz):= ][] »
p<z,peP
On souhaite évaluer
S(A;P, z) :=[{a e A: (a, Pp(z)) = 1}|.
On suppose que |Ay| vérifie une formule de la forme

|Aq| = Eid)X +1r(A,d) pourd| Pp(z),

ot X est une approximation de |A| indépendante de d, w une fonction multiplicative vérifiant
0 < w(p) < ppour p € P, w(d)d X un terme principal et r(A,d) un terme d’erreur que
I’on espére petit en moyenne sur d. De plus, on définit

Viz)= ][ <1 - @).



On a ainsi [4]
Lemme 2.1. On suppose qu’il existe une constante L > 2 telle que

] ( _@> iiii(lﬂoﬁu)

usp<v

pour tout v > u = 2. Alors pour D > z > 2, s =log D/log z, on a
1
S22 > XV 10+ 0 g ) - X Il
d<D,d|P(z)

ot f(s) est la fonction monotone croissante définie comme la solution continue du systéme
de l’équation différentielle aux différences

F(s)=2€¢"/s, f(s)= 0<s<2
(sF(s))" = f(s = 1), (f(S))' F(s=1), s>2

Remarque. f(s) vérifie f(s) =0 pour 0 < s < 2 et f(s) > 0 pour s > 2. En particulier, on
a

f(s)=1+0(e"?) s — 00.

Pour z < y < x, on définit
(2.1) P(y,z) = H D, S(z;y,z):=={n<xz:(n Ply,z) =1}
z2<py

'ensemble des entiers sans facteur premier dans l'intervalle |z, y| et n’excédant pas x. On
note son cardinal

(22) ‘IJO(x7y7Z) = ’S(SE,’y, Z)|
Alors Uy(z;y, 2) est évaluée par le lemme suivant (voir |6, Exercice 299]).

Lemme 2.2. On a
Uo(x;y,2) = do(N\,w)z{l +O(1/log 2)}
uniformément pour y > z > 2 et x = yz, ot u:= (logz)/logy, X := (logz)/logy et

(2.3) Po(A, u) == p(u/N) + /Ou p(t/Nw(u —t)dt

avec la convention Yy(0,u) = 0. La fonction de Dickman p(u) est définie comme l'unique
solution continue de l’équation différentielle aux différences

plu) =1 si 0<u<l,
(2.4) oy .
up'(u) = —pu—1) si u>1
La fonction de Buchstab w(u) est définie comme la solution continue du systéme
uw(u) =1 si 1<u<2,
(ww(u)) =wu—1) si u>2.

De plus, nous prolongeons w(u) par 0 pour u < 1.
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Le troisiéme lemme [9, Proposition 1] est le théoréme de type Bombieri-Vinogradov pour

S(x;y, 2).

Lemme 2.3. Soit ¢ > 0. Pour tout A > 0, il existe une constante B = B(A) > 0 telle que

1
Z max max Z 1—— Z 1'<<A,6%
q<z1/2/(log z)B <7 (9=l nesS(t;y,z) QO(Q) nes(t;y,z) (ng)
n=a(mod q) (n,q)=1

a lieu uniformement pour
2.5 2<z<y<z et exp{(logx)?" ¥ <y <
( y p{(log y <,

ot o(q) est la fonction d’Euler.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1
1

Pour a €]0, 5], soient K € N* et 3,0 € R™* trois paramétres vérifiant les conditions :
(3.1) K< (2a)'=2, 0<B<a, (20)' - K <0< (2a)' —a !BK.
Posons

y=a  z=2"  wnyz) = Y L

p|n, z<p<y

Différente de [8] et [9], notre point de départ est I'inégalité suivante :

)SREEED SEEEED DI

n<x k<K neS(z;y,z),w(n+1;y,2)=k
P (n)<Py (n+1)
(3.2) >>, > > !
k<K z<p1<--<pr<y neS(z;y,z)

p1--prl(n+1) tel que (n+1)/(p1--pr)€S(2;y,2)

=Y ) S () Py),

k<K z<p1<--<pp<y
ou

P={p:p>=z} bk == p1 - Dr,
(b)) :={(n+1)/bp : n€ S(z;y,2) et n+1=0(modby)}.

Remarque. Dans (3.2), on aurait pu utiliser la minoration

)DENEES SIS DI TN DI

. néﬂi k<K neS(z;y,2z) nes(z;y,z)
By (n)<Py (n+1) w(n+1;y,2)=k w(n+1;y,2)>2K+1

et minorer la deuxiéme somme du membre de droite de la méme fagon que dans [9] & 1'aide
des Lemme 2.2 et Lemme 2.3. Nous avons choisi de ne pas tenir compte de ce deuxieme

terme car sa contribution est trés petite par rapport au premier terme lorsque « est petit.
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Pour d | P(y, z), on a

|Zy(b)| = {(n+1)/bx : n € S(z;y,2), n+ 1 =0 (mod bxd)}|

1
= 1+ E(S(z;y,2); —1,bpd),
e 2 E(Slin )L
nes(zy,z)
(n,brd)=1
ou
1
(3.3) E(S(x;y,2); —1,bkd) == g 1- E 1.
, o(brd) )
nesS(x;y,z) neS(z;y,2)
n=—1(mod by d) (n,brd)=1

En remarquant que pour n € S(z;y, z) on a automatiquement (n,byd) = 1, on a donc

(3.4) b)) = DX 4 (et (b))

avec

~ Yo(z; 9,2) w o(br)d
X = o(by) @)

o(bnd) %z’ r( (by),d) = E(S(w;y, 2); =1, bid).

En appliquant le Lemme 2.1 avec D = (2'/2(log 2) =) /by, on obtient

soirazx I (=" {50 +0(g=)- T remal

p|P(y,2) d|§l3<(52)

En reportant dans (3.2), il suit

(3.5) Yo 12855,
n<x
P (n)<Py (n+1)
ou

Su={f@) o)} D ol v.2) 11 (1_M>’

k<K 2<p1<-<pp<y (’0( k) p|P(y,2)

Sy = Z Z Z |E(S(x;y,2); —1, byd)|.

k<K 2<p1<-<pp<y d<D,d|P(y,z)

En appliquant le Lemme 2.3 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut montrer

(3.6) o<k Y. Trn(@IE(S(xy,2); —1,9) <x

g<a'/2(logz)~B

ot k(1) == X2 e 1

x
(log z)?’



Il reste & évaluer le terme principal S;. D’aprés la formule de Mertens, on a

[ 0-57)- T 0-5) 11 (1-55)

p—1
p|P(y,2) plp1--pr plp1--pK
2<p<y 2<py
—1)2 1 1
IS L0005
15 PP 2) o, P (p—1)

sl bz, o (L))
pr1-pe logy log z

En reportant dans la définition de S;, le Lemme 2.2 et le théoréme des nombres premiers
nous permettent d’en déduire que

Si={fO) +ox()}D> >

k<K z<p1<--<pp<y
B8 1\8 1 a\”
—{1+0(1 P2VEST Z(10gl) .
(1 omyasomn (52 ) 55 (e
En reportant (3.6) et (3.7) dans (3.5), on obtient (1.5) avec

(3.8) Col) = ma {f(é)ﬁo (g é) g kz % (log %)k} > 0.

vérifiant (3.1) <K

Uo(z; y,2) logz
pro--pr logy

(3.7)

Enfin, nous montrons (1.6). D’abord, nous observons que

A L o\* B
k<K
D’autre part, on a
1 1 /B 1
o) 2L -2
o« 8 a J, i
(3.10) , .
> — min w(t) - v)dv.
& oS 1o /0 p(v)

En remarquant que
; — ; — e — &7
lm /) =1 Jme =7 [ pwar=e,
et en prenant
B=a/2, K=[1/2a)]-2,  6=(2a)"-3K
les formules (3.9), (3.10) et (3.8) nous permettent de déduire (1.6).

)
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