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Résumé. Nous avons étendu le domaine d’application du processus d’approximation
stochastique de vecteurs propres de Oja en en démontrant la convergence presque stire
sous des hypotheses plus générales. Nous étudions I'application & l'analyse canonique
généralisée (ACG) d’un vecteur aléatoire Z dans le cas de données massives ou en flux. Les
composantes générales de ’ACG sont les composantes principales de ’ACP de Z avec une
métrique particuliére M. Nous définissons des processus d’approximation stochastique ot
I'on peut utiliser a chaque étape toutes les observations de Z effectuées jusqu’a cette
étape sans avoir a les stocker au lieu uniquement des nouvelles observations a ce pas,
pour estimer simultanément la métrique M, les composantes générales de ’ACG et les
valeurs propres associées.

Mots-clés. Analyse canonique généralisée, Approximation stochastique, Données
massives, Estimation en ligne, Flux de données, Valeurs propres, Vecteurs propres.

Abstract. We widened the scope of the Oja’s eigenvector stochastic approximation
process proving its almost sure convergence under more general assumptions. We study
the application to generalized canonical correlation analysis (gCCA) of a random vector
Z in the case of big or streaming data. The general components of gCCA are principal
components of PCA of Z with a particular metric M. We define stochastic approximation
processses using at each step all observations up to this step without storing them instead
of the new observations at this step only, to estimate simultaneously the metric M, the
general components of gCCA and the corresponding eigenvalues.

Keywords. Big data, Data stream, Eigenvalues, Eigenvectors, Generalized canonical
correlation analysis, Online estimation, Stochastic approximation.

1 Analyse de données massives ou en flux

Dans le contexte d'un flux de données, on peut utiliser des algorithmes récursifs pour
estimer en ligne des parametres d’intérét, par exemple :



- les parameétres d’une fonction de régression linéaire (Duarte et al, 2018) ou
logistique (Lalloué et al, 2019) ;

- les centres de classe en classification non supervisée (Cardot et al, 2012) ;

- des composantes principales en ACP (Monnez et Skiredj, 2019).

Le principe en est que chaque vecteur de données entrant est utilisé pour actualiser
I’estimation courante des parameétres d’intérét. Dans le cas d’'un tableau de données
massives, ce type de méthode peut aussi étre utilisé en effectuant dans le temps une
succession de tirages au hasard de lignes du tableau.

Les avantages de ces méthodes séquentielles sont multiples :

- on n’a pas besoin de stocker les données ;

- on peut prendre en compte beaucoup plus de données qu’avec les méthodes non
séquentielles durant la méme durée de temps ;

- elles utilisent moins de place que les méthodes non séquentielles.

Nous avons montré que ’on pouvait utiliser & chaque étape dans certaines méthodes,
au lieu d’un lot de nouvelles données, toutes les données jusqu’a I’étape courante sans
avoir a les stocker, donc prendre en compte toute 'information contenue dans les données
précédentes et améliorer ainsi en général la vitesse de convergence des processus, comme
cela a été vérifié empiriquement dans le cas de la régression linéaire en ligne (Duarte et
al, 2018) et ’ACP en ligne (Monnez et Skiredj, 2019).

2 L’algorithme de Oja

Soit B une matrice (p,p) symétrique de vecteurs propres normés Vi, ..., V], associés aux
valeurs propres A\; > ... > \,. Soit (a,) une suite de nombres réels positifs. ||z| désigne
la norme euclidienne usuelle d’'un vecteur x de RP, la norme matricielle est la norme
spectrale.

Supposons que B soit inconnue et qu’il existe une suite (By, ..., By, ...) de matrices aléa~
toires symétriques mutuellement indépendantes, bornées presque stirement et d’espérance
mathématique B. Soit le processus stochastique normé (X,,,n > 1) défini par Oja et
Karhunen (1985) tel que :

(I +a,B,) X, (1)
(1 + anBn) Xall
La convergence presque stire de ce processus vers un vecteur propre normé associé a la
plus grande valeur propre de B a été établie par Oja et Karhunen (1985). Sa rapidité de

convergence est étudiée dans Balsubramani et al (2013). Remarquons que, T,, étant la
tribu engendrée par X, By, ..., B,_1, on a E[B, | T,,| = B.

Xn+1 -

Dans le cas de 'ACP d’un vecteur aléatoire Z, RP étant muni d’'une métrique M
qui peut dépendre de caractéristiques de Z, pour déterminer les composantes princi-
pales on recherche les premiers vecteurs propres de la matrice M~ !symétrique B =



MFE [(Z —E[Z)(Z—-E[Z])|. Dans le cas d'un flux d’observations de Z, E[Z] et

M ne sont pas connues a priori, mais peuvent étre estimées en ligne. L’hypothése
d’indépendance des B,, n’est alors pas vérifiée.

De fagon générale, soit une matrice Q-symétrique B, pour n > 1, (J,, une métrique
connue & 'étape n — 1 convergeant presque s@rement vers @, (.,.), et .||, le produit
scalaire et la norme induits par la métrique @,,. Nous établissons dans (Monnez, 2020)
un théoréme de convergence presque siire de processus (X!),i = 1,2,...,r, obtenus par
une orthonormalisation de Gram-Schmidt a I’étape n par rapport a @)1, vers £V, et
(A1) ,i=1,2,..,r vers \;, tels que :

Yii = (I+a.B.)X] (2)
Vi Yo Y j ] i 55111
X1 = Yo — Z <Yrg+17 X7j1+1> " Xovtr Xoy1 = = (3)
J<i " HszH
n+1
Ay = (T—ap) AL 4 a, (B, X,, X)) . (4)

Ce théoreme peut étre utilisé dans des cas o F [B,, | T,] converge p.s. vers B ou B,
converge p.s. vers B.

I1 étend ou compléte ceux donnés par Benzécri (1969), Oja et Karhunen (1985), Duflo
(1997) et Brandiere (1998) pour ’ACP, Monnez et Skiredj (2019). Nous en énongons un
corollaire dans le cas ou B,, — B = B} + B2 en supposant :

H1 (a) B est @Q-symétrique. (b) Les valeurs propres de B sont simples.

H2 (a) S°° an | BY]| < 0o p.s., E[B2 | Ty = 0 ps., E [supn \\Bgyﬂ < 0.(b) Pour tout
n, I + a, B, est inversible.

H3 (a) a, > 0,> 7 a, = 00, 1 a2 < oo.

H3 (b) a, = % aveca > 0,2 <a < leta>
générale peut étre formulée).

H4 Q, — @Q,> 7 a,||Qn — Q| < 0 ps.

H5 Pour i = 1,...,7, X! est une variable aléatoire absolument continue indépendante
de Bl; ceey Bn;

1

3 pour a = 1 (une hypotheése plus

Théoréme 1 Sous les hypothéses Hla,b,2a,b,3b,4,5, on a presque strement pour
i =1,..,r: X, — Viou =V, Al — N\, > Ca, (BX., X!) —\| < oo. Dans
le cas ot B2 = 0, on a les mémes conclusions en remplagant H3b par HS3a ; en outre
S an [(BaXE, XE), — M| < oo et D7 an |AL — N\;| < 0o presque sarement.



3 L’analyse canonique généralisée

3.1 Formulation probabiliste

Supposons que ’ensemble des composantes d’un vecteur aléatoire Z dans RP soit parti-
tionné en ¢ sous-ensembles de variables aléatoires réelles {Z kLo Z k’"’“} ,k=1,...,q. Soit
Z*% le vecteur aléatoire dans R™ dont les composantes sont Z*!, ... Z*" . Soit C* la matrice
de covariance de Z*, C' celle de Z. Supposons qu’il n’y ait pas de relation affine entre les
composantes de Z, ainsi C*, k =1, ..., ¢ et C sont inversibles.

Soit le probléme suivant : pour [ = 1,...,7 < p, déterminer au pas [ une combinaison
linéaire de toutes les composantes centrees de Z,U = 0,(Z — E[Z]), appelée "™ com-
posante générale, de variance 1 et non corrélée a Uy, ...,U;_q, et, pour k = 1, ..., ¢, une com-
binaison linéaire de variance 1 des composantes centrées de Z*, V;F = (nf)/ (zk — E[ZF]),
appelée [°™ composante canonique du k*™¢ sous-ensemble de variables, qui maximisent
St p? (Ul, V}’“), p désignant le coefficient de corrélation linéaire. .

Soit M la matrice inconnue d’ordre p diagonale par blocs dont le £'“¢ bloc diagonal

est MF = (C’k)fl. Soit 0, = ((9;), (9?),>I,0f € R™ Lk =1,...,q. On montre que 6,

est un vecteur propre C-normé de la matrice M ~l-symétrique B = MC correspondant
a sa [*®™¢ plus grande valeur propre )\; et que pour k = 1, ..., ¢, il existe af € R tel que
nf = affF. Remarquons que v/ (6;)' (Z — E[Z]) est la 1™ composante principale de
I’ACP de Z avec la métrique M. L’objectif est donc de réaliser ’ACP en ligne de Z en
utilisant a I’étape n un estimateur convergent M,, de M.

Dans le cas ou pour tout k, my = 1, cette analyse est équivalente & ’ACP normée.

Dans le cas g = 2, cette analyse est équivalente & I’analyse canonique de deux ensembles
de variables, qui a pour cas particuliers I’analyse factorielle discriminante et ’analyse
factorielle des correspondances. Pour k£ = 1,2, (Gf)/ (Z’“ - F [Zk]) est colinéaire a la
[**me composante canonique du k*™¢ ensemble de variables.

3.2 Approximation stochastique dans le cas d’un flux

Soit (Zi1, .oy Zimys s Zniy s Znma, s ---) un échantillon i.i.d. de Z avec Z;; = (Z}], s Ziqj)
i Znly -y Znm, Sont observés a I'étape n du processus. On note T, la tribu du passé &
I’étape n, par rapport a laquelle Z1; ..., Z,,_1 1, _, sont mesurables. On note 7, la moyenne
des Z; observés jusqu’a ’étape n, et 7,12 celle des ZF pour k = 1,...,q. On note C,, la
matrice de covariance des Z; observés jusqu’a I’étape n, et C* celle des ZF pour k = 1, ..., q,
qui peuvent étre calculées de facon récursive :

Cﬁ_iiizkzk’ VAV —Zmz (5)

Mnil]l



MF = (C’k)_l est solution de I’équation en X : C*X — I = 0 ou

E|(22" - B[ E[2]) x ~ 1] =0, (6)

Pour estimer M* = (Ck)_l, on définit le processus d’approximation stochastique
(Mff,n > 1) tel que :

MF=MF_ —a, (CEMF_, —1). (7)

On fait les hypothéses :
H6 (a) Il n’y a pas de relation affine entre les composantes de Z ; (b) Z admet des
moments d’ordre 4.

H3 (c) 2277 & < oo.

Théoréme 2 Sous les hypothéses Hba,b,3a,c, on a presque strement : MF —
(CF) 7 o an || M = (CF)

Soit M,, et N, les matrices diagonales par bloc dont les k™ blocs diagonaux sont
respectivement M* et C* k = 1,...q. N, est symétrique positive de plein rang & partir
d’un certain n que ’on suppose égal a 1. Soit :

< Q.

1 & —
Bn - Mn (wlncn + Wan, <— ZZn]Z;U — ZnZn>) , Win 2 O,Cdgn 2 O,wln + Waop =— 1.
my <
J=1

(8)
B,, est la somme de deux termes, le premier correspondant & 'utilisation de toutes les
observations jusqu’a I'étape n et le deuxiéme a celle d’'un lot de m,, observations entrées
a cette étape, pondérés par un poids compris entre 0 et 1 et dépendant de n. On peut
aussi définir B,, de telle maniére qu’a partir d’'une étape N, on ne tienne plus compte
des observations effectuées avant cette étape. On définit les processus (X),n > 1) et
(Al,n >1) comme précédemment en faisant l'orthonormalisation de Gram-Schmidt a
I’étape n par rapport & N,, (on a Q1 = N,). On fait I'hypothese :

H6 (c) Z est p.s. bornée.

Théoréme 3 Sous les hypothéses H1b,3b,c,5,6a,c, on a presque strement pour i =
Lo,r: X, — Viou—=V;, Al, — X, Y77 a, |[(BX], X%), — Ni| < oo. Dans le cas ou
won, = 0, on a les mémes conclusions en remplacant H3b par H3a et H6c par H6b ; on a
en outre Y 1" an |(Bp X5, X5 — M| < 00 et Y77 an [N, — | < oo presque stirement.

4 Conclusion
Nous avons présenté un corollaire et une application du théoreme général de conver-

gence presque siire du processus de Oja établi dans (Monnez, 2020) a ’analyse canonique
généralisée en ligne d’un vecteur aléatoire en estimant par un processus d’approximation



stochastique la métrique inconnue et en utilisant & chaque étape des processus définis
toutes les observations du vecteur aléatoire effectuées jusqu’a cette étape. On peut
aussi utiliser & chaque étape seulement les nouvelles observations entrantes a cette étape
(w1n = 0). Les expériences effectuées dans le cas de I’ACP en ligne dans les cas wy, = 0
(utilisation d’un lot de nouvelles observations a 1’étape courante) ou ws, = 0 (utilisation
de toutes les observations jusqu’a I’étape courante) ont montré en général une plus grande
rapidité de convergence des processus avec wq, = 0 (Monnez et Skiredj, 2020).
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