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Résumé Nous généralisons 1’analogue du
premier critere de Buchberger, dti a Bou-
lier et al., pour détecter les réductions in-
utiles de S-polynomes, lors des calculs d’en-
sembles caractéristiques d’idéaux différen-
tiels. La version primitive suppose des po-
lynoémes linéaires ; le résultat est ici étendu
a un produit de polynémes différentiels
linéaires, appliqués a un méme polynéme
différentiel, arbitraire.

Classification AMS : 12Hos
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Grobner, Critere de Boulier-Buchberger

Abstract. We generalize the analog of
Buchberger’s first criterion, stated by
Boulier ef al., for detecting useless S-
polynomials reductions in the compu-
tation of characteristic sets of differen-
tial ideals. The original version assumes
linear polynomials; this result is here
extended to a product of linear differ-
ential polynomials depending of the same
arbitrary differential polynomial.
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Abridged English version

Boulier et al. [2, Prop. 4 p. 92] gave a differential analog of Buchberger’s
first criterion [3], stating that if leading monomials of two polynomials have
no common factor, then their S-polynomial will be reduced to zero by these
two polynomials. The original differential version requires linear polynomi-
als, a result that was extended to products of linear factor in Hashemi and
Touraji [8], without a complete proof. In this paper we prove a more general
statement, where the linear factors are no more assumed to depend on the
same variable, but only on the same differential polynomial z.

We consider the differential algebra R := F{X}, where X := {x1,...,x,}
and F is a differential field of characteristic 0, with a set of mutually commut-
ing derivations A = {41,...,6,}. We denote by © the commutative monoid
generated by A and Y := ©@X is the set of derivatives. The leading derivative
of a differential polynomial P € R is written vp and [1,k| := {1,...,k} C N.
Let D C A, we denote by Fp the differential field restricted to derivations
0 € D and by Rp := Fp{x} the corresponding differential ring. In the same
way, Op is the commutative monoide generated by D and Kp C F the field
of constants for derivations in D.

We refer to Kolchin [g] and Boulier ef al. [2] for basic definitions and no-
tations of differential algebra. We denote by Ip, or I; and Sp, or S; the initial
and separant of a polynomial P;, by 14 (resp. S4) the product of initials (resp.
separants) of polynomials in a set A and H 4 := I4S 4. The notations (X)r or
[X]r denote the algebraic or differential ideals generated by X in the ring R

We have then this first generalization of Boulier’s theorem, using linear
operators 0; — L;, applied to a differential polynomial z, that is only required
not to belong to the ground field.

THEOREM 1. — Let A; C A, i = 1,2,3, with A; N Aj = @fori#jand P; € R,
i =1,2 Let z € R\ F and let < be an admissible order on derivatives, such
that vp, = 6;v;, with 1 # 6; € Op,. We further assume that P; = (6; — L;)z,
where L1Ly = LpLy and Li € Ky, [A; U Az, where {i,j} = {1,2}. Under those
hypotheses, using < to define reduction, we have the following propositions.

i) The polynomial S-Pol(Py, P,) = 6,P; — 01 P; is reduced to 0 by { Py, P>}, using
differential standard bases reduction (cf. g} [zol).

ii) It is reduced to 0 using characteristic sets pseudo-reduction.

iii) If z is linear, the set {Py, P,} is a differential standard basis of the prime
differential ideal [Py, P;].

iv) The set {Py, P,} is a characteristic set of the prime differential ideal [Py, P;] :
S = [A1,Ap) : S, where A; is the factor of P;, the main derivative of which is
QiUZ.

The next lemma extends the assertion ii) and iv) above to square-free prod-
ucts.

Lemma 2. — Let Py g, for 1 <k < ry, and Py, for 1 < k < ry, be two finite families
of irreducible polynomials, of degree 1 in their leading derivatives and such that the
Py i (resp. P, x) have the same leading derivative v (resp. v3) and do not depend on vy



(resp. v1). We assume that the prime differential ideals defined by those polynomials
(according to th.|1|iv) are mutually different. Let Q; := le<1:1 Py, fori=1,2, and
Q:={Q1, Q}.

i) Under those hypotheses, the following propositions are equivalent:
a) for all (jo,ko) € [1,7r1] % [1,72], S-Pol(Pyjy, Pog,) is peudo-reduced to O by
{Prjo: Pogo };
b) S-Pol(Q1, Q2) is pseudo-reduced to 0 by Q.

ii) If a) or b) stands, then Q is a characteristic set and a characteristic representa-
tion of [Q] : HE = i1y N2y [Prj, Pagl = (IjLx)%

When powers may appear in the products, the following technical lemma
is needed. For short, we use the notation d,, := d/dy.

Lemma 3. — Let P C R be a prime ideal. We denote by QO ; r the module of Kithler
differentials and by d the canonical derivation from R to Qg /r.

i) Forall r € N and Q € P, we have: da € P" Qg 7.

ii) Let A = {Ay,..., As} be a characteristic set of a prime ideal P, for an ordering
<and d; € N, for 1 <i <s, arbitrary integers.
a)Forall A€ R, alld € N and all (,0) € ©2, we have 34 A? € [A771].
DIFQ e Q:=[A¥1 < i <s]: HY, we have: dQ = ¥ g Yyen ixd A, with
Cix € [AM1 <1 <s]:HS, whered, ;= d; if t #iand d, == d; — 1 if L = i.
c) With the same notations as in b), we further denote by & the set of derivatives
appearing in all the differential polynomials A;, for 1 < i < s and different from the
leading derivatives va,, for all 1 < j < s. If the A; are all linear in their leading
derivatives v 4, and if I; € F[E], we have the equality Q N'Ry = (Aff|1 <i<s):
I, where R := F[E, v1,,...,04,]. In this case, {Af"|1 < i < s} is a characteristic
set of [A?i\l <i<s|:HY.

Using these two lemmas, we can prove the main theorem.

THEOREM 4. — Let Q; = Hk 0 lk “and Q; = Hk 1 lk , i = 1,2, where for any
couple (Py, Pyy), (k, k') € [1,11] x [1, 2], the hypotheses of th. |1} Iare satisfied for
the same 0z, and vp, , < 0,0z, i = 1,2. We further assume that the P,y are mutually
different. Under these hypotheses, we have the following assertions.

DIfdir=11=1,2and 1 <k <r;, then Q := {Q1, Qz} is a characteristic set
of [Q): S5 = Q] : S5,

ii) For any di, T := S-Pol(Q1, Q2) = S5,02Q1 — Sg3,01Q2 is pseudo-reduced
to 0 by Q.

Introduction

Boulier et al. [2, prop. 4 p. 92] ont donné un analogue différentiel du pre-
mier critere de Buchberger [3], qui affirme que si les mondmes de téte de
deux polynémes sont sans facteur commun, alors le S-polyndéme correspon-
dant sera réduit a zéro. Une généralisation de ce résultat au cas de produits



de facteurs linéaires a été énoncée par Hashemi et Touraji [8]. Nous donnons
ici une preuve compléte dans le cas ou1 ces facteurs ne dépendent pas unique-
ment d’une méme variable, mais d’'un méme polynéme arbitraire z.

Dans la suite, on considére un anneau de polynémes différentiels R :=
F{X}, ou X :={x1,...,x,} et F est un corps différentiel de caractéristique 0,
muni d’un ensemble de dérivations A = {61, ...,d,} commutant entre elles.
On note © le monoide commutatif engendré par A et Y := @X l’ensemble
des dérivées. La dérivée de téte d'un polyndme P € R est notée vp, tandis
que Sp, ou S; et Ip, ou I; désignent respectivement le séparant et l'initial de
P, avec Sq4 = TTacaSa, Ia :=Tlaeala, Hy := Saly, et [1,k] C N est 'en-
semble {1,...,k}. Les notations (X)g ou [X]gr désignent les idéaux algébrique
et différentiel engendrés par £ dans I’anneau R.

Nous renvoyons a Kolchin [g] et Boulier et al. [2] pour les définitions de
base en algebre différentielle. Nous aurons aussi besoin de la définition sui-
vante.

DEFINITION 5. — Soit D C A, on note Fp le corps différentiel resteint aux déri-
vations 6 € D et Rp = Fp{x} l'anneau différentiel correspondant. On définit de
méme ®Op, le monoide commutatif engendré par D. On désigne par Kp C F le corps
de constantes pour les dérivations de D.

1 Une premiere généralisation

On peut énoncer le théoreme suivant, qui est une généralisation facile de
I'analogue du premier citere de Buchberger de Boulier et. al [2, prop. 4 p. 92],
en passant du cas ol les P; sont linéaires a celui ot ils sont obtenus en appli-
quant un opérateur linéaire 6; — L; a un méme polyndme différentiel z, que
l'on suppose uniquement ne pas appartenir au corps de base, et qui peut
donc étre non linéaire. Par ailleurs, on n’a pas besoin de supposer que les
opérateurs L; sont a coefficients constants, mais seulement les hypotheses mi-
nimales pour obtenir le résultat, incluant la commutation de L; et Ly, toujours
acquise si Az = @.

THEOREME 6. — Soient A; C A, i =1,2,3, tous deux a deux disjoints. On considere
deux polynomes P; € R, i = 1,2. Soit z € R\ F, et < un ordre sur les dérivées
tel que vp, = 6;v;, avec 1 # 0; € @4, 1 = 1,2. On suppose en outre que P; =
(0; — Li)z, oit LiLy = LpLy et L; € Ka [A; U Ag), pour {i, j} = {1,2}.
i) Sous ces hypotheses, pour tout ordre sur les mondémes de R compatible avec <,
le S-polynome
S-PO](Pl, Pz) = 92P1 — 91P2

est réduit a 0 par { Py, P>} au sens des bases standards différentielles (cf. [g, 1al).

ii) Il est réduit a O au sens des ensembles caractéristiques.

iii) Si z est linéaire, I'ensemble { Py, P, } est une base standard de 1'idéal différentiel
premier [Py, P,).



iv) L'ensemble { Py, P,} est un ensemble caractéristique de 1'idéal différentiel pre-

mier [Py, Py : S3° = [Aq, Ap] : S, oit A; désigne le facteur irréductible de P; dont
la dérivée dominante est 6;v;.
PReUVE. — 1) Ce polyndme est égal a (6oL — 01L)z = (L16, — Lpb1)z, car,
avec nos hypotheses, 61 et Ly, 6, et L1 commutent. La réduction du mondéme
de téte de L6, par P, remplace 6,z par Lyz et inversement, en permutant les
indices. On n’a donc pas besoin de multiplier par S;; c’est une réduction au
sens des bases standards. On obtient donc (L1L; — LpL1)z = 0, puisque L; et
L, commutent.

ii) Est une conséquence directe de i).

iii) Aussi, puisque le seul S-polynéme possible dans le cas linéaire est ré-
duit a 0 (Cf. [1o, th. 5]). La linéarité entraine la primalité de 1'idéal.

iv) Aussi, en utilisant le lemme de Rosenfeld [2, th. 3] et en remarquant
que Ip, = Sp, = Ip, = Sp, = S;. On peut alors évidement remplacer P; par
A; puisque les deux différent par un facteur qui ne contient pas la dérivée
dominante, et divise donc le séparant. Comme les P; sont de degré 1 en leurs
dérivées dominantes, les A; sont absolument irréductibles, ce qui entraine la
primalité de (A) : S et de I'idéal différentiel [A] : S%. =

Exemple 7. — On considere le corps F := Q(y1,2,y3), muni des dérivations
6; 1= 0/dy;, pouri =1,2,3.Soient Ay := {41}, Ay := {62}, Az := {65}, 61 = 63,
02 =65, L1 = (61 —y1)(63 — y3) et Ly = (62 — y2) (3 — y3). On se place sur
R := F{x}, muni de 'ordre sur les dérivées qui utilise d’abord 1’ordre total
de dérivation, puis 1'ordre lexicographique avec §; > J, > J3.

En posant z = x, ona P; = (5{’x + 0103x — y301x — y103x + y1y3x et P, =
(5§x + 0203x — Y302X — Y203X + yoy3x. On a alors

53P) — 03Py = (61 — y1) (63 — y3)05x — (62 — y2) (3 — ¥3) 7 x,

qui est réduit par {P;, P>} a

(61 =y1)(63 —y3) (02 — ¥2) (83 —y3)x — (62 —y2) (63 — ¥3) (01 — ¥1) (93 —y3)x = 0.

Dans ce cas, {P;, P,} est un ensemble caractéristique et aussi une base stan-
dard de l'idéal qu’il engendre.

Le calcul est semblable en prenant, e.g. z = x°, mais il devient indispen-
sable de multiplier par le séparant 3x? de x3, qui est aussi le séparant et l'initial
de 5;x3 et P, pour i = 1,2, afin d’effectuer la réduction.

8

2 Le cas des produits

On peut énoncer le lemme général suivant, qui est essentiellement suffisant
pour établir notre théoréme principal 12| dans le cas de produits sans carrés,
c’est-a-dire le i) de ce théoreme.



Lemme 8. — Soient Py i, pour tout 1 < k < ry et Py, pour tout 1 < k < rp deux
familles finies de polynomes irréductibles et de degré 1 en leurs dérivées de téte. Les
Py (resp. Py ) ont la méme dérivée de téte vy (resp. vo) et ne dépendent pas de vy
(resp. v1). On suppose que les idéaux différentiels premiers dont ces polyndmes sont
les ensembles caractéristiques (par le th. [6|iv) sont sont tous différents, ce qui revient
a dire que leurs facteurs irréductibles contenant la dérivée de téte sont différents. On
note Q; :=TT,L; Prx, pouri=1,2et Q:={Q1,Qa}.

i) Sous ces hypotheses, les propositions suivantes sont équivalentes :
a) pour tout (jo, ko) € [1,71] x [1,72], S-Pol(Pyjy, Pox,) est pseudo-réduit a O par
{Prjps Pay}
b) S-Pol(Q1, Q2) est pseudo-réduit a 0 par {Q1, Q2 }.

ii) Si a) ou b) est vérifiée, alors Q est un ensemble caractéristique et une représen-
tation caractéristique de

. rn

[Q]: HE = () ([P, Poil = (I L) (1)

j=1k=1

PREUVE. — 1) a) == b). — Pour tout couple (iy, jo) € [1,71] x [1,2], d’apres
[2, th. 3], {Pyj,, Pk, } est un ensemble caractéristique de l'idéal [Py j, Py :
(Ijy o k,)®, puisque les P;; sont de degré 1 en v;, ce qui implique leurs sé-
parants sont égaux a leurs initiaux et que nos hypotheses impliquent aussi que
{Pyjy, Pox, } est un ensemble caractéristique de I'idéal (Py j,, Pax,) : (I1,j Lo k)™
L'idéal [Py j, P, k] contient [Q].

Dong, si le reste R de la pseudo-réduction de S-Pol(Qj, Q) par Q est non
nul, il ne dépend d’aucune dérivée stricte de v; ou de v, et est alors partiel-
lement réduit par rapport a {Py;,, Pox,} pour tout (jo,ko) € [1,71] x [1,72].
Toujours d’apres [2, th. 3], il appartient donc a I'idéal algébrique (Pyj,, Pox,) :
(Ijo 2.k, ) pour tout (jo, ko) € [1,71] X [1,72].

Soit & 'ensemble des dérivées présentes dans les polyndémes P, pour
i =1,2et1 < k < r; et différentes des dérivées de téte vy et vy. Soit
K := F(E). Les idéaux (Pyj, P, ) pour tous les couples (j, k) € [1,71] x [1,7]
définissent r1 x rp points distincts (71,j, 772 x) dans I'anneau K[vy, v5]. Le reste
de la pseudo-réduction de S-Pol(Q1, Q;) par Q est de degré en v; strictement
inférieur a r;. S’il est non nul, on peut donc trouver jj tel que son évaluation
a la valeur 7 j, de vy définie par Py soit un polyndme non trivial de KC[v;]
de degré strictement inférieur a r;. Il existe donc k¢ tel qu’il ne s’annule pas
a la valeur 77, ¢, de vy définie par P, . Ceci implique que S-Pol(Q1, Qz) n’ap-
partient pas a (Pyj,, P ,) : une contradiction. Ce S-polyndme est donc bien
réduit a 0 par Q.

b) = a). — Si T := S-Pol(Py ;,, P»j,) n’est pas réduit a 0 par {Py;,, P>},
alors son reste R appartient a K[v, v;] et donc également a (Q) : Sf) par [2,
th. 3]. Il ne s’annule pas au point (1714, 172,j,) défini par 'idéal (Py ,, P2 j ) ic[o]-
Par ailleurs, [Py o, P2 jy] = (Q) : (TTii, P1,i TTj), P2,j)*, donc il existe (r1,12) €

N? tel que R(ITizi, Pr,i ITjj, P2,j)"S3 € (Q)-



L’assertion b) implique que tous les polyndomes de (Q) sont réduits a 0 par
I’ensemble Q, donc il existe s € N tel que H(SQR(HZ-#O Py i [Tizj, o)™ € (Q)
et ainsi [H{R(ITiziy P1,i [Tjj, P2,j)"1(1ig: 712,j,) est nul, ce qui est impossible,
puisque les idéaux premiers définis par les P;; sont tous différents, ce qui
implique Hg # 0 € K et que par ailleurs

R(111,ip, 112,j5) 7 0et (T T Pri [T Poj) (11,igs 112,j,) # O
i#io j#jo

ii) Comme Q est autoréduit, il suffit de s’assurer que tout polyndéme ap-
partient a (Q) : HG ssi il est réduit a 0 par Q. Le lemme de Rosenfeld [2]
th. 3] permet de se ramener au cas oit un tel polynéme est partiellement ré-
duit. Comme les initiaux I, = [T, I; x appartiennent & K[Z], ceci revient &
montrer que Q est une base standard de (Q), : §5- C'est bien une base
standard de [Q][y,,v,), €n Vertu du premier criteére de Buchberger [3], puisque
les mondmes de téte sont étrangers. Par ailleurs, Q) = Q] : Sg- En effet,
puisque v; n’intervient pas dans Q;, pour {i,j} = {1,2}, I'ensemble des zéro
de Q est de la forme (71 k,,72,), pour (ki,k2) € [1,71] x [1,72]. Comme les
facteurs des P; ; contenant v; sont tous différents par hypothese, Q; et S, sont
sans facteur commun, pour i = 1,2 et donc (Qi)x[y) : S7° = (Qi). On a ainsi
Q] : S5 = (Q)kpy : ST + (Q2)kp) : 53 = (Q)kp) + (k) = (Qky)-

Par le relévement du lemme de Lazard [2] th. 4], I'idéal différentiel [Q)] :
H{ estradical. Ses composantes premiéres sont les idéaux premiers [Pyj, Pag] :
(I1,j k), pour tous les (j, k) € [1,r1] x [1,r], puisque les facteurs des P, ;
contenant leur dérivées de téte sont les seuls facteurs de Q; qui ne divisent
pas Sq. Ceci prouve I'équation (1). =

Exemple 9. — Soit F := Q(w) avec w® = 1, muni de dérivations &;, 1 = 1,2,3
qui commutent. Soit R := F{x}, on définit P;; := d;x + wkd3x, pour i = 1,2
et1 <k <3. Ainsi,si Q1 :=ITi_; Pix = (61%)° + (53x)% et Q2 :=[[_; Pis =
(62x)% + (J3x)3, alors le S-polyndme de Qg et Q, est

3(82%)%6,Q1 — 3(81x)201Q2 = 9(93x)%((02x)26283x — (81%)%6103x),

qui est pseudo-réduit a 0 par Q, en utilisant le méme ordre sur les dérivées
qu’a I'exemple

Dans le cas o1 des puissances strictes interviennent dans les produits, nous
auront besoin en complément du lemme technique qui suit.

Lemme 10. — Soit P C R un idéal premier. On note Qg s x le module des différen-
tielles de Kiihler et d la dérivation canonique de R dans Qg r.

i) Pour toutr € Net Q € P",ona:dQ € P 'Qg, .

ii) Soient A = {Ay,..., As} un ensemble caractéristique de P pour un ordre <
et di € N, pour 1 < i <'s, des entiers quelconques.
a) Pour tout A € R, tout d € N et tout (7,0) € ©%, on a d4 A4 € [A771].



b)SiQ e Q = [A?"|1 <i<s]:HR oma:dQ = Y7 | Yien ci,deEk), avec
Cik € [A%]1 < < §] cHY, otnd, :=disit#ietd :==di—1sit=i.

c) Avec les méme notations qu’en b), soit B est I'ensemble des dérivées apparaissant
dans les A; et différentes des dérivées de téte v .. Si les A; sont tous linéaires en leur

dérivée de téte v; et si I; € F[E|, on a I'égalité Q N Ry = (A;i"|1 <i<g): 1%,

avec Ro := F[&,v1,,...,04a,]. Dans ce cas, {A?"|1 < i < s} est un ensemble
charactéristique de (A?"|1 <i<s): I3
PREUVE. — i) Par définition, tout élément Q de P" peut s’exprimer comme

une combinaison linéaire

P
Q = Z L]‘Wl]‘(Bl, cooy Bq)
=1

de p mondémes de degré r dépendant d’une famille B; de g éléments de P. On
a alors

dQ = ;7:1 (m](Bl, o ,Bq)dL](E PrQR/f)
+ LTl S (By, ..., By)dBi(€ P"10p, 7))

ii) a) On procede par récurence sur l'ordre de 6. S’il et nul, c’est-a-dire
si & = 1, le résultat est immédiat. Sinon, 6 = (51'0(9, avec ordd = ordf — 1.
Supposons le résultat vrai pour tout ¢ € © d’ordre strictement inférieur a
ord®.

Pour tout polyndme R € Qp{A}, ona:

Dong, si dp ne divise pas T, on a

d oA d
o a2 gat =5, 9%

] ~
— == ) 6,0A— e
0 I = oA 07
Sinon, on a T = ¢;,T et on peut écrire :

200A1 9 - R oM amd
oA oA 20w’ T oAt om

ott 0/ TA et 9AA /9 A appartiennent a [A41], en utilisant I’hypothese de
récurrence, ce qui implique le résultat.
b) 5i Q € Q, alors il existe 1 € N tel que

S
Q=YY L,

i=160€O®



donc d (Iﬁt) Q(e Q0 ,7) + IﬁldQ =

L1 Zoco MdLix(€ QOr/7)
M di—1
+ Zf’:l Yoco Lreo Lip aimlidTAi(e [Ai ]QR/]-' par a),

d’oi1 le résultat.

¢) Linclusion D est immédiate. Pour C, on procéde par récurrence sur
€ (N*)%, en utilisant 'ordre sur (N*)° défini par d < d si d; < d; pour
< i <s.Pour (dq,...,ds) = (1,...,1), le résultat est vrai, puisque A est
un ensemble caractéristique de A. Soit Q € Q N Ry, nous allons prouver que

d
1

Qe (A?i |1 <i <s)g,, en supposant le résultat vrai pour tout d < d.

D’apres le premier critere de Buchberger [3], I'ensemble {A?l,...,A?S}
est une base standard algébrique de l'idéal qu’il engendre, dans 1’algebre
F(E)[vay,...,va,]. C'est donc aussi un ensemble caractéristique de l'idéal
qu’il engendre dans F[E,v4,,...,04,].

SiQ ¢ (Afi |1 <i<s)g,, qu'il est non nul et irréductible pour la réduction

par 'ensemble caractéristique algébrique {Adl, .. AL },1le degré de Q en vy,
est strictement inférieur a d;.

Comme Q € (A) : HY, Q est réductible par A et dépend donc d"une des
dérivées de téte v Aiy nécessairement, on a d;; > 1, sinon Q serait réductible

d: 1.

par AZ.O'O. Par b), le coefficient de dA;;, dans dQ appartient a [A?’} : HY, avec
di = d;jsii#iget dAl-O = dj, — 1. Comme le degré de Q en v; est au plus
d; — 1, ce coefficient qui est dans Ry est de degré en v; au plus cfio —1et

irréductible par {A?" |1 <i < s} ce qui contredit, s'il est non nul, 'hypothese
de récurrence. .

Tout élément de Q est donc réduit a 0 par {Aff |1 <i<s}, quiest autoré-
duit et constitue donc un ensemble charactéristique de Q. =

Exemple 11. — On prend F := Q, muni de 3 dérivations 6;, i = 1,2,3 et
R := F{x}, avec le méme ordre sur les dérivées qu’a 'exemple [7} On prend
P = [61x,02x,03x]. Alors, d(81x6,x03x(€ P3)) = dpxd3x81dx + d1x83x5,dx +
51x02x83dx € P2 M. De méme, d[(61x)% + (02x)3 + (63%)4] =

201x61dx(€ [81X] M) + 3(8,x)202dx (€ [5,x]2 M) + 4(83x)383dx(€ [03x]° M)

et B:= {(61x)?, (62x)3, (33x)*} est un ensemble caractéristique de 1'idéal qu’il
engendre, mais pas une représentation caractéristique, puisque 5%x est réduit
a 0 par B sans appartenir a B.

On peut maintenant énoncer cette nouvelle version du théoréeme de Ha-
shemi et Touraji [8]. La différence essentielle par rapport a la version origi-
nale, outre l'utilisation d’une version un peu étendue du critere de Boulier,
est que 'on concentre tous les facteurs de Q; dont la dérivée dominante est
strictement inférieure a la dérivée dominante commune aux facteurs linéaires



homogenes en z, en un facteur unique Q; o, sur lequel il n’est pas fait d’autres
hypotheses. On notera que c’est un facteur du séparant Sg., qui est implicite-
ment supposé non nul dans i), ce qui exclut les zéros de ce terme.

THEOREME 12. — On pose Q; = [, Pf;c’k et Qi == [, Pfl’;’k, i=1,2 o0
pour tout couple (Py x,, P, ), (ki,k2) € [1,71] x [1,72], les hypotheses du th. @sont
satisfaites pour un méme 0z, et vp,, < 6;vz, i = 1,2. On suppose en outre que les
P; i sont tous différents.

i) Sous ces hypotheses, et si djx = 1, pouri = 1,2 et 1 < k < r;, alors Q :=
{Q1, Q2} est un ensemble caractéristique et une représentation caractéristique de
Q): 53 = : 3.

ii) Sous ces hypotheses, et pour des d;y quelconques, T := S-Pol(Q1,Q2) =

SQ292Q1 —Sg, 61Qo, est pseudo-réduit a 0 par Q.
PREUVE. — i) D’apres le th. [p] tous les S-polynomes pour tous les couples sont
réduits a 0 et d’apres le lem. |8 {Q1, Q2} est un ensemble caractéristique de
[Q1,Q2] : S°Q°. Dong, les Q; qui sont des multiples et ont les mémes dérivées
de tétes respectives que les Q;, forment un ensemble caractéristique du méme
idéal (et réduisent donc a 0 leur S-polynéme). On a alors Sq = P1oP205¢q et
IQ = P1,0P2,QIQ, donc [Q} : Hg = [Q] : HOQO = [Q] : 58

i) Si T € [Q1,Qz] contient une dérivée stricte de 6,v;, pour i = 1 ou
i = 2, alors T est réductible par {Q, Q> }. Sinon, pour tout couple (ki,kp) €

d d
[1,71] x [1,72], le lemme [10}ii) c) implique T € (P, }:l , Pzzk";z) : §2°, puisque Ip,,
est égal a S,. On a donc

Aij B2k \ | oo
Te N (Plrkll,Pzrk;) : 5.
(k1 ko) €[1,r1]x[L,12]

Montrons que T est pseudo-réduit a 0 par {Q1, Q2 }, ce qui revient a montrer
qu’il est réduit a 0, au sens des bases standard, par les Q;, considérés comme
des polynomes de F(E)[v1, v2], ott E est défini comme au lem. [10]ii) ¢). Dans
d
cet anneau, les éléments R de I'idéal primaire (Plllk";1 , lezk’iz) sont tels que, pour
tout couple d’entiers (aq,a2), tels que 0 < &; < d;y, d5!932R appartienne
a I'idéal premier (P, Pyg,) : S2°, qui définit le point (171,;(1,172,;{2) SiR €
[Q1, Q2] est le reste de la réduction de T et s'il est non nul, c’est un polynéme
de degré B; en v; strictement inférieur a y;" | d;;, pour i = 1 eti = 2. On
peut I'écrire comme un polyndme en v; avec des coefficients polynomes en
Uy, C'est-a-dire : R = 2?210 ¢i(v2)vi. Comme R est non nul, le coefficient cp, est
A 2 Q q a0 N 103 .
un polynéme non nul de degré strictement inférieur a ) .2 ; dy r,, qui ne peut
donc s’annuler en les r; points 775k, pour 1 < kp < rp, avec mutiplicité dy .
Soit ko tel que la mutiplicité en 7 s, soit v < d . Alors 8;’2 cp est un élément

1. C’est un cas particulier simple de la description d'un idéal algébrique primaire par un
systeme d’opérateurs différentiels linéaires. Voir Cid-Ruiz et al. [5] pour plus de détails et de
références.
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non nul du corps F(&). On doit avoir (949, R) (114, 72k,) = 0, pour tout
1 <k <rettout0 < a; <dyy,, cequiestimpossible, puisque l'ordre de
R en vy est strictement inférieur a 217,1:1 di,- On en déduit que R est nul, ce
qui acheve la preuve, puisque réduire par Q ou par Q est équivalent, a une
multiplication prés par une puissance de P gPo. =

Exemple 13. — On prend le corps F := Q, équipé de trois dérivations 6y, Jy,
d3 et R := F{x} avec le méme ordre sur les dérivées qu’a I'exemple

Soient Q; := [T, (61x — a;xb3x), pour i = 1,2, avec a;x € Q, 1 < k < r;.
Alors, {Q1,Qy} réduit a 0 le S-polyndéme de Q; et Q; et est un ensemble
caractéristique de l'idéal qu’il engendre. Ceci demeure vrai dans les cas ou
apparaissent des facteurs multiples, c’est-a-dire quand certains coefficients 4;
sont égaux entre eux.

On peut multiplier Q; par n’importe quel facteur P;(, dont la dérivée de
téte est inférieure a d1x et Jrx, par exemple d3x. Un tel facteur ne fait que
contribuer aux initiaux et aux séparant lors des réductions.

Conclusion

Du point de vue de la complexité algorithmique, le nombre de mondmes
obtenus en développant les produits rend génériquement la taille de leur re-
présentation dense supérieure a celle de tous les idéaux premiers obtenus en
factorisant et la version avec carrés n’est pas utile pour I'algorithme Rosenfeld
— Grobner [2].

Ces constats ne doivent pas occulter l'intérét théorique et pratique qu’il
peut y avoir a considérer des produits et des puissances d’idéaux en algebre
différentielle et donc a renforcer l'outillage théorique disponible pour leur
étude. On peut par exemple mettre en ceuvre des formes de remontées de
Newton-Hensel, ce qui a déja été mis a profit pour calculer des solutions
en séries [1]. La méthode pourrait s’étendre pour permettre le calcul d'un
ensemble caractéristique pour un systéme dont une solution réguliere est
connue, ou aussi une représentation des solutions utilisant la représentation
compacte des polyndmes différentiels comme des programmes d’évaluation,
dans l'esprit de I'algorithme de Kronecker [7, [6].
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