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������� ���������������� ������������ �� ���� ������� � ����� ����� �������� ������������� �������������� ������ ������

�� ����������� ������� ��� ���� ������ �� ����������������� ��������� ��� ���������� ��� �������� �� ���������� �� ��������

�����

�
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������������� �� ���������� ����������� ���������

��������� �����������������

�� �������� ��� ��������� ������� �������� ����������� ������� ��������� ������������� �� �� ������������ ��������� ��������

�� � ������ ����� ��� ���� �������� �� ����������� ����� �� ���� ��� �������� �� ��� ������ ����� ������ ������ �������������

��� �������� ���� �� ������� ������������� ��� �� ��� ����������� �� ���������� �� ��� ���� ����� ��������� ��������������

��������� ����� ��� ������������� ����� ��� ����� ������� ����� ��� ������� ���� �������� �� ����� ������ ��� ��������

���������� ����� sL� cL� m � 1�� �� ��� ���� � ���������� ���� ����� �� ������������� e−sy ≈ 1 − sy ���� �������������

��� ����� ���� ��� ������ ����� �� ����� ����������� ����� O(s2)� O(ms) ���� ���� ��� ����������� PA(y, t) �� ���������������

��������� ���� y ����������� ������� �� ���� t ������� ��������� ��������� ����� ��� ��������� �� ����� �� ������ ���������

��� ���� sA� mA ��� cA ����� �� ��� ������������ ����� �sA = sF+sM
2 � mA = mF+mM

2 � cA = cF+cM
2 � ��� ����� ������

∂PA(y, t)

∂t
= − [sAy + cA(y − 1)]PA(y) + 2cA

L�

y�=y+1

PA(y
�) +mAδy,L ���

���� δy,L ������ 1 ��� y = L� ��� �� ���� ���������� ��� ���� ���� ���������� ��� ���� �� ��� ������������ �����������

��� �� ��������� ������� ����������� ������� ��� ������������ ���� ��� ��������� �������� ��� ������ ���� ����������� �����

��� �������� �� ��� �������� �� ��������� �� ������ ���������� ��� ����� ���� ���������� ��� ����� �� ��� ���� ����� ��������

L ����������� �������� ��� �� ��������� ���� ��� ����� �������� ���� ���� ��� ��� �� ������ �� PA(y) ����� �� ���������

������������� ������ �� �� ���� ��� ����� �� ��� ���� PA(y)PA(y
�) ������ ����� ���� ������ ������� ����������� �����������

������������� ������� �� �� ����������� ��� ��� ���� ������� �� ��� ������ ����� �� ����� m2
A� ���� ��� ������� ���� �������

��� ���� ������������� �������������

��� ��� ��� �� ������ �� ������ ��� ����� ����������� PA(y) �� ����������� ��� ��� ������� ����������� ��������� �����

����������� ������� ��������� ���� ��� ���� �� ��� ��������� ������� pA =
L�

y=1
PA(y)

y
L ���� ��� ���� �� �������� ������

���

� ��� ��������� ��������� ������������� �� θA = sA
cA
� ��� ����� �� ��������� ����� �� ������������� ���� ��� ������ ��������

���������� ��� ������ �� �������� ������� ���� ������� ������ ��� ����� L� ��� ������� ����������� ������ ��������� pA ������

�� ������������ ������

pA ∼





mA

SA
L1−2θA θA � 1

mA

2SA
(γ + log[4L]) θA = 1

mA

SA

�
1 + 1

θA

�
θA � 1

���

����� SA = sAL ��� γ = 0.577216 �� ������� ��������� ��� ��� ����� ��� �������� ��������� ���������� s∗A = mA

pA
� �����

��� ��������� �������� �� � ������ ����� ���� ����� �� ������ �� ������� ��� �������� ������� ��������� �� ��� ��������������

������� ������� ������ �� ���������� ��� ��� ���� ����� ��� �������� ������ �� ���� neA =
s∗A
sA
� ����� �� ����� ������� ��������

���� �������� ��� ���� ����� �� ����������� ������ ��������� �� ��� ���� ����������� ����� ������� ���� ���� ���� �� ������

����� c → 0� ����� ��� ������� ������� ������� ����������� �������� neA ���� �������� L����

�
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��� θA � 1� ������ ���� ������ �������� ������� ������ ��� ����������� ������ ��������� ������� ���� �� ��� ��� ������������

������������ SA = sAL �� ��� ������ ��� �� ����������� �� ��� ������ �� ���� �� ��� ����� ���� ����� L�� �� ���� ����������

���� ��� �������� ��������� ��������� ��� ������ ����� �� SA/(1 + 1
θA

)� ���������� ��� ��� ��������� ����� SA ��� �������

����� ������ �� θA� �� ��������� ��� θA � 1 ������ ���� �������� ������� ������ ���� ����� ����������� �� �������� ������������

������������ ������ �� SAL
2θA−1 = sAL

2θA� ����� �� ������������ �� ��� ��� ��������� ����� sA� ��� ���� ������� ���������

�� L ���� ������ �� �������� ���� ���� ��� ������� ������ �� ���� ���������� �� ���� ������� ��� �������� ��������� ������

����� ��������� ��� ��� ����������� ������ ��������� ��������� �� �� �������� ������������� ��������� ����� ��� ���� ��������

��������� ����� �� ��� �� � ������ ��� ������ ������ �� ���� �� ������ ����� ����� �� ���������� L ����� ������� SA = sAL ������

CA = cAL ���������� ���� ��� ���� �������� ������� ����� ���� �������� ������ ������� ���� ����������� ������ ������������

�� ���� ������� ����� ���� ��� ����� ������ �� L� ���� ����������� ��� mA

SA
L1−2θA � 1����

�������� �����������������

�� ��� ������� ������������� �� �� �������� ������ ��� PF (y) ��� PM (y) ������ ��� �������� �� ������� ��� ��������

��� ����� � ������ ���� ��� ����� ��� ������������ ������������ ��� ���������� ���� �� �������� ������������ ����� ���� y���

����������� �������� ����� �� � ���������� �� ���� N ���� � 1 : 1 ��� ������ ��� ������ �� �������� ������ ���� y ��������������

������� ���� �� N
2 (PF (y) + PM (y))� ����� ��� ����� ������ �� � ����������� �� 3

2N � ����� ��� ��������� �� �����������

������������ ������ ���� y ����������� ������� �� ����� �� PX(y) = PF (y)+PM (y)
3 � �� �������� �� �� ������ ������������

��������� ��� ��� ��������� �� PF (y, t) ��� PM (y, t)� �� ��� ���������� ���� ������ ����� �������� sL� cL � 1� ��� m � s����

����� ��� �� �������� ���� � ������ �������� ��� ��� ��������� �� PX(y, t)����

∂PX(y, t)

∂t
= −

�
2sF
3

y +
sM
3

y +
2cF
3

(y − 1)

�
PX(y) +

4cF
3

L�

y�=y+1

PX(y�) +

�
2mF

3
+

mM

3

�
δy,L ����

���

PF (y) = 2PX(y) PM (y) = PX(y) ����

���

���� �������� �� ��������� �� ���� �� ��� ��� ������ ��������� ��� �������� �� ��� ��������� ����� �������������� ������

���� sA �������� �� sX = 2sF+sM
3 � mA �� mX = 2mF+mM

3 ��� cA �� cX = 2cF
3 ���� ����� ��� ��� ������������ �����������

���������� mX � sX ��� cX ��� �������� ���� �� ��� ������������� ���� ��� ������ ����������� ������ ��������� �������

�������� ����� �� ���� �� ���� ��������� �� mX ������ ������� ��� ������ ������� ���������� ��� �������� ������ ��������

� ���� ������� ������� ���� ���������� ��� ������������ ��������� ��������� sX �� ��� ��� �� ���� ��� ������ ��������������

���� ��� ������������ �� sF � ��� ������������ ��������� ����� ��� ������ �� �������� ����� ����� ���� �� sM � ��� �������������

����� �� ������ ���� ���� ���� �� ������� ��� ���� ���� ������ ��� �������� ���� ��� ��������� �� ��������� �������� ��������

���� ��� ���� �� ��� �������� ����������� ����� ������ ��� ���������� �� ��� ����������� ��� ��� ������������� ���������

������������ ������� ����� ��� ����� �� ���� ������� ��� ��� ������������ ���� ��� �������� ����������� ������ �� ��������

��� ��� ���������� � PM (y) ∼ PF (y)
2 � ��� ��� ������ ����� �� ����� �� ������ ������� ������� ��� ������� ��� ����� �������

������ ������� ����� ����� ���� ������� �� ���� ����� �������� ���� ��� �������� ����������� ������ ������ ����� �� �������

���� �� ��� ������������ ����� �� ������� ���� �� ��� ���������� ����� �� ������ ������� �� �� �� ���� ��������� �� ������������

��
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�� �������� ��� ��� ������������� �� ������ ��� ���� ������������� ����� ������ ��� ������ �� ������� �� �� ����� �� ������

������������ ������������� �������� cX ��� �� ��������� �������������

���

�������� ���� ��� �� ������ �� ������ �� �������� ���������� ��� ��� ����������� PX(y) �������� �� �������� ������

PX(L) =
mX

sX

θX
(L− 1) + θXL

, PX(y) = 2
mX

sX

L−y−1�

i=1

[θX(y + i) + (y + i+ 1)]

L−y�

i=0

[θX(y + i) + (y + i− 1)]

θX y < L ���

���� θX = sX
cX

�� � ������� �� ��� �������� �� �������� ������� ����������� ������� �� ��� � ����������� �� �� ������

��������� ����� �������� ��� ��� �� ���� �� ��������� ��� ������� ��������� �� ����������� �������� �������� ���� ��� �������

�� ��� � ����������� pX =
L�

y=1
PX(y) y

L � ����� ��� ��� ��� ��� ���� ��� ���� ����� ���� �� ����� �� ��� ���� ��������������

�� �� ��� ���� ��� ���� sX ��� mX �������� �� sA ��� mA ������������� �� ������� �� ������ ��� �������� �� ���������

���������� ���� ��� � ���������� �������� � ����� ������ �� ������ ������ ��� ������ �������� ����������� �������� ��������

��� θX � 1 ��� mX

SX
L1−2θX � 1����

���

��������� ��� ��� ��� ������ � ������ �������������� ������� ������������� �� ��������� ��� �� � ���������������

���� ���� ����� �� ���������� ��������� ������� ������������� ���� ���� ��������� ��� �������������� sL, cL � 1�� �������

������������ ���� ������� ���� ��� ������������ �� ������� �� �������� ������������� ������ ������ �� ������ ��������� �����

��� ������������ �� ��������� ������������� ������� ���� ��������� ��������� ��� ��� ����������� ���� mX

sX
= mA

sA
������

θX = θA ����� ���������� �� ������� �� ������������ ��� ������ ����� ����������� �� �� ������� ��������� ��� �����������

������ ���� ��������� ������� ������������� ��� �� ��������� ���� �� ���� θX = 3
2θA� ����� ����������� ������� �� ��� ����

��� ���� �������� ������� �� ���� ����� ����� �� ����������� ��������� �� ����� ����� �� �������������� �� �������� �������

��������� �� ��� ������� ����� ��� ���������� ����������� ��� PX(y) ��� PA(y) ���� ��������

���� ���� ���� �������������� ������� �������� ��� ��������� ������������� ���� ������� �� ��� �������� �� ��������

������ ������������� ���� ����� ��� ���� ������ ��� ��� ����������� �� ������������� ���� ������� ���� ��� �����������������

������������ �� ����� ������� ��� �� ��������� �� ��� ���� ������������ ������� �� ��� ��� ��������� ���� ��������� �����

����� ������ ���� �� �� ��� �������� �������� ��� ������� ����� ��� ����� ���� �� �������� �� ���������������

���������� ������� �� ������� ����������������

��������� �����������

�� ���� ����������� ��� ����������� ������� ������ ��� �� ������� �������� �� ������� ���� ��� �� ����������� ��� �������

�� ����� �� ������ �� � ������ ������� ������ ����� �� ��� ����� �������� ��������� �� ��� ��������� �������� ����� �� �����

��������� ������� �� ����� ������ ���� ������������� �� ���� ��� ���� �������� ���������� ������ ��� ����������� ����� ������

�� ���������� ���������� ��� ������� ������ ��� ���� �� ����� �� ��� ��������� ������� ���������� ���� � ����������� ���������

�� ������� 0 ��� L ������� ����������� �������� ��� ������ ���� � ���������� �� ��� ��������� �����������

��
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���

��������� ��������� ������� ��� �������� �� ��� ������� �bA� �� ������ �� mA

meA
� ����� mA �� ��� ��� ��������� �������

�� ��������� ��� meA �� ��� �������� ��������� ���� ������ ��
δuA(0)
�uA

� ����� �uA �� ��� ��������� �� ������ ��������� �����

��� ������� ������ ������� ��� ����� ��� ��������� ������� ���� �� 1� �� ����������� ����� δuA(0) �� ��� ���� �� �����������

�� ��� ������� ������ �� ��� ��������� ����������� ��� ���� �� �������� δuA(0) ��� �� ���������� �� �������� ��� �������

�� ����� ��� ������� ������ �� ����������� ������� �������� ������� ����������� ����� �������� ������� �� ��������������

�������� �� ����������� ������� ��� ��������� ����� ��� ���� �������� �� ����� ������ ��� sL� cL � 1� ��� ������������

������� �������� bA ����� ���� ����� ������������ ��� �� ������� �� ������� ��� ��������� ���������

bA =
Γ
�
L+ α+θA

1+θA

�
Γ
�

α
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�

Γ
�
L+ α

1+θA

�
Γ
�

α+θA
1+θA

� ���

����� Γ ������ �� ��� ����� ������������

��� ������� �������� �� ���� ���������� �� ��� �������� ��������� �θA = sA
cA
� ��� ��� ��������� �� ��� ������� ���������

�� ��� �������� ����� �α�� ��� ���������� �� ��� ������� �������� �� θA �� ������������� ������� �� ��� ���������� �����

��� ����������� ��������� �� ������� ����������� �������� ���� θA �� ����� �sL � cL�� ��� ���� ������� �� ����� ������

��� ������� ������ �� ���������� �� �� ��������� ���� ���� ��� ������ ����������� ����� �� � ������ ����� ����� ���� θA �����

����� �sL � cL�� �������� ������������ ������� ��� ������� ������ ��� ���� �������� ����� �������� ������� �����������������

���

���������� ��� ��������� �� ��� ������� ������ �� ��� ������������ ������ ��� ������� α� ��� �������� ��� �����������

����� ��� ������� ������ �� ���� ������� ������ �� ��� ������ ���� α � 1� ��� ������� �������� �� ������������ �� ��� ��������

�� ��� ������� ����������� ������ ��� ��� ���������� ����� �� ��� ����� ����������� ���� �� ��� ����� ������� ���� ��� �������

����� ��� ������������ ������������ ���� α � L� ��� ����������� ����� ���� �� � ������ ���� ���� ������ �� ��� ����������

������� ��� ���� ��� ������� �������� �� ����� �� ���� �������� �� � ������ ����� ���� ����� ����� sL �� � �������� αc �������

��� ����������

�������� �����������

�� ��� �������� ��� ���� �� � ������� ������ �� ��� � ����������� �� ������ �� �������� ���������� ��� ��� �����������

�� ��� ������� �� ������� �������� ���� ���� ����� ��� ���� ����������� �� �� ��� ��������� ���� ���� �������� � ������

������� �������� ����� ������ ���� �� ��� ���� ���������� �� �� ��� ���� ��� ���� θA ����������� �� θX ����
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Γ
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�� �������� � ������ ������ �� ���� ����� �� ��� ����� �� ���� ����� ������� ������� ������� ���� ���� ����� �� ���������

��� ����������� ����� �� ��� �� � ������ ����� ���� ��� ����� SX = sXL�� ��� ������� ��� ������� �������� ��� �������������

���� ����� �� �������� ��� ���������� ������� ��� �������� � ������� ������ ������ �� � ������ ������������ ���������
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�� ��������� ������� �� ��� ����� ��������� �� ���� ��� ���� �� ��� ���� ��� �� ������������ �� ��� ��������� �������������

θ = s
c ���

m
s � �� ����� ��� ���� ���������� ��������� ��� �������������� ���� ��������� ��� ��� ��� �������� �����������

������������� �� ������� �������������

������ ������������ ��� ���������� ����������

������ ������������ �� ������ �� �������� ������ ������ �� ����������������� �� ������� ���� ���� ��� ������ ��������������

��� ����������� �� ����� �� ��� �������� ������ ������� ����� ��������� ��� ������� �������������� �� ���� ������� � ���������

������ ���� ����������� ������� �� ����� ������������ ��������� ������ �� ������� ��� ������� �� �� ���� ��� ����������������

���������� ������ ��� ����� �� ��� ���������� ��������� ������ �� ����� ������ sM = sF = shom,F /2 �� ���� ������������

������� ��� ��� ������ ������ �� �������� �� ��� ������ ���� �� ���� ���� �� ����� ������ �� ��� ������ �� ����� �����������

������������� �� ��� ��� ������������ ��������� �� ����� ��� ���� ������������ �������� �� ��� ���� ������� �������� �����

��������� �� ��� ��� ���������� �������� �� ���������� ������� �������� ����������� ������ �� ����� ��������� �� �����������

������� ������� ��� �������� �� �������� �θ� �� ��� � �������� �� ��������� ��� sF ��� c ��� ���������� ��� ��� ������

���������� ����������

�� ���� �������� � ���� ��������� ��������� �������� ����� �� ���������� ������� ��� ��� ���� ���� � ������ ��������������

������ �� ����������� ���� ����������� �� ��� ������������� ��� ���� � ������ ����������� ������ �� ��� ����������� ���� �������

������� ������� ���� � ����� ���� ������ ������������� ����� ��� ������ �� � ���� �������� � ���������� �� ��������������

����� �� ��� ���� �� ���� �� � ������ �������� � ���������� �� ����� ������ sM = shom,F > sF ��� ���������� ������������

����� ���� ����������� ��� ��������� ��������� �� ������ sM � �� ������ �� ��������� ���� �� ��� ������ ������� ��� �� ������

������ ������� �� ����������� ���� �������� �� ��� ������������� ���� ���� ����� ��� �������� ��� ��������� �� ���������

������������ ����� ����� �� ������� ����� ������ �� �������� �� ��� ��� ���������� �� ���� ������ �� �� ���� ���������� ������

������ �� ����� ������ ������������ ������� �� ������������� �� ��� � ��� �� �� ��� ����������� ���� ��� �� ��� �������

�� ������� �� ������ �� ����� ��� � ��� �� �� ��������� �������������� �� ���� ������ ���� ����������� �������������� �����

��� ����������� ���� ���� ���� ��� ����������� ����� ��� �������� �� ������ ������������ �� ��������� ������ ��� �����

������ �������� ��� ������������ ������� ��� ���� ������� ��� ��� �� �������� ������� �� ��� ����� �� ������ ���������������

������ ����� ������ �� �������� sF /shom,F ��� sF /sM �����������

�� ���� ����� ����������� ��������� �� ����������� ������� �� �������� �������� ��������� ���������� �� �� ����� ���������

sM > sF � �� �� �� ����� ������ sF > sM �� ��� �� ���������� �� ����� ���������� ��������� �� ������� mM �= mF � ������

�������� �� ������� cM = 0 �� ��������� �� ����� ��� cF = 0 �� � �� �������� ���� ���� ����� �� �� ������������� �����

��� ���������� �� ��� ������������� �������

������ ��� ���� ��������� �����������������

��� ���������� ����������� ��������� �� ��� ������ ���� ��������� ������� ������� �� ����� ����� S = sL � 1� ���� � ����� θ����

m/S� ��� L�� ����� ���� ���������� ��� ��������� �� ���������� ����� ��������� � ���������� �������� ����������� ���������

�� ����� �� �� ���� ��� ������������� ��������� �� ������������ �������� ����� PM (y) ∼ PF (y)/2� ���� ����� ��� ����� �����
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� ���������� ������ ����������� �� �������� ������������� �� ����� �� ������������ �������� ���������� ���������� ��� ������

��������

����� �������� ���������� ���������� ������ ���������� ��� ���� �������� ������� ������ �� �������� �� ����������

���� ������ ���� ������� ��� �������� ������������ �� ������� �� ��� ���� ����������� ���������� ��� ����� PM (y)/PF (y)���

����� 1/2� ��������� ���� ����� �� ��������� �� ��� ��������� ��������� �� ����������� ������� �h�� ����� ���������� ������

�������� ������ �� ���������� ��� ������������ �������� �������� ���� ����� ����� ��������� ����� ������ ��������� ������

����������������������� ���� ��� ������ ��������� ����������� ������� � ��� �� ������ ���������� �� ���� �� ��� ��������� �����

����������� ������� �� ��� ��������� ������� �� ���������� ��� ���� ������ ����� ����� �� P (y) ��� �� ���������� �� ���������

����� � ��� � ������ ������ �� ������� ����� ���� ������� ����������� ��� ��� ����������� ����������� PF (y) ��� PM (y)���

�� ���� �� ��� ��� ������� ���������� ��� ���� ��������� ��� �������� �������������� ����� ��� ���� �������� ���� ������������

������� ������� �� ������ ���� ��������� ��� ���� ��� ������������ ���� �������� ���� ��� �������������� ����������� �����

���� ��� ��� ���� ��� ������ �� ��������� �� ����� �� ������������ �������� ���������� ����� sX � mX � cX�����

���������������� ��������������

��� ���������� ����������� ��� ��� ����������� ������ ��������� ���� ��� ����� �� ����� ��� sL� cL ��� m � 1� ��� ���� �����

�������� � ����� �� ���� ����� ��� ������ ���������� ��� ��� ��� ������� �������� ���� ���� ��� ���� �� �������� �� ���������

����� ��� ����� �� ���������� �Ns � 1�� ���� �������� ���������� ��� ���� �cL � 1�� ��� ����� ������������ ������� ��� �������

������ ���� ���� ����������� ����� �� ���� ��� ������������ ������ ��� ���� ���������� �� ��� ���� ��������� �� ��� �����������

������� �� ��� ����� �� θ� ���������� �� ������� ��� ���������� ������� �� ��������������� ���������������� ��������������

���� ����� ���� ��� ���� �������� ���� Ns � 1 ��� cL � 1� ��� �� �������� �������� �������� ��� ����� ���������� ��������

��� ��� ��������

����������

��������� �������� ������� ������� ����� ������ ��� ��������� ����� �� ��� ���� �� ��� ������������ �� ���� ����������

���������� ����������� ��� ��� ����������� ��������� �� ���������� ���������� ������������������ ��� ����� �������� �� �����������

������� ���� �������� ������� ��� ����������� ������� ����� ��� ��� ���� ��� ���� ���������� � ��� ��� �� ��� ��������

�� ��� ���������� ������������ �� ����� ����� �������� ������������ �������� ���������� ������ � ��� ���� �� ������������

��� �������� �� ��� ��� ������� ������������ �� ��� ������� ������� �������� ���� ���������� ������ ��� ������ ����������������

��� ����� ����� ����� ���������� ���������� ��� ���������� ��� ����� ������ �� �������� ��������� �� ��� ����� �� �������

������ ����������� �������� �������� ������ ��� ��������� ��� ��� �������������� �� ��������� ���� ���� ������������ �� �����

���������� ���� ��� ������������ �������������� �� ��� ����� ���� ����� ��� ��������� �� ������ sL �� �� �� ��� ��������

0.01 �� 0.1� cL �� �� �� ��� ����� 0.025 �� 0.25 ��� ��������� �� �� ���� �������� �� ��������� ���������� �m = 0.001�� �����

������������ �� ���� ���������� ����� �� �� ���������� ����� �N = 105� �� ������� ���� ��� ������������� ����������
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������ �� �������� ������� ������� ����� ��� �� ��� ���������������������� ���������

���������� ������ �������� ��������� �������� �� ��� ���� ��� ����������� ��������� �� ����������� ������� ��������� �����

�������� ������� �������� ���� ������� ��������� ����� �� θ ��������� ������� ���� ���� �������� ������� ������� ���� �����

������ �θA = 2� ���� ������ ���� ��� ����������� ����� ���� �� ��� ���� �� ���������� �� ���� ��� ����������� ������ ������������

�� ��� ��������� ������� �pA� �� ����� ���� ����� ������������ �������� �θA = 1� ������ ������ ���� ���� �������� �����

���� �θA = 0.2� ����� ������ ���� ������������� ������ ��� ������� ����� ���� �� ������� ���������� �� ������ ������������

������������� ��������� �� � ���� ������ ����������� ��������� �� ��� ������������� �������� ���� ���� ���� θ < 1 ������

L �� ������ ��� ���������� ����������� ����� ����� pA �������� �� ����������� ����� �������� �� ���� ������ ���� ������

��������� ������ ������ ��� ����� ��������� �������� ��� � ������� ����� �� ���� ��� �� � ������� ������� ���� �����������

������� ��������� ��������� �� θ ��������� ���� ��� ������� �������� ��������������� ���������� ������ ��� ����� �����������

����� ������ ��� ��������� �������� ��������� �������� ��� ����������� ��������� �� ����������� ������� �� ��� ������������

������� ����� � ������ ���������� �� m
S ���� ����� �� ��� ��������� ���� �� ��� ��������� ����� S = sL �� ��� ���� ������ ������

�� �� ���� ����� �� m
S ���� �������� ���� ��� ���������� ������� ���� ���� ���������� ������� ������ ������ �� ���������������

���������� ����������� ������ ��������� �� ������ ������������ �� m
S � ��� �������� ��� ��������� ����������� ��������� ������

��� m
S �mA

SA
= 0.1� ����� ������ ��� �� ∼ 10 ����� ������ �������� �� ���� �� ��� ���� m

S ������ �mA

SA
= 0.01� ���� ���������

���� ������ ������������� �� ��� ������ �� ������� ��������

���

�� ���� ���� ����� �������� ���� ���� ��� ��� ��� ������������ ��� ���� � ������������ ����� ����������� ������������

��� ������ ������� �������� ������� �� ��� ������ ��� ���� �� ������� ����������� ������� �� ��� ��� ���������� ��� �������

�������� ������� �� ���� ����� ���� �� ��������� ������ θX = 3
2θA� ����� ���� �����

m
S ������ ��� ����� ��� ��������� ������

��� ����������� ������ mX

SX
= mA

SA
� ����� ���� �������� ��������� ������� ������������� �� ������ ��������������� ��� �������

����� ���� sF � sM � cF ��� L�� ����� ������������� ������ �� � ����� ���������� ����������� ��������� ���� ��� ������� �����

���������� �pX

pA
< 1 ��� L > 1� ������ ���� ��� � ������ ������� �������� �� ��� ��� ���������� ���� ���� ����� �� ����

������ ������� ����� � bXbA > 1 ��� L ≥ 1� ������ ��� ����� ��� ������� ������ ��� ��� �������� ����� ��� ���� ���� �����������

������� ���� ���� ��� ��������� ������� �������� ��� ��������� ������������� ������������� �� ����� ���������� ��� ������

�� ������������ ������ �� θ ������� ���� ��� ������� ������ ��� sF , sM � c� ����� θ � 1 ����� ������ ����� ���� ���������

�������� ����������������� ��� ���� �������� ������� ���� ��������� ���� ������ θX = 3
2θA� �� ���� �������� ���� ���������

������� ��� ���� ���� ����������� ����������� ��� ������ ����������� �� ��� ����� ����� �� ��� �������� ��������� ���� �������

�� ������ ����� ���� ��������� ���� �� ��� ����� �� � ���������

������ �� ������� ���� �� ��� ������������ ���������

��� ���������� �� ��� ����������� ��������� �� ������������� ������� �� ��� ������ �� ������� ����� L � �� ����������������

�������� �� �������� �������� �������� �� ��� ������ �������� ������ �θ � 1�� ��� ����������� ��������� �� ���������� ������

��������� ������� �� ������� �������� �� ��� ��� ��������� ������������ �� ��� ����� �S = sL�� ��� ��������� ���� ���������
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���� L ��� ���� S ����� ������ �� ��� ������ ����� ��� ������� θ� pA ��� pX ���� �������� ���� L ������� ������ �������

���������������� ��� ������� ���������� bA ��� bX � �������� ������� ���� ��� ���� ���� �������� �θ � 1�� ��� ��������������

����������� ������ ��������� ��������� �� �������� ���� L ���� ��� ����������� ����� ���� �� ����� L ������ ������ �������

�� ������� ���� �� ������� �� ��� θ � 1 ������� ��� ����� �� ���� ������ ������� �� ����� �������� ���� ��� ��� �����������

��������� ��������� ��� ������ �� ����� �� ��� ��� ��������� ����� s� ��� ������ ��������� �� �� �������� ������� ����������������

���� ������ ������� �� ���� ������ �������� ���� ����� ���� �� ����� ����� ��� � ���� �� ������ ������

���

�� ���� ������� ���� ��� ����� �� ��������� ��� �������� ����������� ������ ����������� ��� ������� ��������� ���������

�������� ���� ��� ������ �� ������� ���� �������� �L�� ��� ���� �������� ������� �������� ����� �� ���� ������� ������

�������� �������� �� ��������� ������� ���������� ���� ������ �� L2θX ��� L2θA ��� �������� ��� ��������� ����������� ����������

������������� ����� ��� ����� �� ����������� ����������� ������ �� L2(θA−θX) ��� θA, θX << 1� ����� �������� ����������

�������� ������� �� ��������� ���� ����� ���� ��� ����� �� �������� ������� �� ��������� ������� ���� �������� �� ��� ����������

������� ���� ���������� ��� �������� ��� θA = 0.2 ��� θX = 0.3� ������������� ����� �� ��� ��� ���������� ��� ∼ 0.63���

����� ���� �� ��� ��������� ���� ��� ������������ ����� �� ��������� �L = 100� ����� ������ ���� ������ �� ��������� �������

��� ��������� ��� ���� ����������� ���� � ������ ������� ����� �L = 1�� ��� ���� ����������� ������� �� �������� ��� ������

����� �� ������� ���������� bX
bA

∼ 2 ��� L = 100 ����� �� �� ∼ 1.5 ��� L = 1� ���� ��� ������� ������ �� ����� �� ��� ��������

�α = 0.01� ������ ������ ��� �� ��������� ����� ������ �������� ����� θA = 10 ��� θX = 15�� ��� ���������� ������� ������

��� ����� �� ����������� ������ ���������� ����� ������ ���� ���� ���� ��� ��� ������� ��������� ���� ��� ������� ��������

�� � ������ �������� ����������� ����� �L = 1� ��� ���� ������ ����������� ���� �L = 100� ��� ���������� �������������

�������� �� ��� ������� ������ ���� ��� ������������ ���������

�� ���� ������� � ��������� �� ����� � ������� ������ ���� �� ��� ��� �� �� ������������ ������� ����� ������ ����������

�������� ��� ������� �������� ������ ��������� �� � �������� �� ��� �������� ������� ��� ������� ������ ��� ��� ����������

�������� ����� �� ���� ��������� ��� ��� ��� ������������ ���� �� ������� ��� ������� �� � ������� ������ �� ���������

���� ��� ������������ ������� ���������� ��������� ���� ��� ��� �������� ���� ��� �������� ������ ��� �������� ��������

������������ �������� ������� ������ ��� � ���������� ��������� ������� ��� ������ ��� �������� ��������� ���� �� � ���������

�� ∼ 20 ��� � ������� ������ �� � �������� �������� �� α = 0.01 ���� ��� ������� ������� ������ ����� ���� ������ ����� �����

���� ���� ∼ 2 �� � �������� �������� α = 1� ����� ������� ��� ������������ ∼ 35 ��� ∼ 2.5 �� ��� ��� ���������� ��������

���

���� ������� ���� ����� �� ��� ���� ������� ���� �� � ������� ������ �������� �� ��� �������� ����� ����������� �������

���������� ������ ���� �� ��������� ���� �������� ���� �� ��������� ������� ��� ��������� ����� ��� ��� ��������������

��������� ��� ���������� ������ ��� ������� �� ��� ������ �� �� �� ��� ����� �� ��������� �������� ���� ��� ������� �� ������

���� �� ��� ������ ������� ��� ������������� ������ �������� �� ���� ��� �������� ��� ��� ������� ������ �� ������ �������

��� ����������� ����������� ��������� �� ��� ����������� ���������� ���������� �������� ��� ����� �� �������� ���� ������

������������� ��������� ����������� �� � ������ �� ������������ �������� ����������� ��� ������� ���������� ���� ��������

������ ������� ��� ���� �������� ���� ��������� �������� ����� ����� �� ��� ���������� ������������ �������� ���� ��������
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�� ���� ������� ���� �� ��� ����� ������������ ����� bX
bA

∼ 3 ������� �� ∼ 2 ��� L = 100 ��� α = 0.01� ������ �������

������ ������������ ��� ���������� ���������

������ ����������������

��� ����� ����� ���������� �� ��� ������� ���� ��� ���������� ��������� ����� �� � ����������� ������ �� � �� ���� ������

� �� ������� �� ���� �� ������ �� ��� ���������� ����� �� � �� ������ ��� � �� ������ �������� ������� ������������

���������� �� ������ ������������ ���� ������� ������������� �� ������� ������ �� �������� �� ����� ���������� ������

��� ������� ������ ����� ���������� ��� ���� ���� �� � ������ ����� ����� ��� ����� �� � ������ ���� �� � �������������

������ �� ���������� ����� �� ������� �� ���� �� ��� ������ �� ���������� ������� �sM = shom,F = 2s ��� sF = s ������

h = 0.5�� �� ���� � ���������� �� ���� θX = 2θA ��� mX

SX
= 3

4
mA

SA
������ ���� ����� ������� �� � ����� ����������������

����� �� ������������ ������ ����������� ��� ���� �� ������������ �������� ������� �������� ���� �pX

pA
∼ 0.4 ������� �� ∼ 0.66���

�� ��� ����� ����� ���� L = 100� ������� ��� ��� ������ ������ ���� ���� ����� ��� ������ ��� ���������� �������� ���������

��� L ≥ 1�� ����� ��� ���� �������� ������� ���������� ������� �� �������� ���� �� ��� ����� ������ ��� ���� m/S �� ������

��� ����������� �� ������ ���� �� ���������� ��������� ��� �������� �� ������ ������������ �� ������� ���� ��� �����

�� �������� ��� ����� �� ������� ��������� �������� �� ��� ����� ����� � bXbA ∼ 3 ������� �� ∼ 2 ���� L = 100 ��� α = 0.01����

������� ��� ��� ������ ������ �������

������������

�� ���� �������� ���� �� ������� ��������� �� �������������� ������������� �� ������ ���������� ��� ������ �� ��� �������

���������� ��� ����� ����� ������� �� ����������� �� cM = 0 �� ��������� ��� ��� ����������� �� �� �� ������ ����������

�������� �� ��� ������ �� ���������� ������������� ������� �������� �� ��� � �� �� ����� ��� ����� �� ����� ���� �� ������

������������� ���� ����� ��������� ������� ����� �� ����� ������ �� ���� �� ���� ����� ��� ����� ����� ���� ��������������

�������� ����� �� � ����� �������� ������������� ���� �� ��������� �������� �� ���������� ��������������� ���� ���� �������

����� ������ ������� �� ��� ����� ���������� �� ��� ������ �� ���� ����� �� ���� θX = 3
4θA ������ ���� ���� ��� �����������

������� ������� ���� �� �������� �� ��������� ���� �� ��� ������������ �� � ������������ ����������� ������� ����������

������ ������������� �� ��� ����������� ���� ��������� ���� �������� ��� ���������� �∼ 1.2 ����� ������ ���� L = 100����

����� ������ ���� ��� ����� ������� �������� �� ����������� ������ �∼ 0.6 ���� �� ��������� ���� L = 100 ��� α = 0.01����

����� ������ �������

���������� �������������

���������� �� ��������� ����� ������� ����� ��� �������� �������� �� ������� ���� ��� ������������� ��� ����� �� ���������

��������� �� ������� ��� ����� ���������� ����� ������� �� ��� ������ �������� ����� ��� ���� ���������� ��� �����������

��� ���� ����� �� ����� ����� ���������� ��������� ������ ���� ��� ������������� �� ��� ���������� ������� ��� ������ ��������

�� sL ��� cL�� ������� ���������� �� ��� ������������� ��� ����������� ��� ��������� �������� ������� �� �������������

������� ��� ��� ���� ������ �� ��������� ������� ����� ����������� ��������� �� � �� ������ ��� ������������� �� � �����
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�������� ��� ���������������������� ����� �� ���� ����� ��� ���������� ������� ���� ��� ��������� ������� ����� �� mM = 3mF ����

���� mX

SX
= 5

6
mA

SA
� ����� ���� �������� �� ��� ����� ������ ���� ������� �� � ����� ������������� ����� ��� L ≥ 1 ������

���� �� ������������ �������� �pX

pA
∼ 0.55 ������� �� ∼ 0.66 ���� L = 100� ���� ������ ���� ���� ���� ��� ������� �����������
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���������� �������

L ������ �� �������� ���� ������� ������ �� ��� ������� �����

cF � cM ���� �� ������������� ��� ���������� ������� �������� �������� ���� �� ♀ ������ ♂�

α ��� �������� ������� ��� ������� ������ ��� ��� ������� �������� ������ �������� �� ��� ���������� ��� ��������

mF � mM �������� �� ������� ������ ������ �� ��� ��������� ������� �������� �� ������� ������� ������� �� ���� ����������

sF � sM ������������ ������ ����������� ��������� ����� ��� ������� ����������� ������ �� ������� �������

����

����

���������� �������

PF (y) � PM (y) �������� �� ������� ������ ������ �������� � ������ ������������� ����� ���� y ������� ����������� ����

� ����������� PX(y) = PF (y)+PM (y)
3 � ��������� PA(y) =

PF (y)+PM (y)
2

pX � pA ��������� �� ������� ����������� ������� �� ��� ��� ���������� ������ ���������� �������� ���� ��� �������� ����

uX � uA ��������� �� ��� ������� ������ �� ��� ��� �� ��� ��� ���������� ������ ���������� �������� ���� ��� ����������� �����������

bX � bA �������� �� ��� ��� ����������� ������� �� ������� ���� ��� ������ ����������

����

����

����� ���������� �������

h ��������� ��������� �� ��� ������� ����������� �������

h = 0.5� ������������� h = 0.1� ������� ������������ h = 1.0� �������� ���������

shom,F = sF
h � shom,M = sM

h ���������� ��������� ����� ��� ������� ����������� ������ �� ������� ������ ������

vF (y, y
�) � vM (y, y�) ������ �� � ������ ������ ����� �������� y ������� ����������� ���� �� ��� ������������ ����� ��� y� ���� �� ��� ���������� �����

� ����������� vF (y, y
�) = e−ysF−y�shom,F � vM (y) = e−ysM � ��������� vF (y, y

�) = e−ysF−y�shom,F � vM (y, y�) = e−ysM−y�shom,M

β �������� �� �������� ���� ���� ��� �������������� ��� ��������� 1− β ���� ����������������

ε ��������� ��� �������� �� ���������

ε = 1� ����������������� 0 ≤ ε < 1� �������� ���������

����

����

���� ���� ���������� �� ��� s �� ������ ��� ������������ ��������� ����� ������� ��� ���� �������� ��������� ���������

s ������ �� ��� ���������� ������� ��� ������ �� �������� �� ��������� �� ��� ���� ���� �� ��� ���� ����� �� sL ������ L����

�� ��� ������ �� �������� ���� �� ��� ������ ������������� ������� ���� �� ���� ������ ��������� ��� �� ����������� �� �������

��������� ���������� h�����

����

����� �� ������������ �������� ��������������

���������� �������

sX � sA �������� ������������ ��������� ��� ������� ����������� ������ �� ��� � ���������� ������ ����������

� ����������� sX = 2sF+sM
3 � ��������� sA = sF+sM

2

mX � mA �������� ��������� �� ��� � ���������� ������ ����������

� ����������� mX = 2mF+mM

3 � ��������� mA = mF+mM

2

cX � cA �������� ������������� �� ��� � ���������� ������ ����������

� ����������� cX = 2cF
3 � ��������� cA = cF+cM

2

θX � θA �������� �� �������� ������� ������� ����������� ������� �� ��� ��� ���������� ������ ����������

� ����������� θX = sX
cX

� ��������� θA = sA
cA

mX

SX
� mA

SA
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������ A ����� X �����
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(A)  Intermediate coupling, weak coupling, strong coupling

- 1st order approximations:
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(B)  m/S intermediate, m/S high, m/S low
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Intermediate coupling, weak coupling, strong coupling

- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:
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(A)  Basic model, achiasmy, dosage compensation

- 1st order approximations:
- analytical solutions:
- simulations:
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(B)  Basic model, ♀
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(C)  Basic model, ♂
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(A)  Basic model, achiasmy, dosage compensation
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(B)  Basic model, ♀
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(C)  Basic model, ♂
ZZ

-biased selection, ♂
XY

-biased selection
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