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APROXIMACIÓN NUMÉRICA DE DERIVADAS FRACCIONARIAS
POR POLINOMIOS ORTOGONALES

G. VERGARA-HERMOSILLA1 AND S. BERRES2

Resumen. Las derivadas fraccionarias son un tema emergente con docenas de defi-
niciones distintas, que a la vez provocan una debate en marcha sobre cuales son las
definiciones correctas y cuales no, implicando que eventualmente la mayoría de trabajos
con definiciones inprecisas resultarán obsoletos. Así mismo, no hay un consenso esta-
blecido sobre métodos numéricos robustos de propósito general para calcular derivadas
fraccionarias, como típicamente los métodos son tejidos a mano para una ecuación y
una definición particular; un enfoque prometedor utiliza polinomios ortogonales, da-
do su aplicabilidad versátil a distintos campos de procesamiento de datos. En esta
contribución la derivada fraccionaria de Caputo de funciones reales integrables son
aproximadas numéricamente por una descomposición de la función considerada por
una serie de momentos ortogonales, que son establecidos por una clase de polinomios
ortogonales. La metodología consiste en primero aproximar la función por una serie de
momentos ortogonales, para luego asociar las ponderaciones calculadas de la función
aproximada en el espacio de frecuencias con las derivadas fraccionarias de las deriva-
das analíticas de los momentos ortogonales calculados anteriormente. Documentamos
la implementación numérica del método discreto y reportamos los errores relativos de
las aproximaciones.
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1. Introducción

En una carta a L’Hopital, Leibniz se asombro sobre el significado de una derivada de
orden 1/2 [3]; Una primera aplicación de una media derivada (derivada de orden 1/2) era
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la solución de la ecuación integral del problema de Tautóchrona (Abel 1823, ver [3, 4]).
Para mayores detalles ver las revisiones históricas [5] y más temporáneas [2, 4, 6].

Modelos de derivadas fraccionares describen el fenómeno de difusión anómala, como por
ejemplo la estructura interna de células vivientes [10], la descripción del movimiento de
agua en pozos de petróleo altamente heterogéneos [8] o estrategias de diferentes especies
de animales de encontrar comida [9]; en estos contextos, la llamada super-difusión es capaz
de describir desplazamientos de larga distancia que interrumpen permanencias largas en
un área local. La difusión anómala es una descripción en escala macro, que podrá ser
formulada en micro-escala como movimiento estocástico de una partícula en términos
de un vuelo de Levy. Con este concepto se podrán describir fenómenos de transporte
por ejemplo en un plasma refiando [11] o en la física de fluidos [12], contaminantes en
aquíferos [1] o partículas cargadas en sólidos amorfos [13, 14].

Según [18] un operador de derivadas fraccionarias debería cumplir con los siguientes
criterios: el operador debe ser (1) lineal, (2) consistente con derivadas enteras no-negativas
(incluyendo la derivada cero), (3) cumplir con la regla de Leibniz generalizada, es decir la
regla de productos para una derivada de orden arbitraria, eventualmente no-entera. Hay
una abundancia de definiciones diferentes [7], pero esencialmente las definiciones clásicas
lo cumplen y muchas de los demás no las cumplen.

Se podrán identificar dos rutas para el cálculo fraccionario, lo que sigue con definiciones
continuas y discretas, respetivamente [5]. La definición de integro-diferencial de Riemann-
Liouville y diferencio-integral de Caputo, ambas reflejan la fórmula integral de Cauchy
[4], que contemplan integrales impropias, mientras la definición de Grünwald-Letnikov es
una represetación algebraica con una sumatoria infinita [2].

Aún no hay un estándar definido como se debería calcular numéricamente derivadas
fraccionarias de manera robusta. Las definiciones clásicas incluyen integrales singulares
o sumas infinitas, que obstaculizan aproximaciones precisas y robustas a partir de ellos.
Definiciones modernas típicamente no cumplen con los criterios mencionados. Dado que
la mayoría de definiciones están diseñadas para funcionar bien con argumentos analíticos,
ellos no dan una pista inmediata de cómo se podrán formular aproximaciones numéri-
cas consistentes, eficientes y robustas. En esta contribución seguimos a la sugerencia
de [15, 16] para un cálculo numérico de derivadas fraccionarias, donde la idea básica con-
siste en combinar aproximaciones de funciones polinomios ortogonales, como por ejemplo
polinomios de Chebyshev de primer orden, con la derivada clásica de Caputo.

2. Preliminares matématicos

En esta sección, presentamos los preliminares de cálculo fraccional y algunas propie-
dades de polinomios desplazados de Jacobi. Sea m el menor entero que es mayor que v,
entonces el operador de la derivada fraccionaria de Caputo de orden v > 0 es definido
como:

(1) Dvf(x) =

{
Jm−vDmf(x) si m− 1 < v < m ∈ N,
Dmf(x) si α = m ∈ N,
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donde

Jvg(x) =
1

Γ(v)

∫ x

0
(x− y)v−1g(y) dy, v > 0, x > 0.

La diferenciación fraccional de Caputo es una operación lineal,

Dv
(
λf(x) + µg(x)

)
= λDvf(x) + µDvg(x).

La derivada fraccionaria de Caputo de polinomios se basa en la siguiente fórmula
(2)

Dvxc =


0 para c ∈ N ∧ c < dve,
Γ(c+ 1)

c+ 1− v
xc−v para

(
c ∈ N ∧ c ≥ dve

)
∨
(
c /∈ N ∧ c > dve

)
.

Los polinomios de Jacobi son una sucesión de polinomios {P (α,β)
i (z)}i∈N, cada uno

de grado i respectivamente definidos en el intervalo [−1, 1], y asociados a los α, β > 1.
Para usar estos polinomios ortogonales en un intervalo acotado (0, L), se introduce el
cambio de variable z = 2x/L − 1. Estos polinomios son conocidos como polinomios de
Jacobi desplazados y son denotados por P (α,β)

L,i . Además, estos satisfacen la relación de
ortogonalidad

(3)
∫ L

0
P

(α,β)
L,k P

(α,β)
L,k w

(α,β)
L dx = hk :=


Lα+β+1Γ(k + α+ 1)Γ(k + β + 1)

(2k + α+ β + 1)k!Γ(k + α+ β + 1)
i = j,

0, i 6= j,

donde w(α,β)
L (x) = xβ(L− x)α. Los polinomios de Jacobi desplazados con parámetros

α, β > −1 pueden ser generados mediante la relación de recurrencia
(4)

P
(α,β)
n (x) =

(α+ β + 2n− 1)(α2 − β2 + x(α+ β + 2n)(α+ β + 2n− 2))

2n(α+ β + n)(α+ β + 2n− 2)
P

(α,β)
n−1 (x)

−(α+ n− 1)(β + n− 1)(α+ β + 2n)

n(α+ β + n)(α+ β + 2n− 2)
P

(α,β)
n−2 (x),

donde P (α,β)
0 (x) = 1 y P (α,β)

1 (x) =
α+ β + 2

2
x+

α− β
2

.

En lo que sigue centraremos nuestro interés en distintos polinomios ortogonales des-
plazados, los cuales han sido usados por distintos autores para aproximar y obtener so-
luciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias [15, 16, 17]. Las familias de polinomios
con los cuales trabajaremos son los polinomios desplazados de Chebyshev de primer tipo
TL,i(x) y los polinomios desplazados de Jacobi P (α,β)

L,i (x). A continuación presentaremos
relaciones de dependencia entre ambos polinomios desplazados:

(5) TL,i(x) =
i!Γ(12)

Γ(i+ 1
2)
P

(− 1
2
,− 1

2
)

L,i (x).
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Es bien conocido que es posible aproximar funciones f(x) cuadrado integrable1 me-
diante polinomios ortogonales, en efecto, si consideramos un conjunto finito de polinomios
ortogonales {P0(x), P1(x), ..., PN (x)} (arbitrarios) definidos en el intervalo [a, b], conta-
mos con el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea f(x) una función continua en [a, b]. Entonces existen coeficientes
c0, c1, ..., cN tales que la función

E =

∫ b

a
w(x)

(
N∑
n=0

cnPN (x)− f(x)

)2

dx

es mínima con respecto a dichos coeficientes.

Para demostrar este hecho se debe calcular el mínimo de E al derivar con respecto a
cada ci. Usando las relaciones de ortogonalidad de dichos polinomios se obtiene

(6) ck =
1

Ck

∫ b

a
w(x)Pk(x)f(x) dx, ∀ k = 0, ..., N,

donde Ck =

∫ b

a
w(x)P 2

k (x)dx. Esto nos permite proponer

(7) f(x) ∼
N∑
n=0

cnPN (x),

donde los coeficientes cn, podrían ser calculados de antemano mediante (6).
Así, dada una función f(x) cuadrado integrable en (0, L), esta puede aproximarse en

términos de polinomios de Jacobi desplazados como [17]

(8) f(x) ≈
N∑
j=0

ajP
(α,β)
L,j (x),

donde los coeficientes aj , de manera análoga a (6), están dados por

(9) aj =
1

hj

∫ L

0
w

(α,β)
L (x)u(x)P

(α,β)
L,j (x) dx, j = 0, 1, . . .

2.1. Aproximación de derivadas de orden arbitrario mediante polinomios
ortogonales. En lo que sigue se propone una forma de aproximación de derivadas frac-
cionarias en el sentido de Caputo para funciones f(x) cuadrado integrables en el intervalo
[a, b]. Para esto A denotará el conjunto formado por todas las familias de polinomios orto-
gonales sobre el intervalo [a, b] y {Pn(x)}n∈N ⊂ A es una familia de polinomios ortogonales
arbitraria.

1Una función real f(x) es cuadrado integrable en [a, b], si
∫
(0,L)

|f(x)|2dx < ∞.
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Dada la linealidad del operador diferencial fraccionario de Caputo Dv con v > 0, es
natural pensar que si tenemos una aproximación de la función f(x) en [a, b] por polinomios
ortogonales, digamos

(10) f(x) ≈
m∑
n=0

cnPn(x), entonces Dvf(x) ≈
m∑
n=0

cnD
vPn(x).

En (10) identificamos que un paso clave para aproximarDvf(x) es conocer explícitamente
la derivada fraccionaria de Caputo de cada Pn(x) en la familia de polinomios ortogonales
en cuestión, lo que a su vez nos lleva de manera natural a lo siguiente: Si el polinomio es
prepresentado por una serie de potencia

(11) Pn(x) =

n∑
i=0

aix
i, entonces DvPn(x) =

n∑
i=0

aiD
vxi,

y como manejamos de manera explícita Dvxi, tenemos

(12) DvPn(x) =
n∑

i=dve

ai
Γ(i+ 1)

Γ(i+ 1− v)
xi−v.

Sean v > 0 y p(x) ∈ A un polinomio de grado menor que dve. Entonces

(13) Dvp(x) = 0.

Esto es una consecuencia directa de aplicar el operador fraccionario de Caputo a la
expresión xβ con β < dve.

Observación 1. La derivada fraccionaria de orden v > 0 en el sentido de Caputo para
Pn(x) ∈ {Pi(x)}i∈N ⊂ A está dada por

(14) DvPn(x) =
n∑

i=dve

Ai,v x
i−v.

donde Pn(x) =
n∑
i=0

aix
i, y Ai,v = ai

Γ(i+ 1)

Γ(i+ 1− v)
. Así, la derivada fraccionaria de orden

v > 0 en el sentido de Caputo para Pn(x) puede aproximarse por

(15) DvPn(x) ≈
m∑
j=0

Bn,jPj(x), donde Bn,j =

n∑
i=dve

Ai,vbj .

La observación sigue al considerar la ecuación (14) y la aproximación

(16) xi−v ≈
m∑
j=0

bjPj(x).

Al aplicar las observaciones anteriores al caso de polinomios desplazados de Jacobi, se
recupera el resultado de Doha et. al. en [17], el cual presentamos a continuación.
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Theorem 2.1. La derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden v del polinomio
de Jacobi desplazado de grado i esta dada por

(17) DvP
(α,β)
L,i (x) =

∞∑
j=0

Sv(i, j, α, β)P
(α,β)
L,j (x), i = dve, dve+ 1, . . .

donde

Sv(i, j, α, β) =

i∑
k=dve

(−1)i−kLγ−vΓ(j + β + 1)Γ(i+ β + 1)Γ(i+ k + γ)

hjΓ(j + γ)Γ(k + β + 1)Γ(i+ γ)Γ(k − v + 1)(i− k)!

×
j∑
l=0

(−1)j−lΓ(j + l + γ)Γ(α+ 1)Γ(l + k + β − v + 1)

Γ(l + β + 1)Γ(l + k + γ − v + 1)(j − l)!l!
, γ = α+ β + 1.

3. Aproximación numérica de derivadas fraccionarias por momentos
ortogonales.

En esta esta sección se presenta un algoritmo que permite hacer implementaciones
numéricas de aproximaciones de derivadas fraccionarias de diversas funciones, basándo-
nos en nuestras observaciones y en las familias de polinomios ortogonales vistas en las
secciones anteriores.

Algoritmo 1. Dada una función f(x) ∈ L2[a, b], obtendremos una aproximación de su
derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden v, siguiendo estos pasos:

1. Seleccione una familia de polinomios ortogonales {Pn(x)}n∈N ⊂ A y un subcon-
junto de nodos X = {xi}i∈I ⊂ [a, b].

2. Dada la aproximación

f(xi) ≈
N∑
n=0

cnPn(xi), en cada xi ∈ X

escriba Fi = f(xi) y forme la matriz F = [F0|F1| ... |FN ]T , por otro lado considere

C = [c0| c1| . . . | cN ]T, Pi = [P0(xi), P1(xi), . . . , PN (xi)]
T, P = [P0|P1| . . . |PN ],

y forme el sistema matricial

(18) P · C = F y obtenga C = P−1 · F.

3. Calcule DvPi = [DvP0(xi), D
vP1(xi), . . . , D

vPN (xi)]
T y obtenga

(19) DvP = [DvP0|DvP1| . . . |DvPN ].

4. Calcule

(20) DvF =
(
DvP

)
· C,

la cual corresponderá a la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden
v de la función f(x) en X = {xi}i∈I ⊂ [a, b].
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(a) (b)

Figura 1. (a) Errores relativos de aproximaciones de derivadas fraccio-
narias de Caputo de orden v ∈ [0, 5]; y cardinalidad N = 15 de polinomios
de Chebyshev de tipo 2, con funciones de ejemplo exp(x) (◦), sin(x) (∗),
cos(x) (x), x10 (�) x5 (+). (b) Logaritmo del error relativo para la base
(B7) en función del orden de la derivada y de la cardinalidad de la base.

4. Resultados

En esta sección ilustramos el rendimiento del algoritmo. Como ejemplos consideramos
derivadas de Caputo de orden v > 0 con transformaciones del polinomio de Jacobi para
una serie de funciones de ejemplo, donde las funciones y su derivada analítica de Caputo
de orden v > 0 son mostradas en Tabla 1, (ver Gorenflo y Mainardi, [5]) donde m = dve

i fi(x) Dvf(x)

1 exp(x) xm−vE1,m−v+1(x)

2 cos(x) 1
2 i
mxm(E1,m−v+1(ix) + (−1m)E1,m−v+1(−ix))

3 sin(x) −1
2 i
m+1xm(E1,m−v+1(ix)− (−1m)E1,m−v+1(−ix))

4 x10 x10−v(Γ(11))/(Γ(11− v))

5 x5 x5−v(Γ(6))(Γ(6− v))
Cuadro 1. Funciones de ejemplo con expresiones analíticas de derivada
fraccionaria de Caputo.

y Ei,j(x) es la función de Mittag-Leffler de 2 parámetros, que es una generalización de la
función exponencial definida por una serie (Podlubny [2]).

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α, β > 0, α, β ∈ R, z ∈ C.
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Consideramos vectores Ve ∈ Rn, con n = 500 nodos equidistantes en el intervalo [a, b],
que representan una expresión analítica de las derivadas fraccionarias de la función ejem-
plo y los vectores Vapp ∈ Rn de valores numéricos de expresiones analíticas aproximadas.

En Figura 1 (a), los errores relativos son calculado en la norma `2 por

εr =
‖Ve − Vapp‖2
‖Ve‖2

, ‖v‖2 =

√√√√ n∑
i=1

v2i , para cada v ∈ Rn.

de la aproximación de la derivada fraccionaria con distintos ordenes v ∈ [0, 5] son com-
parados para los funciones de ejemplo en el intervalo [0, 2]; para aproximaciones de poli-
nomios de Chebyshev de tipo 2 con cardinalidades {5, 10, 15}. Se puede apreciar un error
relativo que crece como el orden de la derivada v ∈ [0, 5] crece.

En Figura 1 (b) se visualiza la dependencia de error relativo (tomando el logaritmo con
base 10) de derivadas fraccionarias de Caputo en dependencia del orden de la derivada
y de la cardinalidad. Se puede apreciar que los errores relativos más pequeños ocurren
cuando la cardinalidad de la base polinomial es más grande (N = 15).
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