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APROXIMACION NUMERICA DE DERIVADAS FRACCIONARIAS
POR POLINOMIOS ORTOGONALES

G. VERGARA-HERMOSILLA! AND S. BERRES?

RESUMEN. Las derivadas fraccionarias son un tema emergente con docenas de defi-
niciones distintas, que a la vez provocan una debate en marcha sobre cuales son las
definiciones correctas y cuales no, implicando que eventualmente la mayoria de trabajos
con definiciones inprecisas resultaran obsoletos. Asi mismo, no hay un consenso esta-
blecido sobre métodos numéricos robustos de proposito general para calcular derivadas
fraccionarias, como tipicamente los métodos son tejidos a mano para una ecuaciéon y
una definicién particular; un enfoque prometedor utiliza polinomios ortogonales, da-
do su aplicabilidad versatil a distintos campos de procesamiento de datos. En esta
contribucion la derivada fraccionaria de Caputo de funciones reales integrables son
aproximadas numéricamente por una descomposiciéon de la funcién considerada por
una serie de momentos ortogonales, que son establecidos por una clase de polinomios
ortogonales. La metodologia consiste en primero aproximar la funcién por una serie de
momentos ortogonales, para luego asociar las ponderaciones calculadas de la funcion
aproximada en el espacio de frecuencias con las derivadas fraccionarias de las deriva-
das analiticas de los momentos ortogonales calculados anteriormente. Documentamos
la implementaciéon numérica del método discreto y reportamos los errores relativos de
las aproximaciones.
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1. INTRODUCCION

En una carta a L’Hopital, Leibniz se asombro sobre el significado de una derivada de
orden 1/2 [3]; Una primera aplicaciéon de una media derivada (derivada de orden 1/2) era
1



2 G. VERGARA-HERMOSILLA AND S. BERRES

la soluciéon de la ecuacion integral del problema de Tautochrona (Abel 1823, ver [3, 4]).
Para mayores detalles ver las revisiones historicas [5] y méas temporaneas |2, 4, 6].

Modelos de derivadas fraccionares describen el fenémeno de difusiéon anémala, como por
ejemplo la estructura interna de células vivientes [10], la descripcion del movimiento de
agua en pozos de petroleo altamente heterogéneos [8] o estrategias de diferentes especies
de animales de encontrar comida [9]; en estos contextos, la llamada super-difusion es capaz
de describir desplazamientos de larga distancia que interrumpen permanencias largas en
un area local. La difusién anémala es una descripcion en escala macro, que podra ser
formulada en micro-escala como movimiento estocéstico de una particula en términos
de un vuelo de Levy. Con este concepto se podréan describir fenémenos de transporte
por ejemplo en un plasma refiando [11] o en la fisica de fluidos [12], contaminantes en
aquiferos [1| o particulas cargadas en solidos amorfos |13, 14].

Segtn [18] un operador de derivadas fraccionarias deberia cumplir con los siguientes
criterios: el operador debe ser (1) lineal, (2) consistente con derivadas enteras no-negativas
(incluyendo la derivada cero), (3) cumplir con la regla de Leibniz generalizada, es decir la
regla de productos para una derivada de orden arbitraria, eventualmente no-entera. Hay
una abundancia de definiciones diferentes [7], pero esencialmente las definiciones clésicas
lo cumplen y muchas de los demés no las cumplen.

Se podran identificar dos rutas para el cilculo fraccionario, lo que sigue con definiciones
continuas y discretas, respetivamente [5]. La definicion de integro-diferencial de Riemann-
Liouville y diferencio-integral de Caputo, ambas reflejan la formula integral de Cauchy
[4], que contemplan integrales impropias, mientras la definiciéon de Griinwald-Letnikov es
una represetacion algebraica con una sumatoria infinita |2].

Atn no hay un estandar definido como se deberia calcular numéricamente derivadas
fraccionarias de manera robusta. Las definiciones clésicas incluyen integrales singulares
o sumas infinitas, que obstaculizan aproximaciones precisas y robustas a partir de ellos.
Definiciones modernas tipicamente no cumplen con los criterios mencionados. Dado que
la mayoria de definiciones estan disefiadas para funcionar bien con argumentos analiticos,
ellos no dan una pista inmediata de cémo se podran formular aproximaciones numéri-
cas consistentes, eficientes y robustas. En esta contribucién seguimos a la sugerencia
de [15, 16] para un célculo numérico de derivadas fraccionarias, donde la idea basica con-
siste en combinar aproximaciones de funciones polinomios ortogonales, como por ejemplo
polinomios de Chebyshev de primer orden, con la derivada clasica de Caputo.

2. PRELIMINARES MATEMATICOS

En esta seccién, presentamos los preliminares de calculo fraccional y algunas propie-
dades de polinomios desplazados de Jacobi. Sea m el menor entero que es mayor que v,
entonces el operador de la derivada fraccionaria de Caputo de orden v > 0 es definido
como:

JMVD™ f(x) si m—1<v<meN,

e D) = D™ f(x) si a=meN
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donde
1 x
J”ga::/ z—1y)" Lg(y) dy, v>0,z>0.
@) =557 [ =0""ow)

La diferenciacion fraccional de Caputo es una operacion lineal,

D"(Af(2) + pg(x)) = AD"f(x) + pD"g(x).

La derivada fraccionaria de Caputo de polinomios se basa en la siguiente férmula

(2)

0 para c€N A ¢ < [v],
DUJ,;C:
T 1
Cd(fl_’__lavc_” para (CEN/\CE[UW) \ (C¢NAC>(U]>.

Los polinomios de Jacobi son una sucesiéon de polinomios {Pl-(a’ﬁ )(z)}iEN, cada uno
de grado i respectivamente definidos en el intervalo [—1, 1], y asociados a los «, § > 1.
Para usar estos polinomios ortogonales en un intervalo acotado (0, L), se introduce el
cambio de variable z = 2z/L — 1. Estos polinomios son conocidos como polinomios de

Jacobi desplazados y son denotados por Péag’ﬁ ), Ademas, estos satisfacen la relaciéon de
ortogonalidad

I LOBHD(k+a+ DT(k+ B+ 1) P
(3) / PP W de = by = { @k +a+ B+ DRE(k +a+ B+ 1) -
0 0, i # J,

(,8)

donde w; " (z) = 2°(L — x)®. Los polinomios de Jacobi desplazados con pardmetros
a, B > —1 pueden ser generados mediante la relacion de recurrencia

(4)
Péaﬁ) (:E) — (

a+B+2n—1)(a? -2 +z(a+ B +2n)(a+ B+ 2n—2))
2n(a+ p+n)(a+ B+ 2n—2)
(a+n—1)(B+n—1)(a+B+2n)

o (,8)
n(la+p+n)(a+ 0 +2n—2) P2y (2),

P (x)

a+B+2 o —
donde Péa’ﬁ) (x)=1y Pl(a’ﬁ) (z) = 5 T+ 5 ﬁ

En lo que sigue centraremos nuestro interés en distintos polinomios ortogonales des-
plazados, los cuales han sido usados por distintos autores para aproximar y obtener so-
luciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias |15, 16, 17]. Las familias de polinomios
con los cuales trabajaremos son los polinomios desplazados de Chebyshev de primer tipo

Tt i(z) y los polinomios desplazados de Jacobi Péoi’ﬁ ) (). A continuaciéon presentaremos
relaciones de dependencia entre ambos polinomios desplazados:

) Toale) = iy P @)
2



4 G. VERGARA-HERMOSILLA AND S. BERRES

Es bien conocido que es posible aproximar funciones f(z) cuadrado integrable! me-
diante polinomios ortogonales, en efecto, si consideramos un conjunto finito de polinomios
ortogonales {Py(x), Pi(z), ..., Pn(x)} (arbitrarios) definidos en el intervalo [a, ], conta-
mos con el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea f(x) una funcion continua en [a,b]. Entonces existen coeficientes
co, C1, ..., CN tales que la funcion

b N 2
E = / w(x) (Z cnPn(x) — f(x)) dz
a n=0

es minima con respecto a dichos coeficientes.

Para demostrar este hecho se debe calcular el minimo de E al derivar con respecto a
cada ¢;. Usando las relaciones de ortogonalidad de dichos polinomios se obtiene

1

(6) Ck = ka

b
/w(x)Pk(:L‘)f(x) dex, Vk=0,..N,

b
donde Cy, = / w(x)P?(z)dz. Esto nos permite proponer
a

N
(7) f(z) ~ ZCnPN(x)v
n=0

donde los coeficientes ¢, podrian ser calculados de antemano mediante (6).
Asi, dada una funciéon f(z) cuadrado integrable en (0, L), esta puede aproximarse en
términos de polinomios de Jacobi desplazados como [17]

N
(8) @)~y P (@),
§=0
donde los coeficientes a;, de manera analoga a (6), estan dados por
L (" (@B (@)
9) a; = h'/o wy (:v)u(a:)PL?;’ (x) dx, j=0,1,...
J

2.1. Aproximaciéon de derivadas de orden arbitrario mediante polinomios
ortogonales. En lo que sigue se propone una forma de aproximaciéon de derivadas frac-
cionarias en el sentido de Caputo para funciones f(z) cuadrado integrables en el intervalo
[a, b]. Para esto A denotara el conjunto formado por todas las familias de polinomios orto-
gonales sobre el intervalo [a, b] y { P, () }nen C A es una familia de polinomios ortogonales
arbitraria.

1Una funcién real f(z) es cuadrado integrable en [a, b], si / |f (2)]?dx < oco.
(0,L)
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Dada la linealidad del operador diferencial fraccionario de Caputo DV con v > 0, es
natural pensar que si tenemos una aproximacion de la funcion f(x) en [a, b] por polinomios
ortogonales, digamos

(10) f(z) =~ Z cnPr(x), entonces DVf(x) =~ Z cn DY Py ().
n=0 n=0

En (10) identificamos que un paso clave para aproximar D" f(x) es conocer explicitamente
la derivada fraccionaria de Caputo de cada P,(z) en la familia de polinomios ortogonales
en cuestion, lo que a su vez nos lleva de manera natural a lo siguiente: Si el polinomio es
prepresentado por una serie de potencia

n n
(11) P,(z) = Z a;xz’, entonces DYP,(z) = Z a; D2,
i=0 i=0
y como manejamos de manera explicita DVz?, tenemos
n .
re+1) -
12 D"P, = ',
(12) dOEDS “Tlr1—o)"

1=[v]
Sean v > 0y p(x) € A un polinomio de grado menor que [v]. Entonces
(13) D*p(x) = 0.

Esto es una consecuencia directa de aplicar el operador fraccionario de Caputo a la
expresion z” con B < [v].

Observacion 1. La derivada fraccionaria de orden v > 0 en el sentido de Caputo para
P,(x) € {Pi(x)}ien C A estd dada por

(14) D'Py(z)= > Az
i=[v]
r 1
donde P, ( Zazx Yy Ay = azI‘(z(—Zk—:—) 5 Ast, la derivada fraccionaria de orden

v>0 en el sentzdo de Caputo para P,(x) puede aprozimarse por

(15) DVP,( ZBWP donde  Bnj= Y Aiubj.
i=[v]

La observacion sigue al considerar la ecuacion (14) y la aproximacion
m
(16) 27" Ry biPy(x)
7=0

Al aplicar las observaciones anteriores al caso de polinomios desplazados de Jacobi, se
recupera el resultado de Doha et. al. en [17], el cual presentamos a continuacion.
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Theorem 2.1. La derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden v del polinomio
de Jacobi desplazado de grado i esta dada por

(17) ZS i,j,0, 8P (@), i= (], o] + 1,

donde

¢ (—1)FLT(G 4+ B+ DG+ B+ DG+ k+7)
Suli gy, B) = Zﬂhr(ﬁw) D(k+ 8+ 1L +9)0(k —v+1)(i — k)!

J Jlrg+l+7) (a+ DT +k+B—-v+1)
Z

T+ B+ D) (+k+~y—v+1)G—Dul

vy=a+B+1
=0

3. APROXIMACION NUMERICA DE DERIVADAS FRACCIONARIAS POR MOMENTOS
ORTOGONALES.

En esta esta seccion se presenta un algoritmo que permite hacer implementaciones
numéricas de aproximaciones de derivadas fraccionarias de diversas funciones, basidndo-
nos en nuestras observaciones y en las familias de polinomios ortogonales vistas en las
secciones anteriores.

Algoritmo 1. Dada una funcion f(x) € L?[a,b], obtendremos una aproximacion de su
derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden v, siguiendo estos pasos:

1. Seleccione una familia de polinomios ortogonales {Pp(z)}nen C A y un subcon-
gunto de nodos X = {z;}icr C la,b].
2. Dada la aproximacion

Z cnPr(x;), en cada z; € X

escriba Fy = f(x;) y forme la matriz F = [Fy| F1| ... |Fn]T, por otro lado considere
C = [00’61‘ ...’CN]T, PZ: [PQ(.%'Z'),Pl([Bi),...,PN(xi)]T, P = [P0’P1| ‘PN],

y forme el sistema matricial

(18) P-C=F yobtenga C=P ' F

3. Calcule DV P; = [DPy(x;), DV Py (z;), ..., D" Py (x;)]* y obtenga
(19) DYP = [D'Py|D"Py| ... | D" Py].

4. Calcule
(20) D'F = (D"P) - C,

la cual corresponderd a la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden
v de la funcion f(z) en X = {x;}icr C [a,b].
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FIGURA 1. (a) Errores relativos de aproximaciones de derivadas fraccio-
narias de Caputo de orden v € [0, 5]; y cardinalidad N = 15 de polinomios
de Chebyshev de tipo 2, con funciones de ejemplo exp(x) (o), sin(x) (x),
cos(z) (z), 1Y (O) 25 (+). (b) Logaritmo del error relativo para la base
(B7) en funcion del orden de la derivada y de la cardinalidad de la base.

4. RESULTADOS

En esta seccién ilustramos el rendimiento del algoritmo. Como ejemplos consideramos
derivadas de Caputo de orden v > 0 con transformaciones del polinomio de Jacobi para
una serie de funciones de ejemplo, donde las funciones y su derivada analitica de Caputo
de orden v > 0 son mostradas en Tabla 1, (ver Gorenflo y Mainardi, [5]) donde m = [v]

i fi(z) D f(x)

1 exp(x) 2" B g1 ()

2 cos(z)  Aima™(Bym-vi1(iz) + (—1™) Bl m—pt1(—i))

3 sin(z) —LimTa™(Ey oy (iz) — (—1™) By i (—iz))
4 210 z1972(0(11)) /(D (11 — v))

5 ad z57°(T'(6))(T'(6 — v))

CUADRO 1. Funciones de ejemplo con expresiones analiticas de derivada
fraccionaria de Caputo.

y E; j(z) es la funcion de Mittag-Leffler de 2 parametros, que es una generalizacion de la
funcion exponencial definida por una serie (Podlubny [2]).

0 k

V4
EO! = 9 9 9 9 R? .
8(2) kZO—F(akJrﬂ) a, 3>0 a, BeR, zeC
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Consideramos vectores V, € R™, con n = 500 nodos equidistantes en el intervalo [a, b],
que representan una expresion analitica de las derivadas fraccionarias de la funcion ejem-
plo y los vectores Vg, € R" de valores numéricos de expresiones analiticas aproximadas.

En Figura 1 (a), los errores relativos son calculado en la norma ¢2 por

Ve = Vappll2
gp = ——— 7% vl|ls =
o 3

n
Z v? para cada v € R"™.
=1

de la aproximacion de la derivada fraccionaria con distintos ordenes v € [0,5] son com-
parados para los funciones de ejemplo en el intervalo [0, 2]; para aproximaciones de poli-
nomios de Chebyshev de tipo 2 con cardinalidades {5, 10, 15}. Se puede apreciar un error
relativo que crece como el orden de la derivada v € [0, 5] crece.

En Figura 1 (b) se visualiza la dependencia de error relativo (tomando el logaritmo con
base 10) de derivadas fraccionarias de Caputo en dependencia del orden de la derivada
y de la cardinalidad. Se puede apreciar que los errores relativos més pequenos ocurren
cuando la cardinalidad de la base polinomial es mas grande (N = 15).
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