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RÉGULARISATION DES TRACES DIVERGENTES,

EXTENSION DE LA NOTION DE TRACE.

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. Dans cet article on s’intéresse à la régularisation des traces di-
vergentes. La notion de trace joue un rôle fondamentale en géométrie non
commutative. On peut interpréter la trace comme un ”opérateur” qui rem-
place l’intégration en analyse classique. Le problème posé est de savoir si on
peut étendre la trace à des opérateurs non traçables sur un espace d’opérateurs
incluant les opérateurs ayant une trace de Dixmier.

1. Introduction

Soit (A,F ,L) le triplet, sur un espace de Hilbert séparable H , définit par la
donnée d’une C∗ sous-algèbre fermée de B (H) espace des opérateurs bornés de H ,
d’un opérateur F de H vérifiant

F = F∗, F2 = 1H ,

[a,F ] ∈ K (H) pour tout a ∈ A

où K (H) est l’espace des opérateurs compacts de H , et d’une forme linéaire L de
domaine dom(L) contenant l’idéal bilatère des opérateurs traçables et vérifiant la
positivité de L

L (a) > 0 si a ∈ dom(L)+ = {a ∈ dom(L) : 〈ax, x〉 > 0, ∀x ∈ H} ,

et la centralité de L, c’est-à-dire,

L (ab) = L (ba)

si ab ∈ dom (L) et ba ∈ dom (L) et qui soit une extension des traces de Lidskii,
Grothendieck et Dixmier. L’étude des traces a été développée par Grothendieck [4].
La trace de Lidskii est décrite dans [10]. Les traces de Dixmier sont développées
dans [3]. Peut-on élargir les classes d’opérateurs compacts dans les espaces de
Schatten sur lesquelles les notions de traces de Dixmier, Lidskii et Grothendieck
existent?

Remark 1. On rappelle qu’un module de Fredholm impair sur une C∗-algèbre est

la donnée d’une ∗-représentation de A dans un espace de Hilbert H, notée A, et

d’un opérateur auto-adjoint F de H tel que

a
(
F2 − 1H

)
et [a,F ] ∈ K (H) , ∀a ∈ A.
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Le module de Fredholm est pair si H est Z2-gradué
(
ǫ2 = 1H

)
et les opérateurs

de la représentation de A dans H commutent avec ǫ

[a, ǫ] = 0H , ∀a ∈ A

et F anticommute avec ǫ

{F , ǫ} = 0H .

On peut supposer F2 = 1H modulo la relation d’équivalence définie dans la

théorie de Kasparov [8]. La paire (A,F), dans le triplet (A,F ,L), définit un module

de Fredholm.

2. Espaces de Schatten

On reprend les notations de Connes [1] et on rappelle les résultats développés
sur les idéaux de Schatten. Les idéaux de Schatten sont les idéaux de K (H) de la
forme

Lp (H) =

{
T ∈ K (H) :

+∞∑

n=1

µn (|T |)
p
< +∞

}

où {µn (|T |)} est l’ensemble des valeurs singulières de T , indexées par ordre décroissant
et comptées avec leur ordre de multiplicité. Les idéaux bilatères

Lp− (H) =

{
T ∈ K (H) :

+∞∑

n=1

n
1
p
−1µn (|T |) < +∞

}
, p ∈ [1,+∞]

munis de la norme

‖T ‖p−

=

+∞∑

n=1

n
1
p
−1µn (|T |)

est un espace de Banach dont la boule unité est faiblement compact. On a les
propriétés suivantes

Proposition 1. L1− (H) = L1 (H) et si p < q

Lp (H) ⊂ Lp− (H) ⊂ Lq (H) .

Les idéaux bilatères Lp+ (H) sont

Lp+ (H) =

{
T ∈ K (H) : σn = O

(
n∑

k=1

k−
1
p

)}

où p ∈ [1,+∞[, σn (T ) =
∑n

k=1 µn (|T |) et pour p = +∞,

L∞+ (H) = K (H) .

On a les propriétés suivantes,

Proposition 2. Si p < q

Lp (H) ⊂ Lp+ (H) ⊂ Lq (H) ,

L1+ (H) = {T ∈ K (H) : σn (T ) = O (log (n))}

et pour p ∈ ]1,+∞[

Lp+ (H) =
{
T ∈ K (H) : µn (|T |) = O

(
n− 1

p

)}
.
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La norme sur Lp+ (H) définie par

‖T ‖p+
= sup



σn (T )

(
n∑

k=1

k−
1
p

)−1

: n > 1





fait de Lp+ (H) un espace de Banach. L’espace L
p+

0 (H) est l’adhérence de l’idéal
des opérateurs de rang fini de Lp+ (H). On a

L
p+

0 (H) =
{
T ∈ K (H) : µn (|T |) = o

(
n− 1

p

)}

L
1+
0 (H) = {T ∈ K (H) : µn (|T |) = o (log (n))} .

Si
1

p
+

1

q
= 1 avec p, q ∈ [1,+∞]

Lq− (H) s’identifie au dual de L
p+

0 (H) et Lp+ (H) au dual de Lq− (H). La dualité
est définie à partir de la forme bilinéaire

(T, S) −→ Tr (TS)

sur les paires d’espaces où cette forme bilinéaire est définie. Tous les résultats,
énoncés précédemment, sont développés dans [1] et [2].

3. ζ-régularisation des traces

L’ensemble des valeurs singulières de T , notées

µ1 (|T |) > µ2 (|T |) > · · · > µn (|T |) > · · · > 0

comptées avec leur ordre de multiplicité, s’écrit sans ordre de multiplicité sous la
forme

λ1 (|T |) > λ2 (|T |) > · · · > λn (|T |) > · · · > 0

avec

{µ1 (|T |) , µ2 (|T |) , · · · , µn (|T |) , · · · }
∗
= {λ1 (|T |) , λ2 (|T |) , · · · , λn (|T |) , · · · } ,

on note an l’ordre de multiplicité de λn (|T |). Soit

λ > sup {λn (|T |)}

la série de Dirichlet d’indice λ associée à l’opérateur compact T est définie par

φλ (z) =

+∞∑

n=1

ane
−z log( λ

λn
) avec an ∈ N

∗ et λn = λn (|T |) .

Si l’abscisse de convergence simple σc de φλ est réel, un théorème de Landau [9]
permet d’affirmer que σc est un point singulier et que l’abscisse d’holomorphie σh

vérifie

σh = σc.

Proposition 3. Si l’abscisse de converge simple σc de φλ vérifie σc < 1 alors T
est un opérateur traçable et

Tr (|T |) = λφλ (1)

avec

Tr (T ) =

+∞∑

n=1

µn (T ) .
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On note

A (x) =
∑

16k6x

ak, Aλ (x) =
∑

λk6x

ak

et

σn =
n∑

k=1

µn (|T |) .

Lemma 1. On a

λnA (n) 6 σA(n) 6 λ1A (n) ,

en particulier, si

σn = O (log (n))

alors

λn = O

(
log (A (n))

A (n)

)
.

Proof. On a
n∑

k=1

akλk =

A(n)∑

k=1

µk (|T |) = σA(n).

�

L’idée est d’étendre la notion de trace à des opérateurs compact T non traçable,
c’est-à-dire pour lesquels l’abscisse de convergence de la série de Dirichlet associé
est > 1. Si il existe une extension méromorphe de φ, on pourra sous certaines
hypothèses définir une trace pour ces opérateurs.

Theorem 1. Soit

L = lim sup
n−→+∞

log (A (n))

|log (λn)|

alors si L > 0 on a σc = L et si L = 0 alors σc 6 0.

Proof. C’est le théorème de Dirichlet appliqué à la série φλcar L > 0 si L ∈ R. �

Definition 1. σc = σc (T ) est l’abscisse de convergence de l’opérateur de T .

Corollary 1. Sur l’espace de Schatten L1+ (H), l’abscisse de convergence est ma-

jorée par 1.

Proof. Sur L1+ (H), σn = O (log (n)), il existe une constante K > 0 telle que

λn 6 K
log (A (n))

A (n)

log (A (n))

|log (λn)|
6

log (A (n))

log (A (n))− log (log (A (n)))− log (K)
, ∀n > N

où N est le premier entier n pour lequel K log(A(n))
A(n) < 1 et ainsi

L = lim sup
log (A (n))

|log (λn)|
6 1.

�
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Corollary 2. Si ϕ vérifie

lim
x→+∞

ϕ (x)

x
= 0,

sur l’espace de Schatten

L1+
ϕ (H) = {T ∈ K (H) : σn = O (ϕ (n))}

l’abscisse de convergence est majorée par

L 6
1

1− l
où l = lim sup

n→+∞

log (ϕ (n))

log (n)
.

Proof. On a

0 < λn 6 K
ϕ (A (n))

A (n)

log (λn) 6 log (K)− log (A (n)) + log (ϕ (A (n)))

|log (λn)| > log (A (n))− log (ϕ (A (n)))− log (K) > 0, ∀n > N

où N est le premier entier n pour lequel K ϕ(A(n))
A(n) < 1 et

log (A (n))

|log (λn)|
6

log (A (n))

log (A (n))− log (ϕ (A (n)))− log (K)

=
1

1− log(ϕ(A(n)))
log(A(n)) − log(K)

log(A(n))

,

soit

l = lim sup
n−→+∞

log (ϕ (n))

log (n)

alors

L 6
1

1− l
.

�

Soit T un opérateur compact infinitésimal d’ordre α > 1 on va montrer que
σc (T ) < 1. On vérifie d’abord que L 6 1 car

σn (|T |) = O (ϕ (n))

avec

ϕ (n) =

n∑

k=1

1

kα
.

La limite

lim
n−→+∞

ϕ (n)

n
= 0

car pour α > 1

lim
n−→+∞

ϕ (n) = ζ (α) et lim sup
n−→+∞

log (ϕ (n))

log (n)
= 0,

où ζ (α) est la valeur de la fonction zêta en α, donc L 6 1. Les coefficients de la
série de Dirichlet associée à T sont positifs, si L = 1, le théorème de Landau nous
permet de dire que 1 est une valeur singulière de cette série ce qui est impossible
car il existe une constante C telle que ∀n > 1, µn (|T |) 6 C 1

nα et

lim
x→1+

φT (t) =

+∞∑

n=1

µn (|T |) 6 Cζ (α) < +∞
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et φT est strictement décroissante pour t > 1. On peut donc trouver un α < 1 tel
que Tα soit un opérateur traçable.

Theorem 2. L’ordre d’un opérateur infintésimal d’ordre α > 1 a une série de

Dirichlet d’abscisse de convergence σc (T ) < 1.

Remark 2. Si ϕ (x) = xα,

lim
n−→+∞

ϕ (n)

n
= 0

si α ∈ ]0, 1[. On a

l = lim sup
n−→+∞

log (nα)

log (n)
= α

l’abscisse de convergence sur l’espace de Schatten

L1+
α (H) = {T ∈ K (H) : sn (|T |) = O (nα)}

est majorée par 1
1−α

.

4. Prolongement analytique de φλ

Classiquement pour étudier le prolongement analytique d’une série de Dirichlet

φ (z) =
+∞∑

n=1

ane
−ρnz

on introduit la fonction

Φ (z) =
+∞∑

n=1

ane
−τnz, τn = eρn ,

on est donc amené à étudier la série de Dirichlet

Φλ (z) =
+∞∑

n=1

ane
− λ

λn
z , an = dim (Eλn

) .

Si l’abscisse de convergence σc de φλ vérifie σc < +∞ alors Φλ (z) converge sur
le demi-plan Re (z) > 0. Pour tout z tel que Re (z) > sup {σc, 0} on a

φλ (z) =
1

Γ (z)

∫ +∞

0

Φλ (t) t
z−1dt

et pour tout σ > sup {σc, 0}

Φλ (z) = v.p.
1

2iπ

∫ σ+i∞

σ−i∞

Γ (t)φλ (t) t
−zdt

où v.p. désigne la valeur principale de l’intégrale. Si T ∈ L1+ (H) alors l’abscisse de
converge simple σc est inférieur ou égal à 1, donc Φλ (z) converge pour Re (z) > 0
et 0 est une valeur singulière de Φλ.

Theorem 3. Soit T ∈ L1+ (H)+, si 0 est un pôle de Φλ d’ordre p alors φλ a un

prolongement méromorphe, de pôle simple 1. En particulier, 0 est un pôle simple

de Φλ.
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Proof. Le théorème de Hardy-Fekete [9], permet d’affirmer que sous ces hypothèses
φλ a un prolongement méromorphe sur tout le plan complexe C avec comme seuls
pôles éventuels en 1, 2, · · · , p, d’ordre 1. Le théorème de Landau nous dit que le seul
pôle est 1 car φλ est holomorphe pour Re (z) > ch = 1 et 1 est un point singulier
de φλ. Le pôle en 0 est donc un pôle simple de Φλ. �

On peut généraliser ce théorème à l’espace de Schatten L
1+
ϕ (H) qui est l’idéal

bilatère engendré par les opérateurs compacts T ∈ K (H) tels que σn (|T |) =
O (ϕ (n)).

Theorem 4. Si

lim
x−→+∞

ϕ (x)

x
= 0

alors pour T ∈ L
1+
ϕ (H)

+
, si 0 est un pôle de Φλ d’ordre p alors φλ a un prolonge-

ment méromorphe, de pôles simples appartenant à
{
1, 2, · · · , E

(
1

1−l

)}
où

l = lim sup
n−→+∞

log (ϕ (n))

log (n)

et E
(

1
1−l

)
est la partie entière de 1

1−l
. En particulier, 0 est un pôle de Φλ, d’ordre

6 E
(

1
1−l

)
.

Proof. La démonstration se calque sur la démonstration du théorème précédent. �

Remark 3. Soit T ∈ K (H) un opérateur infinitésimal d’ordre > 1 alors φT admet

un prolongement analytique sur C. Pour tout s ∈ R, on définit la trace de T s par

Tr (T s) = φ̂T (s) (4.1)

où φ̂T est l’unique prolongement analytique de φT à C.

5. Trace de Dixmier

Soit T ∈ L1+ (H)
+
, où L1+ (H)

+
est l’ensemble des opérateurs positif de L1+ (H)

et φλ, Φλ les séries de Dirichlet associées alors 0 est une valeur singulière de Φλ.
Si 0 est un pôle de Φλ, il est d’ordre 1 et on a que 1 est un pôle d’ordre 1 ou une
valeur régulière de φλ. Sous cette dernière hypothèse, φλ se prolonge sur C en une
fonction holomorphe, donc T ∈ L1 (H). Si 1 est un pôle d’ordre 1, le résidu de φλ

en 1 s’écrit

Res 1 (φλ) = lim
z−→1

(z − 1)φλ (z) .

Remark 4. Avec les hypothèses précédentes, λRes 1 (φλ) est indépendant du choix

de λ.

Definition 2. La trace de T ∈ L1+ (H)
+

est définie par, si Φ1 a un pôle en 0
d’ordre fini,

Tr̟ (T ) = Res 1 (φ1) .

On dit que T ∈ L1+ (H)+ est un opérateur fini si Φλ a un pôle d’ordre d’ordre fini

en 0.

Remark 5. Cette définition est indépendante du choix de λ.
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Theorem 5. Si T ∈ L1+ (H)
+

est un opérateur fini alors Tr̟ (T ) est la trace de

Dixmier de T , notée Tr ω (T ). En particulier, les opérateurs finis de L1+ (H)
+
sont

des opérateurs mesurables.

Proof. Pour un opérateur fini T ∈ L1+ (H)+, soit Tλ = 1
λ
T , λ > sup {λn}. On pose

J (z) = Tr (T z
λ) , Re (z) > 1,

en utilisant les résultats de [2] ou [5], il y a équivalence entre

lim
s−→1+

(s− 1)J (s) = L

et

lim
n−→+∞

1

log (n)

n∑

k=1

µk (T ) = L,

or

L = Tr̟ (Tλ) = Tr ω (Tλ)

on a donc l’égalité

Tr̟ (T ) = Tr ω (T ) .

En particulier, l’opérateur T est un opérateur mesurable. �

Remark 6. Pour λ > sup {λn (|T |)}

φλ (z) =

+∞∑

n=1

ane
−z log( λ

λn
) = e−z log(λ)

+∞∑

n=1

ane
−z log( 1

λn
),

log
(

1
λn

)
peut être strictement négatif pour un nombre fini d’entiers n. On se

ramène à un opérateur compact T dont les valeurs singulières sont 6 1 et on note

φT = φ1 et ΦT = Φ1 les séries de Dirichlet associées pour λ = 1.

Soit T ∈ K (H)
+
, si l’abscisse de convergence σ (T ) de φT est finie et 0 est un

pôle d’ordre p de ΦT alors p 6 E (σ (T )), où E (σ (T )) est la partie entière de σ (T ).
On note, pour q ∈ N∗

Res q (φT ) =

{
lim
z−→q

(z − q)φT (z) si q est un pôle simple de φT

0 sinon,

alors Res q (φT ) = 0 pour q > E (σ (T )).

Definition 3. On pose

Tr̟ (T ) = φT (1)

si φT a un prolongement holomorphe dans C et

Tr̟ (T ) =
∑

q∈N∗

Res q (φT ) =

E(σ(T ))∑

q=1

Res q (φT )

si φT n’est pas prolongeable en une fonction holomorphe sur C.

Remark 7. Pour T ∈ K (H)
+
, Tr̟ (T ) s’identifie à Tr (T ) si l’opérateur T est

traçable et à la trace de Dixmier Trω (T ) si ΦT a un pôle d’ordre fini en 0 pour

T ∈ L1+ (H)+ . L’application Tr̟ est-elle une extension des traces Tr et Trω sur

dom (Tr̟) =
{
T ∈ K (H)

+
: ΦT a un pôle d’ordre fini en 0

}
?
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6. Fonctions génératrices auxiliaires

L’espace des fonctions bornées sur un espace topologique X est un espace de
Banach pour la norme

‖f‖∞ = sup
x∈X

|f (x)| ,

on rappelle que f a une limite l à l’infini si pour tout ε > 0, il existe un sous-
ensemble fini E ⊂ X tel que

|f (x) − l| < ε, ∀x /∈ E

et on note
l = lim

∞
f

cette limite.

Definition 4. Une limite généralisée sur X est une forme linéaire Λ sur l∞ (X)
telle que si

f > 0 alors Λf > 0

et si

l = lim
∞

f alors Λf = l.

Λ est une forme linéaire bornée de norme 1, le théorème de Hahn-Banach donne
l’existence de telles formes Λ. Si G est un groupe qui opère sur l∞ (X), on dit que
Λ est invariante à gauche sous l’action de G si

Λ (g.f) = Λ (f) .

Sur l’espace X = R+∗, la moyenne de Cesàro est

χf (x) =
1

log (x)

∫ x

1

f (t)

t
dt, f ∈ l∞

(
R

+∗
)
,

on définit la forme linéaire Λ sur l∞ (R+∗) par

Λf = lim
x−→+∞

χf (x) .

Lemma 2. Λ est une limite généralisée sur l∞ (R+∗) invariante par homothétie.

Proof. Il faut vérifier que
Λfk = Λf , ∀k > 0

où
fk (x) = f (kx) , ∀x > 0.

On a

χfk (x) =
1

log (x)

∫ x

1

f (kt)

t
dt

=
1

log (x)

∫ kx

k

f (s)

s
ds, s = kt

|χfk (x)− χf (x)| =
1

log (x)

∣∣∣∣∣

∫ kx

x

f (s)

s
ds−

∫ k

1

f (s)

s
ds

∣∣∣∣∣ , k > 1 et x > k

lim
x−→+∞

|χfk (x)− χf (x)| = 0

car ∫ kx

x

|f (s)|

s
ds 6 ‖f‖∞ log (k) ,
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la forme Λ est une limite généralisée invariante par homothétie

Λ (fk) = Λ (f) , ∀k > 0

cette remarque permet de vérifier la linéarité de Λ et de définir une trace. �

Soit {A (n)} une suite strictement croissante de réels avec A (0) = 1, la moyenne
de Cesàro de f peut s’écrire sous la forme

χf (A (n)) =
1

log (A (n))

∫ A(n)

1

f (t)

t
dt

=
1

log (A (n))

n∑

k=1

∫ A(n)

A(n−1)

f (t)

t
dt.

On dit que la série
∑

an, à termes positifs, a pour fonction génératrice f pour
la mesure de Haar dx

x
, si il existe une suite {A (n)} strictement croissante telle que

A (0) = 1 et

an =

∫ A(n)

A(n−1)

f (t)

t
dt,

on peut définir la convergence généralisée de la série en posant,

+∞∑

n=1

an = Λ (f)

avec

Λ (f) = lim
x−→+∞

χf (x) ,

cette définition est indépendante du choix de la fonction génératrice f .

Definition 5. La série
∑

an, à termes positifs, est à divergence logarithmique si∑n
k=1 ak = O (log (n)).

Soit T ∈ L1+ (H) et
∑+∞

n=1 anλn où an est l’ordre de multiplicité de la valeur
propre λn avec

0 < λn+1 < λn

et

{µn (T )}
∗
= {λn} ,

on pose A (0) = 0, A (n+ 1) = A (n) + an et B (n) = eA(n). La fonction

f (t) = λn si t ∈ [B (n− 1) , B (n)[ et f (t) = 0 si t ∈ ]0, 1[

est une fonction génératrice de
∑+∞

n=1 anλn, car f ∈ l∞ (R+∗) et

∫ eA(n)

eA(n−1)

λn

t
dt = anλn.

Si T ∈ L1+ (H),
∑n

n=1 anλn est à divergence logarithmique, on définit la trace de
Dixmier de T ∈ L1+ (H) par

Tr ω (T ) = Λ (f) .

On peut généraliser cette construction à tout intervalle ]a, b[ de R. Soit v une
mesure positive sur ]a, b[, telle que

lim
x−→b−

χ (x) = +∞ et lim
x−→a+

χ (x) = 0
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où

χ (x) =

∫ x

a+

dv (t) = lim
y−→a+

∫ x

y

dv (t) , a < y < x < b,

la moyenne de Cesàro de f ∈ l∞ (]a, b[) est la fonction définie par

χf (x) =
1

χ (x)

∫ x

a+

f (t) dv (t) ,

∫ x

a+

f (t) dv (t) = lim
y−→a+

∫ x

y

f (t) dv (t) ,

on définit la forme linéaire Λ sur l∞ (]a, b[) par

Λ (f) = lim
x−→b−

χf (x) .

Lemma 3. Si la mesure de tout ensemble fini contenu dans ]a, b[, pour la mesure

ν, est nulle alors Λ est une limite généralisée sur l∞ (]a, b[).

Proof. Λ est une forme linéaire positive et de norme 1 car ν est positive. Si

lim
∞

f = l

alors ∀ε > 0, il existe un ensemble fini Aε de ]a, b[ tel que

|f (x)− l| 6 ε, ∀x /∈ Aε.

On a ∀ε > 0 et ∀x ∈ ]a, b[

|χf (x)− l| 6
1

χ (x)

∫ x

a+

|f (t)− l| dv (t)

=
1

χ (x)

∫ b

a

|f (t)− l|1Aε
dv (t) +

1

χ (x)

∫ b

a

|f (t)− l|1]a,x[rAε
dv (t)

6 ε,

donc

Λ (f) = lim
x−→b−

χf (x) = l.

�

On peut définir la notion de limite généralisée sur X associée à une mesure
positive ν de la façon suivante. La fonction f a une limite l à l’infini pour la mesure
ν si pour tout ε > 0, il existe un sous-ensemble E ⊂ X de mesure ν (E) = 0 tel que

|f (x) − l| < ε, ∀x /∈ E

et on note

l = lim
v

f

cette limite.

Definition 6. Une limite généralisée sur X, pour la mesure ν, est une forme

linéaire Λν sur l∞ (X) telle que

f > 0 alors Λνf > 0

et si

l = lim
v

f alors Λνf = l.
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Remark 8. Avec cette définition, une démonstration analogue permet d’affirmer

que Λ définie par

Λf = lim
x−→b−

χf (x) ,

avec

χf (x) =
1

χ (x)

∫ x

a+

f (t) dv (t) ,

est une limite généralisée pour la mesure v.

Pour une fonction f ∈ l∞ (]a, b[), on pose

χf (bn) =
1

χ (bn)

∫ bn

a+

f (t) dv (t) =
1

χ (bn)

n∑

k=1

∫ bk

bk−1

f (t) dv (t) ,

pour toute suite strictement croissante {bn} avec b0 = a et lim
n−→+∞

bn = b. Si pour

une suite {uk}, il existe f ∈ l∞ (]a, b[) telle que

uk =

∫ bk

bk−1

f (t) dv (t)

pour une suite strictement croissante {bn} vérifiant b0 = a et lim
n−→+∞

bn = b, on dit

que f est une fonction génératrice de la suite {uk}. Pour une suite {uk} telle que

sn =

n∑

k=1

uk = Oχ (bn)

alors la somme de la série de terme général positif sera définie par

+∞∑

k=1

uk = Λν (χ)

où

Oχ (x) 6 Cχ (x) , ∀x ∈ ]a, b[

et C est une constante positive.

Theorem 6. La série
∑+∞

k=1 uk est ν-convergente si
∑n

k=1 uk = Oχ (bn) où {bn}
est une suite strictement croissante telle que

lim
n−→+∞

bn = b et b0 = a,

pour une série ν-convergente
∑+∞

k=1 uk, la somme de la série est

+∞∑

k=1

uk = Λν (χ (f))

où f est une fonction génératrice de {uk}.
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7. Série de Fourier associée à une trace

La série de Fourier associée à la suite {un}n∈Z
est définie par

φ (t) =

+∞∑

−∞

une
2iπnt,

pour un opérateur compact T ∈ K (T ), avec les notations précédentes

φn (t) =

n∑

k=1

λke
2iπbkt, bk =

λkak
|λk|

∈ Z,

on pose

φT (t) = lim
n−→+∞

φn (t) ,

le développement en série de φT est
∑

m∈Z

cm (φT ) e
2iπmt

c’est la série de Fourier associée à l’opérateur T . Formellement,

cm (φT ) =

∫ 1

0

φT (t) e−2iπmtdt =

∫ 1

0

lim
n−→+∞

φn (t) e
−2iπmtdt = lim

n−→+∞
cm (φn)

si
+∞∑

k=1

|λk| < +∞,

cm (φn) =

n∑

k=1

λkcm
(
e2iπbkt

)
=

1

2iπ

∫ 1

0

e2iπ(bk−m)tdt = δm,bk

cm (φT ) =

+∞∑

k=1

λkδm,bk =





∑
k, ak=m λk, si m > 0

0 si m = 0∑
k, ak=−m λk, si m < 0

.

L’égalité de Parseval s’écrit

∑

m∈N∗


 ∑

k, ak=−m

λk




2

+
∑

m∈N∗


 ∑

k, ak=m

λk




2

=

∫ 1

0

|φT (t)|2 dt,

on a les théorèmes suivants.

Theorem 7. Si
∑+∞

k=1 |λk| < +∞, φT ∈ L2 ([0, 1]) et

‖φT ‖
2
2 =

∑

m∈N∗


 ∑

k, ak=−m

λk




2

+
∑

m∈N∗


 ∑

k, ak=m

λk




2

.

Proof. C’est le théorème de Riesz-Fischer. �

On remarque que formellement,

φT (0) =
+∞∑

m=1

∑

k, ak=m

λk =
+∞∑

n=1

µn (T )
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et

φ|T | (0) =
+∞∑

m=1

∑

k, ak=m

|λk| =
+∞∑

n=1

|µn (T )| 6 +∞

en posant
∑

k, ak=m λk = 0 si {k, ak = m} = ∅. On peut écrire, en utilisant le
théorème de convergence de Dirichlet pour les séries de Fourier que, si φT est
localement intégrable et admet une limite à gauche et à droite en 0, notées φT (0+)
et φT (0−) pour lesquelles il existe 0 < ǫ < 1 tel que les intégrales

∫ ǫ

0

|φT (t)− φT (0+)|

t
dt et

∫ ǫ

0

|φT (−t)− φT (0−)|

t
dt

convergent, la trace de l’opérateur T est

Tr (T ) =
φT (0+) + φT (0+)

2
,

car

lim
n−→+∞

n∑

k=1

ck (φT ) =
φT (0+) + φT (0+)

2
. (7.1)

Le théorème de convergence locale de Fejér permet de donner une version plus
fine de la trace d’un opérateur compact T . Si φT ∈ L1 ([0, 1]) et

lim
t−→0+

φT (t) + φT (−t)

2
= l

alors les sommes de Fejér

n∑

k=−n

ck (φT )

(
1−

|k|

n+ 1

)
e2iπkt

vérifie en 0

lim
n−→+∞

n∑

k=−n

ck (φT ) = l, (7.2)

on peut prendre encore pour trace de T ,

Tr (T ) = l.

Remark 9. Les sommes de Fejér sont les sommes de Cesàro des sommes partielles

de la série de Fourier, la convergence de 7.2 implique la convergence de 7.1. La

réciproque n’étant pas nécessairement vraie, la trace dans le sens de Fejér est plus

fine que la trace dans le sens de Dirichlet.

8. Extension des traces aux opérateurs autoadjoints

L’ensemble des mesures spectrales sur un espace de Hilbert séparable H est
noté M. Dans notre contexte, une mesure spectrale est une application P de
l’ensemble des boréliens de R, notéeB (R) à valeurs dans l’ensemble des projecteurs
autoadjoints de H

B
P

−→ PB , P
2
B = PB et P ∗

B = PB

vérifiant

P∅ = 0H , PR = 1H , PB1PB2 = PB2PB1 = PB1∩B2



TRACES 15

et ayant la propriété d’addivité complète

P∑+∞

i=1 Bi
=

+∞∑

i=1

PBi
,

on note M l’ensemble des mesures spectrales . Le groupe unitaire U opère sur M

par conjugaison

U×M −→ M, (U, P ) −→ Q = U.P

QB = UPBU
−1,

Lemma 4. Si P est une mesure spectrale et U est unitaire alors Q est une mesure

spectrale.

Proof. UPBU
−1 est un projecteur car

(
UPBU

−1
)2

= UP 2
BU

−1 = UPBU
−1

et (
UPBU

−1
)∗

= (UPBU
∗)∗ = UPBU

−1,

la mesure spectrale Q est définie par

B −→ QB = UPBU
−1, U unitaire.

�

Soit e = {en}n>1 une base hilbertienne de H , la mesure vP,e associée à cette
base est la somme de la série des mesures de probabilité vP,n

vP,e (B) =

+∞∑

n=1

vP,n (B) 6 +∞, vP,n (B) = 〈PBen, en〉H ∀n > 1.

Lemma 5. On a

vU.P,e = vP,Ue.

Remark 10. L’orbite de P est formé des projecteurs de la forme

B −→ UPBU
−1, U ∈ U,

le stabilisateur de P est formé du sous-groupe du groupe unitaire U qui commutent

avec tous les projecteurs PB,

StP = {U ∈ U : [U, PB] = o, ∀B ∈ B (R)} .

On associe à chaque borélien de R, la série d’Abel

vP,e (B) (t) =
+∞∑

n=1

vP,n (B) tn

de rayon de convergence > 1 et on pose

vP,e (B) (t) =

+∞∑

n=1

vP,n (B) tn, ∀B ∈ B (R)

et

A =

{
B ∈ B (R) : lim

x−→1−
vP,e (B) (t) < +∞ et vP,n (B) = O

(
1

n

)}
.
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Lemma 6. Si A a la propriété de recouvrement fini alors pour tou borélien B de

R on a

vP,e (B) = lim
x−→1−

vP,e (B) (t) < +∞.

Proof. On extrait un recouvrement fini {B1, B2, · · · , BN}, soit B ∈ B (R) alors

B = ∪N
i=1 (B ∩Bi) ,

B ∩Bi ∈ A car

lim
x−→1−

+∞∑

n=1

vP,n (B ∩Bi) t
n 6 lim

x−→1−

+∞∑

n=1

vP,n (Bi) t
n < +∞

et

vP,n (B) 6

N∑

i=1

vP,n (B ∩Bi) 6

N∑

i=1

vP,n (Bi) = O

(
1

n

)
.

�

Notation 1. 1R (x) = x et 1R (x) = 1, ∀x ∈ R. La fonction 1(a,b) est la fonction

indicatrice de (a, b) pour un intervalle de la forme ]a, b[, ou [a, b], ou [a, b[, ]a, b] ou
R.

Pour toutes les fonctions étagées, avec l’hypothèse de recouvrement fini, on a

ϕ (x) =
∑

αi1(ai,bi)

∫ +∞

−∞

ϕ (x) dvP,e (x)

=
∑

αivP,e ((ai, bi)) =
∑

αi lim
t−→1−

vP,e ((ai, bi)) (t)

=
∑

αi lim
t−→1−

+∞∑

n=1

vP,n ((ai, bi)) t
n = lim

t−→1−

+∞∑

n=1

(∑
αivP,n ((ai, bi))

)
tn

= lim
t−→1−

+∞∑

n=1

(∫ +∞

−∞

ϕ (x) dvP,n (x)

)
tn.

Theorem 8. Si A a la propriété de recouvrement fini de R alors pour toute fonction

mesurable ϕ vérifiant

lim
x−→1−

+∞∑

n=1

tn
∫ +∞

−∞

|ϕ (x)| dvP,n (x) < +∞

on a

ϕ ∈ L1 (R, vP,e) et

∫ +∞

−∞

ϕ (x) dvP,e (x) =

+∞∑

n=1

∫ +∞

−∞

ϕ (x) dvP,n (x) .

Proof. La propriété est vraie sur les fonctions étagées positives, par le lemme de
Fatou, le théorème est encore vrai pour les fonctions mesurables positives. Le
théorème de convergence dominée de Lebesgue permet de conclure. �

On a un théorème de réciprocité, soit

V =

{
B ∈ B (R) : vP,e (B) < +∞ et

n∑

k=1

kvP,k (B) = o
n→+∞

(n)

}



TRACES 17

Theorem 9. Si V a la propriété de recouvrement fini de R si ϕ ∈ L1 (R, vP,e) alors
la série

+∞∑

n=1

∫ +∞

−∞

ϕ (x) dvP,n (x)

converge vers
∫ +∞

−∞
ϕ (x) dvP,e (x).

Remark 11. Si A et V vérifie la propriété de recouvrement dénombrable {Bi} tel

que pour A on a
+∞∑

i=1

vP,n (Bi) = O

(
1

n

)

et pour V on a
n∑

k=1

k

(
+∞∑

i=1

vP,k (Bi)

)
= o

n→+∞
(n) ,

les théorèmes précédents sont encore vrais.

Definition 7. Les valeurs singulières de la mesure spectrale P , le long de la base

hilbertienne sont les réels |µP,n| tels que

|µP,n| =

∫ +∞

−∞

|x| dvP,n (x) < +∞

et les valeurs propres associées sont

µP,n =

∫ +∞

−∞

xdvP,n (x)

pour les entiers n > 1 pour lesquels la fonction

1R (x) = x vérifie 1R ∈ L1 (R, vP,n) .

Theorem 10. Si

lim
x−→1−

+∞∑

n=1

tn |µP,n| < +∞ et |µP,n| = O
n−→+∞

(
1

n

)

alors

1R ∈ L1 (R, vP,n) et

∫ +∞

−∞

xdvP,e (x) = lim
x−→1−

+∞∑

n=1

tnµP,n. (8.1)

Definition 8. Une mesure spectrale P qui vérifie les conditions 8.1 a une trace le

long de la base hilbertienne e définie par la formule

Tr e (P ) =

∫ +∞

−∞

xdvP (x) .

Proposition 4. Pour les deux traces suivantes, si l’une existe alors l’autre existe

et on a l’égalité

Tr e (U.P ) = TrUe (P ) ,

si U appartient au stabilisateur StP de P

Tr e (P ) = TrUe (P ) .

En particulier, si Tr e (P ) existe, Tr e (P ) est indépendante de la base hilbertienne

e pour les mesures spectrales P vérifiant

StP = U.
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Remark 12. Une mesure spectrale P pour laquelle

StP = U

a une trace notée Tr (P ) qui ne dépend que de P .

Le théorème de Von Neumann donne une correspondance bijective entre les
mesures spectrales M sur H et les opérateurs autoadjoints de H telle que si vf,g
sont les mesures complexes et réelles définies par

vf,g (B) = 〈PBf, g〉H avec vf (B) = 〈PBf, f〉H

où PB est le projecteur associé au borélien B ∈ B (R), alors l’opérateur T associé
à cette mesure spectrale vérifie

dom (T ) =

{
f ∈ H :

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

xdvf (x)

∣∣∣∣ < +∞

}

et

〈Tf, g〉H =

∫ +∞

−∞

xdvf,g (x) .

Pour un opérateur T compact et autoadjoint, soit {en}n>1 une base hilbertienne
de vecteurs propres. Avec les notations précédentes on a

µn (T ) = 〈Ten, en〉H =

∫ +∞

−∞

xdvn (x) ,

et vn = ven est la probabilité sur R définie précédemment. La suite µn (T ) est
ordonnée de telle façon que µn (|T |) = |µn (T )| est décroissante comptées avec leur
ordre de multiplicité et vérifiant

lim
n−→+∞

µn (T ) = 0.

Remark 13. On définit les projecteurs Pn comme suit,

Pn = PEn
, P0 = 0H

où En est le sous-espace vectoriel fermé de H engendré par {ek : k > n}. On peut

écrire simplement les opérateurs compacts sous la forme

T =

+∞∑

n=1

µn (T ) (Pn − Pn−1) .

Pour tout ek,

+∞∑

n=1

µn (T ) (Pnek − Pn−1ek)

=

+∞∑

k=n

µn (T ) (Pnek − Pn−1ek) = µk (T ) ek = Tek

car

Pnek = o si n < k, Pnek = ek si k > n.

Si la trace Tr (T ) existe, elle peut être représentée par l’intégrale

Tr (T ) =

∫ +∞

−∞

xdv (x) , v = vP
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où P est la mesure spectrale associée à T . Le problème posé est de savoir, dans
l’hypothèse où l’intégrale diverge, existe-t-il un procédé permettant de régulariser
cette intégrale par des procédés de régularisation, décrits par exemple dans [6] et
[7]. Pour régulariser cette intégrale, l’idée est de construire des mesures τ par des
”procédés de sommation” vérifiant

τ (B) = v (B) si v (B) < +∞

comme pour le ”procédé de sommation d’Abel” défini plus haut. On se fixe un
procédé de sommation S et on prend pour mesure τ la mesure vS définie par

vS (B) = S (s (B)) avec sn (B) =

n∑

k=1

〈PBek, ek〉H ,

le procédé de sommation doit vérifier, la régularité, la linéarité et la stabilité. Si la
condition de régularité est vérifiée

∫ +∞

−∞

f (t) dv (t) =

∫ +∞

−∞

f (t) dvS (t) si f ∈ L1 (R, v)

car pour tout borélien B de R tel que v (B) < +∞, on a vS (B) = v (B).

Definition 9. Un opérateur compact T , autoadjoint, est traçable pour un procédé

de sommation régulier S si 1R ∈ L1 (R, vS) et on pose

TrS (T ) =

∫ +∞

−∞

xdvS (x) . (8.2)

Sous quelles hypothèses a-t-on

Tr (T ) = TrS (T ) ,

cette réciprocité est donnée par des constructions taubériennes. On donne un ex-
emple sur le ”procédé de sommation C” de Cesàro. Pour le procédé de sommation
de Cesàro, les sommes partielles de C (s) sont

1

n

n∑

k=1

sk (B) avec sk (B) =
k∑

m=1

〈PBem, em〉H 6 k,

on pose

vC (B) = lim
n−→∞

1

n

n∑

k=1

sk (B) 6 +∞, ∀B ∈ B (R) ,

vC est une mesure sur les boréliens de R et v (B) = vC (B) si v (B) < +∞. La trace
de Cesàro d’un opérateur compact autoadjoint sera définie, si l’intégrale existe, par

Tr C (T ) =

∫ +∞

−∞

xdvC (x) ,

on a un théorème du type taubérien de la forme,

Theorem 11. Si la famille de boréliens F de R qui vérifient

vC (B) < +∞ et 〈PBen, en〉H = O

(
1

n

)
, (8.3)

a la propriété de recouvrement fini de R, alors T est un opérateur traçable avec

Tr (T ) = Tr C (T )
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si

Tr C (|T |) < +∞.

Proof. C’est une application du théorème taubérien de Hardy-Littlewood car le
recouvrement fini par des boréliens de F permet d’écrire v (B) = vC (B) < +∞,
∀B ∈ B (R). �

Definition 10. Un procédé de sommation est dit régulier si vS (B) < +∞ =⇒
S (s (B)) < +∞ et

vS (B) = S (s (B)) .

Le procédé de sommation est linéaire si il vérifie

(av1 + bν2)S (B) = a (v1)S (B) + b (ν2)S (B) , ∀a, b ∈ C et B ∈ B (R) ,

il est dit stable sur la base hilbertienne e si pour

vτ (B) =

+∞∑

n=τ+1

〈PBen, en〉H

on a

(vτ )S (B) = vS (B)−
τ∑

n=1

〈PBen, en〉H ,

enfin le procédé de sommation S1 est plus fort que le procédé de sommation S2 si

vS1 (B) < +∞ =⇒ vS2 (B) < +∞ et vS1 (B) = vS2 (B)

et il y a consistance entre les procédés de sommation S1 et S2 si

vS1 (B) = vS2 (B) ,

pour tous les boréliens qui ont une mesure finie pour vS1et vS2 .

Remark 14. On cherche donc, les processus S équivalent au processus I qui laisse

invariant v.

vI (B) = v (B)

Les premières mesures abéliennes construites sont les mesures spectrales de
Nörlund. On se fixe une suite p = {pn}n>1 une suite de nombres réels positifs
tels que

lim
n−→+∞

pn∑n
1 pk

= 0, (8.4)

la mesure spectrale de Nörlund-Cesàro est définie par

vN (B) = lim
n−→+∞

∑n
1 pk

(∑k
1 〈PBel, el〉H

)

∑n
1 pk

,

les méthodes de sommation sont régulières, linéaires, stables et consistantes entre
elles.

Les mesures spectrales d’Abel-Dirichlet sont définies comme suit. Si {λn}n>1

est une suite de nombres réels positifs strictement croissante, on pose

vA (B) = lim
x−→0+

+∞∑

n=1

〈PBen, en〉H e−λnx, (8.5)

les méthodes de sommation sont régulières, linéaires, stables mais pas consistante
entre elles en général.
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Remark 15. Si λn = n log (n) la mesure spectrale obtenue est la mesure spectrale

de Lindelöf.

Soit {en}n> une base hilbertienne de vecteurs propres et v la mesure définie sur
les boréliens de R par

v (B) =

+∞∑

n=1

〈PBen, en〉H ,

on se fixe un procédé de sommation dans une famille F de procédés de sommation
réguliers, linéaires, stables et consistants. Si l’application identique

1R (x) = x, ∀x ∈ R

appartient à L1 (R, vS) pour au moins un procédé de sommation de S, on régularise
la trace de T en posant

Tr (T ) =

∫ +∞

−∞

xdvS (x) ,

cette trace ne dépend pas du choix du procédé S de F. La trace de Nörlund-Cesàro
est définie par

Tr (T ) =

∫ +∞

−∞

xdvN (x)

où la suite p définissant vN varie dans l’ensemble des suites strictement positives
vérifiant 8.4.

Remark 16. La non consistance des mesures spectrales d’Abel permet pas de don-

ner un critère de convergence de la série
∑+∞

n=1 µn (T ) pour un opérateur compact

autoadjoint T indépendamment du choix de la mesure abélienne choisie. Pour

régulariser une trace par un processus de sommation d’Abel, on régularise cas par

cas.

La mesure définie en 8.5 est notée simplement

vλ (B) = lim
x−→0+

+∞∑

n=1

〈PBen, en〉H e−λnx, λ = {λn}n>1

la série de Dirichlet associée

vλ (B) (z) =

+∞∑

n=1

〈PBen, en〉H e−λnz

est une série de Dirichlet à terme positifs 〈PBen, en〉H , le théorème de Landau dit
que l’abscisse de convergence σc est égale à l’abscisse d’holomorphie σh et que σc

est un point singulier de vλ (B) (z). On a

|vλ (B) (z)| 6
+∞∑

n=1

〈PBen, en〉H e−λnx < +∞ si x = Re (z) > σc,

pour chaque borélien B, on pose

AB (x) =
∑

16k6x

〈PBek, ek〉H et AB,λ (x) =
∑

λn6x

〈PBen, en〉H ,

soit

LB = lim sup
n−→+∞

logAB (n)

λn
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si LB > 0 alors σc (B) = LB et LB est une valeur singulière de vλ (B) et si LB 6 0
alors σc (B) 6 0. Si la série

Vλ (B) (z) =

+∞∑

n=1

〈PBen, en〉H e−µnz , µn = eλn

se prolonge en une fonction méromorphe en 0 avec pour ordre q, alors vλ (B) se
prolonge en une fonction méromorphe dont les pôles éventuels se situent aux points
1, 2, · · · , q. On a donc le théorème suivant,

Lemma 7. Si σc (B) < +∞ et Vλ (B) (z) se prolonge en une fonction méromorphe

en 0 alors, si v̂λ (B) (z) est le prolongement méromorphe de vλ (B) (z) sur C, vλ (B)
existe et est égale à

vλ (B) = v̂λ (B) (0) .

Definition 11. Une famille de boréliens F est λ-abélienne si ∀B ∈ F, σc (B) < +∞
et Vλ (B) se prolonge en une fonction méromorphe en 0 d’ordre fini.

Theorem 12. S’il existe une famille F, λ-abélienne, ayant la propriété de recou-

vrement fini, alors la mesure obtenue par le processus de sommation d’Abel S est

définie par

(vλ)S (B) = v̂λ (B) (0) < +∞.

Pour un opérateur compact autoadjoint, on a donné un critère de convergence
en 4.1, on propose de définir une autre approche de la définition de la trace. Avec
les procédés de sommation d’Abel, on pose

Tr T,λ (z) =

+∞∑

n=1

µn (T ) e
−λnz , λ = {λn}n>1

où λ est une suite de nombres positifs qui joue le rôle de paramètre. On s’intéresse
à la limite

lim
x−→0+

Tr T,λ (x) .

Theorem 13. Soit λ = {λn}n>1 une suite de nombres réels positifs strictement

croissante telle que

Lλ = lim sup
n−→+∞

log (|
∑n

k=1 µk (T )|)

λn

< +∞. (8.6)

Si la série de Dirichlet

+∞∑

n=1

µn (T ) e
−τnz, τn = eλn

se prolonge en une fonction méromorphe en 0, d’ordre fini q, alors la série de

Dirichlet

Tr T,λ (z) =

+∞∑

n=1

µn (T ) e
−λnz

a un prolongement méromorphe T̂rT,λ sur C, dont les seuls pôles éventuels sont des

pôles simples situés en 1,2,· · · ,q. La trace de T est régularisée en posant

Tr λ (T ) = T̂rT,λ (0) .
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Remark 17. On a des propriétés simples sur ces traces,

Tr λ (T ) + Tr ρ (T ) = Tr λ×ρ (T )

où λ× ρ est le produit d’Abel des deux suites (λ× ρ)n = λn × ρn. Il y a invariance

par homothétie Tr aλ (T ) = Tr λ (T ), ∀a > 0.

9. Conclusion

Dans ce document, on a présenté plusieurs méthodes pour élargir la notion de
trace à des opérateurs non traçables. J’engage le lecteur, à revisiter ces construc-
tions et à les approfondir. Certains résultats vous parâıtront surprenants. La tech-
nique de ζ-régularisation donne une large classe d’opérateurs sur laquelle on peut
régulariser la trace. L’introduction des séries de Fourier et les mesures spectrales
sur lesquelles on fait intervenir des procédés abéliens de sommation permettent de
définir les traces de Cesàro, de Norlünd et d’Abel. Les réciprocités de ces résultats
sont obtenues par les méthodes taubériennes classiques. Il y a beaucoup de procédés
de régularisation de la notion de trace sur une mesure spectrale par des méthodes
de régularisation d’intégrales divergentes, je laisse au lecteur le soin de développer
et d’approfondir cette approche de la régularisation en s’aidant des résultats donnés
dans [6] et [7].
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