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REGULARISATION DES TRACES DIVERGENTES,
EXTENSION DE LA NOTION DE TRACE.

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Dans cet article on s’intéresse & la régularisation des traces di-
vergentes. La notion de trace joue un role fondamentale en géométrie non
commutative. On peut interpréter la trace comme un ”opérateur” qui rem-
place l'intégration en analyse classique. Le probléme posé est de savoir si on
peut étendre la trace & des opérateurs non tragables sur un espace d’opérateurs
incluant les opérateurs ayant une trace de Dixmier.

1. INTRODUCTION

Soit (A, F, L) le triplet, sur un espace de Hilbert séparable H, définit par la
donnée d’une C* sous-algebre fermée de B (H) espace des opérateurs bornés de H,
d’un opérateur F de H vérifiant

F=F F =1y,
la,F] € K(H) pour tout a € A

ou KC (H) est I'espace des opérateurs compacts de H, et d’une forme linéaire £ de
domaine dom (£) contenant 'idéal bilatere des opérateurs tragables et vérifiant la
positivité de £

L(a)>0siaedom(£)t ={aecdom(L): (ax,z) >0,z c H},
et la centralité de L, c¢’est-a-dire,
L (ab) = L (ba)

si ab € dom (£) et ba € dom (L) et qui soit une extension des traces de Lidskii,
Grothendieck et Dixmier. L’étude des traces a été développée par Grothendieck [4].
La trace de Lidskii est décrite dans [10]. Les traces de Dixmier sont développées
dans [3]. Peut-on élargir les classes d’opérateurs compacts dans les espaces de
Schatten sur lesquelles les notions de traces de Dixmier, Lidskii et Grothendieck
existent?

Remark 1. On rappelle qu’un module de Fredholm impair sur une C*-algébre est
la donnée d’une x-représentation de A dans un espace de Hilbert H, notée 2, et
d’un opérateur auto-adjoint F de H tel que

a(F*—1y) et [a,F] € K(H), Va € 2A.
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2 JONOT JEAN LOUIS

Le module de Fredholm est pair st H est Zo-gradué (62 = lH) et les opérateurs
de la représentation de A dans H commutent avec €

[a,€] =0g, Ya € A
et F anticommute avec €
{JT, 6} = OH.

On peut supposer F? = 1y modulo la relation d’équivalence définie dans la
théorie de Kasparov [8]. La paire (A, F), dans le triplet (A, F, L), définit un module
de Fredholm.

2. ESPACES DE SCHATTEN

On reprend les notations de Connes [1] et on rappelle les résultats développés
sur les idéaux de Schatten. Les idéaux de Schatten sont les idéaux de K (H) de la
forme

+oo
LP (H) = {Te/c D> () <+oo}

n=1
ou {un (|T'])} est 'ensemble des valeurs singulieres de T', indexées par ordre décroissant
et comptées avec leur ordre de multiplicité. Les idéaux bilateres

LP- (H) = {TEIC an n (|T) <+oo},p€[1,+oo]
munis de la norme
+oo
1_
TN, = n% " u, (7))
n=1

est un espace de Banach dont la boule unité est faiblement compact. On a les
propriétés suivantes
Proposition 1. L'- (H) = L' (H) et sip <q

LP(H)C LP- (H)Cc LY(H).

Les idéaux bilateres LP+ (H) sont

LP+ (H) = {Te K(H):0,=0 <Zn:k_>}
k=1

oltp € [1,+00], on (T) =31 ptn (|T']) et pour p = +o0,
L+ (H)=K(H).
On a les propriétés suivantes,
Proposition 2. Sip <gq
LP(H)yC LP* (H) Cc LY(H),
L' (H) ={T € K(H) : 0, (T) = O (log (n))}
et pour p € |1, 00|

P+ (H) = {T € K(H): pn (IT)) = O (n*%)} .
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n —1
IT]l,,, = sup q on (T) (Z k™ ) n>1
k=1

fait de LP+ (H) un espace de Banach. L’espace L{* (H) est I'adhérence de l'idéal
des opérateurs de rang fini de LP+ (H). On a

Lyt (H) = {T € K(H) : g (IT) =0 (n" ) }

Ly" (H) = {T € K(H) : . (IT]) = 0 (log (n))}

La norme sur LP+ (H) définie par

S

Si
1 1
_+—:13,V6Cp,q€ [17+OO]
p q

L%~ (H) s’identifie au dual de L{*" (H) et LP+ (H) au dual de L9~ (H). La dualité
est définie a partir de la forme bilinéaire
(T,S) — Tr (TS)

sur les paires d’espaces ou cette forme bilinéaire est définie. Tous les résultats,
énoncés précédemment, sont développés dans [1] et [2].

3. (-REGULARISATION DES TRACES
L’ensemble des valeurs singulieres de T', notées

p(IT) Zp (T = Zpa (T =20

comptées avec leur ordre de multiplicité, s’écrit sans ordre de multiplicité sous la
forme
M (T > X (T) > > (T)) > - >0

avec
{ (TN 2 (1T, i (IT1) 3 = A (TD A (IT]) -, A (T,
on note a, lordre de multiplicité de A, (|T|). Soit
A= sup{ A, (IT])}

la série de Dirichlet d’indice A associée a I'opérateur compact T est définie par
400 N
ox(2) = > ane *5(50) avec a, € N* et Ay = A, (|T) -
n=1

Si Pabscisse de convergence simple o, de ¢, est réel, un théoréme de Landau [9]
permet d’affirmer que o. est un point singulier et que I’abscisse d’holomorphie oy,
vérifie

Op = O¢.

Proposition 3. Si l'abscisse de converge simple o. de ¢y vérifie o, < 1 alors T
est un opérateur tragable et

Tr(IT]) = Aoa (1)

avec

+oo
Te(T) = 3 pa (1)
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On note

A(x) = Z ak, Ay () = Z ag

1<kLz A<z
et

Lemma 1. On a
AnA(n) <oam) < MA(N),
en particulier, si
on = O (log(n))

ooz

alors

Proof. On a

n A(n)
S arhk =Y e (IT)) = oa(m)-
k=1 k=1
[l

L’idée est d’étendre la notion de trace a des opérateurs compact 7" non tragable,
c’est-a-dire pour lesquels ’abscisse de convergence de la série de Dirichlet associé
est > 1. Si il existe une extension méromorphe de ¢, on pourra sous certaines
hypotheses définir une trace pour ces opérateurs.

Theorem 1. Soit
. log (A (n))
L = limsup ————
n—stoo [10g (An)]
alors si L >0 on ao. =L et si L =0 alors o. < 0.

Proof. C’est le théoreme de Dirichlet appliqué a la série ¢pcar L > 0si L e R. O
Definition 1. 0. = 0. (T) est l’abscisse de convergence de l'opérateur de T .

Corollary 1. Sur l’espace de Schatten L'+ (H), l’abscisse de convergence est ma-
jorée par 1.

Proof. Sur L'+ (H), 0,, = O (log (n)), il existe une constante K > 0 telle que

log (A (n))
ST
|10g ()‘n)l < log (A (’n)) — log (log (A (n))) —log (K)’ Vn > N

ou N est le premier entier n pour lequel K w < 1 et ainsi

log (A(n) _

L=1
TP g ()]
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Corollary 2. Si ¢ vérifie
T GO
r——+oo X

sur l’espace de Schatten
1 _ S
Lt (H) ={T e K(H) : o = O (¢ (n))}
labscisse de convergence est majorée par

o : log (¢ (n))

L < =1
1—1 fﬁiﬂ? log (n)
Proof. On a
0 <, < k2AM)
A(n

(n)
log (An) < log (K) —log (A (n)) 4 log (¢ (A (n)))
|log (An)| = log (A (n)) —log (¢ (A (n))) —log (K) >0,Vn > N
n)

ou N est le premier entier n pour lequel K ‘p(A(EL) ) <1 et

A
log (A (n)) _ log (A (n))
llog (A\n)| ~ log (A (n)) —log (¢ (A (n))) —log (K)
1
T~ loe(e(A(n) _ log(K)
log(A(n)) log(A(n))
soit )
[ = limsup RCAAN (p(n))
n—stoo lOg (n)
alors 1
< —.
Ls 1-1

O

Soit T" un opérateur compact infinitésimal d’ordre o > 1 on va montrer que
0. (T) < 1. On vérifie d’abord que L < 1 car

an (IT]) = O (¢ (n))

avec

_ z”: 1

= R

k=1
La limite
im 20
n—-4oco N
car pour o > 1
log (¢ (n))

lim ¢(n)={(a) et limsup =0,

n—r+00 n—stoo lOg (n)
ou ( (a) est la valeur de la fonction zéta en o, donc L < 1. Les coefficients de la
série de Dirichlet associée a T' sont positifs, si L = 1, le théoreme de Landau nous
permet de dire que 1 est une valeur singuliere de cette série ce qui est impossible
car il existe une constante C' telle que Vn > 1, p, (|T]) < C-% et

lim ¢y (¢ Zun IT]) < C¢(a) < 400

r—1+t
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et ¢ est strictement décroissante pour ¢ > 1. On peut donc trouver un o < 1 tel
que T“ soit un opérateur tragable.

Theorem 2. L’ordre d'un opérateur infintésimal d’ordre o > 1 a une série de
Dirichlet d’abscisse de convergence o (T) < 1.

Remark 2. Si ¢ (z) =z,

lim =0
n—-+oo N
st €]0,1[. On a
i log (n®)
Il =limsup——= =«

n—s—+oo log(n)
labscisse de convergence sur l’espace de Schatten
Lt (H)={T € K(H) : . (IT]) = O (n*)}

. , 1
est majorée par 1= .

4. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE ¢y

Classiquement pour étudier le prolongement analytique d’une série de Dirichlet

“+o0
o (2) = Zanefp"z
n=1
on introduit la fonction
“+o00
D (2) = Z ane” %, T, = efm,
n=1
on est donc amené a étudier la série de Dirichlet
“+o00
Dy (2) = Zane_%nz, an =dim (Ey,).
n=1

Si ’abscisse de convergence o, de ¢, vérifie 0. < +oo alors @) (z) converge sur
le demi-plan Re (z) > 0. Pour tout z tel que Re (z) > sup {o.,0} on a

+oo
oa(2) = %2)/0 Dy (1)t Ldt

et pour tout o > sup {o., 0}
1 o+i0o
D) (2) =v.p.— T (t) ox (t)t~2dt
2im o—100
ot v.p. désigne la valeur principale de I'intégrale. Si T' € L'+ (H) alors I’abscisse de
converge simple o, est inférieur ou égal a 1, donc P, (2) converge pour Re (z) > 0
et 0 est une valeur singuliere de .

Theorem 3. Soit T € L'+ (H)", 5i 0 est un péle de ®y d’ordre p alors ¢y a un
prolongement méromorphe, de pole simple 1. En particulier, 0 est un péle simple
de (I))\.
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Proof. Le théoréme de Hardy-Fekete [9], permet d’affirmer que sous ces hypotheses
¢ a un prolongement méromorphe sur tout le plan complexe C avec comme seuls

poles éventuelsen 1,2, -, p, d’ordre 1. Le théoreme de Landau nous dit que le seul
pole est 1 car ¢ est holomorphe pour Re (z) > ¢, = 1 et 1 est un point singulier
de ¢. Le pole en 0 est donc un pole simple de . 0

On peut généraliser ce théoreme & I'espace de Schatten Li,* (H) qui est I'idéal
bilatére engendré par les opérateurs compacts T € K (H) tels que o, (|T]) =

O (¢ (n)).
Theorem 4. S

lim v ()

r—+oo I

=0

alors pour T € L}f (H)+, si 0 est un pole de ®y d’ordre p alors ¢ a un prolonge-

ment méromorphe, de poles simples appartenant a {1, 2, B (ﬁ ot

log (¢ (n))

{ = limsu o
T e log (n)

1-1
<5 {um)

Proof. La démonstration se calque sur la démonstration du théoreme précédent. [

et £ (L> est la partie entiére de % En particulier, 0 est un pdle de ®y, d’ordre

Remark 3. Soit T € K (H) un opérateur infinitésimal d’ordre > 1 alors ¢ admet
un prolongement analytique sur C. Pour tout s € R, on définit la trace de T* par

Tr (T°) = ér (s) (4.1)

ou (ET est l'unique prolongement analytique de ¢ a C.

5. TRACE DE DIXMIER

Soit T € L'+ (H)™", ott L'+ (H)" est I'ensemble des opérateurs positif de L'+ (H)
et ¢x, Py les séries de Dirichlet associées alors 0 est une valeur singuliere de .
Si 0 est un pole de ®,, il est d’ordre 1 et on a que 1 est un pole d’ordre 1 ou une
valeur réguliere de ¢). Sous cette derniere hypothese, ¢, se prolonge sur C en une
fonction holomorphe, donc T' € L' (H). Si 1 est un pole d’ordre 1, le résidu de ¢y
en 1 s’écrit
Res (¢y) = zhi>n1 (z=1)ox (2).

Remark 4. Avec les hypothéses précédentes, ARes 1 (¢)) est indépendant du choix
de \.

Definition 2. La trace de T € L'+ (H)" est définie par, si ®1 a un péle en 0
d’ordre fini,

TI‘w (T) = Res 1 (le) .
On dit que T € L'+ (H)jL est un opérateur fini si ®x a un péle d’ordre d’ordre fini
en 0.

Remark 5. Cette définition est indépendante du choix de A.
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Theorem 5. Si T € L'+ (H)" est un opérateur fini alors Tr o (T) est la trace de
Digmier de T, notée Tr, (T). En particulier, les opérateurs finis de L'+ (H)* sont
des opérateurs mesurables.

Proof. Pour un opérateur fini T € L'+ (H)", soit Ty = %T, A = sup{A,}. On pose
J (2) = Tr (T¥), Re(z) > 1,
en utilisant les résultats de [2] ou [5], il y a équivalence entre
lim (s—1) 7 (s) = L

et

1 n
lim we (T) =L,

or
L= TI‘w (T)\) = TI‘W (T)\)
on a donc I'égalité
Tro (T)=Tr, (T).

En particulier, 'opérateur T' est un opérateur mesurable. ([

Remark 6. Pour A > sup {\, (|T])}

_ L _ _ L
§ :an zlog ) — zlog( >\)§ ane zlog X

log ()\l) peut étre strictement négatif pour un nombre fini d’entiers n. On se
ramene & un opérateur compact T dont les valeurs singulieres sont < 1 et on note
or = ¢1 et Dp = Pq les séries de Dirichlet associées pour A = 1.

Soit T € K (H)™", si abscisse de convergence o (T') de ¢ est finie et 0 est un
pole d’ordre p de &7 alors p < E (o (T)), out E (o (T)) est la partie entiere de o (T).
On note, pour g € N*

lim (z —q) ¢7 (2) si g est un pole simple de ¢
Resqu)—{ 2, e er '

0 sinon,
alors Res ¢ (¢1) = 0 pour ¢ > E (o (T)).
Definition 3. On pose
Tr» (T) = ¢ (1)
st ¢ a un prolongement holomorphe dans C et

o(T))

Z Res, (é1) = Z Res, (é7)

qeN*
st ¢ n’est pas prolongeable en une fonction holomorphe sur C.
Remark 7. Pour T € K (H)", Tr, (T) s’identifie o Tr (T) si Uopérateur T est

tragable et a la trace de Dixmier Tr,, (T) si ®p a un péle d’ordre fini en 0 pour
T e L' (H)" . Lapplication Tr o est-elle une extension des traces Tr et Tr,, sur

dom (Tr ) = {T e K(H)" : ®r a un pdle d’ordre fini en O} ?
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6. FONCTIONS GENERATRICES AUXILIAIRES

L’espace des fonctions bornées sur un espace topologique X est un espace de
Banach pour la norme

[flloc = sup |f ()],
reX

on rappelle que f a une limite [ a l'infini si pour tout € > 0, il existe un sous-
ensemble fini £ C X tel que

|f(x) =l <e,Vx ¢ FE
et on note
[l =1lim f
o0
cette limite.
Definition 4. Une limite généralisée sur X est une forme linéaire A sur 1> (X)

telle que si
f=0alors Af 20
et st
l=1limf alors Af =1.

A est une forme linéaire bornée de norme 1, le théoréeme de Hahn-Banach donne
Pexistence de telles formes A. Si G est un groupe qui opere sur [*° (X), on dit que
A est invariante a gauche sous 'action de G si

Alg-f) = A(f).

Sur l’espace X = R**, la moyenne de Cesaro est

A
[ Ea g e @),
1
on définit la forme linéaire A sur [*° (R**) par
Af = lim xj(z).

xr—+00

xs (@) = log ()

Lemma 2. A est une limite généralisée sur [°° (R™*) invariante par homothétie.

Proof. 11 faut vérifier que
Afy =Af,Vk >0

ou
fr (z) = f (kz), Vo > 0.
On a
_ “ f (k)
@) = s [ H
1y <s>
log( A ds, s = kt
kx S
IXfi () — X1 ()] = logl(x) fs ds —/ il >letx>k
wﬂﬁwlxm () = xy (2)| =0
car

kx
[ <o ).
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la forme A est une limite généralisée invariante par homothétie
A(fe) = A(f), Yk >0
cette remarque permet de vérifier la linéarité de A et de définir une trace. (|

Soit {A (n)} une suite strictement croissante de réels avec A (0) = 1, la moyenne
de Cesaro de f peut s’écrire sous la forme

__ 1 A 1 (@)

L1 g
‘1og<A<n>>,;/A<n_l> e

On dit que la série > a,, & termes positifs, a pour fonction génératrice f pour
la mesure de Haar 92 si il existe une suite {4 (n)} strictement croissante telle que

A0)=1cet
A(n) t
ap = / —f( )dt,
A(n—1) t
on peut définir la convergence généralisée de la série en posant,

+oo
Zan = A(f)
n=1

avec

A(f) = Tim xy(z),

r—+00

cette définition est indépendante du choix de la fonction génératrice f.

Definition 5. La série > ay, a termes positifs, est a divergence logarithmique si

Yh—1 ak = O (log (n)).
Soit T € L'+ (H) et EI: apAn Ol a, est Pordre de multiplicité de la valeur
propre A, avec
0< g1 <Ay
et
{in (1)} = {An},
on pose A(0) =0, A(n+1)=A(n)+a, et B(n) =™, La fonction
f@)y=Msite[Bn—1),B(n)[ et f(¢t)=0site]0,1]
est une fonction génératrice de Z:g apAn, car f €1 (RT*) et

eA(n)

An
/ —dt = ap\p.
eA(n—1) T

SiT e L™ (H),Y."_ a,\, est a divergence logarithmique, on définit la trace de

n=1

Dixmier de T' € L'+ (H) par
Tro, (T) = A(f)-

On peut généraliser cette construction a tout intervalle Ja,b] de R. Soit v une
mesure positive sur |a, b, telle que

lim x(z)=+oc0et lim x(z)=0
- z—>at

r—>b
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+ y—rat

X(x):/ dv(t) = lim / dv(t),a<y<z<b,
a y

la moyenne de Cesaro de f € [ (]a, b]) est la fonction définie par

1 x x . x
@ ==z [ 10w, [ rown= m [ rowe.

+
y—ra Yy

on définit la forme linéaire A sur [*° (]a, b[) par

A(f) = Tim xf(z).

r—b—

Lemma 3. Si la mesure de tout ensemble fini contenu dans |a,b[, pour la mesure
v, est nulle alors A est une limite généralisée sur 1*° (]a,b[).

Proof. A est une forme linéaire positive et de norme 1 car v est positive. Si
limf =1
alors Ve > 0, il existe un ensemble fini A, de ]a, b[ tel que
|f (@) =1l <e, ¥z ¢ A
On a Ve > 0 et Vz € Ja, b]

1 x
@ -11< o [ 1rw=tla
1
x (2)

)

b 1 b
/G|f(t)—l|1AEdv(t)+m/a £ (8) = U] Ljaarn do (1)

<

n

donc

A() = lim xs(2) =L

r—b—

O

On peut définir la notion de limite généralisée sur X associée & une mesure
positive v de la fagon suivante. La fonction f a une limite [ & I'infini pour la mesure
v si pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble £ C X de mesure v (E) = 0 tel que

|f(x) =1l <e,Vz ¢ F
et on note
I =1lim f
cette limite.

Definition 6. Une limite généralisée sur X, pour la mesure v, est une forme
linéaire A, sur 1 (X) telle que

f=0alors A,f >0

et si
l=1mf alors A, f =1.
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Remark 8. Avec cette définition, une démonstration analogue permet d’affirmer
que A définie par

Af= lim xy(z),
T—b~
avec
1 x
= [ fod,
! X(.I) at
est une limite généralisée pour la mesure v.

Pour une fonction f € > (Ja, b[), on pose

I 1™
= [ 100 = 53 [ r0 .

pour toute suite strictement croissante {b,} avec bp = a et lim b, =b. Si pour
n—-4oo

une suite {uy}, il existe f € 1°° (Ja, b]) telle que

b

Ug = f(t)dov(t)

br—1

pour une suite strictement croissante {b,} vérifiant b = a et lim b, =b, on dit
n—-—+oo

que f est une fonction génératrice de la suite {uy}. Pour une suite {uy} telle que

Sy = Zuk = Oy (by)
k=1

alors la somme de la série de terme général positif sera définie par

+oo
D =4, (x)
k=1

Oy () < Cx (), Vz € ]a,b]
et C est une constante positive.

Theorem 6. La série 3 ;25 uy, est v-convergente si > n_, up = Oy (by) ot {by}
est une suite strictement croissante telle que

lim b, =0betby=a,
n——+oo

o +o0 s .
pour une serie V—com}ergente Zk:l Uk , la somme de la série est

+oo
S we = A, (X ()
k=1

ot [ est une fonction génératrice de {uy}.
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7. SERIE DE FOURIER ASSOCIEE A UNE TRACE

La série de Fourier associée a la suite {un}, ., est définie par

—+oo
_ E une%ﬂ'nt7
—o0

pour un opérateur compact T' € K (T), avec les notations précédentes

n

Z 217rbkt — )\kak c Z,
P | Akl

on pose

¢r(t) = lim ¢, (1),

n—r-+o00

le développement en série de ¢ est
Z Cm (¢T) 62i7rmt
meZ

c’est la série de Fourier associée a I'opérateur T'. Formellement,

0 n—-4oo n—-4oo

1 1
Cm (67) = /0 o (t) e 2™midt = / lim ¢, (t)e 2™ dt = lim ¢, (dn)

S1

+oo
> Il < oo,
k=1

) 1 r
2171'17 ty 2w (b —m)t g4 __
m (¢n) = Z/\kc Kt = 2i7r/0 e" TR AL = O b,
Dk, ap—m ks s >0
cm (1) = Z)\kismbk 0sim=0
Ek, ape—m s st m <0

L’égalité de Parseval s’écrit

S X x+2X X u =/O|¢T<t>|2dt,

meN* \k, axp=—m meN* \k, ap=m
on a les théoremes suivants.

Theorem 7. Si > /55 | M| < +o00, o7 € L?([0,1]) et

lorll; = Z Z Ae |+ Z Z Ak

meN* \ k, ap=—m meN* \k, ap=m

2

Proof. C’est le théoréeme de Riesz-Fischer.

On remarque que formellement,

S VD IS P

m=1k, ax=m

13
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et

+oo +oo

S (0= > Pl = [ (1) < +oo
m=1k, ax=m n=1

en posant ), . _ A = 0si {k;ay =m} = 0. On peut écrire, en utilisant le

théoreme de convergence de Dirichlet pour les séries de Fourier que, si ¢ est

localement intégrable et admet une limite & gauche et & droite en 0, notées ¢ (01)

et ¢ (07) pour lesquelles il existe 0 < € < 1 tel que les intégrales

/6 lp7 (t) — o1 (0+)|dt ot /6 lpr (=) — ¢r (0_)|dt
0 t 0 t

convergent, la trace de l'opérateur T est

_ 6 (0%) + 67 (0%)

car

tim > (o) = 200 ()

n—>-—+oo 2
k=1

(7.1)

Le théoreme de convergence locale de Fejér permet de donner une version plus
fine de la trace d’un opérateur compact T'. Si ¢ € L ([0,1]) et

t —t

lim or (t) + ér (—1)

t—0t 2

=1

alors les sommes de Fejér

X alon (1 -2 1) i

vérifie en 0
n

o Jim k;n ck (¢1) =1, (72)

on peut prendre encore pour trace de T,
T (T) = 1.

Remark 9. Les sommes de Fejér sont les sommes de Cesaro des sommes partielles
de la série de Fourier, la convergence de 7.2 implique la convergence de 7.1. La
réciproque n’étant pas nécessairement vraie, la trace dans le sens de Fejér est plus
fine que la trace dans le sens de Dirichlet.

8. EXTENSION DES TRACES AUX OPERATEURS AUTOADJOINTS

L’ensemble des mesures spectrales sur un espace de Hilbert séparable H est
noté 9. Dans notre contexte, une mesure spectrale est une application P de
l’ensemble des boréliens de R, notée B (R) & valeurs dans I’ensemble des projecteurs
autoadjoints de H

B-L Pp, P2 =Ppet P, =Pp
vérifiant
Py =0y, Pr = 1y, P, Pp, = Pp,Pp, = Pp,nB,
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et ayant la propriété d’addivité complete

—+oo
szzaf B; — Z PB“
=1

on note M l'ensemble des mesures spectrales . Le groupe unitaire {l opere sur 9
par conjugaison
UxM—M, (U,P)— Q=UP

Qp =UPgU™*,

Lemma 4. Si P est une mesure spectrale et U est unitaire alors ) est une mesure
spectrale.

Proof. UPgU~"! est un projecteur car
(UPRU)? =UPAU = UPRU ™
et
(UPsUY)" = (UPgU*)" =UPU*,
la mesure spectrale @) est définie par
B — Qp = UPgU ™!, U unitaire.
O

Soit e = {en}n>1 une base hilbertienne de H, la mesure vp,. associée a cette
=
base est la somme de la série des mesures de probabilité vp

+oo
vpe (B) = va,n (B) < 400, vpp (B) = (Ppen,en)y Yn > 1.
n=1

Lemma 5. On a
Vy.P,e = VP,Ue-
Remark 10. L’orbite de P est formé des projecteurs de la forme

B—UPRU Y, Ued,

le stabilisateur de P est formé du sous-groupe du groupe unitaire L qui commutent
avec tous les projecteurs Pp,

Stp ={U e :[U,Pg] =0, VB €B(R)}.
On associe a chaque borélien de R, la série d’Abel

+oo
vpe (B) () =Y vpn (B)t"

de rayon de convergence > 1 et on pose

+oo
vpe (B)(t) =Y vpn(B)t", VB € B (R)

et

A= {B €B[R): lim vp, (B)(t) < +oo et vp, (B) =0 <1>} :

r—1—



16 JONOT JEAN LOUIS

Lemma 6. Si 2 a la propriété de recouvrement fini alors pour tou borélien B de
R ona

vpe (B) = lim wvp, (B) (t) < +00.

r—1—

Proof. On extrait un recouvrement fini { By, Be,- -, By}, soit B € B (R) alors
B=UY,(BnB),
BN B; €A car

et

O

Notation 1. 1g (z) = 2 et Iz () = 1, Vo € R. La fonction 1,4 est la fonction
indicatrice de (a,b) pour un intervalle de la forme ]a,b[, ou [a,b], ou [a,b], |a,b] ou

R.

Pour toutes les fonctions étagées, avec I’hypothese de recouvrement fini, on a

= Zail(ai,bi)
+oo
| e@an@

—Zazvpe az; z Zaz lim VUp,e (aubz)) (t)

t—s1—
= Z aitlﬁi{?f ;’URn ((ai7 1 tn = tLH%* Z (Z aszn CL“ 1))) t"
400 400
= 1 dvp, t".
Jim 2 ([ s @)

Theorem 8. Si % a la propriété de recouvrement fini de R alors pour toute fonction
mesurable ¢ vérifiant

+oo 400
lim Z t"/ lo (z)|dvpy, (z) < o0

on a
+o0 +oo “+o00
pe Lt (R,vpe) et / ¢ (z) dvp, (z Z/ x)dvpy, (x).

Proof. La propriété est vraie sur les fonctions étagées positives, par le lemme de
Fatou, le théoreme est encore vrai pour les fonctions mesurables positives. Le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue permet de conclure. ([l

On a un théoreme de réciprocité, soit

U = {B €BR):vpe(B) < 4ooet ikvp)k (B)= o (n)}

n—-+oo
k=1
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Theorem 9. Si U a la propriété de recouvrement fini de R si ¢ € L' (R,vp.) alors

la série
+oo “+oo
Z / z) dvp,, (z)

converge vers fj:oo ¢ (z) dvp, (90)

Remark 11. Si A et U vérifie la propriété de recouvrement dénombrable {B;} tel

que pour A on a
400 1
E n(Bi) =01 —
=1 o ( ) <n>

et pour U on a

k v = o (n

E E pe(Bi) | = o (n),
=1

les théorémes précédents sont encore vrais.

Definition 7. Les valeurs singuliéres de la mesure spectrale P, le long de la base
hilbertienne sont les réels |up,y| tels que

+oo
el = [ laldop, (@) < 400

— 00

et les valeurs propres associées sont

+oo
pin = [ wdop,, (2)
—o0

pour les entiers n > 1 pour lesquels la fonction
1g (z) = = vérifie 1g € L* (R, vp.,) .
Theorem 10. Si

+oo 1
hm Zt |upn| < +oo et |upn| = *Hroo (E)

n=1

alors
—+oo

lp e L} (R,vpn) et/ zdvp, () = lim Zt WP - (8.1)

— 00 r—1—

Definition 8. Une mesure spectrale P qui vérifie les condztwns 8.1 a une trace le
long de la base hilbertienne e définie par la formule

+oo
Tr. (P) = / xdvp () .

—o0
Proposition 4. Pour les deux traces suivantes, si l'une existe alors l'autre existe
et on a l’égalité
Tre (U.P)=Trye (P),
st U appartient au stabilisateur Stp de P
Tre (P)=Trye (P).

En particulier, si Tr . (P) eziste, Tr . (P) est indépendante de la base hilbertienne

e pour les mesures spectrales P vérifiant

Stp = 4.
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Remark 12. Une mesure spectrale P pour laquelle
Stp =4
a une trace notée Tr (P) qui ne dépend que de P.

Le théoreme de Von Neumann donne une correspondance bijective entre les
mesures spectrales 9t sur H et les opérateurs autoadjoints de H telle que si vy4
sont les mesures complexes et réelles définies par

vrg (B) = (Ppf.9)y avec vy (B) =(Ppf,f)y

ou Pp est le projecteur associé au borélien B € B (R), alors 'opérateur T associé
a cette mesure spectrale vérifie

dom (T) = {f €H: ‘/_—:Oxdvf (@)] < +oo}
et
wsa= [ :O vdvgg ().

Pour un opérateur 7' compact et autoadjoint, soit {e,},~; une base hilbertienne
de vecteurs propres. Avec les notations précédentes on a
—+o0

Hn (T) = <T6nu en>H = / xdv, (,CC) R

—00
et v, = v, est la probabilité sur R définie précédemment. La suite p, (T) est
ordonnée de telle fagon que py, (|T|) = |pn (T)] est décroissante comptées avec leur
ordre de multiplicité et vérifiant

lim p, (T)=0.

n——+oo
Remark 13. On définit les projecteurs P, comme suit,
P, = Pg,, Ph=0q

ot F, est le sous-espace vectoriel fermé de H engendré par {e : k > n}. On peut
écrire simplement les opérateurs compacts sous la forme

+oo
T=> pin(T)(Py—Po).

Pour tout e,

+oo
Z Hn (T) (Pnek - Pn—lek)
n=1

—+oo
= pin (T) (Puex — Pu_vex) = px (T) e = Ty
k=n

car
Prer =0 sin<k, Poep, = ¢, sik >n.

Si la trace Tr (T') existe, elle peut étre représentée par l'intégrale
+oo

Tr(T):/ wdv (z), v = vp

— 00
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ou P est la mesure spectrale associée a T'. Le probleme posé est de savoir, dans
I’hypothese ou 'intégrale diverge, existe-t-il un procédé permettant de régulariser
cette intégrale par des procédés de régularisation, décrits par exemple dans [6] et
[7]. Pour régulariser cette intégrale, I'idée est de construire des mesures 7 par des
7procédés de sommation” vérifiant

T(B)=v(B) siv(B) < +o0

comme pour le "procédé de sommation d’Abel” défini plus haut. On se fixe un
procédé de sommation & et on prend pour mesure 7 la mesure ve définie par

n

vs (B) = & (s(B)) avec s, (B) = > _ (Pgex, ex)y »
k=1

le procédé de sommation doit vérifier, la régularité, la linéarité et la stabilité. Sila
condition de régularité est vérifiée

+oo +oo
| toao= [ rods® e @
car pour tout borélien B de R tel que v (B) < +0o0, on a ve (B) = v (B).

Definition 9. Un opérateur compact T, autoadjoint, est tracable pour un procédé
de sommation régulier & si 1g € L' (R,vg) et on pose

Tre (T) = /+OO zdvs (z) . (8.2)

Sous quelles hypotheses a-t-on
Tr (T) = Trs (T),

cette réciprocité est donnée par des constructions taubériennes. On donne un ex-
emple sur le ”procédé de sommation €” de Cesaro. Pour le procédé de sommation
de Cesaro, les sommes partielles de € (s) sont

n

k
1
— = <
’rLZSk (B) avec Si (B) Z <PB€m,em>H <k,
k=1 m=1
on pose

n—soon

1 n
ve (B) = lim = s, (B) < +00, VB € B (R),
k=1

ve est une mesure sur les boréliens de R et v (B) = ve (B) si v (B) < 4+o00. La trace
de Cesaro d’un opérateur compact autoadjoint sera définie, si 'intégrale existe, par

Tre(r) - | " dve (a).
on a un théoreme du type taubérien de l_a forme,
Theorem 11. Si la famille de boréliens F de R qui vérifient
ve (B) < 400 et (Pgep,en)y =0 (%) , (8.3)

a la propriété de recouvrement fini de R, alors T est un opérateur tragable avec

Tr (T)=Tre(T)
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St
Tre (|7]) < 400.

Proof. C’est une application du théoreme taubérien de Hardy-Littlewood car le
recouvrement fini par des boréliens de F permet d’écrire v (B) = ve (B) < 40,
VB € B (R). O

Definition 10. Un procédé de sommation est dit régulier si vs (B) < +00 =
S (s(B)) < +0 et
ve (B) = & (s(B))-
Le procédé de sommation est linéaire si il vérifie

(avi +bin)g (B) =a(vi)g (B) +b(n)g (B), Va,be C et Be B (R),

il est dit stable sur la base hilbertienne e si pour
+oo
v (B)= Y (Pgen.en)y
n=7t+1

on a
.

(UT)G (B) =wve (B) — Z <PB€naen>H ,
n=1

enfin le procédé de sommation &y est plus fort que le procédé de sommation So si
ve, (B) < +00 = vg, (B) < 400 et v, (B) = vs, (B)
et il y a consistance entre les procédés de sommation &1 et Gy si
ve, (B) =ve, (B),
pour tous les boréliens qui ont une mesure finie pour v, et Vg, -

Remark 14. On cherche donc, les processus & équivalent au processus J qui laisse
mvariant v.

vy (B) =v(B)

Les premieres mesures abéliennes construites sont les mesures spectrales de
Norlund. On se fixe une suite p = {pn}n>1 une suite de nombres réels positifs
tels que

. Pn
lim =0, 8.4
la mesure spectrale de Norlund-Cesaro est définie par

o Pk (Zlf (Pper, 61>H)
on (5) = "gr{l“x’ >0 Pk
les méthodes de sommation sont régulieres, linéaires, stables et consistantes entre
elles.
Les mesures spectrales d’Abel-Dirichlet sont définies comme suit. Si {\,}, 5,
est une suite de nombres réels positifs strictement croissante, on pose
“+o0
vy (B) = lim (Ppen,en)y e~ Ant (8.5)

r—0t
n=1

)

les méthodes de sommation sont régulieres, linéaires, stables mais pas consistante
entre elles en général.
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Remark 15. Si A\, = nlog(n) la mesure spectrale obtenue est la mesure spectrale

de Lindelof.

Soit {en},~ une base hilbertienne de vecteurs propres et v la mesure définie sur
=

les boréliens de R par
+oo

v (B) = Z <PB€naen>H y
n=1
on se fixe un procédé de sommation dans une famille § de procédés de sommation
réguliers, linéaires, stables et consistants. Si I’application identique

g (z) =2z, VzeR

appartient & L' (R, vg) pour au moins un procédé de sommation de &, on régularise
la trace de T' en posant
+oo
Tr (T) = / zdvg (x) ,
— 00
cette trace ne dépend pas du choix du procédé & de §. La trace de Norlund-Cesaro
est définie par
+oo
T (T) = / xdos (x)
— 00
ou la suite p définissant vy varie dans ’ensemble des suites strictement positives
vérifiant 8.4.

Remark 16. La non consistance des mesures spectrales d’Abel permet pas de don-

jtére d de la série 32 (T ‘rat t
ner un critére de convergence de la série y = j, (T') pour un opérateur compac
autoadjoint T indépendamment du choixz de la mesure abélienne choisie. Pour
régulariser une trace par un processus de sommation d’Abel, on régularise cas par
cas.

La mesure définie en 8.5 est notée simplement

+oo
B) = li Ppgen,en) e " A ={A,
vx (B) mi%+;< BEn, €n) b € {Antnza
la série de Dirichlet associée
—+o0
vy (B) (2) = Z (Ppen, en) e 7
n=1

est une série de Dirichlet & terme positifs (Pgey, e;,) g+ le théoréme de Landau dit
que l'abscisse de convergence o, est égale a I’abscisse d’holomorphie o;, et que o,
est un point singulier de vy (B) (z). On a
—+oo
ox (B) (2)| < D (Pgen, en) g e " < +oo siz =Re(z) > o,
n=1
pour chaque borélien B, on pose
Ap (z) = Z (Ppek,er)y et Apa(x) = Z (Pgéen,en)y ,
1<k<Lz An<z
soit

log A
Lp = limsupLB(n)

n——+oo )\n
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si Lp > 0 alors 0. (B) = Lp et Lp est une valeur singuliere de vy (B) et si Lg <0
alors 0. (B) < 0. Si la série

“+o0
Vi (B) (Z) = Z <PBen7 en>H ef,unzv Hn = 6)\”
n=1
se prolonge en une fonction méromorphe en 0 avec pour ordre ¢, alors vy (B) se
prolonge en une fonction méromorphe dont les poles éventuels se situent aux points
1,2, -+, ¢g. On a donc le théoréme suivant,

Lemma 7. Sio.(B) < 400 et V5 (B) (2) se prolonge en une fonction méromorphe
en 0 alors, si Uy (B) (z) est le prolongement méromorphe de vy (B) (z) sur C, vy (B)
eriste et est égale a

vx (B) =0 (B)(0).

Definition 11. Une famille de boréliens § est A-abélienne siVB € §, 0. (B) < +00
et Vi (B) se prolonge en une fonction méromorphe en 0 d’ordre fini.

Theorem 12. S’il existe une famille §, A-abélienne, ayant la propriété de recou-
vrement fini, alors la mesure obtenue par le processus de sommation d’Abel & est
définie par
(va)g (B) =05 (B) (0) < +o0.
Pour un opérateur compact autoadjoint, on a donné un critéere de convergence

en 4.1, on propose de définir une autre approche de la définition de la trace. Avec
les procédés de sommation d’Abel, on pose

—+oo
TI'T,)\ (Z) = Z Hn (T) eiAnzv A= {)‘"}nZI
n=1

ou )\ est une suite de nombres positifs qui joue le role de parametre. On s’intéresse
a la limite

lim Trpy (z).

z—0t ’

Theorem 13. Soit A\ = {)\"}n>1 une suite de nombres réels positifs strictement
croissante telle que

lo i T

I — Timoup 22 (T s (1))
n——+oo )\n

Si la série de Dirichlet

< +o0. (8.6)

—+o0
Z 229 (T) e T = et
n=1

se prolonge en une fonction méromorphe en 0, d’ordre fini q, alors la série de
Dirichlet

+oo
Trpa(2) = Z pin (T) e~ *#
n=1

a un prolongement méromorphe /’I?T),\ sur C, dont les seuls poles éventuels sont des
poles simples situés en 1,2,---,q. La trace de T est régqularisée en posant

Tr s (T) = Troa (0).
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Remark 17. On a des propriétés simples sur ces traces,
Tra (T) + Tr, (T) = Trxxp (T)

ol A X p est le produit d’Abel des deuz suites (X X p), = Ap X pn. Il y a invariance
par homothétie Tr o\ (T) = Tr 5 (T'), Va > 0.

9. CONCLUSION

Dans ce document, on a présenté plusieurs méthodes pour élargir la notion de
trace a des opérateurs non tragables. J’engage le lecteur, a revisiter ces construc-
tions et & les approfondir. Certains résultats vous paraitront surprenants. La tech-
nique de (-régularisation donne une large classe d’opérateurs sur laquelle on peut
régulariser la trace. L’introduction des séries de Fourier et les mesures spectrales
sur lesquelles on fait intervenir des procédés abéliens de sommation permettent de
définir les traces de Cesaro, de Norliind et d’Abel. Les réciprocités de ces résultats
sont obtenues par les méthodes taubériennes classiques. Il y a beaucoup de procédés
de régularisation de la notion de trace sur une mesure spectrale par des méthodes
de régularisation d’intégrales divergentes, je laisse au lecteur le soin de développer
et d’approfondir cette approche de la régularisation en s’aidant des résultats donnés
dans [6] et [7].
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