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Résumé :

La présente étude examine le probleme de vibration libre d'un systéme granulaire discret de taille finie.
Ce systéme microstructuré est composé de grains uniformes reliés élastiquement par des ressorts de
cisaillement et de rotation. Un tel systéme structurel granulaire est confiné par des interactions
élastiques discretes, pour prendre en compte les contributions granulaires latérales. Ce systeme peut
étre percu comme un modele de chaine de Cosserat ou un modele élastique de réseau avec interaction
de cisaillement. Les fréquences propres de ce systeme discret sont calculées exactement pour la poutre
granulaire reposant sur deux appuis, a partir de la résolution d'un probléme de valeurs propres linéaire
aux différences. Une formulation analytique du calcul des fréquences propres de la chaine granulaire
est donnée pour tous les modes discrets. On montre que les équations discrétes de ce systeme granulaire
convergent, pour un nombre infini de grains, vers les équations différentielles du modéle de poutre de
Bresse-Timoshenko reposant sur une fondation élastique de Winkler (ou modéle de Cosserat continu).

Abstract :

The present study analyses the free vibration problem of a discrete granular system. This
microstructured system consists of a finite number of uniform grains, that are connected elastically by
some shearing and rotating springs. The granular system is confined by some discrete lateral elastic
interactions to take into account the lateral granular contributions. Such a granular lattice can be
considered as a discrete Cosserat chain model or equivalently, an elastic lattice with shear interactions.
The natural frequencies of this discrete system are exactly calculated for the simply supported granular
beam resting on Winkler foundations. The mathematical problem is equivalent to the resolution of a
linear difference eigenvalue problem. An analytical formulation of the natural frequencies of the
granular chain is given whatever the considered modes. It is shown that the discrete equations of this
granular system for an infinite number of grains converge towards the differential equations of the
Bresse-Timoshenko beam model resting on Winkler's elastic foundation (or continuous Cosserat model).

Mots clefs : Milieu granulaire, Cosserat discréte, Analyse de vibration.

1 Introduction
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Afin d'adapter une théorie des milieux continus aux matériaux granulaires, il est nécessaire
d'introduire des degreés de liberté de rotation indépendants, en plus de ceux en translation conventionnels.
En effet, les mouvements relatifs entre la microstructure et les déformations macroscopiques moyennes
peuvent étre apprehendés par des degrés de liberté supplémentaires. Une telle cinématique enrichie
conduit & des milieux continus non classiques (théories de type Cosserat, par exemple Cosserat et
Cosserat (1909) ; Nowacki (1974)). Voigt (1887) dés le XIX®™ siécle, a été un des pionniers du
développement de ces milieux enrichis. Il a montré I'existence de contrainte-couples dans ces matériaux.
Les théories continues de milieux de Cosserat appartiennent a la classe plus large des continuas
généralisés qui introduisent des échelles de longueur intrinseques via des gradients d'ordre supérieur ou
des degrés de liberté supplémentaires (Eringen (1999;2002), Forest (2005)). De maniére opposée, la
mécanique classique des milieux continus n’incorpore pas d'interaction rotationnelle entre les particules,
et ne permet pas d’appréhender les effets de taille dans ces milieux.

Par ailleurs, le modéle de poutre de Bresse-Timoshenko, tient compte de la rigidité finie au
cisaillementet de I'inertie rotatoire de la section (Bresse, 1859 ; Timoshenko, 1921 ; Timoshenko, 1922).
L’effet du cisaillement et de I’inertie rotatoire peuvent étre significatifs dans le cas du calcul de
fréquences propres pour des poutres courtes ou pour lesquelles les modules de cisaillement sont
suffisamment faibles. Le modéle de poutre de Bresse-Timoshenko est aussi une généralisation du
modeéle d’Euler-Bernoulli, et admet une cinématique a deux champs indépendants, un champ de
déplacement transversal et un champ de rotation. Timoshenko (1921) ou Timoshenko (1922) a calculé
les fréquences propres exactes pour une telle poutre a deux degrés de liberté reposant sur deux appuis
simples. Le calcul de fréquences propres pour une poutre de Bresse-Timoshenko avec des conditions
aux limites quelconques et en interaction élastique avec un milieu rigide est obtenu par Wang and
Stephens (1977), Manevich (2015) ou Elishakoff et al (2018) (voir plus récemment Elishakoff, 2019)

Un autre point essentiel est I’équivalence des théories des poutres continues d’un milieu de Cosserat
unidimensionnel et d’un milieu classique de Bresse-Timoshenko. En fait, une poutre de Timoshenko est
un exemple de continuum unidimensionnel de Cosserat en considérant la double cinématique
indépendante rotation-déplacement (voir par exemple Rubin, 2003 et Exadaktylos, 2017)). Il existe
donc un lien tenu entre les milieux unidimensionnels granulaires de Cosserat et les milieux de Bresse-
Timoshenko. La présente étude se concentre sur la vibration du modéle de poutre granulaire reposant
sur une fondation linéaire de Winkler (Winkler, 1867). Notons que les équations aux différences de cette
chaine granulaire coincident avec les équations aux différences du modele granulaire de Pasternak et
Muhlhaus (2005) en I’absence de fondation élastique, mais différent des équations aux différences du
modeéle discret avec cisaillement étudié par Duan et al (2013) ou du modele formulé plus récemment par
Bacigalupo et Gambarotta (2019).

L article est organisé de la maniére suivante. Tout d'abord, un modéle granulaire discret est introduit
a partir d’une interaction granulaire en rotation et en cisaillement. Puis, a partir de I'analyse dynamique
de poutre, les équations de fleche de la poutre continuent et discrete sont obtenues. La solution exacte
pour I’équation de fleche granulaire conduit a une équation aux différences linéaires du quatrieme ordre.
Pour le modéle continu obtenu asymptotiqguement pour un nombre infini de grains, I’équation de fléche
est une équation différentielle linéaire du quatrieme ordre. Les fréquences propres sont obtenues pour le
modéle granulaire discret et pour le modele continu et sont comparées ensemble.

2  Modéle granulaire

Une poutre granulaire de longueur L reposant sur deux appuis est modélisée par un nombre fini de
grains interagissant ensemble. Un tel modeéle représente une chaine granulaire microstructurée
comprenant n+1 grains rigides de diametre a (a=L/n) qui sont reliés par n ressorts de cisaillement et de
rotation, comme le montre la Figure 1; les ressorts de confinement (interaction extérieure de Winkler)
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sont situés au centre des éléments granulaires. Chaque grain a deux degrés de liberté qui sont représentés
par w; et ©; pour le nombre de grains i. L’objectif est de trouver I’équation de vibration régissant le
modele, puis d’obtenir les fréquences propres du systéme granulaire.

=0 i=1 i=n-1 i=n

Figure 1- Chaine granulaire discréte a cisaillement composée de n + 1 grains de diamétre a et de masse m

L’équation Lagrangienne du systéeme granulaire est définie comme suit: L =T — (Us + Up, +
Uwinkier) » OU T est I'énergie cinétique totale, Us et U, sont des fonctions d'énergie de déformation dues
a des ressorts de cisaillement et de rotation déformés et Uwinver €St I'énergie élastique du support
élastique. Le Lagrangien peut s’exprimer comme suit :

1 ir2 1 A 1 Oiy1+06; 2
L= [gZ?:lmWi +o X 1m9i2] - [;Z?:ls(Wiﬂ - W - a%) +

1 1

~Xi1 C(0i41 — 6 +52?=1KW2] (1)

X IL L . N - KsGA KsGA
oul, = pT = pla est I’inertie rotationnelle; S est la rigidité au cisaillement (S = =— = n%), G
est le module de cisaillement, A est le surface de la section transversale de poutre équivalente, Ks le
coefficient de correction de cisaillement; C est la rigidité de rotation (C = % = nTEI ), E est le module

de Young et | est le moment quadratique; K est la rigidité discrete de I'élastique (K = ka). Introduisons
les opérateurs aux différences :

_ Wi +2Wi+Wi,
- 4

— Wiy —Wiy
2a

— Wiy 2Wi+ Wiy

8oW 22 O]

§,W < 8,W

Les équations d’Euler-Lagrange sont obtenues a partir du Lagrangien formulé en Eq. (1), et peuvent étre
présentées de maniére compacte sous la forme:

K.GA(8,W) — K,GA(6,6) — kW; — pAW; = 0
EI(8,0) + K,GA(5;W) — K,GA(6,0) — pIf, = 0

@)

En supposant un mouvement harmonique W; = w;e'®t, Eq. (3) peut étre écrit sous forme de matrice:
ElS, — K,GASy + plw? K,GAS, (9) _ (0)

K,GAS, k—K,GAS, — pAw? )| \w/ ~ \0 (4)

Ce systéeme d’équations aux différences Eq. (4) a été obtenu par Pasternak et Mihlhaus (2005) en
négligeant la contribution de la fondation élastique de Winkler. Pour le poutre continu en considérant
n — oo, Eq. (4) converge vers le systeme couplé d'équations différentielles Eq. (5) obtenu par Bresse
(1859) en I'absence de fondations de Winkler (k=0) et en supposant que le facteur de correction du
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cisaillement est unitaire (Ks=1). Eqg. (5) a également été obtenu par Timoshenko (1921;1922) en
I'absence de fondations élastiques (k=0). Le systeme d'équations différentielles du Eq. (5) a été obtenu
par Wang and Stephens (1977) et Manevich (2015) pour une poutre de Bresse-Timoshenko sur fondation
élastique.

(Ela,g — K,GA + plw? K,GAD, ) (9) B (0)

K,GAd, k—K,GAdZ — pAw? ) \w/ ~ \0 (5)

Il peut étre opportun, dans une deémarche de continualisation, d’introduire les opérateurs
pseudodifférentiels associés aux opérateurs aux différences Eq. (2):

P e®x 4 2 4 g% _ cosh? aly
5 = e@0x _ o=a0x _ sinh(ad,)
! 2a a
e®x —2 +¢7%0x 4 , A0y (6)
82 = a2 = ;smh (T)

En revenant a la chaine granulaire discrete et en considérant le déterminant de la matrice dans le Eq. (4)
égal & zéro, on obtient une équation linéaire aux différences du quatriéme ordre, qui pourrait étre
simplifiée comme suit:

kEI  ElpAw?

N kplw? p?lAw*
K.GA " K.GA

>6Z+(k—pAa)2)50—KGA+ KGA]W=0 7
S S

[EIS,% + <p1w2 -

Pour le modéle continu de poutre, c’est-a-dire lorsque n — oo, I'équation différentielle du quatrieme
ordre valable pour une poutre de Bresse-Timoshenko sur une fondation élastique de Winkler est donnée
par Eq. (8) qui correspond également aux équations obtenues par Wang and Stephens (1977), Cheng
and Pantelides (1988) et Manevich (2015).

dtw (% (L EY_ _k \dw sz(é k _M)_ﬁ _ (8)
dx* +( E (1+kSG) kSGA) dx? ( E I+kSGA ksG EI)]W_ 0

3  Résolution de I'équation de Déviation de la Poutre

3.1 Solution Exacte de I'équation de Différence

Dans cette section, la solution exacte du probleme de valeur propre aux différences linéaires du
quatrieme ordre Eq. (7) est calculée. Cette approche est expliquée en détail par Elishakoff and Santoro
(2006;2005) qui I’ont utilisé pour analyser I’erreur dans les problémes dynamiques probabilistes bases
sur des différences finies. A partir de Eq. (7) limitée aux termes vibratoires, on pourrait écrire:

1 k Aw?
£ w? - 2 )(Wi+1_2Wi+

(Wipz — 4Wipq + 6w; — 4w,y +w;_,) + a? (—w

El KsGA = KiGA
af k pA(uz) 4 kplw? | p?lAw* (9)
wi_ a*(————) (w; 2w; + w;_ a*(— w; =0
i-1) + (451 4EI Wisq +2w; + wiq) + a*( EIK;GA + EIKSGA) l

Eq. (7) est une est une équation aux différences linéaire du quatrieme ordre, qui nécessite quatre
conditions aux limites aux différences. Les conditions aux limites associées pour la chaine granulaire
simplement supportée peuvent étre supposees sous la forme suivante (Hunt et al. (2010)):

Ati=0: W0=0, 61=_9_1
Ati =n: wp = 0, 9n+1 = _gn—l (10)



24°me Congrés Francais de Mécanique Brest, 26 au 30 Aolt 2019

En écrivant des termes de guantités non dimensionnelles :

2 4 4
w“pAL E I r kL
P— =— ,r= —_ ’r*:—,k*z—

2 _
2° = gl Hs ksG A’ L El (11)

£2 est un nombre proportionnel & la fréquence de vibration; pg est inversement proportionnelle a la
rigidité au cisaillement, c'est-a-dire qu'elle disparait avec la flexibilité au cisaillement; et " est
proportionnelle a l'inertie rotatoire. Les modes propres pour la poutre granulaire reposant sur deux
appuis peuvent étre obtenus a partir de la fonction de forme trigonométrique w; = Bsin(i¢) et
conduisant & les fréquences de vibrations naturelles fondamentales, qui sont associées a la condition non
triviale (Elishakoff and Santoro (2006)):

s
1’707‘l'=n,wi=O:>sin(n(p)=O;>qg=p7 (12)
L’équation de fleche pour chaque grain est obtenue a partir de la forme modale trigonométrique :
_(tpm
wi = sin (1) (13)

ou B est une constante et p est le numéro de mode qui dépend du module de confinement sans dimension

k™ eti est le numéro de grain. Par conséquent, I'équation suivante peut étre obtenue pour les fréquences
non dimensionnelles.

N*—BN*+C=0 (14)
avec B et C qui sont définis comme :
n? pm 1 2n?
B = ( )cos —)—k" - - + Us),
'usr*z Hs 4 2.2 (n ) zusr*‘l #Sr*z( 'uS)
- 2nt  rPkru,  k*
- HST*4 ( n2 4n?
T k* 2n?k*  4n* 4nt
—4)cos (—) + Z 5 n 5 (cos (—))2 (15)
n 2Usr* r* UsT™ UsT™
Eg. (14) a deux racines positives:
0 - |BxEEC (16)

En considérant un nombre de mode faible (p<<n) et en envisageant un nombre de grains infini n — oo,
I”’hypothése d’un développement asymptotique basé sur cos (pn—") ~1— % (pn—")2 peut étre appliquée a Eq.
(15) et méne a:

2.2 1 " «
B = SS:*Z 1+ uy) +—(usr “k* +

1
I'LST*Z %2

ﬂsr*‘l- T*z ﬂsr*‘l—l

) C= pin*  k*p?m? k* @an

T

Les fréquences propres sont obtenues en substituant Eq. (17) a Eq. (16). Le résultat de fréquences
propres dans le cas continu peut étre comparé aux résultats obtenus par Wang and Stephens (1977),
Cheng and Pantelides (1988) et Manevich (2015). En ignorant le fondation élastique de Winkler (k* =
0), on obtiendrait les mémes résultats que ceux établis par Timoshenko (1921;1922).

3.2 Solution du Milieu Continu Asymptotique

L’équation différentielle du quatriéme ordre, en présence de fondation élastique de Winkler, a été
obtenue par Wang and Stephens (1977), et pourrait &tre réécrite sous la forme sans dimension suivante:
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d*w ) «2p%  14°W ) #2706 , 1 )
ﬁ+[r 021+ pg) —r*k* g ﬁ—[r Qz(usr k' + = — ust !22)—
k'|w=0 (18)
Il est possible d’introduire les grandeurs adimensionnelles suivantes :
__x _ _w dw d*w d*w 3d*w (19)
X =- ) w = -y = -, = —_—
L L~ dx? dx? ’ dx* dx*

Pour la poutre simplement appuyée, la solution de Eg. (18) peut étre proposé comme suit:
W(X) = sin(pmx) (20)

Les pulsations propres sont donc solutions d’une quartique :
0*—BN24+C=0 (21)
ou les parameétres B et C sont définis comme :

2.2 1 20 1 4
sz:;z(l'i'lis)‘l'ﬂ (.usr ’k +r*2)’ c=2

2
Us ST UsT

n*  k*p?m? k* (22)
x4 T*z ﬂsr*‘l—l

On obtient ainsi les fréquences propres issues d’une formule identique a celle utilisée en Eq. (16) et par
substitution de Eq. (22), qui pourrait étre comparée aussi avec Wang and Stephens (1977), Cheng and
Pantelides (1988) et Manevich (2015). En I’absence de fondation élastique de Winkler (k"=0), les
fréquences propres sont identiques a celles obtenues par Timoshenko (1921;1922).
L’ analyse se sensibilité s’effectue pour le jeu de paramétres adimensionnels suivants :
Us =428 , r*=10.029 , k* =15 (23)

A partir de la Figure 2, les résultats des frequences propres du milieu continu de Bresse-Timoshenko
et du milieu de Cosserat discret font apparaitre deux branches en fonction du numéro de mode pour
quatre valeurs de nombre de grains. On peut en conclure que le taux d’augmentation des fréquences de
la deuxieme branche est supérieur a celui de la premiére branche et que la solution exacte pour le modele
discret prévoit toujours des fréquences plus basses que celles associées au milieu continu local. Par
contre, pour les frequences de la deuxiéme branche, les résultats discrets et continus sont tres proches,
lorsque le rapport de n/p est plus élevé que 5, tandis que pour la premiére branche cette valeur est de 3.
Sur la Figure 3, I'effet du rayon de giration adimensionnel (qui affecte I’inertie rotatoire) ainsi que la
sensibilité au nombre de grains ont été étudiés pour les numéros de mode de 1 et 10. Le nombre
minimum de grains requis pour lequel les résultats discrets convergent vers ceux du continuum a été
déterminé et illustré sur cette figure. En diminuant le rapport de longueur ou en augmentant le numéro
de mode, le nombre de grains doit étre augmenté pour obtenir des résultats proches de ceux du modeéle
continu local de Bresse-Timoshenko.
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Figure 2- Comparaison de I’évolution des fréquences propres en fonction du mode pour le milieu granulaire
discret (milieu de Cosserat discret) et son analogue continu local (poutre de Bresse-Timoshenko)
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Figure 3- Analyse de I'effet du nombre de grains sur les fréquences propres (solution exacte du modéle
discret)

3 Conclusion

Cet article étudie le comportement en vibration libre d'un systéme granulaire discret reposant sur une

fondation de Winkler discréte. Ce systéme micro structuré est constitué de grains uniformes reliés
élastiqguement par des ressorts de cisaillement et de rotation. Il a été montré que I’éguation de déformée
discrete de ce systeme granulaire (chaine de Cosserat), est une formulation en différences finies d’un
modele de poutre de Bresse-Timoshenko qui prend en compte les phénomenes de flexion et de
cisaillement. Pour un nombre infini de grains, le systéme aux différences converge vers les équations
différentielles d'une poutre de Bresse-Timoshenko reposant sur une fondation de Winkler. Les
fréquences propres de la poutre granulaire reposant sur deux appuis simples a ses extrémités ont été
étudiées analytiquement, quels que soient les modes considérés, par la résolution d’une équation aux
différences linéaire du quatrieme ordre.
Les résultats de I’approche exacte du modele discret de Cosserat sont comparés au modele continu de
Bresse-Timoshenko. Il a été constaté que la rigidité au cisaillement (représentée par les ressorts de
cisaillement qui modélise I’interaction granulaire de cisaillement) a un effet significatif sur les
fréguences de vibration.
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