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2VBOUJUBUJWF QIBTF NJDSPTDPQZ VTJOH
RVBESJXBWF MBUFSBM TIFBSJOH
JOUFSGFSPNFUSZ 	2-4*
� QSJODJQMF

UFSNJOPMPHZ
 BMHPSJUIN BOE HSBUJOH
TIBEPX EFTDSJQUJPO
(VJMMBVNF #BGGPVB

*OTUJUVU 'SFTOFM
 $/34
 "JY .BSTFJMMF 6OJW
 $FOUSBMF .BSTFJMMF
 .BSTFJMMF
 'SBODF

&�NBJM� HVJMMBVNF�CBGGPV!GSFTOFM�GS

3FDFJWFE �� 'FCSVBSZ ����
 SFWJTFE � "QSJM ����
"DDFQUFE GPS QVCMJDBUJPO �� "QSJM ����
1VCMJTIFE �� .BZ ����

"CTUSBDU
2VBESJXBWF MBUFSBM TIFBSJOH JOUFSGFSPNFUSZ 	2-4*
 JT B RVBOUJUBUJWF QIBTF JNBHJOH UFDIOJRVF
CBTFE PO UIF VTF PG B EJGGSBDUJPO HSBUJOH QMBDFE JO GSPOU PG B DBNFSB� 5IJT HSBUJOH DSFBUFT B
XJSF�NFTI�MJLF JNBHF
 DBMMFE BO JOUFSGFSPHSBN
 UIBU JT QPTUQSPDFTTFE UP SFUSJFWF CPUI UIF
JOUFOTJUZ BOE QIBTF QSPàMFT PG BO JODPNJOH MJHIU CFBN� *OWFOUFE JO UIF ��T
 2-4* IBT CFFO VTFE
JO OVNFSPVT BQQMJDBUJPOT
 F�H� MBTFS CFBN DIBSBDUFSJ[BUJPO
 MFOT NFUSPMPHZ
 UPQPHSBQIZ
NFBTVSFNFOUT
 BEBQUJWF PQUJDT
 BOE HBT KFU NFUSPMPHZ� .PSF SFDFOUMZ
 UIF UFDIOJRVF IBT CFFO
JNQMFNFOUFE JO PQUJDBM NJDSPTDPQFT UP DIBSBDUFSJ[F NJDSP BOE OBOP�PCKFDUT GPS CJPJNBHJOH BOE
OBOPQIPUPOJDT BQQMJDBUJPOT� )PXFWFS
 OPU NVDI FGGPSU IBT CFFO QMBDFE PO EJTTFNJOBUJOH UIJT
QPXFSGVM UFDIOPMPHZ TP GBS
 XIJMF JU JT ZFU B QBSUJDVMBSMZ TJNQMF UFDIOJRVF� *O UIJT BSUJDMF
 XF
JOUFOE UP QPQVMBSJ[F UIJT UFDIOJRVF CZ EFTDSJCJOH BMM JUT GBDFUT JO UIF GSBNFXPSL PG PQUJDBM
NJDSPTDPQZ
 OBNFMZ UIF XPSLJOH QSJODJQMF
 JUT JNQMFNFOUBUJPO PO B NJDSPTDPQF BOE UIF UIFPSZ
PG JNBHF GPSNBUJPO
 VTJOH TJNQMF QJDUVSFT� 8F BMTP QSPWJEF BOE DPNNFOU PO BO BMHPSJUIN GPS
JOUFSGFSPHSBN QSPDFTTJOH
 XSJUUFO JO .BUMBC� 5IFO
 GPMMPXJOH UIF OFX FYUFOTJPO PG UIF UFDIOJRVF
GPS NJDSPTDPQZ BOE OBOPQIPUPOJDT BQQMJDBUJPOT
 BOE UIF EFWJBUJPO GSPN XIBU UIF UFDIOJRVF XBT
JOJUJBMMZ JOWFOUFE GPS
 XF QSPQPTF UP SFWJTJU UIF EFTDSJQUJPO PG UIF UFDIOJRVF
 JO QBSUJDVMBS
 CZ
EJTDVTTJOH UIF UFSNJOPMPHZ
 JOTJTUJOH NPSF PO B HSBUJOH�TIBEPX EFTDSJQUJPO SBUIFS UIBO B
RVBESJXBWF QSPDFTT
 BOE QSPQPTJOH BO BMUFSOBUJWF BQQFMMBUJPO
 OBNFMZ AHSBUJOH TIBEPX QIBTF
NJDSPTDPQZ� PS AHSBUJOH�BTTJTUFE QIBTF NJDSPTDPQZ��

,FZXPSET� RVBOUJUBUJWF QIBTF JNBHJOH
 PQUJDBM NJDSPTDPQZ
 OBOPQIPUPOJDT

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM
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 BOE
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�� *NBHJOH UIF QIBTF PG MJHIU

5IF XBWF OBUVSF PG MJHIU HJWFT B TQFDJBM JNQPSUBODF UP UIF
DPODFQU PG QIBTF JO PQUJDT� *O UIF TDBMBS BQQSPYJNBUJPO
 B
TUBUJD
 NPOPDISPNBUJD MJHIU àFME DBO CF SFQSFTFOUFE CZ B DPN�
QMFY àFME &(S) = &(S)FYQ(Jϕ(S))
 XIFSF &(S) ∈ R JT UIF FMFD�
USJD àFME BNQMJUVEF BOE ϕ(S) ∈ R JT JUT QIBTF
 BU UIF QPTJUJPO
S� 8IFO QSPCJOH B MJHIU àFME
 UIF FBTJMZ BDDFTTJCMF QIZTJDBM
RVBOUJUZ JT UIF JOUFOTJUZ *(S)∝ |&(S)|�� )PXFWFS
 UIJT RVBOU�
JUZ POMZ QSPWJEFT QBSUJBM JOGPSNBUJPO� "DDFTTJOH UIF QIBTF
PG B MJHIU àFME JT BMTP QPTTJCMF CVU MFTT EJSFDU
 BOE VTV�
BMMZ SFRVJSFT NPSF TPQIJTUJDBUFE UFDIOJRVFT JOWPMWJOH JOUFS�
GFSFODFT
 BT B NFBOT UP DPOWFSU UIF QIBTF JOGPSNBUJPO JOUP
NFBTVSBCMF JOUFOTJUZ NPEVMBUJPOT� 5IF UFDIOJRVFT DBQBCMF PG
NBQQJOH UIF QIBTF PG B MJHIU àFME BSF DPJOFE RVBOUJUBUJWF QIBTF
JNBHJOH 	21*
 UFDIOJRVFT�

5IJT BSUJDMF GPDVTFT PO POF QBSUJDVMBS 21*
 UIBU JT OBNFE
RVBESJXBWF MBUFSBM TIFBSJOH JOUFSGFSPNFUSZ 	2-4*
� 5IJT UFDI�
OJRVF JT GBS GSPN CFJOH UIF NPTU QPQVMBS
 BMUIPVHI JU HBUIFST
NBOZ BEWBOUBHFT� 5IF BJN PG UIJT BSUJDMF JT UP GBWPS UIF EJT�
TFNJOBUJPO PG UIF UFDIOJRVF� 8F àSTU EFTDSJCF JUT QSJODJQMF�
5IFO
 XF EJTDVTT UIF UFSNJOPMPHZ VTFE JO 2-4* JOUSPEVDFE ��
ZFBST BHP
 BOE QSPQPTF UP SFWJTJU JU
 JO PSEFS UP NBLF JU TJN�
QMFS
 NPSF VOEFSTUBOEBCMF BOE DPOTJTUFOU� JO QBSUJDVMBS
 GPS UIF
SJTJOH BQQMJDBUJPOT JO PQUJDBM NJDSPTDPQZ BOE OBOPQIPUPOJDT�
'JOBMMZ
 XF QSPWJEF BOE EFTDSJCF B .BUMBC DPEF
 �� MJOFT MPOH

TVJUFE UP SFUSJFWF UIF JOUFOTJUZ BOE QIBTF JNBHFT GSPN B SBX
JNBHF DBNFSB�

�� 1SJODJQMF PG 2-4* NJDSPTDPQZ

2-4* JT B 21* UFDIOJRVF
 DBQBCMF PGNFBTVSJOH CPUI UIF JOUFOT�
JUZ BOE UIF QIBTF PG B MJHIU CFBN
 XJUI IJHI TQBUJBM SFTPMV�
UJPO
 BOE IJHI TFOTJUJWJUZ
 JO B QBSUJDVMBSMZ TJNQMF NBOOFS� 5IJT
UFDIOPMPHZ
 JNBHJOFE JO UIF ��T CZ 1SJNPU <�
 �>
 BOE QBUFO�
UFE JO ����
 IBT CFFO NBJOMZ VUJMJ[FE CZ UIF DPNNVOJUZ VTJOH
DPNNFSDJBMJ[FE EFWJDFT TPME CZ POMZ POF DPNQBOZ XPSMEXJEF
TP GBS 	1IBTJDT 4�"�
� 0SJHJOBMMZ EFTJHOFE GPS QSFDJTF MBTFS
CFBN DIBSBDUFSJ[BUJPO <�>
 UIF TDPQF PG BQQMJDBUJPOT FYUFOEFE
JO UIF ����T UP MFOT NFUSPMPHZ
 Y�SBZ JNBHJOH <�m�>
 BEBQU�
JWF PQUJDT BOE TVSGBDF DIBSBDUFSJ[BUJPO� *O ���� <�>
 2-4* XBT
QSPWFO QPXFSGVM XIFO VTFE JO BO PQUJDBM NJDSPTDPQF
 XJEFO�
JOH UIF SBOHF PG 2-4* BQQMJDBUJPOT UP UIF TUVEZ PG TNBMM PCKFDUT
JO CJPMPHZ <�m��> BOE WFSZ SFDFOUMZ JO NJDSP��OBOPQIPUPOJDT
<��m��>�

2-4* JT CBTFE PO UIF VTF PG B TP�DBMMFE XBWFGSPOU BOB�
MZ[FS UIBU DPOTJTUT PG UIF BTTPDJBUJPO PG UXP TJNQMF FMFNFOUT� B
SFHVMBS DBNFSB BOE B UXP�EJNFOTJPOBM 	�%
 EJGGSBDUJPO HSBU�
JOH
 TFQBSBUFE CZ B DPVQMF PG NJMMJNFUFST GSPN FBDI PUIFS
	àHVSF �	B

 <��>� 5IF HSBUJOH BGGFDUT CPUI UIF QIBTF BOE
UIF JOUFOTJUZ PG MJHIU� 0QBRVF IPSJ[POUBM BOE WFSUJDBM MJOFT
CMPDL UIF MJHIU
 BOE EFàOF USBOTNJUUJOH TRVBSF BSFBT JNQSJOU�
JOH QIBTF TIJGUT PG � BOE π PO UIF USBOTNJUUFE MJHIU
 BDDPSE�
JOH UP B DIFTTCPBSE QBUUFSO 	àHVSF �	C

 <��>� 6QPO JMMV�
NJOBUJPO
 UIF EJGGSBDUJPO HSBUJOH DSFBUFT BO JNBHF
 DBMMFE BO
JOUFSGFSPHSBN 	àHVSF �	E


 PO UIF DBNFSB TFOTPS UIBU DBO CF
QSPDFTTFE UP SFUSJFWF CPUI UIF JOUFOTJUZ 	àHVSF �	F

 BOE UIF

XBWFGSPOU QSPàMF 8	Y
 Z
 	àHVSF �	G

 PG B MJHIU CFBN� 8IFO
UIF XBWFGSPOU EJTUPSUJPO 8 PSJHJOBUFT GSPN BO JNBHFE PCKFDU
	àHVSF �	D


 UIF NBQQJOH PG 8 DBO CF VTFE UP PQUJDBMMZ DIBS�
BDUFSJ[F UIF PCKFDU� *O UIJT DBTF
 JOTUFBE PG XBWFGSPOU QSPàMF

POF SBUIFS TQFBLT BCPVU UIF PQUJDBM QBUI EJGGFSFODF 	01%

 PS
FRVJWBMFOUMZ UIF PQUJDBM UIJDLOFTT 	05
 PG UIF PCKFDU δ$=8

EFàOFE BT

δ(Y,Z) = (O− O�)I(Y,Z), 	�


XIFSF O JT UIF SFGSBDUJWF JOEFY PG UIF PCKFDU BOE O� UIF SFGSBDU�
JWF JOEFY PG UIF TVSSPVOEJOH NFEJVN 	àHVSF �	D

� 8IFO UIF
PCKFDU JT OPU VOJGPSN
 UIJT NPSF HFOFSBM FYQSFTTJPO BQQMJFT�

δ(Y,Z) =
ˆ I(Y,Z)

�
(O(Y,Z,[)− O�)E[. 	�


0OF BMTP TPNFUJNFT SFGFST UP UIF QIBTF PG UIF MJHIU ϕ	Y
 Z


XIJDI DBO CF DBMDVMBUFE GSPN 8 QSPWJEFE UIF JMMVNJOBUJPO
XBWFMFOHUI λ� JT LOPXO�

ϕ=
�π
λ�
8. 	�


5IVT
 DBMMJOH 2-4* B QIBTF JNBHJOH UFDIOJRVF JT TPNFXIBU
JODPOTJTUFOU
 BT JU QSJNBSJMZ NFBTVSFT B XBWFGSPOU QSPàMF�
4USJDUMZ TQFBLJOH
 JU JT NPSF B XBWFGSPOU TFOTJOH UFDIOJRVF
UIBO B 21*� 3FUSJFWJOH UIF QIBTF SFRVJSFT QSJPS LOPXMFEHF 	UIF
XBWFMFOHUI

 BOE UIF QIBTF NBZ OPU CF BDDVSBUFMZ EFàOFE JO
UIF DBTF PG B CSPBECBOE JMMVNJOBUJPO� "MM UIFTF QIZTJDBM RVBOU�
JUJFT
 QIBTF
 01%
 05 BOE XBWFGSPOU QSPàMF
 BSF FRVJWBMFOU

JOUFSDIBOHFBCMF
 BOE BMM VTFE JO UIF MJUFSBUVSF�

5IF BEWBOUBHFT PG 2-4* PWFS PUIFS FYJTUJOH 21* UFDIOJRVFT
BSF NBOZ�GPME� 	J
 "O JOUFSFTUJOH BEWBOUBHF JT UIF BDISPNBUJ�
DJUZ� $PVOUFSJOUVJUJWFMZ
 BMUIPVHI CBTFE PO UIF VTF PG B HSBUJOH

OPU POMZ UIF UFDIOJRVF DBO CF VTFE XJUI CSPBECBOE JMMVNJOB�
UJPO
 CVU BMTP UIF LOPXMFEHF PG UIF JMMVNJOBUJPO XBWFMFOHUIT JT
OPU OFDFTTBSZ UP DBMDVMBUF UIF JOUFOTJUZ BOE XBWFGSPOU JNBHFT
GSPN UIF JOUFSGFSPHSBN 	UIF SFBTPO JT FYQMBJOFE MBUFS PO
� 5IJT
GFBUVSF NBLFT 2-4* QBSUJDVMBSMZ SPCVTU� 	JJ
 5IF OPJTF TUBOE�
BSE EFWJBUJPO JO 01% NFBTVSFNFOUT JT UZQJDBMMZ ��� ª )[−���

J�F� ∼ ��−�λ� )[−��� DPSSFTQPOEJOH UP BSPVOE � NSBE )[−���

PG QIBTF EFMBZ JO UIF WJTJCMF SBOHF� 5IF JEFOUJàFE TPVSDFT PG
OPJTF JO SFDPOTUSVDUFE QIBTF JNBHFT BSF JOIPNPHFOFJUJFT
 TIPU
OPJTF
 BOE OPO�MJOFBSJUJFT PG UIF DBNFSB <�>� 	JJJ
 *U QSPWJEFT
BO FWBMVBUJPO PG UIF OPJTF GSPN UIF NFBTVSFNFOU JUTFMG 	TFF
<�
 �> BOE EJTDVTTJPO JO TFDUJPO ���
� 	JW
 5IF TQBUJBM 	J�F� MBU�
FSBM
 SFTPMVUJPO SFBDIFT UIF EJGGSBDUJPO MJNJU
 VOMJLF PUIFS QPQ�
VMBS XBWFGSPOU TFOTPST TVDI BT 4IBDLm)BSUNBOO� 	W
 *U JT FBTZ
UP VTF
 BT JU KVTU DPOTJTUT JO VTJOH B DBNFSB�MJLF EFWJDF� /P
NPEJàDBUJPO PG UIF NJDSPTDPQF JT SFRVJSFE� 	WJ
 2-4* CFOFàUT
GSPN UIF IJHI TFOTJUJWJUZ PG JOUFSGFSPNFUSJD NFUIPET CVU EP OPU
TVGGFS GSPN UIFJS VTVBM ESBXCBDLT� JU OFJUIFS SFRVJSFT B SFGFS�
FODF CFBN
 OPS B DPNQMFY BMJHONFOU UIBU NJHIU CF TFOTJUJWF UP
FYUFSOBM QFSUVSCBUJPOT� 5IF SFMBUJWF QPTJUJPOJOH PG UIF HSBUJOH
XJUI SFTQFDU UP UIF DBNFSB JT EPOF PODF BOE GPS BMM
 BOE JT OPU
TFOTJUJWF UP
 F�H� UFNQFSBUVSF WBSJBUJPO
 NFDIBOJDBM ESJGU PS BJS
áPX�

�
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'JHVSF �� 	B
 4DIFNBUJD PG B 2-4* XBWFGSPOU BOBMZ[FS
 DPNQPTFE PG B SFHVMBS DBNFSB FRVJQQFE XJUI B DIFTTCPBSE EJGGSBDUJPO HSBUJOH�
	C
 3FQSFTFOUBUJPO PG B UZQJDBM 2-4* DIFTTCPBSE EJGGSBDUJPO HSBUJOH� 	D
 4DIFNBUJD TIPXJOH UIF XBWFGSPOU EJTUPSUJPO δ	Y
 Z
 FYQFSJFODFE CZ B
DPMMJNBUFE MJHIU CFBN EVF UP UIF QSFTFODF PG B NFUBTVSGBDF� 	E
 &YBNQMF PG B SBX 2-4* JNBHF
 DBMMFE BO JOUFSGFSPHSBN
 DPSSFTQPOEJOH UP B
� µN EJFMFDUSJD 	QPMZTUZSFOF
 CFBE� 	E

 	F
 *OUFOTJUZ BOE PQUJDBM UIJDLOFTT JNBHFT SFUSJFWFE GSPN UIF JOUFSGFSPHSBN 	E
� 	H
 *NBHF PG UIF
JOUSJOTJD OPJTF JO BO 05 JNBHF
 XJUI � T FYQPTVSF UJNF
 DIBSBDUFSJ[FE CZ B TUBOEBSE EFWJBUJPO PG σ= ����� ON 	;ZMB DBNFSB 	"OEPS
 BOE
4JE�&MFNFOU SFJNBHJOH TZTUFN 	1IBTJDT

� 	I
 &YBNQMFT USBOTNJUUBODF BOE 05 JNBHFT PG NJDSP� BOE OBOP�PCKFDUT BDRVJSFE CZ 2-4*

OBNFMZ B MJWJOH DFMM <�>
 B XBWFGSPOU EJTUPSUJPO DSFBUFE CZ B MPDBM NJDSPNFUSJD JOEVDFE UFNQFSBUVSF JO XBUFS <��>
 B NPMZCEFOVN EJTVMàEF
áBLF <��>
 B HPME OBOPQBSUJDMF <��> BOE B NFUBTVSGBDF <��>� 	I � .P4� MBZFS
 JT SFQSJOUFE XJUI QFSNJTTJPO GSPN <��>� $PQZSJHIU 	����

"NFSJDBO $IFNJDBM 4PDJFUZ�

/PUF UIBU UIF JNQMFNFOUBUJPO PG B EJGGSBDUJPO HSBUJOH BSPVOE
�NN GSPN UIF TFOTPS PG B DBNFSB JT OPU BMXBZT QPTTJCMF
 EVF UP
UIF GSFRVFOU QSFTFODF PG B WBDVVN
 PS BUNPTQIFSF�DPOUSPMMFE

DIBNCFS JO GSPOU PO UIF TFOTPS� 5IJT DBVUJPO JT VTFE UP BWPJE
UIF QSFTFODF PG XBUFS BOE DSZTUBMMJ[BUJPO VQPO DPPMJOH EPXO
UIF DBNFSB TFOTPS� *O UIBU DBTF
 UIF EJGGSBDUJPO HSBUJOH IBT UP
SF�JNBHFE VTJOH B SFMBZ MFOT
 DPOTJTUJOH PG B �− G PQUJDBM TZT�
UFN 	àHVSF �
� 5IF VTF PG B SFJNBHJOH TZTUFN JOUSPEVDFT DISP�
NBUJDJUZ
 CFDBVTF JU NBLFT UIF FGGFDUJWF EJTUBODF CFUXFFO UIF
HSBUJOH BOE UIF TFOTPS XBWFMFOHUI�EFQFOEFOU� 5IJT EFQFOE�
FODF IBT UP CF DIBSBDUFSJ[FE UP BDIJFWF RVBOUJUBUJWF NFBTVSF�
NFOUT 	TFF EJTDVTTJPO PO UIF α GBDUPS JO FRVBUJPO 	�

�

"MCFJU DPODFJWFE JO UIF ��T
 UIF JEFB PG QMVHHJOH B 2-4*
EFWJDF PO B NJDSPTDPQF XBT POMZ JOUSPEVDFE JO ���� <�>
 JO
UIF DPOUFYU PG VTJOH 2-4* BT B RVBOUJUBUJWF QIBTF NJDSPTDPQZ
UFDIOJRVF GPS CJPMPHJDBM DFMM JNBHJOH 	àHVSF �	I

� 'PMMPXJOH
UIJT QJPOFFSJOH XPSL
 2-4* IBT CFFO BQQMJFE JO CJPJNBHJOH GPS
UJTTVF SFUBSEBODF JNBHJOH <��>
 JNBHJOH PG WBSJPVT PSHBOFMMFT
<��>
 ESZ CJPNBTT NFBTVSFNFOUT <�
 ��>
 NJDSPUVCVMF WJTVBMJ[�
BUJPO <�>
 OFVSJUF HSPXUI RVBOUJàDBUJPO <��>
 OBOPMPDBMJ[BUJPO
<��>
 BOE TVQFSSFTPMVUJPO NJDSPTDPQZ <��
 ��>�

*O QBSBMMFM
 2-4* IBT BMTP CFFO VTFE JO UIF àFME PG
OBOPQIPUPOJDT
 UP JNBHF UIF UFNQFSBUVSF EJTUSJCVUJPO BSPVOE
NFUBM OBOPQBSUJDMFT VOEFS JMMVNJOBUJPO <��
 ��>
 UP PQUJDBMMZ

�
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'JHVSF �� 3FMBZ�MFOT DPOàHVSBUJPO UP SFNPUFMZ QPTJUJPO UIF
DIFTTCPBSE HSBUJOH 	$#(
 JO GSPOU PG UIF DBNFSB TFOTPS� G JT UIF
DPNNPO GPDBM MFOHUI PG UIF UXP MFOTFT�

DIBSBDUFSJ[F �%�NBUFSJBMT <��>
 TJOHMF OBOPQBSUJDMFT <��
 ��>

OPO�MJOFBS DPIFSFOU 3BNBO TJHOBMT PO NJDSPQBSUJDMFT <��
 ��>

BOE NFUBTVSGBDFT <��> 	àHVSF �	I

�

"MM UIF BCPWF�NFOUJPOFE TUVEJFT
 BMCFJU EJWFSTF
 IBWF CFFO
DPOEVDUFE CZ POMZ B MJNJUFE OVNCFS PG SFTFBSDI HSPVQT�
5IF DVSSFOU DPTU PG DPNNFSDJBM 2-4* EFWJDFT BOE UIF MPOH�
TUBOEJOH NZUI UIBU 2-4* JT TPQIJTUJDBUFE QSFTVNBCMZ FYQMBJOT
UIF SFMVDUBODF PG UIF DPNNVOJUZ UP CVZ UIF UFDIOPMPHZ
 PS UP
TFU JU VQ� .PSFPWFS
 UIF DPNQMFYJUZ PG UIF OBNF ARVBESJXBWF
MBUFSBM TIFBSJOH JOUFSGFSPNFUSZ� NBZ CF SFMVDUBOU BOE IFMQ QFS�
QFUVBUF UIF NZUI PG BO JOBDDFTTJCMF UFDIOJRVF� 5IF BJN PG UIJT
BSUJDMF JT UP GBWPS UIF EJTTFNJOBUJPO PG UIF UFDIOJRVF
 NBLF
JU NPSF BDDFTTJCMF
 BOE DPOUSJCVUF UP QSPWJEF 2-4* XJUI UIF
BUUFOUJPO JU EFTFSWFT
 JO QBSUJDVMBS CZ CSFBLJOH UIJT NZUI�

�� *OUFSGFSPHSBN GPSNBUJPO

"MM UIF NBHJD PG 2-4* IBQQFOT CFUXFFO UIF HSBUJOH BOE UIF
DBNFSB
 PWFS B DPVQMF PG NJMMJNFUFST� 8IBU JT IBQQFOJOH JO
UIFSF DBO CF VOEFSTUPPE JO UXP XBZT� 5IF àSTU QJDUVSF EFBMT
XJUI UIF JOUFSGFSFODF CFUXFFO GPVS EJGGSBDUJPO PSEFST PG UIF
HSBUJOH
 IFODF UIF OBNF PG UIF UFDIOJRVF� 5IF TFDPOE QJD�
UVSF
 MFTT QPQVMBS BMCFJU TJNQMFS
 SFGFST UP B TIBEPXJOH FGGFDU PG
UIF HSBUJOH
 WFSZ TJNJMBS UP UIF XPSLJOH QSJODJQMF PG B 4IBDLm
)BSUNBO XBWFGSPOU TFOTPS� #PUI PG UIFN BSF BT JNQPSUBOU�
%FQFOEJOH PO UIF DPNNVOJUZ PS UIF BQQMJDBUJPO VOEFS DPOTJE�
FSBUJPO
 POF QJDUVSF DPVME CF NPSF BQQSPQSJBUF UIBO UIF PUIFS�
*O UIJT TFDUJPO
 GPDVT JO QVU PO UIF VOEFSTUBOEJOH PG UIF XPSL�
JOH QSJODJQMF PG 2-4*
 VTJOH TJNQMF QJDUVSFT�

���� 5IF HSBUJOH TIBEPX 	(4
 QJDUVSF

5IF �−π DIFTTCPBSE�QBUUFSO PG UIF HSBUJOH
 EFQJDUFE JO
àHVSF �	C

 JT UIF LFZ GFBUVSF UP NBLF 2-4* XPSL� 5IJT QIBTF
TIJGU BSSBOHFNFOU NBLFT UIF EJGGSBDUJPO HSBUJOH EJGGSBDUJPO�
MFTT <��>
 BT TUSBOHF BT JU NBZ TFFN� 'JHVSF � FYQMBJOT UIJT
CFIBWJPS CZ TIPXJOH DBMDVMBUJPOT PG UIF MJHIU QSPQBHBUJPO
CFUXFFO UIF HSBUJOH BOE UIF DBNFSB
 GPS EJGGFSFOU HSBUJOH QSPQ�
FSUJFT
 GSPN TJNQMF UP DPNQMFY� $BMDVMBUJPOT IBWF CFFO QFS�

GPSNFE GPS B TJOHMF VOJU DFMM PG UIF HSBUJOH 	TVDI BT 

 XJUI
QFSJPEJD DPOEJUJPOT� 'JHVSF �	B
 TUBSUT XJUI B HSBUJOH XJUIPVU

�−π BMUFSOBUJPO 	VOJU DFMM� 
� 5IF USBOTNJUUFE MJHIU GFB�
UVSFT DPNQMFY BOE DPOUSBTUFE JOUFSGFSFODFT
 BT FYQFDUFE GPS B
HSBUJOH� " QFSJPEJDJUZ PG UIF QBUUFSO JO UIF [ EJSFDUJPO DBO CF
PCTFSWFE
 B QSPQFSUZ DPNJOH GSPN UIF 5BMCPU FGGFDU
 TUBUJOH UIBU
UIF HSBUJOH JT SF�JNBHFE BU QFSJPEJD EJTUBODFT TFQBSBUFE CZ

;5 = �Λ�/λ�, 	�


XIFSF Λ JT UIF HSBUJOH QFSJPE� *OUFSFTUJOHMZ
 XIFO UIF �−π

QIBTF TIJGU BMUFSOBUJPO JT SFTUPSFE 	àHVSF �	C


 UIFO
UIF JOUFSGFSFODFT GVMMZ EJTBQQFBS
 BOE UIF USBOTNJUUFE MJHIU
CFDPNFT JOWBSJBOU CZ USBOTMBUJPO BMPOH 	0[

 QSPQBHBUJOH MJLF
B OPSNBM TIBEPX CFIJOE BO PQBRVF PCKFDU� 5IJT QFDVMJBS
CFIBWJPS DPNFT GSPN UIF DBODFMMBUJPO PG UIF [FSP EJGGSBDUJPO
PSEFS CZ GPSXBSE EFTUSVDUJWF JOUFSGFSFODFT
 TP UIBU POMZ UIF
GPVS �TU PSEFST PG UIF USBOTNJUUFE MJHIU SFNBJO� 5IF USBOT�
NJUUFE MJHIU QBUUFSO JT UIVT FRVJWBMFOU UP UIF JOUFSGFSFODFT
PCTFSWFE BGUFS B 'SFTOFM CJQSJTN
 JO UXP EJNFOTJPOT� 5IFTF UXP
JOUSPEVDUPSZ DBTFT 	àHVSFT �	B
 BOE 	C

 EP OPU FYBDUMZ NBUDI
DPNNPOMZ VTFE 2-4* HSBUJOHT
 TJODF UIF HSBUJOH QFSJPEJDJUZ
JO UIFTF DBMDVMBUJPOT XBT WFSZ TNBMM 	Λ= ����� µN
� 2-4*
XBWFGSPOU TFOTPST SBUIFS GFBUVSF B QFSJPEJDJUZ DPSSFTQPOEJOH
UP TJY UP FJHIU UJNFT UIF QFSJPEJDJUZ PG UIF DBNFSB TFOTPS
	J�F� UZQJDBMMZ �× ���= �� µN
 JO PSEFS UP SFTPMWF UIF JOUFS�
GFSPHSBN NPEVMBUJPO� 'PS Λ= �� µN
 UIF TIBEPXJOH FGGFDU
EFQJDUFE QSFWJPVTMZ SFNBJOT JG B �−π DIFTTCPBSE QBUUFSO JT
BQQMJFE 	àHVSF �	E


 CVU UIF CFBN FYIJCJUT TPNF JOOFS TUSVD�
UVSBUJPO� *OUFSFTUJOHMZ
 UIFTF TUSVDUVSBUJPOT EJTBQQFBS PODF B
QPMZDISPNBUJD CFBN JT VTFE� &BDI XBWFMFOHUI DSFBUFT JUT PXO
TUSVDUVSBUJPO
 BOE UIFZ BMM DBODFM POF BOPUIFS PVU BGUFS B HJWFO
EJTUBODF UIBU SFBET <�
 �>

;1 =

√
− MO(7�)

�π�

Λ�

∆λ�
, 	�


XIFSF ∆λ� JT UIF TQFDUSBM XJEUI PG UIF JMMVNJOBUJPO BOE 7�

UIF UPMFSBUFE CMVSSJOH PG UIF JOUFSGFSFODF QBUUFSO 	�< 7� < �
�
'PS BO BSCJUSBSZ WBMVF PG 7� = ��F 	DPSSFTQPOEJOH UP ��� PG
DPOUSBTU

 POF HFUT UIF TJNQMF FYQSFTTJPO�

;�
1 =− �√

�π

Λ�

∆λ�
. 	�


5IJT FGGFDU
 EFQJDUFE CZ 1SJNPU FU BM JO ���� <�m�
 ��>
 XBT
DPJOFE UIF QBODISPNBUJD 5BMCPU FGGFDU
 BOE ;1 UIF QBODISP�
NBUJD EJTUBODF� 5IJT TIBEPXJOH FGGFDU BOE JOWBSJBODF CZ [�
USBOTMBUJPO NBLFT UIF HSBUJOH�DBNFSB EJTUBODF OPU TP DSJU�
JDBM� 5IF TFQBSBUJPO EJTUBODF DBO CF DPOUJOVPVTMZ WBSJFE PWFS
B GFX NJMMJNFUFST� *U JT OPU OFDFTTBSZ UP QMBDF UIF HSBUJOH
BCPWF UIF QBODISPNBUJD EJTUBODF ;�

Q � #FMPX ;�
Q 
 UIF IJHI

GSFRVFODJFT PCTFSWFE JO àHVSF �	G
 DBOOPU CF SFTPMWFE CZ
UIF DBNFSB BOZXBZ
 JO NPTU DBTFT� *ODSFBTJOH UIF EJTUBODF
CFUXFFO UIF DBNFSB BOE UIF HSBUJOH IBT UIF BEWBOUBHF UP
NBLF UIF UFDIOJRVF NPSF TFOTJUJWF� )PXFWFS
 JU BMTP NBLFT JU
MFTT TVJUFE UP JNBHF QIBTF HSBEJFOUT UIBU FYIJCJU IJHI TQBUJBM
GSFRVFODJFT�

'JHVSF � HJWFT BO PWFSWJFX PG UIF HFOFSBM XPSLJOH QSJODJQMF
PG 2-4*� 5IF TJ[F PG UIF EJGGSBDUJPO HSBUJOH IBT CFFO SFEVDFE
UP �× �= �� VOJU DFMMT GPS UIF TBLF PG DMBSJUZ� *O QSBDUJDF
 JU JT
SBUIFS DPNQPTFE PG NPSF UIBO ���× ��� VOJU DFMMT
 UP DPWFS
UIF TJ[F PG UIF DBNFSB TFOTPS� 5IF DBNFSB 	IFSF
 QPTJUJPOFE BU
� NN GSPN UIF HSBUJOH
 DPMMFDUT B TIBEPX�MJLF JNBHF PG UIF

�
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'JHVSF �� .PEFMJOH PG UIF MJHIU QSPQBHBUJPO 	GSPN MFGU UP SJHIU
 BGUFS WBSJPVT EJGGSBDUJPO HSBUJOH HFPNFUSZ� 	B
 (SBUJOH QFSJPE�
Λ= ������ µN
 λ� = ��� ON
 OP DIFTTCPBSE QIBTF QBUUFSO� 	C
 Λ= ���� µN
 λ� = ��� ON
 �−π DIFTTCPBSE QIBTF QBUUFSO�
	D
 Λ= ���� µN
 λ� = ��� ON
 OP DIFTTCPBSE QIBTF� 	E
 Λ= �� µN
 λ= ��� ON
 �−π DIFTTCPBSE QIBTF QBUUFSO� 	F
 Λ= ���� µN

λ� = <���
 ���> ON
 OP DIFTTCPBSE QIBTF� 	G
 Λ= �� µN
 λ� = <���
 ���> ON
 �−π DIFTTCPBSE QIBTF QBUUFSO�

'JHVSF �� 0WFSWJFX PG UIF XPSLJOH QSJODJQMF PG 2-4*� 5IF TJ[F PG UIF EJGGSBDUJPO HSBUJOH IBT CFFO SFEVDFE UP �× � VOJU DFMMT GPS UIF TBLF PG
DMBSJUZ� 5IF JODJEFOU PQUJDBM XBWFGSPOU JT EFDPNQPTFE JO GPVS XBWFGSPOUT QSPQBHBUJOH BMPOH UIF GPVS �TU EJGGSBDUJPO PSEFST PG UIF HSBUJOH�
5IFTF EJGGSBDUJPO PSEFST JOUFSGFSF UP DSFBUF B GSJOHF QBUUFSO
 UIBU QFSGFDUMZ NJNJDT UIF HFPNFUSJDBM TIBEPX PG UIF HSBUJOH� *O UIJT �% TDIFNF

UIF DBNFSB�HSBUJOH EJTUBODF XBT � NN� 5IF EJTQMBZFE JOUFSGFSPHSBN JT B OVNFSJDBM DBMDVMBUJPO DPOTJEFSJOH B DBNFSB�HSBUJOH EJTUBODF PG
� NN
 B XBWFMFOHUI SBOHF PG ���m��� ON BOE B HSBUJOH QFSJPE PG �� µN�

HSBUJOH
 DPNQPTFE PG QFSJPEJD EPUT BSJTJOH GSPN UIF JOUFSGFS�
FODFT CFUXFFO GPVS EJGGSBDUJPO PSEFST
 UXP BMPOH UIF Y EJSFD�
UJPO BOE UXP PUIFST BMPOH UIF Z EJSFDUJPO
 UIF [FSP PSEFS CFJOH
DBODFMMFE CZ EFTUSVDUJWF JOUFSGFSFODFT DSFBUFE CZ UIF �−π
DIFTTCPBSE QBUUFSO� "MTP
 UIF ��� SBUJP PG UIF TRVBSFT EFQJDUFE
JO àHVSF �	C
 PQUJNJ[FT UIF EJNNJOH PG IJHIFS PSEFST PG EJG�
GSBDUJPO <��>� 5IJT TQMJUUJOH JO GPVS EJSFDUJPOT PG QSPQBHBUJPO
DSFBUFT GPVS JNBHFT PO UIF DBNFSB TFOTPS
 POMZ TMJHIUMZ TIJG�
UFE XJUI FBDI PUIFS UZQJDBMMZ CZ BO BOHMF PG ξ= ���◦
 GPMMPX�
JOH #SBHH�T MBX
 �ΛTJOξ=λ�
 XIFSF Λ= �� µN JT UIF HSBUJOH
QFSJPE�

-FU VT GPDVT OPX PO UIF FGGFDU PG B XBWFGSPOU EFWJBUJPO GSPN
B QMBOBS TIBQF PO UIF JOUFSGFSPHSBN
 XIJDI JT XIBU QSJNBS�
JMZ NBUUFST� 'JHVSF � QSFTFOUT OVNFSJDBM TJNVMBUJPOT PG MJHIU
QSPQBHBUJPO CFUXFFO UIF HSBUJOH BOE UIF DBNFSB TFOTPS GPS áBU

UJMUFE
 BOE DVSWFE PQUJDBM XBWFGSPOUT� 'PS UIF TBLF PG TJNQMJ�
DJUZ
 OVNFSJDBM TJNVMBUJPOT XFSF DPOEVDUFE GPS B HSBUJOH NBEF
PG �× � VOJU DFMMT� " UJUMFE XBWFGSPOU TIJGUT UIF JOUFSGFSPHSBN

XIJMF B DVSWFE XBWFGSPOU EJMBUFT PS TISJOLT JU 	àHVSFT �	D
 BOE
	E

� 0G DPVSTF
 XJUI B SFBM HSBUJOH DPNQPTFE PG �� ��� T PG VOJU
DFMMT
 UIFTF EFGPSNBUJPOT PDDVS MPDBMMZ
 FOBCMJOH UIF NBQQJOH
PG DPNQMFY �%XBWFGSPOU QSPàMFT
 XJUI IJHI TQBUJBM SFTPMVUJPO�

�
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'JHVSF �� 5IF 2-4* QSJODJQMF VOEFSTUPPE BT B TIBEPXJOH FGGFDU� 	B
 $BMDVMBUJPO PG UIF USBOTNJUUFE MJHIU JOUFOTJUZ BGUFS B �−π DIFTTCPBSE
HSBUJOH
 GPS B QMBOBS JODPNJOH MJHIU XBWFGSPOU BU OPSNBM JODJEFODF� 'PS UIF TBLF PG TJNQMJDJUZ
 UIF TRVBSF HSBUJOH DPOUBJOT �× � VOJU DFMMT�
" EJGGSBDUJPO�MFTT TIBEPXJOH FGGFDU JT PCTFSWFE� 	C
 4BNF DBMDVMBUJPO XIFO UIF XBWFGSPOU JT UJMUFE CZ BO BOHMF PG �◦
 QSPEVDJOH B MBUFSBM TIJGU
PG UIF TIBEPX BDDPSEJOH UP UIJT TBNF BOHMF� 	D
 4JNVMBUJPO PG USBOTNJUUFE MJHIU XIFO UIF XBWFGSPOU JT DPOWFY
 QSPEVDJOH B TQSFBEJOH PG UIF
TIBEPX� 	E
 4JNVMBUJPO PG USBOTNJUUFE MJHIU XIFO UIF XBWFGSPOU JT DPODBWF
 QSPEVDJOH B TISJOLJOH PG UIF TIBEPX�

5IVT
 UIF JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH UIF XBWFGSPOU HSBEJFOU JT DPO�
UBJOFE JO UIF EJTQMBDFNFOU PG UIF EPUT PG UIF JOUFSGFSPHSBN

JO UIF FYBDU TBNF NBOOFS BT JO B 4IBDLm)BSUNBOO XBWF�
GSPOU TFOTPS� 5IF BEWBOUBHF PG 2-4* JT UIBU UIF EFOTJUZ PG
EPUT JT NVDI IJHIFS
 PQUJNJ[FE
 EPFT OPU SFRVJSF UIF GBCSJD�
BUJPO PG BO BSSBZ PG NJDSPMFOTFT
 BOE FOBCMFT UIF QSPDFTTJOH
PG B XBWFGSPOU JNBHF XJUI BT NBOZ QJYFMT BT UIF DBNFSB
TFOTPS��

5IF TIBEPXJOH QJDUVSF EFQJDUFE BCPWF QSPWJEFT B TJNQMF
FYQMBOBUJPO PG UIF XPSLJOH QSJODJQMF PG UIF UFDIOJRVF
 CVU IBT
MJNJUBUJPOT� 'JHVSF � TIPXT XIBU IBQQFOT XIFO POF IPMF PG UIF
HSBUJOH JT CMPDLFE� "T FYQFDUFE
 OP MJHIU JT USBOTNJUUFE PVU�
TJEF UIJT IPMF
 GPMMPXJOH UIF TIBEPX QJDUVSF
 CVU BGUFS B GFX
��� T PG NJDSPOT
 UIF MJHIU CFBN JT SFDPWFSFE� 5IJT FGGFDU JT
VTVBMMZ DBMMFE ACFBN TFMG�IFBMJOH� JO PQUJDT� 5IVT
 UIJT TJNQMF
TIBEPX QJDUVSF TIPVME CF VTFE XJUI DBVUJPO� *U DBO CF VTFE
UP QPQVMBSJ[F UIF QSJODJQMF NBLJOH JU VOEFSTUBOEBCMF CZ UIF
MBZNBO
 TJNQMZ FYQMBJO XIZ UIF UFDIOJRVF JT BDISPNBUJD 	TFF
OFYU TFDUJPO

 FUD
 CVU OPU UP QSPQFSMZ JOWFTUJHBUF UIF VOEFSMZ�
JOH QIZTJDT BOE BEWBODF TDJFODF� 5IF MJHIU QSPQBHBUJPO BGUFS
UIF HSBUJOH SFNBJOT B EJGGSBDUJPO QSPDFTT BOE UP DBSSZ PVU GVO�
EBNFOUBM SFTFBSDI JO HSBUJOH�BTTJTUFE QIBTF NJDSPTDPQZ
 UIF
NVMUJXBWF QJDUVSF IBT UP CF DPOTJEFSFE�

���� *OáVFODF PG UIF XBWFMFOHUI

*OUFSFTUJOHMZ
 UIF TIJGUT PG UIF EPUT SFQSFTFOUFE JO àHVSF � EP
OPU EFQFOE PO UIF XBWFMFOHUI
 POMZ PO UIF XBWFGSPOU HSBEJFOU

BT UIFZ NJNJD TJNQMF TIBEPXJOH FGGFDUT� 5IJT JT UIF SFBTPO

� /PUF UIBU TPNF BMHPSJUINT SFEVDF UIF OVNCFS PG QJYFMT JO UIF QIBTF JNBHF
CZ B GBDUPS PG � PS �� UP BDDFMFSBUF JNBHF QSPDFTTJOH�

'JHVSF �� $BMDVMBUJPO PG UIF USBOTNJUUFE MJHIU JOUFOTJUZ BGUFS B �−π
DIFTTCPBSE HSBUJOH
 GPS B QMBOBS JODPNJOH MJHIU XBWFGSPOU BU OPSNBM
JODJEFODF
 XIFSF POF IPMF PG UIF HSBUJOH JT CMPDLFE� " TFMG�IFBMJOH
PG UIF CFBN JT FWJEFODFE
 TIPXJOH UIF MJNJUBUJPO PG UIF TIBEPXJOH
QJDUVSF�

XIZ 2-4* JT BDISPNBUJD
 BMUIPVHI JU JT CBTFE PO B EJGGSBDUJPO
HSBUJOH� 5IF LOPXMFEHF PG UIF XBWFMFOHUI JT OPU FWFO OFDFT�
TBSZ UP SFDPOTUSVDU UIF XBWFGSPOU JNBHF GSPN UIF JOUFSGFSP�
HSBN� 0OMZ UIF HSBUJOH�DBNFSB EJTUBODF NBUUFST�

)PXFWFS
 JU EPFT OPU NFBO UIBU UIF XBWFMFOHUI IBT OP FGGFDU
PO UIF JOUFSGFSPHSBN RVBMJUZ
 BOE UIBU B HJWFO 2-4* XBWF�
GSPOU TFOTPS DBO CF VTFE GPS BOZ XBWFMFOHUI XJUIPVU QSPC�
MFN� 5P JNQSJOU UIF π QIBTF TIJGUT JO UIF DIFTTCPBSE HSBUJOH

UIF USBOTQBSFOU TVCTUSBUF JT MPDBMMZ FUDIFE UP SFNPWF B UIJDL�
OFTT I TVDI UIBU π = �π

λ�
(OT − �)I� 'PS HMBTT
 POF IBT OT ≈ �.�


XIJDI HJWFT I=λ�� 5IVT
 B EJGGSBDUJPO HSBUJOH JT NBEF GPS B
TQFDJàD XBWFMFOHUI B QSJPSJ� *G VTFE GPS BOPUIFS XBWFMFOHUI

UIF QIBTF TIJGUT EFWJBUF GSPN π� 5IF QSJODJQMF EFQJDUFE JO

�
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àHVSF � TUJMM BQQMJFT
 CVU UIF DPOUSBTU PG UIF JOUFSGFSPHSBN XJMM
CF SFEVDFE� *O PUIFS XPSET
 UIF NFBTVSFT BSF TUJMM RVBOUJUBU�
JWF
 CVU UIF TJHOBM UP OPJTF SBUJP JT QPPSFS BOE UIF TFOTJUJW�
JUZ SFEVDFE� )PXFWFS
 UIJT MJNJUBUJPO JT OPU ESBNBUJD� 5ZQJDBM
2-4* XBWFGSPOU TFOTPST TVJUFE GPS WJTJCMF XBWFMFOHUIT DBO
CF VTFE JO UIF ���m��� ON SBOHF XJUIPVU NVDI QSPCMFN� *O
UIF 'PVSJFS TQBDF EJTDVTTFE JO UIF OFYU TFDUJPO
 BO VOBEBQUFE
XBWFMFOHUI QSPEVDFT BEEJUJPOBM EJGGSBDUJPO TQPUT
 UIBU DBO TUJMM
CF SFNPWFE OVNFSJDBMMZ
 JG OFFE CF�

�� %JTDVTTJPO PG UIF UFSNJOPMPHZ

���� 2-4* WT (4

)PX DPNF B TJNQMF HSBUJOH JO GSPOU PG B DBNFSB DBO CF DPJOFE
RVBESJXBWF MBUFSBM TIFBSJOH JOUFSGFSPNFUSZ 5IJT RVFTUJPO JT
PGUFO SBJTFE CZ UIF MBZNBO BOE UIF BOTXFS JT OPU USJWJBM
 BT
EFUBJMFE JO UIF QSFWJPVT TFDUJPO� 0VS FYQFSJFODF JT UIBU UIJT UFS�
NJOPMPHZ NBZ FWFO CF SFMVDUBOU BOE HJWF B OFHBUJWF QSFKVEJDF
SFHBSEJOH UIF DPNQMFYJUZ PG UIF NFUIPE
 FTQFDJBMMZ GPS UIF OFX
DPNNVOJUJFT TUBSUJOH VTJOH UIJT 21* UFDIOJRVF 	OBNFMZ PQUJDBM
	CJP
NJDSPTDPQZ BOE OBOPQIPUPOJDT
� UIF DPNQMFYJUZ PG UIF
OBNF EPFT OPU SFáFDU UIF TJNQMJDJUZ PG UIF UFDIOJRVF
 FYQFSJ�
NFOUBMMZ TQFBLJOH� 5IF SFBTPO PG UIF OBNF 2-4* JT IJTUPSJDBM�
5IF UFDIOJRVF SFTFNCMFT B QSFWJPVT 21* UFDIOJRVF OBNFE MBU�
FSBM TIFBSJOH JOUFSGFSPNFUSZ 	-4*

 CBTFE PO UIF JOUFSGFSFODFT
PG UXP MJHIU CFBNT
 UJMUFE XJUI FBDI PUIFS VTJOH B QSJTN� #VU
-4* EPFT OPU JOWPMWF B HSBUJOH BOE JT WFSZ EJGGFSFOU FYQFSJ�
NFOUBMMZ TQFBLJOH GSPN 2-4*� 8F CFMJFWF UIBU
 BU TPNF QPJOU

POF TIPVME EFUBDI GSPN IJTUPSJDBM DPOTJEFSBUJPOT BOE GPDVT PO
TDJFOUJàD DPOTJEFSBUJPOT
 UP SFBDI B CFUUFS EFTDSJQUJPO� 0UIFS�
XJTF
 EFTDSJQUJPOT BSF NBEF BU UIF FYQFOTF PG UIF TJNQMJDJUZ
BOE DMBSJUZ�

5IJT DIFTTCPBSE HSBUJOH JT UIF DFOUSBM 	BOE FWFO UIF POMZ

QBSU PG UIF 2-4* UFDIOJRVF� 5IF �% HSBUJOH JT XIBU NBLFT UIJT
UFDIOJRVF VOJRVF
 EJGGFSFOU GSPN BMM UIF PUIFS QIBTF JNBHJOH
BOE XBWFGSPOU TFOTJOH UFDIOJRVFT� 'PS UIJT SFBTPO
 UIF VTF PG
UIF XPSE AHSBUJOH� XJUIJO UIF OBNF PG UIF UFDIOJRVF XPVME CF
KVTUJàFE BOE OBUVSBM� A2-4*� OFJUIFS UFMMT XIBU UIF UFDIOJRVF
JT 	B HSBUJOH JO GSPOU PG B DBNFSB

 OPS XIBU JU EPFT 	XBWFGSPOU
TFOTJOH PS B QIBTF JNBHJOH
�

'PS UIFTF SFBTPOT
 OBNFT TVDI BT AHSBUJOH�TIBEPX QIBTF
NJDSPTDPQZ�
 AHSBUJOH�TIBEPX XBWFGSPOU TFOTJOH� PS AHSBUJOH�
BTTJTUFE QIBTF NJDSPTDPQZ� XPVME DFSUBJOMZ FBTF UIF EJTTFN�
JOBUJPO PG UIF UFDIOJRVF
 JUT SFGFSFODF
 JUT FYQMBOBUJPO
 BOE
XPVME DPOUSJCVUF UP CSFBL UIF NZUI PG B TPQIJTUJDBUFE BOE PVU�
PG�SFBDI UFDIOJRVF� $IBOHJOH UIF OBNF PG B �� ZFBS PME TDJ�
FOUJàD àFME
 EFWJDF
 UFDIOJRVF PS DPODFQU JT EJGàDVMU
 BMCFJU OPU
JNQPTTJCMF� .BOZ FYBNQMFT FYJTU� *U VTVBMMZ UBLFT UJNF BOE
HJWFT SJTF UP TPNF SFMVDUBODF GSPN UIF JOJUJBM DPNNVOJUZ
 GPM�
MPXJOH UIF GBNPVT 1MBODL�T QSJODJQMF�

���� (SBUJOH WT NBTL

6OUJM IFSF
 JO UIJT BSUJDMF
 XF IBWF CFFO VTJOH UIF OBNF AHSBU�
JOH� UP EFàOF UIF EJGGSBDUJPO FMFNFOU
 XIJDI TFFNT OBUVSBM�
:FU
 UIF DPNNVOJUZ VTVBMMZ QSFGFST UIF OBNF ANPEJàFE )BSU�
NBOO NBTL� <��
 ��>� 8F BMTP QSPQPTF IFSF UP SFWJTJU UIJT

BQQFMMBUJPO UP GBWPS B CFUUFS VOEFSTUBOEJOH� 'JSTU
 UIF HSBUJOH
IBT MJUUMF UP EP XJUI B )BSUNBOO NBTL� 0SJHJOBMMZ
 B )BSUNBO
NBTL JT OPU FWFO B HSBUJOH� " )BSUNBO NBTL DPOTJTUT PG BO
PQBRVF TDSFFO QJFSDFE CZ TFWFSBM IPMFT 	PSJHJOBMMZ UISFF
 TPNF�
UJNFT NPSF

 UP IFMQ BEKVTU UIF GPDVT PG B UFMFTDPQF� 4FDPOE

UIF NBJO BJN PG UIF DIFTTCPBSE HSBUJOH JT OPU UP NBTL QBSU
PG UIF JODPNJOH CFBN� 0O UIF DPOUSBSZ
 JU JT UP FOHJOFFS UIF
USBOTNJUUFE MJHIU� 5IVT
 JU NBLFT NPSF TFOTF UP DBMM JU B HSBUJOH
SBUIFS UIBO B NBTL� "HBJO
 UIF SFBTPO PG UIF ANBTL� BQQFMMBUJPO
JT NPSF IJTUPSJDBM UIBO TDJFOUJàD
 NBLJOH JU EJGàDVMU UP VOEFS�
TUBOE�

#PSO BOE 8PMG
 JO UIFJS TFNJOBM CPPL <��>
 EFàOFE B HSBU�
JOH BT ABOZ BSSBOHFNFOU XIJDI JNQPTFT PO BO JODJEFOU XBWF
B QFSJPEJD WBSJBUJPO PG BNQMJUVEF PS QIBTF
 PS CPUI�
 XIJDI JT
FYBDUMZ XIBU UIF DIFTTCPBSE HSBUJOH EPFT� *OUFSFTUJOHMZ
 UIFZ
BMTP OPUFE UIBU UIF DPNNPO BOBMZTJT PG B POF�EJNFOTJPOBM
HSBUJOH ANBZ FBTJMZ CF FYUFOEFE UP UXP� BOE UISFF�EJNFOTJPOBM
QFSJPEJD BSSBOHFNFOUT PG EJGGSBDUJOH CPEJFT�
 CVU UIFZ TUBUFE
UIBU
 VOMJLF �% PS �% HSBUJOHT
 A�% HSBUJOHT 	DBMMFE DSPTT�
HSBUJOHT
 GPVOE OP QSBDUJDBM BQQMJDBUJPOT�� *U TFFNT UJNF IBT
DIBOHFE� /PUF UIBU B �% EJGGSBDUJPO HSBUJOH DBO BMTP CF VTFE
JO B TJNJMBS PQUJDBM DPOàHVSBUJPO BT B 21*� 5IJT UFDIOJRVF JT
DBMMFE �EJGGSBDUJPO QIBTF NJDSPTDPQZ� <��>
 CVU EPFT OPU CFOF�
àU GSPN UIF JOUFSFTU PG NFBTVSJOH CPUI XBWFGSPOU HSBEJFOUT UP
BDIJFWF CFUUFS XBWFGSPOU SFDPOTUSVDUJPO�

*OUFSFTUJOHMZ
 UIF VTF PG B HSBUJOH JT OPU FWFO OFDFTTBSZ� *U
DFSUBJOMZ DPOUSJCVUFT UP PQUJNJ[F UIF JOUFSGFSPHSBN RVBMJUZ
 CVU
OPO�QFSJPEJD
 BOE FWFO SBOEPN
 PQUJDBM FMFNFOUT IBWF CFFO
TIPXO FGàDJFOU� " QBSUJDVMBSMZ TJNQMF BOE DIFBQ BQQSPBDI
DPOTJTUT JO SFQMBDJOH UIF HSBUJOH XJUI B UIJO EJGGVTFS
 DSFBUJOH
B TQFDLMF QBUUFSO PO UIF DBNFSB TFOTPS
 JOTUFBE PG UIF XFMM�
EFàOFE
 QFSJPEJD BSSBOHFNFOU PG EPUT� 5IFO
 UIF QSJODJQMF
KVTU DPOTJTUT JO NPOJUPSJOH UIF EJTUPSUJPO PG UIF TQFDLMF QBU�
UFSO UP SFUSJFWF UIF XBWFGSPOU QSPàMF� 5IJT UFDIOJRVF IBT CFFO
SFDFOUMZ QJPOFFSFE GPS PQUJDBM NJDSPTDPQZ EFWFMPQNFOUT <��>

CVU XBT QSPQPTFE MPOH BHP GPS NPSF HFOFSBM BQQMJDBUJPOT <��>�

���� 5BMCPU WT #FTTFM

5IF USBOTMBUJPOBM JOWBSJBODF PG UIF USBOTNJUUFE MJHIU BGUFS B
DIFTTCPBSE HSBUJOH 	QSPWJEFE B QPMZDISPNBUJD MJHIU JT VTFE
 TFF
àHVSF �	G

 IBT CFFO DPJOFE UIF AQBODISPNBUJD 5BMCPU FGGFDU��
)PXFWFS
 B 5BMCPU FGGFDU JT SBUIFS B QIFOPNFOPO PG JNBHF
SFQMJDBUJPO BU QFSJPEJD EJTUBODFT
 OPU BO JOWBSJBODF CZ USBOTMB�
UJPO� 8IBU IBQQFOT CFUXFFO UIF HSBUJOH BOE UIF TFOTPS SBUIFS
CFMPOHT UP UIF GBNJMZ PG QSPQBHBUJPO�JOWBSJBOU PQUJDBM XBWFT

UIF NPTU GBNPVT NFNCFST PG UIJT GBNJMZ CFJOH UIF #FTTFM
CFBNT� 5IF OBUVSF PG UIF PQUJDBM XBWF DPVME UIVT CF SFGFSSFE
BT B #FTTFM�MJLF XBWF
 QSPEVDFE XIFO B QPMZDISPNBUJD MJHIU JT
VTFE� 0ODF BHBJO
 UIF SFBTPO GPS UIF SFGFSFODF UP B 5BMCPU FGGFDU
JT IJTUPSJDBM
 CFDBVTF JU IBT CFFO EJTDPWFSFE VQPO TUVEZJOH UIF
5BMCPU FGGFDU�

�� *NBHF SFUSJFWBM BMHPSJUIN

5IF TFDUJPO JT BJNFE UP TIPX UIBU OVNFSJDBMMZ SFUSJFWJOH UIF
QIBTF 	PS FRVJWBMFOUMZ UIF XBWFGSPOU QSPàMF
 PG MJHIU JO (4

�
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'JHVSF �� 4VNNBSZ TDIFNBUJD PG UIF GVMM JOUFOTJUZ BOE XBWFGSPOU SFUSJFWBM BMHPSJUIN
 JMMVTUSBUFE XJUI UIF JNBHF PG B � µN EJFMFDUJD CFBE�

NJDSPTDPQZ JT TJNQMF� " EFTDSJQUJPO PG UIJT QSPDFEVSF DBO CF
GPVOE JO <�
 �> 	JO 'SFODI
� 5IF JNBHF EJTQMBZFE JO àHVSF �	E

JT DBMMFE UIF JOUFSGFSPHSBN� 5IF SBX EBUB JT BDRVJSFE CZ UIF
DBNFSB TFOTPS
 BOE SFTFNCMFT UIF JOUFOTJUZ JNBHF 	àHVSF �	F



PO UPQ PG XIJDI UIF TIBEPX PG UIF HSBUJOH MPPLT QSJOUFE�
8IFO UIF JODPNJOH XBWFGSPOU JT QFSGFDUMZ QMBOBS
 UIF GSJOHFT
PG UIF HSBUJOH�T TIBEPX BSF QFSGFDUMZ QBSBMMFM�8IFO UIF JODPN�
JOH XBWFGSPOU JT OPOVOJGPSN
 BO JNQFSDFQUJCMF EJTUPSUJPO PG
UIFTF GSJOHFT BQQFBST
 XIJDI DSFBUFT EFWJBUJPOT GSPN B QFSGFDU
TQBUJBM QFSJPEJDJUZ UIBU DBO CF FYUSBDUFE CZ B EFNPEVMBUJPO
BMHPSJUIN JOWPMWJOH 'PVSJFS BOBMZTJT� 5IJT JT UIF CBTJD QSJO�
DJQMF PG UIF SFUSJFWBM BMHPSJUIN UIBU XF TIBMM FYQMBJO JO UIJT
TFDUJPO� 5IF PWFSBMM OVNFSJDBM QSPDFEVSF JT TDIFNBUJ[FE JO
àHVSF �
 XJUI UIF FYBNQMF PG UIF JNBHF PG B � µN EJFMFDUSJD
	QPMZTUZSFOF
 CFBE 	TFF àHVSF �	E

� -FU VT CSFBL JU EPXO UP
FYQMBJO UIF EJGGFSFOU TUFQT
 BOE JMMVTUSBUF UIFN VTJOH .BUMBC
DPEFT�

���� 'PVSJFS USBOTGPSN

-FU * CF UIF JOUFSGFSPHSBN JNBHF� 5IF àSTU TUFQ DPOTJTUT JO DBM�
DVMBUJOH UIF 'PVSJFS USBOTGPSN PG UIF JOUFSGFSPHSBN�

*̂= F [*] 	�


� W J�iH�# +Q/2
� A = BK`2�/U^BMi2`72`Q;`�KXiB7^V�
� A?�i = 77ib?B7iU77ikUAVV�

'JHVSF � EJTQMBZT UIF EJTDSFUF 'PVSJFS USBOTGPSN 	%'5
 PG UIF
JOUFSGFSPHSBN� *O BEEJUJPO UP UIF DFOUSBM TQPU
 GPVS NBJO QFSJ�
QIFSBM 'PVSJFS TQPUT BSF WJTJCMF� 5IFZ DPSSFTQPOE UP UIF GSJOHFT

�
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'JHVSF �� 	MFGU
 3BX JOUFSGFSPHSBN * BDRVJSFE CZ UIF DBNFSB BOE
	SJHIU
 SFQSFTFOUBUJPO PG JUT EJTDSFUF 'PVSJFS USBOTGPSN 	%'5
 *̂�

PG UIF JOUFSGFSPHSBN
 BOE DPOUBJO UIF JOGPSNBUJPO PO UIF XBWF�
GSPOU QSPàMF PG UIF MJHIU CFBN� 5IF QPTJUJPOT PG UIFTF TQPUT
EFàOF UXP EJSFDUJPOT (Y ′) BOE (Z ′)� 5IFTF EJSFDUJPOT BSF UJMUFE
CZ BO BOHMF θ DPNQBSFE XJUI UIF PSJHJOBM 	0YZ
 GSBNF CFDBVTF
UIF HSBUJOH JT UJMUFE CZ UIJT BOHMF� "MM UIF EJGGSBDUJPO TQPUT IBWF
B GPVS�CSBODI TUBS TIBQF
 XJUI CSBODIFT BMPOH UIF Y BOE Z EJSFD�
UJPOT� 8JUIPVU UJMU
 UIF CSBODIFT PG UIF [FSP PSEFS DPVME PWFSMBQ
�TU EJGGSBDUJPO PSEFST
 XIJDI XPVME DSFBUF BSUFGBDUT
 IFODF UIF
UJMU� *O UIJT JNBHF
 UIF EJTUBODF CFUXFFO UIF DFOUSBM TQPU BOE B
QFSJQIFSBM TQPU JT ��� PG UIF TJ[F PG UIF JNBHF� 5IJT JT CFDBVTF
UIF GSJOHF QFSJPEJDJUZ 	Λ��
 IBMG UIF HSBUJOH QFSJPE
 FRVBMT UISFF
UJNFT UIF QJYFM TJ[F� 5IJT DPOàHVSBUJPO PQUJNJ[FT UIF TQBUJBM
SFTPMVUJPO PG UIF QSPDFTTFE QIBTF BOE JOUFOTJUZ JNBHFT�

���� %FNPEVMBUJPO

5IF TFDPOE TUFQ DPOTJTUT JO JTPMBUJOH UIF �TU PSEFS EJGGSBDUJPO
TQPUT� 5IJT JT XIFSF UIF JOGPSNBUJPO SFMBUFE UP UIF XBWFGSPOU
QSPàMF JT DPOUBJOFE� 5IFSF BSF GPVS TQPUT
 J�F� GPVS PQUJPOT B
QSJPSJ� )PXFWFS
 EJBNFUSJDBMMZ PQQPTFE TQPUT BSF SFEVOEBOU�
5IFZ DPOUBJO FYBDUMZ UIF TBNF JOGPSNBUJPO TJODF UIFZ BSF FYBDU
DPNQMFY DPOKVHBUF� 5IJT TZNNFUSZ JO UIF 'PVSJFS TQBDF DPNFT
GSPN UIF GBDU UIBU UIF PSJHJOBM JNBHF * JT SFBM� 5IVT
 POMZ UXP
TQPUT DBO CF DPOTJEFSFE
 XJUIPVU MPTT PG JOGPSNBUJPO
 BOZ PG
UIFN QSPWJEFE UIFZ BSF ��◦ BQBSU�

'PS CPUI TQPUT
 UIF QSPDFTT JT UIF TBNF� 5IF TQPU JT DSPQQFE
CZ B EJTD PG SBEJVT 3 	PS B TRVBSF
 	PS B TRVBSF
� 5IJT EJTD
TIPVME CF TNBMM FOPVHI
 UP BWPJE HBUIFSJOH JOGPSNBUJPO GSPN
OFJHICPSJOH TQPUT
 CVU OPU UPP TNBMM UP BWPJE UPPNVDI SFNPWBM
PG IJHI TQBUJBM GSFRVFODJFT PG UIF JNBHF
 BOE B CMVSSJOH PG
UIF àOBM XBWFGSPOU JNBHF� 3 UZQJDBMMZ FRVBMT POF TJYUI PG UIF
JNBHF� *G UIF JNBHF JT OPU TRVBSF
 UIFO UIF DSPQQFE BSFB JT BO
FMMJQTF� 5IFO
 UIF DSPQQFE TQPU JT DFOUFSFE JO UIF 'PVSJFS TQBDF
	àHVSF �
�

� WW .2KQ/mH�iBQM Q7 � /B77`�+iBQM bTQi
� W *`QT Q7 i?2 /B77`�+iBQM bTQi
� (Lv-Lt) = bBx2UA?�iV�
� (tt-vv) = K2b?;`B/UR,Lt-R,LvV�

� /t = Rkdc /v = kRyc W TQbBiBQM Q7
i?2 7B`bi Q`/2` bTQi iQ #2 +`QTT2/

� _k* = Utt@Ltfk@R@/tV�̂ kf_+̂ k +
Uvv@Lvfk@R@/vV�̂ kf_+̂ k�

� +B`+H2 = U_k* I RV� W K�bF +B`+H2
� A?�i+ = A?�iX∗+B`+H2�
� W _2+2Mi2`BM; Q7 i?2 +`QTT2/ bTQi
� >R = +B`+b?B7iUA?�i+-(@/v @/t)V�

5IJT QSPDFEVSF JT UP CF SFQFBUFE GPS UIF TFDPOE TQPU
 MFBE�
JOH UP UXP JNBHFT UIBU XF OBNF )� BOE )�
 DPSSFTQPOEJOH
SFTQFDUJWFMZ UP UIF TQPUT BMPOH Y ′ BOE Z ′�

5IJT DSPQ QSPDFEVSF JO UIF 'PVSJFS TQBDF ZJFMET B SFEVDUJPO
PG UIF TQBUJBM GSFRVFODJFT JO UIF JNBHF
 CZ B GBDUPS PG BSPVOE
UISFF 	IBMG UIF HSBUJOH QJUDI Λ�� FRVBMT UISFF UJNFT UIF DBNFSB
QJYFM TJ[F
� $POTFRVFOUMZ
 UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO PG UIF JOUFOTJUZ
BOE QIBTF JNBHFT JO 2-4* JT SFEVDFE CZ B GBDUPS PG UISFF DPN�
QBSFE XJUI UIF JNBHF UIBU UIF DBNFSB XPVME NFBTVSF XJUIPVU
HSBUJOH� 5IVT
 UP SFBDI UIF EJGGSBDUJPO MJNJU JO QIBTF BOE JOUFOT�
JUZ JO 2-4*
 UIF JNBHF IBT UP CF PWFSTBNQMFE DPNQBSFE XJUI
UIF EJGGSBDUJPO MJNJU CZ BU MFBTU PG GBDUPS PG UISFF� /PUF UIBU
TPNF DPNNFSDJBM 2-4* DBNFSBT VTF PG GBDUPS PG GPVS
 XIJDI
EFDSFBTFT UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO�

/PUF UIBU OPU POMZ EJGGSBDUJPO TQPUT BMPOH UIF Y ′ BOE Z ′ BSF
PCTFSWFE
 CVU BMTP BMPOH Y ′ + Z ′ BOE Y ′ − Z ′� 5IFTF PUIFS EJG�
GSBDUJPO TQPUT DPVME CF VTFE UP SFUSJFWF UIF XBWFGSPOU QSPàMF
BT XFMM
 BOE DPVME FWFO CF VTFE GPS UIJT SFBTPO UP HFU NPSF TJH�
OBM BOE JNQSPWF UIF TJHOBM�UP�OPJTF SBUJP� *OUFSFTUJOHMZ
 UIJT
SFEVOEBODZ DPVME BMTP CF VTFE UP FTUJNBUF UIF FSSPS PG UIF
NFBTVSFNFOU
 BT FYQMBJOFE JO <�
 �>�

���� *OWFSTF 'PVSJFS USBOTGPSN

5IF JNBHFT )� BOE )� TIBMM CF JOWFSTF�'PVSJFS USBOTGPSNFE�
#BDL JO UIF 	Y
 Z
 TQBDF
 UIF GSJOHFT BSF OPX HPOF
 TJODF UIF
TQPU XBT DFOUFSFE JO UIF 'PVSJFS TQBDF� )PXFWFS
 UIF SFDPWFSFE
JNBHF IBT OP SFBTPO UP CF SFBM BOZNPSF
 TJODF UIF DSPQ BOE
USBOTMBUJPO JO UIF 'PVSJFS TQBDF DBODFMMFE UIF )FSNJUJBO QSPQ�
FSUZ PG UIF 'PVSJFS JNBHF� 5IF WBMVFT PG UIF SFDPWFSFE JNBHFT
BSF UIVT DPNQMFY BOE
 JOUFSFTUJOHMZ
 UIF BSHVNFOU PG UIFTF
DPNQMFY WBMVFT JT QSPQPSUJPOBM UP UIF MPDBM XBWFGSPOU HSBEJFOU
∇8(J, K)� 5IF QSPQPSUJPOBMJUZ DPOTUBOU EFQFOET PO UIF QFSJPE�
JDJUZ Λ PG UIF DIFTTCPBSE HSBUJOH
 BOE PO JUT EJTUBODF E UP UIF
TFOTPS <�>�

∇Y ′8=
Λ

�πE
BSH

(
F−�[)�]

)
≡ αBSH

(
F−�[)�]

)
,

∇Z ′8=
Λ

�πE
BSH

(
F−�[)�]

)
≡ αBSH

(
F−�[)�]

)
. 	�


*O QSBDUJDF
 UIF QSFGBDUPS α JT OPU DBMDVMBUFE GSPN UIF LOPX�
MFEHF PG Λ BOE E� Λ JT QSFDJTFMZ LOPXO
 CVU E DBOOPU SFBMMZ CF
NFBTVSFE QSFDJTFMZ BT UIF TQBDF CFUXFFO UIF DBNFSB BOE UIF
HSBUJOH JT OPU FBTJMZ BDDFTTJCMF� 5IF GBDUPS α JT SBUIFS EFUFSN�
JOFE FYQFSJNFOUBMMZ
 VTJOH B SFGFSFODF TBNQMF PG LOPXO 05
	F�H� HSPPWFT PO B HMBTT TBNQMF DIBSBDUFSJ[FE CZ "'.
�

�
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'JHVSF �� 4DIFNBUJD PG UIF EFNPEVMBUJPO QSPDFEVSF JO UIF 'PVSJFS TQBDF�

8IFO VTJOH B SFMBZ�MFOT TZTUFN 	TFF àHVSF �

 UIF EJTUBODF
E CFUXFFO UIF JNBHF PG UIF HSBUJOH BOE UIF DBNFSB VTVBMMZ
EFQFOET PO UIF XBWFMFOHUI EVF UP VOBWPJEBCMF BDISPNBUJDJUZ
PG UIF SFMBZ MFOT� 'PS UIJT SFBTPO
 UIF DBMJCSBUJPO GBDUPS α	λ
 JT
XBWFMFOHUI EFQFOEFOU BOE IBT UP CF EFUFSNJOFE PWFS UIF GVMM
XBWFMFOHUI SBOHF PG JOUFSFTU�

#FGPSF JOUFHSBUJOH UIF WFDUPSJBM HSBEJFOU UP HFU UIF XBWF�
GSPOU QSPàMF
 POF OFFET UP SPUBUF JU CZ BO BOHMF −θ UP SFUSJFWF
HSBEJFOUT PWFS UIF BYFT 	Y
 BOE 	Z
�

[
∇Y8
∇Z8

]
=

[
DPT(θ) −TJO(θ)
TJO(θ) DPT(θ)

]
·
[
∇Y ′8
∇Z ′8

]
. 	�


5IJT JT B SFRVJSFNFOU BT BOZ WFDUPSJBM HSBEJFOU JOUFHSBUJPO
BMHPSJUIN 	TFF CFMPX
 BTTVNFT HSBEJFOUT PWFS Y BOE Z
 J�F�
BMPOH UIF IPSJ[POUBM BOE WFSUJDBM MJOF PG UIF JNBHF NBUSJY�

� WW AMp2`b2 6Qm`B2` i`�Mb7Q`K
� At = B77ikUB77ib?B7iU>RVV�
� Av = B77ikUB77ib?B7iU>kVV�
� �HT?� = ��������
� WW q�p27`QMi ;`�/B2Mi +�H+mH�iBQM
� .qR = �HT?�∗�M;H2UAtV�
� .qk = �HT?�∗�M;H2UAvV�
� WW q�p27`QMi ;`�/B2Mi `Qi�iBQM
� .qt = +QbUi?2i�V∗.qR@bBMUi?2i�V

∗.qk�
� .qv = bBMUi?2i�V∗.qR++QbUi?2i�V

∗.qk�

5IJT QBSU PG UIF BMHPSJUIN JT EFQJDUFE JO àHVSF ���

���� 8BWFGSPOU HSBEJFOU JOUFHSBUJPO

5IF àOBM TUFQ DPOTJTUT JO B WFSZ GVOEBNFOUBM NBUIFNBUJDBM
UBTL� SFUSJFWJOH B �% TDBMBS àFME GSPN JUT WFDUPSJBM HSBEJFOU
	àHVSF ��
� 4FWFSBM BMHPSJUINT BSF GSFFMZ BWBJMBCMF
 TPNF PG
UIFNXSJUUFO JO.BUMBC� 'PS JOTUBODF
 UIF.BUMBC QBDLBHF GSPN
+PIO %�&SSJDP EPFT B HPPE KPC <��>�

� WW q�p27`QMi ;`�/B2Mi BMi2;`�iBQM mbBM;
i?2

CQ?M .^1``B+Q �H;Q`Bi?K
� .qt = .S?t@K2�MU.qtU,VV�
� .qv = .S?v@K2�MU.qvU,VV�
� q = T∗BMi;`�/kU.qt-.qvV�

XIFSF Q JT UIF DBNFSB QJYFM TJ[F� 5IF SFNPWBM PG UIF NFBO
WBMVFT PG∇Y8 BOE∇Z8 QSJPS UP HSBEJFOU JOUFHSBUJPO BSFNFBOU
UP TVQQSFTT UIF SBUIFS BMFBUPSZ PGGTFU UIBU ZJFMET BO VOQIZTJD�
BMSBNQ PO UIF JOUFHSBUFE JNBHF�

"MUIPVHI UIJT XBWFGSPOU SFUSJFWBM QPTUQSPDFTTJOH XPSLT
QFSGFDUMZ àOF JO ��� PG DBTFT
 JU NBZ OPU ZJFME QSPQFS SFDPO�
TUSVDUJPO GPS UISFF SFBTPOT� 	J
 UIF XBWFMFOHUI JT GBS GSPN UIF
OPNJOBM XBWFMFOHUI UIF HSBUJOH IBT CFFO EFTJHOFE GPS� *OEFFE

UIF π QIBTF TIJGU PG UIF HSBUJOH BSF QSPEVDFE CZ MPDBM TVCTUSBUF
FUDIJOH
 UIF EFQUI PG XIJDI JT FRVBM UP UIFXBWFMFOHUI UP FOTVSF
B QIBTF TIJGU PG π� 5IF VTF PG B EJGGFSFOU XBWFMFOHUI GSPN UIF
OPNJOBM XBWFMFOHUI EPFT OPU DSFBUF BOZ CJBT
 TJODF 2-4* JT
BDISPNBUJD� )PXFWFS
 UIF TJHOBM�UP�OPJTF SBUJP XJMM EFDSFBTF
VOUJM B QPJOU XIFSF UIF XBWFGSPOU JNBHF XJMM OP MPOHFS CF
OJDFMZ SFDPOTUSVDUFE� 5ZQJDBMMZ
 B TJOHMF HSBUJOH DBO XPSL àOF
GSPN ��� UP ��� ON� 	JJ
 *G UIF PCKFDU VOEFS TUVEZ JT PQUJDBMMZ

��
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'JHVSF ��� 4DIFNBUJD PG UIF SFUSJFWBM PG UIF XBWFGSPOU HSBEJFOUT GSPN UIF 'PVSJFS JNBHFT )� BOE )��

'JHVSF ��� 4DIFNBUJD PG UIF JOUFHSBUJPO PG UIF XBWFGSPOU HSBEJFOUT UP SFUSJFWF UIF XBWFGSPOU JNBHF�

'JHVSF ��� 4DIFNBUJD PG UIF JOUFOTJUZ JNBHF SFUSJFWBM BMHPSJUIN�

UPP UIJDL BOE TIBSQ
 BOE DSFBUFT B QIBTF TUFQ JO UIF JNBHF UIBU
FYDFFET π
 UIFO UIF XBWFGSPOU HSBEJFOUT NBZ OPU CF QSPQFSMZ
SFDPOTUSVDUFE� *U DPNFT GSPN UIF GBDU UIBU FRVBUJPO 	�
 JOWPMWF
UIF BSHVNFOU PG B DPNQMFY OVNCFS
 XIJDI JT EFàOFE NPE�
VMP �π� )PXFWFS
 JU EPFT OPU NFBO QIBTF EJGGFSFODFT XJUIJO
UIF JNBHF DBOOPU FYDFFE π� 'PS JOTUBODF
 UIF UFDIOJRVF DBO
JNBHF MJWJOH DFMMT
 B GFX NJDSPOT 	PQUJDBMMZ
 UIJDL XJUIPVU BOZ
JTTVF� 	JJJ
 *G UIF XBWFGSPOU EJTUSJCVUJPO EPFT OPU EFSJWF GSPN

B HSBEJFOU
 UIFO UIF BMHPSJUIN OBUVSBMMZ ZJFMET QSPCMFNT� *O
QSJODJQMF
 XIFO JNBHJOH SFGSBDUJWF PCKFDUT
 UIF 01% JT TJNQMZ
SFMBUFE UP UIF UIJDLOFTT PG UIF PCKFDU
 BOE UIF XBWFGSPOU QSP�
àMF EFSJWFT GSPN B HSBEJFOU� )PXFWFS
 XIFO VTJOH VOVTVBM
TBNQMFT 	DPNQMJDBUFE QIBTF QMBUFT PS NFUBTVSGBDFT XJUI WPS�
UJDFT GPS JOTUBODF

 PS VOVTVBM TBNQMF JMMVNJOBUJPOT 	TQFDLMF

WPSUFY CFBN
 FUD
� UIFO
 UIF QIBTF QSPàMF NBZ GFBUVSF TJOHV�
MBSJUJFT� *OUFSFTUJOHMZ
 (VJMMPO FU BM SFDFOUMZ àYFE UIJT JTTVF CZ

��
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EFWFMPQJOH BO BMHPSJUIN DBQBCMF PG EFBMJOH XJUI UIF QSFTFODF
PG QIBTF WPSUJDFT <��>�

���� *OUFOTJUZ JNBHF SFUSJFWBM

/PU POMZ DBO UIF QIBTF 	PS FRVJWBMFOUMZ UIF XBWFGSPOU QSPàMF

CF SFUSJFWFE GSPN UIF JOUFSGFSPHSBN
 CVU UIF JOUFOTJUZ JNBHF
DBO BMTP CF DBMDVMBUFE VTJOH B TJNJMBS QSPDFEVSF� 5IJT UJNF

UIF DFOUSBM TQPU 	[FSP PSEFS
 IBT UP CF DSPQQFE JO UIF 'PVSJFS
TQBDF
 CZ UIF TBNF EJTD PG SBEJVT 3 	àHVSF ��
�

� W *`QT Q7 i?2 /B77`�+iBQM bTQi
� _k* = Utt@Ltfk@RV�̂ kf_+̂ k +

Uvv@Lvfk@RV�̂ kf_+̂ k�
� +B`+H2 = U_k* I RV� W K�bF +B`+H2
� >y = A?�iX∗+B`+H2�
� h = B77ikUB77ib?B7iU>yVV�

���� %FBMJOH XJUI UIF SFGFSFODF JNBHF

5IF XBZ JU JT QSFTFOUFE BCPWF
 UIF QSPDFEVSF JT TMJHIUMZ TJN�
QMJàFE� 6TFE UIJT XBZ
 UIF QSPDFEVSF XPVME HJWF B XBWF�
GSPOU JNBHF UBSOJTIFE CZ B MPU PG JNQFSGFDUJPOT
 DPNJOH GSPN
NJDSPTDPQF BCFSSBUJPOT
 QJFDFT PG EVTU PO UIF PQUJDT
 MJHIU
CFBN JNQFSGFDUJPO� "MM UIFTF TUBUJD XBWFGSPOU JNQFSGFDUJPOT
DBO CF
 BOE NVTU CF
 SFNPWFE CZ BDRVJSJOH BOPUIFS JOUFS�
GFSPHSBN JNBHF
 VTVBMMZ DBMMFE UIF SFGFSFODF� *O NJDSPTDPQZ
FYQFSJNFOUT
 UIF SFGFSFODF JT VTVBMMZ BDRVJSFE PO B CMBOL àFME
PG WJFX
 GSFF GSPN BOZ PCKFDU PG JOUFSFTU� *G OP CMBOL BSFB JT
QSFTFOU JO UIF TBNQMF 	MJLF JO UIF DBTF PG DVMUVSFE DFMMT JO DPO�
áVFODF GPS JOTUBODF
� UIFO
 UIF SFGFSFODF JNBHF DBO CF BDRVJSFE
VQPO NPWJOH UIF TBNQMF IPMEFS SBQJEMZ BOE SBOEPNMZ EVS�
JOH UIF FYQPTVSF UJNF� 5IF XIPMF BMHPSJUIN EFUBJMFE BCPWF
NVTU CF BMTP BQQMJFE UP UIF SFGFSFODF UP SFUSJFWF UIF JOUFOT�
JUZ SFGFSFODF 5SFG BOE
 NPSF JNQPSUBOUMZ
 UIF XBWFGSPOU SFG�
FSFODF 8SFG� 5SFG DBO CF VTFE UP DBMDVMBUF UIF USBOTNJUUBODF
JNBHF U= 5/5SFG�8SFG NVTU CF DBMDVMBUFE BOE TVCUSBDUFE UP UIF
XBWFGSPOU JNBHF SFUSJFWFE GSPN UIF BCPWF�EFUBJMFE BMHPSJUIN
JO PSEFS UP FYUSBDU B QSPQFS XBWFGSPOU QSPàMF 8�

*O QSBDUJDF 8 BOE 8SFG BSF OPU TVCUSBDUFE BU UIF FOE PG UIF
DPEF� 5IF TVCUSBDUJPO DBO CF EPOF BU UIF NPNFOU XIFO UIF
XBWFGSPOU HSBEJFOUT BMPOH (0Y ′) BOE (0Z ′) BSF DBMDVMBUFE�

� WW q�p27`QMi ;`�/B2Mi +�H+mH�iBQM
� .qR = �HT?�∗�M;H2UAtX∗+QMDUAtn`27VV�
� .qk = �HT?�∗�M;H2UAvX∗+QMDUAvn`27VV�
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*O MJHIU PG SFDFOU BQQMJDBUJPOT JO PQUJDBM NJDSPTDPQZ
 JO QBS�
UJDVMBS GPS CJPNJBHJOH BOE OBOPQIPUPOJDT
 XF QSPQPTF IFSF
UP SFWJTJU UIF àFME PG 2-4*
 XJUI TJNQMF XPSLJOH QSJODJQMF
EFTDSJQUJPOT BOE TPNF OFX UFSNJOPMPHZ� *O QBSUJDVMBS
 XF QSP�
QPTF UP VTF HSBUJOH�TIBEPX QIBTF NJDSPTDPQZ BT B XFMM�TVJUFE

OBNF PG UIF UFDIOJRVF
 XIJDI TIPVME GBWPS JUT EJTTFNJOBUJPO

FBTF JUT EFTDSJQUJPO
 BOE DPOUSJCVUF UP NBLF JU NPSF QPQVMBS
BOE BDDFTTJCMF GPS UIFTF àFMET PG BQQMJDBUJPOT� 8F FYQMBJOFE
UIF XPSLJOH QSJODJQMF PG (4 QIBTF NJDSPTDPQZ BOE IJHIMJHIU
UIF NBJO BEWBODFT XIFO JNQMFNFOUFE PO BO PQUJDBM NJDSP�
TDPQF
 JO QBSUJDVMBS JO CJPJNBHJOH BOE OBOPQIPUPOJDT GPS OBO�
PQBSUJDMF
 �% NBUFSJBM BOE NFUBTVSGBDF DIBSBDUFSJ[BUJPO� 8F
HP NPSF JOUP EFUBJM BCPVU UIF XPSLJOH QSJODJQMF CZ EFTDSJCJOH
XIBU PDDVST CFUXFFO UIF HSBUJOH BOE UIF DBNFSB
 UIF POMZ UXP
FMFNFOUT JOWPMWFE JO (4 QIBTF NJDSPTDPQZ� *O QBSUJDVMBS
 XF
FYQMBJO UIBU UXP DPNQMFNFOUBSZ WJTJPOT DBO CF DPOTJEFSFE� B
GPVS�JNBHF JOUFSGFSFODF QJDUVSF
 BOE B HSBUJOH�TIBEPX QJDUVSF�
'JOBMMZ
 XF EFUBJM UIF JNBHF SFUSJFWBM BMHPSJUIN
 BOE QSPWJEF
SFMBUFE .BUMBC DPEFT�

%BUB BWBJMBCJMJUZ TUBUFNFOU

"MM EBUB UIBU TVQQPSU UIF àOEJOHT PG UIJT TUVEZ BSF JODMVEFE
XJUIJO UIF BSUJDMF 	BOE BOZ TVQQMFNFOUBSZ àMFT
�

"DLOPXMFEHNFOUT

5IF BVUIPS XJTIFT UP UIBOL %BOJFM "OESÊO
 3PESJHP (VUJÊSSF[�
$VFWBT BOE .JHVFM " "MPOTP GPS IFMQGVM EJTDVTTJPOT
 BOE
-KJMKBOB %VSEFWJD GPS QSPWJEJOH UIF 6�04 DFMM JNBHF PG
àHVSF �	I
� 5IJT XPSL IBT SFDFJWFE GVOEJOH GSPN UIF &VSPQFBO
3FTFBSDI $PVODJM 	&3$
 VOEFS UIF &VSPQFBO 6OJPO�T )PSJ[PO
���� 3FTFBSDI BOE *OOPWBUJPO 1SPHSBNNF 	(SBOU "HSFFNFOU
/P� ������
 QSPKFDU )J1IPSF
�

03$*% J%

(VJMMBVNF #BGGPV B IUUQT���PSDJE�PSH����������������
����

3FGFSFODFT

<�> 1SJNPU + ���� 5ISFF�XBWF MBUFSBM TIFBSJOH JOUFSGFSPNFUFS
"QQM� 0QUJDT �� ����

<�> 1SJNPU + BOE 4PHOP - ���� "DISPNBUJD UISFF�XBWF 	PS NPSF

MBUFSBM TIFBSJOH JOUFSGFSPNFUFS +� 0QU� 4PD� "N� " �� ����

<�> $IBOUFMPVQ + $
 %SVPO '
 /BOUFM .
 .BLTJNDIVL " BOE
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IJHI�JOUFOTJUZ VMUSBTIPSU MBTFS QVMTFT XJUI B UISFF�XBWF
JOUFSGFSPNFUFS 0QU� -FUU� �� ���

<�> 3J[[J + ���� *NBHFSJF EF QIBTF RVBOUJUBUJWF QBS
JOUFSGÊSPNÊUSJFB̀ EÊDBMBHF RVBESJ�MBUÊSBM� "QQMJDBUJPO BV
EPNBJOF EFT SBZPOT Y EVST 1I% 5IFTJT 6OJWFSTJUÊ 1BSJT 9*

<�> .POUBVY�-BNCFSU " ���� $PODFQUJPO E�VO JOUFSGÊSPNÍUSF
MBSHF CBOEF TQFDUSBMF QPVS MB NÊUSPMPHJF FU M�JNBHFSJF EF
QIBTF TVS TPVSDFT TZODISPUSPO 1I% 5IFTJT 6OJWFSTJUÊ
1BSJT�4BDMBZ

<�> 3J[[J + FU BM ���� 9�SBZ QIBTF DPOUSBTU JNBHJOH BOE OPJTF
FWBMVBUJPO VTJOH B TJOHMF QIBTF HSBUJOH JOUFSGFSPNFUFS 0QU�
&YQSFTT �� �����

<�> #PO 1
 .BVDPSU (
 8BUUFMMJFS # BOE .POOFSFU 4 ����
2VBESJXBWF MBUFSBM TIFBSJOH JOUFSGFSPNFUSZ GPS RVBOUJUBUJWF
QIBTF NJDSPTDPQZ PG MJWJOH DFMMT 0QU &YQSFTT �� �����m��
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<�> #PO 1
 -ÊDBSU 4
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MBCFM�GSFF DZUPTLFMFUBM OFUXPSL JNBHJOH JO MJWJOH
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<�> "LOPVO 4 FU BM ���� -JWJOH DFMM ESZ NBTT NFBTVSFNFOU VTJOH
RVBOUJUBUJWF QIBTF JNBHJOH XJUI RVBESJXBWF MBUFSBM TIFBSJOH
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RVBOUJUBUJWF PQUJDBM QIBTF BOBMZTJT "$4 /BOP
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<��> #FSUP 1 FU BM ���� 2VBOUJUBUJWF BCTPSQUJPO TQFDUSPTDPQZ PG
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