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Résumé

We study the error of the number of unimodular lattice points that fall into a dilated
and translated parallelogram. By using an article from Skriganov, we see that this error
can be compared to an ergodic sum that involves the discrete geodesic flow over the
space of unimodular lattices. With the right normalization, we show, by using tools from
a previous work of Fayad and Dolgopyat, that a certain point process converges in law
towards a Poisson process and deduce that the ergodic sum converges towards a Cauchy
centered law when the unimodular lattice is distributed according to the normalized Haar
measure. Strong from this experience, we apply the same kind of approach, with more
difficulties, to the study of the asymptotic behaviour of the error and show that this error,
normalized by log(¢) with ¢ the factor of dilatation of the parallelogram, also converges in
law towards a Cauchy centered law when the dilatation parameter tends to infinity and
when the lattice and the vector of translation are random. In a next article, we will show
that, in the case of a ball in dimension superior or equal to 2, the error, normalized by
t“Z" with ¢ the factor of dilatation of the ball, converges in law and the limit law admits
a moment of order 1.

Résumé

On étudie 'erreur commise lorsque 1’on estime le nombre de points d’un réseau unimo-
dulaire qui se trouvent dans un parallélogramme dilaté et translaté par son aire. A Daide
d’un des travaux de Skriganov, on voit que cette erreur peut étre vue comme une somme
ergodique portant sur le flot géodésique discret sur I’espace des réseaux unimodulaires. En
normalisant correctement et en utilisant des outils d’un travail de Fayad et Dolgopyat, on
montre qu’un certain processus converge en loi vers un processus de Poisson. On en déduit
que la somme ergodique converge en loi vers une loi de Cauchy centrée lorsque le réseau
est distribué selon la mesure de Haar normalisée. Fort de cette expérience, on applique le
méme type d’approche, avec plus de difficultés, pour étudier le comportement asympto-
tique de l'erreur et on montre que erreur, normalisée par log(t) avec t le parametre de
dilatation du parallélogramme, converge en loi vers une loi de Cauchy centrée quand le
parametre de dilatation tend vers ’infini et lorsque le réseau est distribué selon la mesure
de Haar normalisée et lorsque le vecteur de translation est aléatoire. Dans un prochain
article, nous démontrerons que, dans le cas d’une boule de dimension supérieure ou égale
a 2, Perreur, normalisée par 5 avec ¢ le facteur de dilatation de la boule, converge en
loi et la loi limite admet un moment d’ordre 1.



1 Introduction

On va s’intéresser dans ce papier & un cas particulier de ’estimation du nombre de points
d’un réseau qui tombent dans un ensemble donné. Ce probléme a une origine ancienne dans
la mesure ou le fameux probleme du cercle de Gauss s’y rapporte.

Soit d € N—{0,1}. Soient X € R? et L un réseau de R? et P un ensemble mesurable de R de
mesure strictement positive et finie. On aimerait évaluer le cardinal suivant quand ¢ — oo :

N(tP+ X,L) = |(tP+ X)NL|.

Sous certaine condition de régularité de ’ensemble P, on peut montrer que :

Vol(P)
NP+ X, L) = t*———2_ 4+ o(t9).
(¢ + ) Covol(L) +o(t?)
I1 est donc naturel de s’intéresser a ’erreur commise :
Vol(P)
R(P+X,L)=N({tP+ X,L) —t1— 1.
(tP+ X, 1) (tP + X, L) Covol(L)

Dans le cas oi1 P est le disque unité D?, la conjecture de Hardy donnée dans [3] stipule qu’on
devrait avoir, pour tout € > 0,

R(tD?,72) = O(tz+9).

Le meilleur résultat dans cette direction a été établi par Iwaniec et Mozzchi dans [4]. Ils ont
prouvé que pour tout € > 0,
7
R(tD? Z?) = O(t11 7).

Dans le cas ou P est un polytope convexe et ou L € %, (I'espace des réseaux unimodulaires
de R?, c’est-a-dire 'espace des réseaux de covolume 1) est typique, Skriganov a réussi a relier
R a une somme ergodique qui a donné, en particulier, ’estimation suivante :

Théoréme ([9]). Pour presque tout L € %y, pour tout € > 0,

R(tP + X, L)| = O(log(t)4~1+¢
)glg@l( )| (log(t) )

ou Sy est munie de l'unique mesure de probabilité ug qui soit de Haar.

Notons que ce théoréme n’est pas valable pour tout réseau L € .%,;. Il suffit de considérer le
réscau L = Z% et pour P un hypercube centré en 0 dont les cotés sont paralléles aux axes.
L’erreur maximale est dans ce cas de 'ordre de 41,

En suivant 'approche de Kesten dans [5] et dans [6], nous nous intéressons au comportement
asymptotique de R quand L € % et X € ¢ /L sont aléatoires.

Plus formellement, on se i3 une mesure de probabilité absolument continue par rapport a po,
de densité réguliere et bornée sur . et ou s désigne la mesure de Haar normalisée sur .5,
en appelant Ay la mesure de Lebesgue normalisée sur R?/L, on se donne aussi A2 une mesure
de probabilité absolument continue par rapport a Mo, de densité réguliere sur R?/L.

Nous allons alors montrer le résultat suivant en supposant que P est un parallélogramme :

Théoréme 1. Lorsque L € % est distribué selon la mesure fig et X est distribué selon 5\2

alors on a : Rt P XL
( s Ly 9 ) £> Cc
log(t) t—00

L. . . \ .. . .
ou — signifie que la convergence a lieu en loi et ou C. désigne une loi de Cauchy centrée.



R
log
fructueux, de s’intéresser a I’étude de la distribution des quantités : (||6:L||~

et cela a été

Suivant Skriganov, il nous a semblé judicieux pour étudier cette erreur ok

(
?)iefo,r—1) quand
et

0 e(_]t> et ou ||L||, pour tout réseau L, est défini par :

T%oo,oﬁonaposéét:(

I = inf{|[Zl}l € L — {0}}

avec || X | qui désigne la norme euclidienne habituelle de X € R2.

Plus précisément, lorsque 'on commence a étudier la convergence asymptotique de &, on
voit que ’on est ramené a 1’étude d’une somme finie sur [ € L dont les termes sont des fractions.
Heuristiquement d’ailleurs le numérateur se comporte comme une fonction qui oscille de plus
en plus vite dans un segment centré en 0 tandis que le dénominateur comporte un terme de
la forme Num(l)log(t) = l1lylog(t). Les termes ne vont donc pas étre négligeables seulement
lorsque Num(l) sera petit. Or, dans ce cas-1a, Num(l) peut étre vu comme un ||6,L|%.

Ainsi, un bon indicateur pour savoir si converge en loi est de savoir si :

log(t)

S(w,L,T):% 3 i)

2
e 9L

converge en loi quand 7" — oo (T joue ici le role de log(t)) avec (w,L) € Q x S ou (2, P)
est un espace probabilisé et les 0; sont des variables aléatoires réelles a support compact,
symétriques, identiquement distribuées, indépendantes entre elles.

On va ainsi montrer d’abord le théoréeme suivant avant de montrer le théoreme 1 :

Théoréme 2. Lorsque L est distribué selon la loi de probabilités us et w selon Py,
S(w, L, T)

converge, quand T — oo, vers une loi de Cauchy centrée.

Dans la suite, nous présenterons seulement la démonstration du théoreme 1 et du théoreme
7 pour d = 2, la preuve étant plus simple. Pour ce faire, dans la prochaine section, nous ex-
poserons quelques préliminaires de probabilités. Ensuite, nous rappellerons quelques résultats
sur ’espace des réseaux. On démontrera ensuite le théoreme 7 qui est pertinent au vu de ce
que nous avons énoncé précédemment et qui nous donnera d’ailleurs une idée de la démarche
qu’il faudra suivre pour démontrer le théoreme 1. Puis nous traiterons un cas simplifié issu de
Pétude de R (mais qui sera toutefois plus compliqué que ’étude de S(w, L,T") comme nous le
verrons). Nous terminerons enfin I’étude de R et conclurons en ouvrant sur un autre probleme
connexe.

2 Préliminaires de probabilités

Les nuages de points qui sont des processus de Poisson joueront un role essentiel dans nos
études de convergence. Nous allons donc faire quelques rappels de base a ce sujet. Nous allons
essentiellement suivre l’exposition faite dans [1].
Une variable aléatoire N a une distribution de Poisson de parametre A > 0 si pour tout entier
k>0, P(N=k)= e‘AAk—T. Cette loi sera noté P(A). On dispose alors des résultats suivants :
— Si NVy,..., N, sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent des distributions
de Poisson de parametres respectifs \; alors N = ZTzl N; admet une distribution de
Poisson de parametre 3 7" A;.



— Inversement, si on se donne N points distribués selon une distribution de Poisson
de parametre A, que l'on colore chaque point indépendamment avec une couleur j €
{1,---,m} choisie avec un probabilité p; (et donc Z;-n:lpj = 1) et que I'on appelle N;
le nombre de points de la couleur j obtenus alors les IV; sont indépendants et suivent
des distributions de Poisson de parametres respectifs A\j = p;A.

Soit (X, m) un espace mesuré. On appelle processus de Poisson sur cet espace un nuage de
points aléatoire sur X tel que si Xi,---,X,, sont des ensembles (mesurables) disjoints et si
Nj; est le nombre de poins qui tombent dans X; alors les N; sont des variables aléatoires qui
admettent pour lois respectives P(m(X;)). Cette définition est cohérente grace au premier
fait énoncé. Nous noterons {z;} ~ (X, m) pour indiquer que {z;} est un processus de Pois-
son de parametre (X, m). Si X C R? et si m < )\ (la mesure de Lebesgue sur RY) alors m
admet une densité par rapport a A\g et cette densité sera désignée comme étant I'intensité du
processus de Poisson.

On dispose ainsi du lemme suivant, qui nous sera utile par la suite :
Lemme 1. (a) Si {0;} ~P(X,m) et {0} ~P(X,m’) sont indépendants alors
{6;} U{0;} ~ B(X, m + m').
(b) Si{0;} ~P(X,m) et f:X — 2 est une application mesurable alors
{f(0)} ~ B, f'm).

(c) Soient X = Y x Z, m = v X X\ ou \ est une mesure de probabilité sur Z. Alors
{(0;,T))} ~ B(X,m) si et seulement si {0;} ~ P(Y,v) et I'; sont des variables aléatoires
indépendantes de {0;} et entre elles et toutes sont distribuées selon A.

(d) Sien (c) Y = Z = R alors § = {T;6;} est un processus de Poisson. Si {0;} admet

comme mesure f(0)d6 alors 6 admet comme mesure f(0)d6 ow

F6) = Be (7))

Un autre lemme qui nous sera utile est le suivant :

Lemme 2. Si {Z;} suit un processus de Poisson sur R" d’intensité constante C' > 0 et si {I';}
sont des variables aléatoires réelles indépendantes (entre elles et avec les E;) identiquement
distribuées, de lois de probabilité symétriques a support compact alors

est distribuée selon la loi de Cauchy standard C(0,1) o p = SE(|T|)7.

Une variante de celui-ci, qui nous sera aussi utile est la suivante :

Lemme 3. Si{Z;} suit un processus de Poisson sur R d’intensité constante C > 0 et si {I';}
sont des variables aléatoires réelles indépendantes (entre elles et avec les Z;) identiquement
distribuées, de lois de probabilité symétriques a support compact alors

est distribuée selon la loi de Cauchy standard C(0,1) ou p = CE(|T|)7.



Une preuve de ces deux derniers lemmes peut étre trouvée dans [2]. On déduit de la définition
de la convergence en loi les deux lemmes suivants :

Lemme 4. Si {E?} tend, quand T — oo, vers un processus de Poisson sur RT d’inten-
sité constante C > 0 et si {I'1'} tendent vers des variables aléatoires réelles indépendantes
entre elles, identiquement distribuées, de lois de probabilité symétriques a support compact et
indépendantes du processus limite de {=1'} alors

est distribuée selon la loi de Cauchy standard C(0,1) ot p = %E(\F\)w

Lemme 5. Si {Z; 7} tend, quand T — oo, vers un processus de Poisson sur R d’inten-
sité constante C' > 0 et si {T'1'} tendent vers des variables aléatoires réelles indépendantes
entre elles, identiquement distribuées, de lois de probabilité symétriques a support compact et
indépendantes du processus limite de {=]'} alors

o1 i
lim lim — E —
e>0T—o00 P =T
=<t

est distribuée selon la loi de Cauchy standard C(0,1) ou p = CE(|T|)~.

Pour pouvoir appliquer ces deux lemmes, il nous faudra donc prouver qu’a I'infini, des nuages
de points, adaptées, se comportent comme des processus de Poisson. Pour ce faire, un outil qui
nous sera particulierement utile est le théoréme 6.1 démontré dans [1] qui est particulierement
adapté quand on a affaire a des flots qui mélangent suffisamment rapidement (vitesse expo-
nentielle, par exemple). Ce sera notre cas comme on le verra un peu plus loin. On rappelle
maintenant ’énoncé de ce théoreme.

Soit (€2,P) un espace de probabilité. On désigne par E P'espérance relativement a P.

On se donne Aj(x) = az une forme linéaire non nulle sur R.

Soit (X, m) un espace mesurable. Soit Q une collection dénombrable de partitions finies de
X tel que Q converge vers la partition ponctuelle.

Pour tout M, on considére une suite {&M }tefo,m) de variables aléatoires prenant des valeurs
entieres positives et une suite {v}/ }ejo,m) de variable aléatoires de Q2 dans X. On pourra
imaginer, par exemple, que §£VI est une fonction qui indique si un flot mélangeant, a I'instant
t, rentre dans une boule de rayon ﬁ (situé & l'infini de I'espace) et M indique jusqu’ou le
flot est rentré a cet instant.

Pour toute partition @ = (K1,--- ,Kp) € Q, on suppose que §gM peut s’écrire 55‘/{ = 2521 {%
ol §% prend des valeurs dans les entiers naturels et sur I'ensemble {¢M = 1}, 5% vérifie :

gtJM:lA/IK.
P Vit €8p

On pose M = 1‘55\4:1 et 77% = 15%255»4:1.

Toutes les variables dépendant de M, dans la suite on omettra pour simplifier la lettre M.
Dans toute cette partie, quand on utilise la notation Y = O(X) cela signifie que |Y| < C|X|
ot C' dépend éventuellement de Q mais pas de M,t ou encore de § (introduit un peu plus
loin).

On suppose que pour tout M fixé, une suite de partitions Fy, t € II de (2, P) est donnée. Pour
w € ), on appelle F;(w) I'élément de F; qui possede w. On appelle F; la o-algebre engendrée
par Fy.



On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées : il existe R > 0 (qui ne dépend pas de
M) et un ensemble mesurable E tel que

P(E) = O(M ')
et

— (h1) Pour tout t € [0, M],
— (h2) Pour tout t € [0, M],

— (h3) Pour tout t # t' € [0, M],

— (h4) Pour tout ¢,¢" € [0, M], ot \1(t) > Ai(t') + Rlog(M), pour tout p € [|1, P|] et
pour tout w € F :
(hda) B(& | F)(w) = <57 + O(M )
(hdb) E(&ry | Fr) (w) = 572 + O(M )
) (hdc) (ntp |F)(w) = <22 4 O(M~2)
— (h5) Pour t,7 € [0, M] ot A1 (f) > Ai(t) + Rlog(M), pour tout p € [1, P], pour tout
wekl,
& p est constant sur Fy(w) ;

— (h6) Les algebres {F;} ont une propriété de type filtration au sens ou pour ¢,¢ € [0, M],
avec A1(t) > A\ (t) + Rlog(M), pour tout w € E,

Fi(w) C Fy(w).

Théoréme 3 ([1]). Lorsque (A1,{&:}, {v}) vérifient les hypothéses (h1) jusqu’a (h6), le nuage
de points

{V }ggw 1, t€[0,M]

converge lorsque M — 0o vers un processus de Poisson d’intensité ¢ sur (X x J,b x Leb).

En rajoutant des hypotheses, on peut avoir une conclusion plus forte qui nous sera utile pour
obtenir, entre autres, des variables aléatoires réelles équidistribuées indépendantes entre elles,
et vis-a-vis d’un processus de Poisson ad hoc, et ceci grace au lemme 1. Précisons ces hy-
potheses et cette conclusion.

Avec les notations du théoreme 3, supposons que 1’on dispose de 5\(t) une forme affine telle que
A(t) > A1(t) (ot A; peut maintenant étre une forme affine non constante au lieu de linéaire
et non nulle) sur [0, M].

Supposons que pour tout M on dispose d’une séquence de CtM a valeurs dans (X,ﬁl), un
espace probabilisé. Cet espace est d’ailleurs supposé doté d’une collection Q dénombrable de
partitions finies de X qui converge vers la partition ponctuelle. Supposons enfin que pour
chaque élément Q = (K1,---,Kp) € Q, on dispose de E tel que P(E®) = O(M %) et tel
que les hypotheses suivantes sont satisfaites :

(h7) 1l existe une suite vy — 0 quand M — oo et R > 0 tels que pour tout t,t' € Iy
qui satisfont A(t) > A (') + Rlog(M) > Ai(t) + 2Rlog(M), alors pour tout w € E tel que
Et(w) =1 _ _

IP(GM € Kp|For)(w) — m(kp)| < v



(h8) Pour ¢, € Il ot A1(f) > A(t) + Rlog(M) pour tout p € [|1, P|], pour tout w € E tel

que &(w) =1,

Le.ci, est constant sur F(w).

(€<

On dispose alors du résultat suivant, plus fort que celui du théoréme 3 :

Théoréme 4 ([1]). Lorsque (A, M, {&}, {wi}, {C}) vérifient les hypothéses (h1) jusqu’a (hS),
le nuage de points

t
M M
{Vt ’ Ct ’ M}fiMZI, tellps

converge quand M — oo vers un processus de Poisson d’intensité ¢ sur

(X x X x J, m x m x Leb).

Remarquons que dans ces deux théorémes, on peut remplacer [0, M] par [—M,0], cela ne
change rien a leurs validités. On utilisera cette remarque dans la section 5.

3 Préliminaires sur ’espace des réseaux

Dans cette section on rappelle quelques résultats sur I'espace des réseaux unimodulaires et
laction du flot géodésique sur celui-ci. Ils proviennent essentiellement de [9] et [1].

Nous avons dit précédemment que ’espace des réseaux unimodulaires en dimension d est
noté .;. Autrement dit, on a ’égalité : %3 = SLy(R)/SL4(Z).

Définition 1. Soit L € .%;. On définit L+ € #y le réseau dual de L de la maniére suivante :
Lt={leR? |Vke L, <kl>cZ}

ot < -,- > désigne le produit scalaire usuel.

Cette définition intervient en particulier lorsque ’on commence a manipuler des séries de
Fourier.

On a .y = SL4(R)/SL4(Z) et %4 est donc muni d’une structure de groupe de Lie. Cepen-
dant, pour d > 2, cet espace n’est pas compact. Mais il admet tout de méme une mesure de
Haar qui est de probabilités et que I'on note ug. Elle est donc, en particulier, unimodulaire.
On peut donc faire de la dynamique mesuré sur cet espace.

Définition 2. On dit qu’'un sous-groupe H de SLg(R) est ergodique (pour l'action natu-
relle sur %y) si tout ensemble mesurable H-invariant de %y est de mesure nulle ou son
complémentaire [’est.

On dispose du théoreme suivant (dit de Moore) :

Théoreme 5. Un sous-groupe H est ergodique si, et seulement si, H n’est contenu dans
aucun sous-groupe compact de SLq(R).



En particulier, en posant I' = {(t1,...,tq) € R? | t; +--- +t4 = 0}, le sous-groupe A =
{Diag(eft, -+ ,etd) | (t1,--- ,tq) € Z2NT} C SLy(R) est ergodique. Ainsi, I'action du flot
géodésique (discrétisé) (6, L) € A x Sy +—— JL est ergodique. Posons :

A, = {Diag(etl,-~ ,etd) | (t1, - ,tq) € ZNT tel que |(t1, -+, ta)|l <7}

On appelle aussi n, = |A,| et on note que la suite d’ensembles (A, ) est croissante et tend vers
A. De Tergodicité de A, on tire le théoréme suivant (dit théoréeme ergodique individuel) :

Théoréme 6. Soit » € L' (.S, ng). Alors pour presque tout L € %y, on a :

TIEEonTZzML /w )dpa(L).

Dans [9], le lemme suivant, qui donne des exemples de fonctions intégrables sur .7y et qui
nous sera utile, est démontré :

Lemme 6. Pour tout € > 0, L — ||L||~9%¢ est intégrable sur 7.

Nous avons encore besoin de définir quelques nombres caractéristiques d’un réseau L € .¥;.
Définition 3. Soit k € {1,--- ,d}. On pose :
| L||x = inf{r > 0 | B¢(0,r) contient une famille libre de vecteurs de L de k vecteurs}

ou By (0,7) désigne la boule fermée de centre O et de rayon r relativement a ||||. En particulier,
on a:||Lljy = [|L]-

Définition 4. Un vecteur | d’un réseau L sera dit premier si pour tout ' € L, I’égalité | = ki’

avec k € 7. implique que k = +1.

Tout vecteur [ tel que ||I|| = ||L||x, pour k € {1,---,d}, est un vecteur premier et pour tout
6 € A, sil est premier, 4l est premier.

Soient f, f1, fo des fonctions C* par morceaux a support compact de R? dans R. On pose,
pour tout L € % :

Z f() et F(L) = Z fil) fa(l2).

leL. l1#+l€eLl
| premier l1, l2 premiers

Définition 5. F' est appelée la transformée de Siegel de f.

On appelle ( la fonction zéta de Riemann.
Alors, on dispose des identités (dites respectivement de Siegel et de Rogers) suivantes :

| Fawa=c@ [ .,

7 R4

/ Fdpg = ¢(d)™2 / frdrg / fad)g et on en déduit
yd d d

L d Fldpug = / f2dNg + ¢(d) / f(z)f(—z)dz + ¢(d / fdAg)?

Lemme 7 (voir [7], [10]).



La formule de Rogers peut bien sir se généraliser a un produit fini quelconque de fonctions.
Supposons pour I’heure d = 2. On déduit, des formules de Rogers et de Siegel, le lemme
suivant qui est une des bases de notre réflexion :

Lemme 8. Pour tout a > 0 assez grand,

po({L € SAl||L||? > a}) = Ca™"

3w

ot on a posé C = %clw =

Pour démontrer ce lemme nous avons besoin de deux résultats préliminaires.

Lemme 9. Soient [y, ly deux vecteurs de L premiers. Supposons qu’ils voient leurs premieres
coordonnées respectives étre positives. Supposons que l'un des deux voit sa norme 2 étre égale

a ||L||. Alors, s’ils appartiennent a une méme droite passant par 0, ils sont égauz.

Démonstration. Supposons que l; # ly et que, par exemple, ||/;|| = ||L||. Alors, on a ls = ki3
avec k > 0, k ¢ N car s est premier. Soit dit en passant, comme || L|| = ||1]|, nécessairement
k> 1. On pose v = lg — | k|l1. Alors, on a |[v|| < ||[l1]], ce qui est exclu. O

De cette preuve, on en déduit que ’on n’a pas besoin de supposer d = 2.
On en déduit alors le lemme suivant :

Lemme 10. Si ||L|| < 1 alors ||L|| est seulement atteint en un vecteur premier l et son
opposée.

Démonstration. Supposons que || L|| soient atteints en deux vecteurs Iy et l3. Ils sont nécessairement
premiers et quitte a prendre leurs opposés, on peut supposer que leur premiere coordonnée
est positive. Le lemme 9 donne alors que soit l; = lo, soit (I1,l2) forme une famille libre de

R2. On a donc dans ce dernier cas que ||L||2 = ||L|1.

Or, on a : covol(L) = ||L||1]|L]|2 sin(e) ot « est ’angle non-orienté entre deux vecteurs de L
h, k tels que h, k voient leur premiere coordonnée étre positive et ||h|| = ||L||1 et ||k] = || L]|o-
Ainsi, on obtient : covol(L) < 1, ce qui est exclu et donc I = ls. O

Démontrons maintenant le lemme 8 :

Démonstration du lemme 8. On se donne a > 0. On pose, pour tout x € R?, f(z) = le(Oﬂq/z)(:c).
On appelle F' la transformée de Siegel associée a f. Pour tout a > 0 assez grand, on a pour
tout L € ., F(L) € {0,2}. En effet, pour a > 0 assez grand, a”2 < 1 et donc le lemme 10
s’applique. Ainsi, on a :

E, (F _
2 B) (i e AL > a)).
Le lemme 7 donne alors le résultat voulu. O

Notons au passage que le raisonnement fait au lemme 10 donne le lemme suivant :

Lemme 11. Soit L € %. On suppose ||L|| < 1. On appelle |L||2 le plus petit rayon r tel que
B¢(0,7) contient une famille libre de deuz vecteurs de L. Alors, deuz cas se présentent :



— Soit |L|| = | L||2- Dans ce cas, |L|| = 1 et L a été obtenu a partir de Z* a l'aide d’une
rotation. Par ailleurs, ||L|| est atteint exactement en 4 vecteurs du réseau L.
— Soit ||L|| < ||L||2- Dans ce cas, |L| est atteint en exactement 2 vecteurs du réseau L.

En dimension supérieure, c’est-a-dire pour d > 3, le lemme 8 se généralise de la maniere
suivante :

Lemme 12. .
pa({L € Z||IL||% > a}) = Da™" + 0((72)

¢(d)~! Vol(B;(0,1))
5 .

ot on a posé D =

Le probleme, qu’il faut d’ailleurs gérer tres souvent en dimension d > 3, est le suivant : méme
si ||L|| est petit, cela ne signifie pas que ||L||2 est grand, contrairement a la dimension 2.
Voyons la preuve.

(x). On

Démonstration. On pose, comme précédemment, pour tout = € R, f(z) = 1B © _%)
7(0,a

appelle F la transformée de Siegel de f et F la fonction définie par pour tout L € .7,

F(L) = Z f(e)f(e2).

e1#+es
e1,ea2premiers

D’une part, on a, d’apres le lemme 7 :

BF) =@ [ fire 1)
D’ou, 'on tire, par homogénéité du volume d’une boule :

() _ S0 VolB;(0.1))

a

D’autre part, on a : E(F') :3P(F =2)+E(Flps3). Or,ona: Flpss < Flpsg < F.
D'otton a: E(Flps3) <E(F)=0 a—lg) d’apres le lemme 7.
Ainsi, on obtient :

E(F) = 2P(F = 2) + O(G%). @)
De (1) et de (2), on tire :
Pl = = OB 1, "

Enfin, notons que
pa({L € Z||L|~¢ > a}) = P(F > 0) = P(F = 2) + P(F > 3)
et que

P(F > 3) <E(Flpss) = O(=).

Ainsi, on obtient :
_ 1
na({L € Zal|[LII™* > a}) = P(F = 2) + O(—).

D’ou le résultat voulu d’apres (3). O
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Rappelons que pour tout k = (ki,--- ,kq) tels que ky + --- 4+ kg = 0, on a posé dans 'in-
troduction &, = Diag(e*!,- -, e*d). Terminons maintenant cette sous-section par deux petits
lemmes qui nous permettront de calculer des plus petites longueurs de réseaux.

Lemme 13. Pour tout L € .¥;, pour tout k € T,

e Wl L) < [l L < el L. (4)
Démonstration. C’est immédiat via les définitions de 0y et de ||| O

Le lemme 13 nous sera essentiellement utile en dimension 2. On a le lemme suivant, en
dimension quelconque :

Lemme 14. Soit L € 4. On suppose que || L||2 > ||L|[1. On appelle | un vecteur de L tel que
|l = |L|| > 0. Alors pour tout k € Z¢NT tel que | L||s > 2Fl<|| L], on a

10k L1 = {10k
Démonstration. Soient k,l comme dans I’énoncé du lemme. Comme || L||2 > ||L||1, pour tout
h € L —{l,—1}, h premier, ||h|| > ||L||2 d’apres le lemme 9. Ainsi, on a :
16khl| = e~ Ml iR > e~ IFlee | L],

Or, par hypothese, on a
e Ml |5 > el .

Ainsi, on obtient :
6xR| > el*l [ Ll > [|6x]].

D’ou le lemme. O

En dimension 2, on a une variante de ce lemme qui repose sur le lemme 13 :

Lemme 15. Soit L € .%. On suppose que ||L| < 1. On appelle | un vecteur de L tel que
|l = |L||. Alors pour tout k € Z tel que e*||L| < 1,

6k LIl = [|0%L]]-

Définition 6. Soit x = (1, ,24) € R La quantité Num(z) est définie par :

d
Num(z) = H x;.
i=1

Pour L € %y, pour r > ||L||, on définit
v(L,r) = inf{Num(l) | 0 < ||I|| < r}.

On dit qu’un réseau L est faiblement admissible si pour tout r > ||L||, v(L,7) > 0.

On peut noter au passage que v(L,-) est une fonction décroissante. Dans [9] (voir Lemme
4.5), la proposition suivante est démontrée :
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Proposition 1 ([9]). Pour tout 5 > 0, pour presque tout L € .y, il existe C > 0 tel que pour
tout l € L — {0},
| Num(l)| = C|log(||[)[' 7.

En particulier, presque tout réseau L € Sy est faiblement admissible.

Cette proposition signifie que de maniere générique, si un vecteur | € L devient grand, il
ne pourra pas se rapprocher trop vite des axes de coordonnées. De maniere équivalente, cela
veut dire que la vitesse de divergence vers l'infini de (8;L)er, n’est pas trop importante
génériquement. Skriganov démontre cette proposition en utilisant le lemme de Borel-Cantelli.

Intéressons-nous, pour finir cette section, au flot géodésique sur .#; et a un aspect plus
" différentiel” de celui-ci (alors qu’avant on s’est intéressé a des choses plus "métriques”). Les
résultats qui seront énoncés le seront en dimension 2 et se généralise en dimension supérieure.
Gardons tout d’abord en téte que I'action de d; (pour ¢ € R) sur .5 est partiellement hyper-
bolique dans le sens ot :

T =Ey+ E + Ef

ou Fj est tangent aux orbites du flot géodésique et Efc sont des distributions invariantes de
dimension 1.

Définition 7. Les exposants de Lyapunov correspondants sont £\1 ot

A = 2t.

Par ailleurs, Ef sont tangents aux feuilletages VVIjE pour les feuilletages d’orbites des groupes

hi ot
hi = L u et
~\0 1
hi (u) est la transposée de hj (u).

Dans la suite on désignera Ef par E; et I/Vl+ par Wi et hf par hy et les résultats énoncés
seront encore valables pour E;, Wi et hy. Par ailleurs ||| s désignera la norme de Sobolev
d’indice s.

Définition 8. Soient s,r € N. On dit qu’une fonction F : % — R est dans H*" avec
|Allgrsr = K si pour tout 1 > € > 0, il existe des H®-fonctions A~ < A < AT telles que

”14+ — AiHLl(uyz) < € et ”AiHHs < Kﬁir.
Définition 9. On dit que v est une Wi-courbe de longueur L s’il existe L € .%5 tel que
v ={hi(r)y |7 € [0, L]}

Dans ce cas, pour une fonction F : %5 — R, on utilisera la notation

LA _ i/OL Alhy (5)y)ds.

Définition 10. Soit kg > 0. Soit L > 0 et P une partition de %> en Wi-courbes de longueur
L. Désignons par vy(x) l’élément de P possédant x. Etant donné une suite, finie ou infinie,
d’entiers (k,) et une fonction A € H*", on dit que P est ko-représentative relativement a
((kn), A) si pour tout n,

patr e 21 [ A-waldl> Kali) < 1 6
ghny(z
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ot Ka = ||Allsr +1, Ly, = LeM®n) est la longueur de goy(z) et pro,(A) = [, A(@)dpz, (2).
Les points x tels que pour tout n,

| / A~ iy (A)] < KaL7"
gkny(z)

sont dits représentatifs relativement a (P, (ky), A).
Notons au passage que si P est ko-représentative relativement a ((ky), A) et si

Z(Ln)_ﬁo €

alors l’ensemble des points représentatifs est de mesure au moins 1 — €.

Dans [1] (voir Proposition 7.3), la proposition suivante est prouvée :

Proposition 2 ([1]). (a) Il existe s, kg, €9 > 0 tel que pour tout 0 < r < s, 0 < € < €, pour
toute famille finie de fonctions § de H®", pour tout L > 0 pour toute suite (k) tel que

D (LeMtnlymro e,

n

il existe une partition P de S en Wi-courbes de longueur L qui est ko-représentative relati-
vement a ((ky), F) et ce quelque soit F' € §.

(b) Si L € % est distribué une mesure fiy, de densité bornée relativement a la mesure
W alors le résultat de (a) est encore valable pour peu que dans la définition de partition
représentative, I’équation 5 soit remplacée par

el [ AT RA] 2 KAL) < CLe
gknoy(z

ot C représente la borne supérieure de la densité f de [i.», relativement a .o, .

Elle repose sur le fait que le flot géodésique mélange a vitesse exponentielle. Toujours dans
[1](Lemme A.2), on trouve le lemme suivant, qui va nous permettre d’estimer des ||-|| gs.r.

Lemme 16 ([1]). Pour chaque entier naturel s, pour chaque R > 0, il existe une constante
C(R,s) telle que : pour f € C*"(R?) a support compact inclus dans la boule euclidienne de
centre 0 et de rayon R alors, si on appelle F' la transformée de Siegel de f, F € H>" et

[Elzsr < C(R, s)[[ fllcsr-

Il faut noter que C*" est définie d’une maniere analogue a H*" et que ’espace C* est ’espace
des fonctions régulieres, a support compact, munie de la norme |||« (s indiquant I'ordre
maximal de dérivation pris en compte).

4 Etude de S(w,L,T)

4.1 Introduction au probléme

Dans cette section, nous allons préciser le comportement asymptotique de S(w, L, 7).
Soit (6¢)ien une suite de variables aléatoires réelles dont 1'aléa w appartient a (2,P1) un
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espace probabilisé, indépendantes, identiquement distribuées et symétriques, c’est-a-dire tels
que Py, =P _y,.

Notons que la construction d’un tel objet, ou 2 = % et avec indépendance par rapport
aux ||0L||, peut se faire de la maniére suivante : pour tout ¢t € N, pour tout n > 1, on pose
Orn = f (5{‘2-) ou f est une fonction réguliere mesurable de .% a valeurs dans un segment
[—a,a] ou a > 0 tel que pa(f(L) € [0,b]) = pua(f(L) € [-b,0]) et ce pour tout 0 < b < a. La
suite de variables (6;) peut-étre pensé comme la limite, quand n — oo, de (045, )ter-
Cependant, en général, il n’est pas certain que cette limite existe. En revanche, comme chacune
de ces suites (en n) de variables aléatoires est tendu, on va pouvoir trouver une extractrice ¢ tel
que (9t,¢(n))teN converge vers une suite de variables aléatoires réelles identiquement distribuées
(comme po est une mesure de Haar), symétriques, a support compact et indépendantes entre
elles et des ||0L|| (comme le flot géodésique mélange a vitesse exponentielle).

Notons que cette construction peut se généraliser a la dimension d > 2.

On s’intéresse maintenant au comportement quand 7" — oo de S(w, L, T).
Le principal résultat que 'on va démontrer a ce sujet est le théoreme 7.
Rappelons-le :

Théoréme 7. Lorsque L est distribué selon la loi de probabilités pus et w selon Py,

S LJ’—Tﬂiﬂ@—
(wa ) ) - ; H(StLHQT

converge, quand T — oo, vers une loi de Cauchy centrée.

Dans les sous-sections qui suivent, on s’attache a démontrer ce théoréeme.

4.2 Elimination des termes dont le dénominateur est trop grand

Soit o > 0. Pour tout € > 0, posons :

A1(€7T7 L) = {Z € [07T - 1] ‘ HéiLH2T < } (6)

a | =

Posons aussi

O (w)
S L,e,T)= —, 7
€A1(e,T,L)
Proposition 3. Pour tout € > 0 assez petit, pour tout T assez grand, on a :
P(|S(w, L, T) — S1(w, L,e,T)| > a) < a.

Cette proposition nous dit fondamentalement que les termes dont le dénominateur est trop
grand peuvent étre négligés.

Démonstration. On a, pour L € %, pour T'€ N — {0} :

T-1

0i(w) 0i(w) 0;(w)
TISLIE TIoL]? TIo L )
; T||5:L|? 0@ng1 T|\6;L)? 0@ng1 T||6; L2
T||6; L|2<: T||8;L||>>1
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Or, comme les 6; sont des variables aléatoires identiquement distribuées, d’espérances nulles et
que les L — ;L sont identiquement distribuées et que ’on travaille sur I'espace probabilisé
produit € x .%;, on a :

in
B3 ) ©)

0<t<T—1
T||8:¢]1>> ¢
et
1 Hz(w) 1 00(0.})
Vir 2 face) =7 e i)
0<t<T—1
T|8; L[> ¢
1 90(&)) 2 (10)
= 755, L triiori> 1))
M? 1
N R
ou M = ||6y||oc = 0. Or le lemme 8 donne que pour tout € > 0, pour tout 7" assez grand,
E( ”L1”4 Lpjpj2>1)) ~ €T D’ou le résultat voulu via I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. [

La proposition 3 nous ramene ainsi a 1’étude de la quantité Si(w,L,T,€) ou € peut étre
supposé, et sera supposé par la suite, compris strictement entre 0 et 1.

4.3 Existence des minima locaux et centrage sur ceux-ci

Posons
Ag(e,T,L) ={i € [0, T =1 N As(e, T, L) | [|6i—1 L[ > [[6:L]| < || 6641 L[} (11)

La proposition suivante nous assure qu’on peut ”centrer” les termes de S; sur ces minima
locaux :

Proposition 4. I existe kq(i) < 0 et k(i) = 0 pour i € As(e, T, L) tels que pour tout o > 0,
pour tout € > 0 assez petit, pour tout T assez grand, on a :

P(|S1(w, L,€e,T) — Sa(w, L, T)| > a) < «
ou, pour tout L € S et w € (),
0.
SQ(W,L,E,T) = Z Z A{JJ)Q (12)
, . TNk L
1€A2(e,T,L) kq(1)<k<km(7)

et ou :
— [ka(@)], [k (3)] > 52 4 C. on Cc = 259 —3;
— tous les ensembles {i + k}p,(i)y<kshn (i) Sont deuz a deuz disjoints ;
— pour tout k € [kq(i), km(2)], 1 > ||0;2x L] > ||6: L]

I1 faut noter que kq(7) et k(i) dépendent éventuellement de ||§; L||. On verra un peu plus loin
qu’on pourra éliminer cette dépendance éventuelle.

Avant de continuer, nous avons besoin de deux lemmes préliminaires.

Soient [y, [y deux réels non nuls et [ = (I1,[3). Pour tout a > 0, on pose :

1
fauin)(@) = alf + 513
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Lemme 17. fq, 1,) est strictement décroissante jusqu’en ap = |%|, ou elle atteint son mini-
mum, puis est strictement croissante.

Démonstration. Une étude des variations de f(;, ;,) via un calcul de dérivé donne le résultat.
O
Lemme 18. Soient >0, C >0 et L € . tels que pour tout | € L — {0},
| Num(1)| = C|log([l1])|~* 7.
Alors il existe D > 0 tel que pour tout T assez grand, pour tout i € [| — log(T),T + log(T)|]

16 L]
2

> D117 (13)

pour peu que l’on suppose ||L|| = /e.

La premiere hypothese de ce lemme est réalisée quitte a écarter un petit nombre de réseaux
et ce d’apres la proposition 1. Il en va de méme pour la seconde hypothese d’apres le lemme
8. On peut ainsi supposer ces deux hypotheses vérifiées et on le fera par la suite.

Démonstration. Soit i € [—log(T"), T + log(T)]. Appelons | = (l1,12) € L — {0} le vecteur tel
que [|&;l]| = [|; L.
Par ailleurs, en supposant que ||L|| > 1, I'inégalité arithmético-géométrique donne, d’une part,
que :
16; L]
2
D’autre part, on a, d’apres le théoreme de Minkowski :

> [llz| = Clog(|li) .

. . 4
T+ e = |0 LI < —

et donc, comme i € [—log(T), T + log(T')],

A(2(T+log(T))
2 < AT

Ainsi, il existe C > 0 (indépendant de i et de L) tel que pour tout T assez grand,
log(|l1)~" =" = CT~1F
et en particulier,
16; L]
2

D’ott le résultat voulu dans le cas ou ||L|l2 > 1. L’autre cas est immédiat car on a toujours
Illl2 = ||L|| = /€ et on peut toujours prendre T" plus grand ou D plus petit si nécessaire. [

= ’l1l2’ = cer—1-8, (14)

On peut maintenant aborder la démonstration de la proposition 4. L’idée principale est que
si ¢ n’est pas un minimum local alors on a un sens a suivre qui va nous mener a un minimum
local d’apres le lemme 17.
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Démonstration de la proposition 4. e Dans cette premiere partie, on explique comment, a
partir d’'un terme qui a un dénominateur petit, on peut se ramener a un terme qui a un
dénominateur petit et qui est un minimum local.

On prend T assez grand pour que log(e) + log(7") — 2 > 0. En particulier, on a }T <1.

Par définition, on a Aa(e, T, L) C Ai(e, T, L).

Réciproquement, soit ¢ € Ay(e, T, L). Soit on a i € Ay(e, T, L), soit on a ||§;—1L|| < [|6;L| ou
16:L] > 651

Plagons-nous dans le cas o on a seulement ||0;—1L|| < ||6;L| avec T —1 > i > 0.

On appelle k € &L tel que ||6;L|| = ||k||2. On a alors, comme ||§;L|| < /& < 1:
6Ll = kT + k3 et |6i—1L||* = e kT + °k3.

Quitte & éliminer les réseaux non-faiblement admissibles (voir la définition 6), qui constituent
un ensemble négligeable pour p.4,, on peut supposer que ki, k2 # 0. On a alors :

Fer ) (€72) = 161 LI < figy ) (1) = 16: L)1

et, en particulier, f(x, r,) permet de calculer les plus courts vecteurs autour de 'instant i.
D’apres le lemme 17, il existe donc un unique m; € Z tel que m; < i et pour tout m; < k <i—1,
10k L|| < ||0k+1L]|| €t ||0m;—1L|| > ||6m,L||. En particulier, m; € Aa(e, T, L).

Supposons qu’on se place maintenant dans le cas ot on a seulement ||6;L| > ||d;+1L| avec
0 <i<T—1. De méme qu’avant, on obtient un unique m; tel que m; € Z, tel que m; > ¢
et tel que pour tout k € [i,m; — 1], |0k L] > ||0k+1L| €t ||6m, L|| < ||0m,;+1L|. En particulier,
m; € AQ(G,T, L).

Supposons maintenant qu’on soit dans le cas ou 0 <@ < T —1 et ||§;—1L|| < ||6; L] = ||di+1 L]
Le lemme 17 exclut cela.

Ainsi, pour tout ¢ € Aj(e,T,L), on a défini un m; € As(e,T,L) qui s’interpréte comme
le ”premier minimum local que ’on peut rencontrer en suivant la direction indiquée” (dans le
cas ou i € As(e, T, L), on pose simplement m; = 1).

e Dans un second temps, on construit les kq(i) et les k,, (i) et on démontre que I’étude de Sy
se ramene a l’étude de S grace a ce qui vient d’étre fait.

On pose, pour tout i € As(e,T,L) — {T — 1}, kp(i) le plus grand entier positif tel que
pour tout k € [0,k (2) — 1], ||0i4L|| < [|ditrt1 L] < \/EIT On définit pour l'autre sens et de
maniere analogue k4(i) pour tout i € As(e, T, L) — {0}. On notera que kq(i) < 0 et kp,(i) > 0.
On pose aussi, dans le cas ou 0 € Az(e, T, L), kq(0) = — L% + % — QJ. On fait de méme
dans le cas ou T'— 1 € Ay(¢,T, L) avec k(T — 1). On a pas noté les dépendances en L, en €
et en T de kg et k,, dans un souci de simplification.

Le raisonnement nous permettant de construire m; nous donne en sus qu’étudier la conver-
gence en loi de S revient a étudier la convergence en loi de

01 (w)
So(w, L,e,T) = Z Z T16, LI (15)
i€ As(€,T,L) k(i) <k<hnm (i)

(S2 contient éventuellement des termes avant 0 et apres 7' — 1).
En effet, le lemme 18 s’applique et ainsi on a, pour tout 1" assez grand :

P(|S1(w, L, e, T) = S2(w, L, ¢, T)| # 0) < D1og(T)T7||fo | P(T|L|* <

A | =

); (16)
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en utilisant I’équation (13), la compacité de la loi commune des 6; et ou D > 0. En choisissant

B > 0 tel que 8 < 1, on obtient le résultat voulu grace au lemme 8. On est donc ramenés a
So.

Soit i € A1 (e, T, L). Notons que ||§;L||?* < Z~ et que donc pour k € Z tel que |k| < %%—%,
|6xL||? < 1 d’apres le lemme 13.
En utilisant le lemme 15 et le lemme 17, on voit alors que pour tout ¢ € Aj(e, T, L), les

ensembles log(c)  log(T) log(e)  log(T)
og(e og og(e og
=L 2 + 2 2 + 2
sont disjoints pour tout 0 < ¢ < T — 1.
Quitte & diminuer les kq(i) et augmenter les k(i) pour avoir kg(i) < —L% + % — 2]
et kn(i) > Llogz(e) + % — 2| et ce pour tout i, on peut supposer effectivement ces deux
inégalités satisfaites.

En effet, cela revient a rajouter des instants ¢t € [—2log(T"),T + 2log(T")] dans Sy tels que

-2/,| =21+ {i}

1
ToLI? > -

et les équations (9) et (10) montrent que cet ajout est négligeable. O

On peut donc maintenant concentrer notre attention sur 1’étude asymptotique de .Ss.

4.4 Etude du comportement asymptotique de 5

Posons : 9 .
Liw LeT)= ), LHQH (17)
ka(1)<k<km (1) [10i+k L]
(L, T) = T||6;L||? -
de sorte que 'on a :
Li(w, L, T,
Sw. LeT)= > % o
i€ Ao (e, T, L) =i(L,T)

Pour appliquer le lemme 4 et ainsi obtenir le théoréeme 7, on va maintenant montrer que, dans
notre cas : {I';(w, L, €,T) }icay(e,r,) SONt asymptotiquement des variables aléatoires réelles
indépendantes identiquement distribuées, symétriques et dont le support est compact, et
indépendantes de {Z;(L, T) }ic ay(e,r,1) €6 que {Zi(L, T') }ic ay(e,7,1) CONVErge Vers un processus
de Poisson sur [0, %] d’intensité constante indépendante de e. Concentrons-nous tout d’abord
sur le comportement asymptotique des I';.

4.4.1 Comportement asymptotique des I;

Dans cette sous-section, on va prouver la proposition suivante qui détermine le comportement
asymptotique des I'; :

Proposition 5. {T';(w, L, €, T) }ic a,(c,1,1) SONt asymptotiquement des variables aléatoires réelles
indépendantes, de méme loi, symétriques, a support compact et sont indépendantes de {=;(T', L) }ic ao(e,1,1)-

Pour démontrer cette proposition, on a besoin de quelques lemmes :
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Lemme 19. Pour tout T assez grand, pour tout i € As(e, T, L), pour tout k € [kq(7), km ()],
il existe K > 0 tel que
oLl _ K
163+ LI~ cosh(2k])”

(20)

Démonstration. Soient i et k comme dans I’énoncé du lemme. En appelant h € (§;L) — {0} le
vecteur tel que ||0;L|| = ||h]| et tel que hy > 0, on a d’apres le lemme 15 :
16: LI hi+h3

= . 21
(VA 2y

En appelant (r,a) les coordonnées polaires de h (et donc 7 >0 et o € [-F,5]), on a :

Izl i
0i+kL]|?  cos?(a)e?k 4 sin?(a)e2k

. 2
Or,ona: ”(l;'izﬂuz <1lpourk = —letk =1. Ainsiilexiste § > x > Otelque: §—r > |af > k.
D’ou le lemme. O

Notons au passage que d’apres les hypotheses faites juste apres le lemme 18 avec § = % et
d’apres le théoreme de Minkowski qui donne que pour tout réseau L', ||L’|| < 2, on a donc
d’apres le lemme 19 et la proposition 4 que pour tout i, |kq(i)|, [km (7)] < log(T') des que T est
assez grand.

Gréce au lemme précédent, on peut établir que kq(i) et k,, (i) peuvent étre choisis de sorte a

ne pas dépendre de ||§;L|| pour i € As(e, T, L). C’est tout 'objet du lemme suivant :

Lemme 20. Posons :

1 ‘ L2
S3(w, L€, T) = R 3 Oi(@)IOLI"

: g (T g (T 18 4LI?
i€As(e T, L) ~ (D o<k D 4

Alors, quand T — oo, Ss(w, L,e,T) — Sa(w, L, e, T) tend presque sirement vers 0.

Ainsi, on pourra considérer par la suite que : kq(i) = —(% + Ce) et k(i) = % + Ce..

Démonstration. On a :

2KH90||00 1
S L,e,T)— So(w,L,e,T)| < E 22
153w, L&, T) = Salw, L, &, T)| , ( cosh(2]k|))T|]5iLH2 (22)
’LEAQ(S,T,L) |k|>log2(T) +C.

car |ka(i)], [km(i)] = 285 4 C, et car Z4(L, T) = T||6:L||2.

Or,on a:
3 1 H
s cosh(2|k|) T
|k|>2E~4-C.

quand T — oo et ou He > 0.
D’ou, il vient, d’apres ’équation (22) que :

M.
|S3(w, L, e, T) — So(w, L,e,T)| < | E 2502 (23)
€Az (e, T,L)
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ou M, > 0.

Or la quantité de droite de I'inéquation (23) converge presque stirement vers 0 quand 7' — oo
d’apres le lemme 3.2 de [9] (qui est basé sur le théoreme ergodique individuel). D’otu le résultat
voulu. O

Lemme 21. Supposons ||L|| < 1. Soit a(L) l’angle entre la droite engendré par un vecteur l
de L tel que ||| = ||L|| et l'aze des abscisses. Conditionnellement a I’événement (|| L] < 1),
a(L) est indépendant de ||L]||.

Démonstration. Soient —g <a<bl g et 0 <r; <re < 1. On pose

ji($):= 1T1<HwH<T2
et
fa(x) = Tocja<1la@)ela)

ou a(z) désigne 'angle orienté entre (1,0) et .
Posons :

FL)y= Y fill)fala).

lh#+lo€eL

Alors le lemme 24 s’applique et nous donne, que :
1
uz(a(L) [a, 0], [|L]| € [r1,72]) = 2E(F)

/fl da;/ fa(z

En passant en coordonnées polaires, on a :

. fi(z)de = %1<r<r2 rdrda = m(r3 — r?)

0<a<L2n

b—a
s fa(z)dzx = [)<r<1 rdrda = 5

ala<sb

D’otl on tire :
p2(a(L) € [a,b],[|L]| € [r1,r2] [ | L]| <1) = pa(a(L) € [a,b] | [[L]] < Dpa([[L]] € [r1,72] [ L] <1).

O
On peut maintenant prouver la proposition 5.

Démonstration de la proposition 5. La série des ), m converge.

Ainsi, grace au lemme 19, grace au fait que ||6p]|oc < 00 et en utilisant (17), on obtient que
les T';, pour i € A1(T, ¢, L), convergent vers des variables aléatoires réelles & support compact.
Ces variables sont nécessairement symétriques dans la mesure ou les 6; sont symétriques et
indépendantes entre elles.

Par ailleurs, comme les 6; sont des variables aléatoires réelles indépendantes entre elles, comme
o est SLo(R)-invariante et comme |kq(7)|, |km (7)| — 00, il est clair qu’asymptotiquement les
T'; sont identiquement distribuées.

Voyons maintenant qu’asymptotiquement les I'; sont indépendants des Z=;.
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Regardons tout d’abord ce qu’il se passe entre I'; et Z;. Rappelons-nous que Z; = T||6;L||? et
que I'; s’écrit :

2
Dw LTo= Y Zesllllie

2
e L

ot k(i) = 28D 1 O, et ka(i) = —km(i).

e Oir (WIS L]
L’équation (21) montre que [16i-+x L1

Or, a(d;L) est indépendant de ||0;L||, comme pg est une mesure de Haar & gauche et a droite
et d’apres le lemme 21.
Ainsi, asymptotiquement, I'; est indépendant de Z; = T'||; L||%.

ne dépend pas de ||0;L|| mais seulement de a(d;L).

Enfin, notons que pour i # j € As(e, L,T), on peut créer un écart entre les blocs {i + k}
et {j + k} de taille, par exemple, au moins log(log(7")), c’est-a-dire a la place de considérer
km(h), considérer kpy(h) = kpn(h) — w et a la place de considérer ky(h) considérer

l;:d(h) = kq(h) + w, sans que cela change quelque chose de significatif dans 1’étude
asymptotique des I'y,, des E ou de Sy (voir les équations 22 et 23). Finalement, en utilisant
la vitesse exponentielle de mélange du flot géodésique sur .75 et en utilisant 'indépendance
des 6, on obtient qu’asymptotiquement :

1) Les I'; sont asymptotiquement indépendants entre eux

2) Les I'; sont asymptotiquement indépendants de {=;}

Etudions maintenant le comportement asymptotique des {Z;};c As(e,T,L)-

4.4.2 Convergence des {Z;};ca,(,7,) vers un processus de Poisson sur [0, ;] et
démonstration du théoréme 7

Le but de cette section est d’établir la proposition suivante :

Proposition 6. {Z;(L, T)}1€A2(€TL) converge vers un processus de Poisson sur [0, %] d’in-

tensité constante D = C fO e~2 cos?(0)+e? sin (0)<1162 cos?(0)+e—2 sin2(€)<1d6 > 0.

Cette proposition nous donne une meilleure idée de la répartition a l'infini des points de la
trajectoire géodésique dans l'espace .. C’est aussi a ce genre de chose que l'on s’intéresse
dans [8].

Pour établir la convergence voulue, on va s’appuyer sur le théoreme 3.

Ici, quitte & regarder la somme qui nous intéresse comme allant de 0 & T' (au lieu de T' — 1),
T joue le role de M.

Par ailleurs, on pose

v (L) = (Lys_, iz ni<psnn)) TILIP,
v{ (L) = v (8:L),
& (L) =1,r(1)c0,1
k1l k+11

et la suite de partitions considérée Q est donnée par (]52’ = “DpeN—{0}, ke[op—1)-

Remarquons que 'on a, pour T assez grand (par rapport & € > 0)

(1) = SEL (L) (24)
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ott FI'(L) est la transformée de Siegel de la fonction fI telle que :

T _
fo (2) = Lys_sali>el<libral Lo<rijo)2< -

Enfin, A\; a été définie dans la définition 7.
Maintenant que nous avons fait ces choix, nous pouvons énoncer la proposition suivante qui
s’énonce en deux parties :

Proposition 7. On a :

— {Z(L, T) }reas(e,r,1) €St exactement le méme processus que {l/tM}gi\/f:L +€[0,M]
— (M, {&}, {we}) satisfont les hypothéses (h1) jusqu’a (h6) du théoréme 3.

La premiere partie de la proposition est évidente au vu des choix faits. Il reste donc & démontrer
la deuxieme partie de la proposition sur laquelle on va se concentrer maintenant.

Pour voir que les hypotheses (h1) jusqu’a (h6a sont vérifiées, nous allons suivre une démarche
analogue a celle suivie dans [1]. Seulement analogue, car les zones a l'infini dans % qui
nous intéressent ne sont pas les mémes, ce qui explique que des différences, des adaptations
apparaissent dans la preuve.

Avant de montrer 7, nous avons besoin de quelques lemmes préliminaires.

Lemme 22. Pour tout t #t' € Z, pour tout b > 0, pour tout T > 0 assez grand (la grandeur
dépendant uniquement de b), on a :

. D1b2 n Db (1 — e_2|t—t’\
= T areeos(i gy

P(T(|6:LII* < b, T||6s L||* < b)

ot Dy, Doy > 0.

Démonstration. Posons pour tout z € R, fi(x) = 1||5tx”2<£ et fy(x) = 1||5t 2l2<t et Iy et Fy
T !/ T

les transformées de Siegel correspondantes. Alors, en suivant la démarche du lemme 8 et en

appliquant les formules du lemme 7 et en remarquant que pour tout r > 0

1— 672\t7t’\
52
/R2 15,0, (0t) 1B, (0 () = 27 arccos(m);

on obtient le résultat voulu. O

Pour voir que (h4) et (h5) sont vérifiées, on va s’inspirer de ce qui a été fait dans [1]. On pose
ainsi K =]0,1] et K; :]I%%, %%] pour 0 < i < p—1avecp > 1 (p est sous-entendu). On a
avec ces notations : §& = 1,,cx et §; = Lyek;-

On pose de méme K = {z €]0, 00| | d(z,dK) < T~1090} et de méme K; = {z €]0, 00| | d(z, dK;) <

T-1000},
On pose ét = 1Vt ci €t de méme 52,1’ = 1Vt eR, On dispose alors des lemmes suivants :
Lemme 23. On a :
160 |75 = O(1). (25)
Pour tout i € {1,...,p}, on a aussi :
T
1€0,ll e+ = O(1). (26)
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Démonstration. Le lemme 16, appliqué a F{, donne que F§ € H*® et que | F{] || gss = O(1).

Pour démontrer ce dernier point, on procede en approchant via des fonctions affines par

morceaux la fonction indicatrice 1 By(0,—) et en régularisant ces fonctions a 1’aide d’approxi-
7\/3

mation de 'unité.
D’ou le premier résultat voulu d’apres (24). On procéde de méme pour obtenir le second
résultat. O

Lemme 24. On a :

.z (§00) = O(T ™) et (27)
Bz, (€o) = O(T 1) (28)
Démonstration. C’est une application du lemme 7. O

Prouvons maintenant la proposition 7.

Démonstration de la proposition 7. e Vérification de (hl)
On rappelle que pour T assez grand (par rapport a € > 0)

1
€ (1) = SF (1)
oit FI'(L) est la transformée de Siegel de la fonction f{ telle que :

T _
ft (l’) = 1||6715t$||>“5t$“<||515t$||10<TH515:BH2<%' (29)

En utilisant le lemme 7, en faisant un changement de variable u = d;z et en passant en
coordonnées polaires, on trouve que :

D1

E(¢) = T (30)

[
D= C(2) 1/0 1,2 cos?(6)+e? sin2(9)<11e2 cos?(0)+e2 sin2(9)§1d9'

Avant de continuer, notons qu'une étude des variations de la fonction 6 +—— a%cos2(9) +
a?sin?(0), avec a > 0, permet de voir qu’en réalité D vaut :

! ) — arccos(é)).

ver+1 e? +1

(qui peut encore se simplifier en utilisation une formule de différence d’arccos)

D = ¢(2)" ! (arccos(

e Vérification de (h2)
(h2) est vérifiée car & € {0,1}.

e Vérification de (h3)

Sion at,t' € II, différents tels que &, & = 1 alors t,t' € As(e, T, L) et sont donc séparés au
moins de log(T') + 2C. d’apres ce que 'on a vu précédemment.

En utilisant le lemme 22, on voit donc que 'on a :

1 1— 672(10g(T)+QCe)
P& >1,& > 1) <O(4 aTCCOS(l 1 o—2(log(T)+20)

T
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et le terme en arccos est un O(7).

e Vérification de (h4a), (h4b) et (hdc)

Dans notre cas, notons que 1, = & . 1l suffit donc d’avoir (h4a) et (hdb) vérifiées pour
obtenir que les trois hypotheses sont vérifiées.

On se fixe T > 0. On se fixe ¢ € II ('exposant T' est sous-entendu). On appelle II7(¢) 'en-
semble des éléments ¢’ € [0,7] tels que A1 (t') > A1 (¢) + Rlog(T) ot R > 0 sera fixé par la
suite. On considere § = {£,&0,1, -+ ,&0,p}. On appelle F; une partition en Wj-courbes de
taille L; = (e)‘l(t)TwOO)*1 donnée par la proposition 2 qui est kg-représentative relativement
a (IT*(¢), ). C’est possible dans la mesure o :

Z (Lte)\l (t/))fﬂo < T2T1000H0T*RH0 — O(Tflooo) (32)
teTl ¢/l (1)

pour R choisi assez grand.

En particulier, si on appelle F; ensemble des L € .% tel que pour tout ¢ € II, L est un point
représentatif de (Fy, IIT(t),§), on voit que I'on a pp(E§) = O(T—1000),

Pour L € F;, d’aprés la définition de point représentatif, d’apres le calcul fait pour obtenir
I’égalité (30), d’apres le lemme 23, on voit que (h4) est vérifiée pour ce choix de E = Ej et
cette partition Fy.

e Vérification de (h5)

Donnons-nous ¢t € [0,7] et £ € IT"(¢) et 75 € F}. Quitte & prendre R encore plus grand, on
peut supposer que la longueur de d:y:, qui vaut e*Al(z)T*wOOe)‘l(t), est plus petite que T’ —10°,
Ceci étant dit, si & est nul sur 7, le résultat est clairement acquis sur ;. Sinon, il existe
Le vz et p tel que §t,p(z) =1 et il s’en suit donc qu’il existe u € L tel que v € K,.

Par ailleurs, notons que d;y; = {h(7)8:L},cs olt # est un intervalle fermé possédant 0 de
longueur plus petite que T-19°. On observe alors que h(7)8;L admet h(7)d;u comme plus petit
vecteur et

THh(T)(StUH_Q = TH(StuH_? + O(T_109+1),

Pour peu que 'on remplace la condition ¢ € Ay(e, T, L) par

- 1
t€ Ao, L,T) = {i € [0, — 1| N AT, L) | 1151 LIl > IGLI| + 57 < 1851 Z},

si 0477 n’intersecte pas (ou du moins son image)
{ €]0,00[ | d(z,0K,) < T},

elle est completement incluse dans K, et donc &, = 1 le long de cette courbe.

La mesure de 'ensemble des L tel que d;y; intersecte {z €]0,00] | d(z,0K,) < T—10°} est
donc O(T~19) car cet ensemble est inclus dans I’ensemble des L qui < sont > dans Kp et qui
a une mesure en O(T~10%) d’apres le lemme 24. Et I'ensemble négligé par le remplacement
au début de ce paragraphe ne cotite aussi qu'un O(7~1900),

En prenant le complémentaire de 'union de tous ces exceptionnels L pour ¢ € [0,7], pour
t € II*(¢) (et en considérant son intersection avec F1), on obtient un ensemble mesurable Fs
tel que u2(ES) = O(T~2%8) sur lequel (h5) est valide (ainsi que (h4)).

e Vérification de (h6) .
La taille des pitces de Fy est Ly = (eMIT1090)=1 ot celle de Fj est Ly = (eMOT1000)=1 g on
pose

E3={L e % | F(L) C Fi(L) pour tout t € [0,T], t € IT*(¢)},
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on voit que son complémentaire est de mesure en O(T~9%8) quitte & prendre R assez grand.
En effet, & t,t fixé, pour chaque courbe de F}, la longueur totale des ensembles ne vérifiant
pas la condition voulue est au plus de 2L;.

Sur l'ensemble £ = E; N Ey N E3, on voit que (h4) jusqu’a (h6) sont vérifiées. De plus,
po(E°) = O(T~19), Par ailleurs, (h1) jusqu’a (h3) sont vérifiées. D’oll le résultat voulu. [

Démonstration du théoréme 7. En utilisant le lemme 5 conjugué a la proposition 4, la propo-
sition 5 et la proposition 7 qui nous permet d’appliquer le théoreme 3 on obtient finalement
la validité du théoréme 7. O

Note : le résultat reste valable si 'on suppose L distribué selon jio car le flot géodésique
mélange a vitesse exponentielle.

5 FEtude asymptotique de R

5.1 Premieéres considérations sur ’erreur R

R(t,P,L,X)
log(t)
X € R?%, ¢t > 0, P est un parallélogramme d’intérieur non vide et L € .. On peut supposer

pour simplifier, étant donné que l'on travaille avec L distribué selon jio et X selon As, que
le parallélogramme P d’intérieur non vide est un rectangle dont les cotés sont paralleles aux
axes de coordonnées (cela peut se faire en déformant P via les matrices de rotation et via les

Le probléme qui nous intéresse maintenant est celui de la convergence en loi de ou

1
matrices de la forme (0 I)) et, quitte & déformer le rectangle P via les matrices de la forme

<3 ?), on peut supposer que P est en réalité un carré dont les cotés sont paralleles aux
axes (i\e coordonnées et enfin, quitte a translater P, on peut supposer que le centre du carré P
est (0,0). On notera qu’on a utilisé tous les degrés de liberté du probléme dont on disposait
a priori.
Cette simplification faite, appelons A; le sommet inférieur droit de P de coordonnées (a, —a),
Ay le sommet supérieur droit de P de coordonnées (a,a), A3 le sommet supérieur gauche de
P de coordonnées (—a,a) et Ay le sommet inférieur gauche de P de coordonnées (—a, —a)
avec a > 0.
Nous avons maintenant besoin d’introduire quelques notations pour rappeler un résultat de
[9] duquel on palrtira pour établir la convergence en loi désirée. Appelons :

log(t)4

=Tt
— t* =t 4 87 avec B € R approprié
— p>0tel que 7 = p~? ot H €]0, 1] avec # aussi proche de 1 que I’on veut fixé
l2
— )

— 1
T3
— wy est une fonction a support compact C By (0, %), de classe C°°, positive, plus petite
que 1 et tel que w; = 1 sur BBf(O 1y, a symétrie sphérique
'8

— wy est la transformée de Fourier de f"gl (et est donc une fonction & décroissance rapide

et a symétrie sphérique)
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Avec ces notations, on peut désormais poser :

G 1 1 1 ‘ + 0
SE(rt,P°, R, X, L) = : e A(Ril)wn(rl)wy (p )2 LN
r( 0 X L) = oS T leL;{o} T, Rl e (07

ot Ry € SO(R) et ont Ry L+ est supposée faiblement admissible (voir définition 6).
0 1 10
Enfin, appelons : R = (_1 0) , I = <O 1) et

4
SE(r,t, X, L) = > (—1)/(ST(7,t, Ai, I2, X, L) = S7 (7, ¢, Ai, R, X, L)).
i=1
Les deux sommes ST correspondent en fait & deux sommes sur ce qui s’appelle Pensemble des
drapeaux du carré P, qui est composé dans ce cas particulier de 8 éléments (voir [9] pour plus
de détails).
On dispose du résultat suivant grace a [9] :

Proposition 8. Pour tout a > 0, pour tout t assez grand,

R(t, P, L, X)

- -
P <a+s (1,6, X, L) > o (1)

> S8 (r,t,X,L) —a> >1-—a.

Ainsi, pour montrer le théoréme 1, il nous suffit de montrer que S~ et ST ont une distribution
asymptotique commune qui est une loi de Cauchy centrée.

Par ailleurs, I’étude de la convergence asymptotique de S~ pouvant se conduire de maniére
tout & fait analogue & celle de ST, la limite trouvée sera indépendante du signe +. On se
concentre donc sur I'étude ST et on la renomme S. On signalera tout au long de la preuve ce
qui se serait passé si on avait traité S~ & la place de 5.

5.2 FEtude d’un seul terme

Dans un but pédagogique, on va simplifier la situation en se concentrant sur I’étude d’un seul
terme de S a savoir : . .
So(r,t, X, L) = ST (1,t, A2, I, X, L). (33)

Le but de cette sous-section est de montrer le résultat suivant :

Théoreme 8. Quand L € ¥ est distribué selon f[io, quand X est distribué selon 5\2, Sy
converge en loi vers une loi de Cauchy centrée.

Une précision toutefois : comme on I’a vu dans la section précédente, on peut supposer, et on
le fera, qu’il existe D > 0 tel que pour tout [ € L — {0},
[lila| = D|log(|l1fl2)| ™" (34)

(avec > 0) et que

IL|[1 > Ve. (35)

Par ailleurs on remplacera L+ par L dans I’étude (ce qui ne pose aucun soucis car L — Lt
est une bijection, d’inverse elle-méme, continue).
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Heuristiquement, le terme au dénominateur |Num(l)| est en fait relié a un certain ||d;L||,
tandis qu’au numérateur on a un terme qui va se comporter a 'infini comme un ;. Comme
on a réussi a prouver le théoréeme 7, on devrait réussir a prouver ce dernier théoreme.

Introduisons : 5 I
= ht
X, L) = —
hel_(t)
ou
Ent = Num(((L, h)) log(t) , (37)
1
The= = cos(2km < I(L,h),tTAs + X >) et (38)
keN—{0}
f_(t) = {h € [~[log(t)],0] | ||5hLH2 < 2cosh(1)|Num(e(dpL))| et (39)
1
< -
Num(e(5,L)] < o)

avec e(L) 'unique vecteur d’un réseau L de premieére coordonnée strictement positive et tel que
le(L)|| = || L|| (e(L) est défini pour presque tout réseau L) et ¢ > 0 et ot I(L, h) = &, *e(,L).
Avec ces notations, on va procéder de la maniére suivante pour montrer le théoreme 8. D’abord,
dans la prochaine sous-sous-section, on va montrer la proposition suivante qui permet de passer
de I’étude asymptotique de Sy & celle de Sy

Proposition 9. Pour tout a > 0, pour tout € > 0 assez petit, pour tout t assez grand,

P(|Ss — S| > a) < a.

Cette proposition sera 'objet de la sous-sous-section suivante et s’obtient apres un certain
nombre de réductions successives, qui nécessitent des estimations d’intégrales, d’utiliser des
outils de I'analyse de Fourier et de I'analyse classique, de faire de la géométrie des réseaux et
d’utiliser des outils dynamiques sur I'espace des réseaux muni du flot géodésique (théoreme
ergodique par exemple).

Une troisieme sous-section sera réservée a la mise en place d’un cadre permettant de ramener
I'étude asymptotique des {Zp,;} et des {I';,;} a la vérification des hypotheses (h1) jusqu’a (h8)
du théoreme 4. La sous-section qui suivra sera dédiée a la vérification de ces hypotheses ce qui
nous assurera que les {Zj,;} sont asymptotiquement un processus de Poisson et les {I', ;} sont
asymptotiquement des variables aléatoires réelles indépendantes, identiquement distribuées,
symétriques, & support compact et indépendantes de {=, ;}. Cela nous permettra, in fine, via
le lemme 4 d’obtenir le théoreme 8.

Dans la cinquieme et derniére sous-section de cette section, fort des résultats des sous-sections
précédentes, nous reviendrons sur Pétude de S; et prouverons le théoréme 1.

5.2.1 Preuve de la proposition 9 - < Oubli » de la fonction w;

On introduit la quantité suivante :

- 1 1
(76 X, L) = o e

1 .
Z 7)\(0&]2(Tl)€2wr<l’t+A2+X>
l€J3(Layt) T2

ou

1
Ja(L,a,t) ={l € L —{0} | 1]l < gt°}
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avec 1 < a < % est quelconque et on le fera tendre plus tard vers 1.
Le but de cette sous-sous-section est alors de prouver la proposition suivante :

Proposition 10. \5’2 — §3| converge en probabilités vers 0.

Heuristiquement, cette proposition signifie qu'on remplace w; par sa seule valeur en 0, qui
vaut 1, et qu’on coupe les termes en [ dont la norme est trop importante, ce que fait la fonction
w1 lorsque le terme [ en norme est plus grand que it%. C’est donc assez naturel de prouver
cela. Pour démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant, énoncé en dimension
d>2.

Lemme 25. Pour tout €; > 0, pour tout 8 > 0, pour tout v > 0,

1
[ e Ty dly = O(log(t)?).
]_<||l||<t1+€1 | 1" d|
|11-+14]>D| log([l1])[*~4—#

Démonstration. Par continuité et par symétrie, cela revient a démontrer que :

1
/ R -l -+ dlq = O(log()*).
1<||1H<t1+61 1 lqg
l-+lg=Dlog(|[1])*~4—F
0<li1 <2<+ <y

Appelons I cette derniére intégrale.
Le systeme d’inégalités portant sur [ implique que :
pour tout i € {1,--- ,d}, [; < t*FL et li(t1He)d=8 > Dlog(||l||)1=4# > Clog(¢t'+er)L 4=,

Ainsi, on a, pour tout 7 :
1—-d—p

tlte >0 > Ci%
t(1+en) S

3

D’ou, pour tout ¢ assez grand, par le théoreme de Fubini, on a :

d

1
I< H/ 1mams o-dl;.
m1 el >0 e =
J(Ate) S5
Or pour tout i, [ 1a—p +dl; = O(log(t)). D’ott le résultat voulu. O
RN s sl

L(ter

7

Démontrons maintenant la proposition 10.

Démonstration de la proposition 10. Vu les propriétés sur wy et vu la définition de p, on a (en
sous-entendant les diverses variables) :

L M 1
192 = 53] < log (%) > INum(l)| jw2(r1)] (40)
leL—{0}

S

el=gte

Or wy est & décroissance rapide et pour | comme dans la somme, on a ||7l]| > 7t > t*~! et
a—1>0.
D’ou de (40) on tire que :

L M 1
92— 83l S ——m s D N (41)
log(t)t17(e=1) leb—(0} |Num(l)]|

=

t

elu=gte
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D’ou le résultat voulu grace au lemme 7 et grace a (34) qui nous permet d’appliquer le lemme
25. O

On est donc ramené a I’étude de §3 L

5.2.2 Preuve de la proposition 9 - Centrage sur les vecteurs premiers

On introduit :

N 2 1 1 wa (kTl)

Sy(r,t, X, L) = —A(l T 2k LttAs+ X

4(7_7 3 Ay ) lOg(t) (27T’i)2 Z l1l2 ( ) Z k2 COS( T <, 2+ >)
leJs(L,ot) keN—{0}

(42)

1
Ji(Lya,t)y={le L—-{0} | ]I] < gto‘, [ premier, i > 0}.
Le but de cette sous-sous-section est de prouver la proposition suivante :

Proposition 11. Sy — S3 tend en probabilités vers 0.

Cette proposition nous dit d’une part, qu’on peut regrouper tous les termes qui sont multiples
d’un vecteur premier [, et, d’autre part, qu'on peut se contenter de considérer les vecteurs
premiers [ qui voient leur premiére coordonnée étre strictement positive (via un argument de
parité et quitte a éliminer un ensemble de réseaux négligeable).

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant l'invariance par la transformation [ —— —I de
wa(l), de Num(l) (cela dépend en général de la dimension d) et de A(l), il vient :

53(7_7ta X, L) = 10g2(t) (27;)2 Z L)\(Z)WQ(TZ) COS(27T < l,t+A2 + X >). (43)

1
li<gte
11 >0

De (42) et de (43), on obtient :

.M z
155 — S| < g el

log()) 2= [Num(l)
11>t
11>0
On conclut comme pour la proposition 10. O

On est donc ramenés a I’étude de Sy 2.

. " L ; +
1. On voit dans la preuve de la proposition 10 que 'on a majoré le module des termes 27 <bt" Az+X>

1. Donc cette preuve est aussi valable en ayant ¢t~ & la place de t™.

2. On voit que dans la preuve de la proposition 11, on a essentiellement utilisé un argument de parité et que
I'on a majoré les termes | cos(2m < I,t7 As + X >)| par 1. Cette preuve est donc encore valable en considérant
t~ ala place de tt.

par
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5.2.3 Preuve de la proposition 9 - Réduction de la somme aux termes [/ tels que
Num(l) est petit

Soit € > 0. On introduit :

- 2 1 1 wo (k1)
S t,e, X, L) = —A(l —_— 2k I.tTA X
5(7,t,6, X, L) log(t)(2m‘)21 Z I (1) Z 12 cos(2km < [,tT Ay + X >)
€Js(L,a,e,t) keN—{0}
(14)
ou
J(Lyae,t) = {1 € L— {0} | 1]l < 22, 1 premier, &y > 0, [Num(l)] < ——}
= - X Qb oo remier, ) X .
5L O €, S premie 1 um log(t)e

Le but de cette sous-sous-section est alors de démontrer la proposition suivante :

Proposition 12. Pour tout k > 0, pour tout € > 0 assez petit, pour tout t assez grand, on a

P(|S4(7,t, X, L) — S5(7,t,e, X, L)| > k) < k.

Cette proposition nous dit essentiellement qu’on peut se ramener aux termes [ € Jy(L, o, t)
qui voient leur Num étre petit (ce qui est naturel puisque comme la quantité inverse intervient
dans la somme, cela correspond a des termes qui contribuent beaucoup a la somme).

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant énoncé en dimension d > 2 :

Lemme 26. Il existe M > 0 tel que pour tout €1 > 0,

1
/ IR ———dly -+ dlg < M log(t)** 2.
IN[[S7ass! g
|Num(l)|>w

Démonstration. Par symétrie, on se ramene au domaine ou les [; sont strictement positifs.

On pose ¢ : (l1,--- ,lq) —> (L1, lila, -+ 11 -+ 1g). Alors ¢ réalise un C°°-difféomorphisme de
(R, —{0})% sur lui-méme et la matrice jacobienne évaluée en (I1, - - - ,1y), & savoir Jac(ly, - - - , 1g),
vérifie :
d—1
Jac(ly, - 1a) = [ ¢i(lr, -+ 1a). (45)
i=1

Par ailleurs, puisque [ appartient au domaine de 'intégrale dont il est question dans le lemme
26, on voit que pour tout i € {1, -+ ,d—1}, b; = )d_ltl(prel)(n_i) < pi(1) < t0Fa)i = p; et

(bd(l) > W = bg.
D’out de (45), on tire :

elog(t

1 1
. _ . < - du.
/VKZ@’ [>0 12...l2dl1 dlg < VISi<d—1, bi<uishi 2 [T%1 .du (46)
INUPES2 +1€1 1 d ba<ug Ug L li=1 Wi
Num(l))w
Le membre de droite se calcule et donne le résultat voulu. O

Passons maintenant a la démonstration de la proposition 12.
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Démonstration de la proposition 12. En appelant A la norme 2 au carré de la différence entre
Sy et S5 relativement a X, la formule de Parseval donne que :

wa(kTl))?
A My Z 1 (D)’ Z (2(;;[)) (47)

= 2 2
log(t) 1€ Jy(L,a,t) (Ial2) keN—{0}

1
[Num(l)|> Tog(®)

ou M; > 0.
En utilisant le fait que wy et A sont bornées et en intégrant selon L et en utilisant le lemme
7 puis le lemme 26 (dans le cas ot d = 2), on obtient que pour tout ¢ assez grand :

M
E(A) < melog(t)2

ou My > 0. D’ou le résultat voulu. ]

On est donc ramené & D'étude, pour € > 0, de S5 3.

5.2.4 Preuve de la proposition 9 - Passage a une somme géodésique

Le but de cette sous-sous-section est de passer d’une somme sur [ € L — {0} & une somme sur
Op L avec h entier. Pour parler plus précisément, introduisons quelques notations. Pour L € .%%
faiblement admissible, soit e(L) I'unique vecteur de L tel que e(L); > 0 et |le(L)|| = ||L|1
(e(L) est nécessairement premier) et on se donne > « — 1, aussi proche que I'on veut de
oa—1.

Introduisons maintenant 1’ensemble

I(t,n) = {h € [=[(1 +n)log(t)], [(L + ) log(t)]] | [|8nL[|* < 2 cosh(1)|Num(e(d,L))| et

[Num(e(dnL))] < - }

1
log(t)

les vecteurs de L de la forme
I(L,h) =5, e(0,L) (48)

ou h parcourt Z et la somme

Se(T,t, e, X,L) = 2, Z

. AL, 1)) (49)
hel(t,n)

Sht

(Y 2R ostohn < a(L.h). #7204 X ).
keN—{0}

On rappelle que =, ; a été défini par I’équation (37).
Le but de cette sous-sous-section est de démontrer la proposition qui suit :

Proposition 13. S5 — Sg converge en probabilités vers 0.

Cette proposition nous permet de nous ramener a ’étude de sommes géodésiques, a savoir
Se. L’idée principale est que les points [ des sommes S5 sont en fait de la forme I(L, h) avec

3. On voit que dans la preuve, si 'on remplace t* par t~, celle-ci fonctionne encore : le terme cos(2km <
I,t* A2 + X >) intervient seulement au début de la preuve et on 1’élimine via la formule de Parseval, qui
fonctionne encore en remplacant ¢ par t~.
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h € I(t,n) (voir les lemmes 28 et 30) et que les termes de S qui sont en plus par rapport aux
sommes S5 sont en quantité négligeable (ce qui est donné par les lemmes 28, 29 et 30).

Pour démontrer cette proposition, nous avons d’abord besoin de revenir et de préciser le début
de la section 7 de [9].

On pose P =0, oo[x (R — {0}).

Dans cette section, Skriganov introduit 1’action de groupe qui a (6,x) € A X P — dx.
Celle-ci admet pour domaine fondamentale :

11 .. 11
Fa={m(e’,e™)|m>0,vyc [—5, 5[ W{m(e?,—e¥) | m>0, ye [—5, 5[ }.
Lemme 27. Pour tout x = (v1,%2) € P, l'unique h(x) € Z tel que dpyx € Fa est donné
par :
h(z) = %Dog(%)] st [log(%ﬂ est paire et sinon h(x) = %Llog(%)J.

Par ailleurs, on a : dpzyr = m(eY, sgn(r2)e™) ot m = \/x1|z2| et y = h(x) — %log(@).

1

Démonstration. La démonstration est élémentaire O

On remarque que, quitte a enlever a P un ensemble dénombrable de portion de droites, on
peut supposer que y €| — %, %[ Cela symétrise la situation et a cause de ce fait on considerera
des réseaux L qui ne touchent jamais cet ensemble de morceaux de droites. Cet ensemble
constitue un ensemble mesurable de mesure pleine.

On dispose alors du lemme suivant :
Lemme 28. Soitl € L comme dans le domaine de la somme Ss. Alors h(l) € I1(t,n).

Démonstration. Soit | comme dans 'énoncé du lemme. Alors on a ||05l[|* = 2 cosh(2y)|l1ls]

et donc, comme y €] — 3, %[,
2[lla| < |6 l1* < 2cosh(1)|l1l]. (50)

Ainsi, comme |l;l3| est suffisamment petit et que [ est premier, pour peu que t soit assez
grand, d;(;yl est un plus court vecteur du réseau d;;)L d’apres le raisonnement qui a mené au
lemme 10 et comme (J5,;)0)1 > 0, on a

e(éh(l)L) = 5h(l)l (51)

De plus, comme pour tout z, pour tout k € Z, Num(dxz) = Num(z), on a, d’apres (52) :

1
Num(e(éh(l)L)) <

= elog(t)’ (52)

Enfin, on a : h(l) = [ log(%ﬂ ou h(l) = |3 log(‘%l)J ot 12l — lllg?‘ = 2
Or, d’apres (34) :

1
elog(t)’

Da~ ' log(t) ™'~ < Dlog(|ltl) ™7 < lillz| <

D’ou, comme ||I|| < ¢, il vient que pour ¢ assez grand (la grandeur dépendant de D, «, 3 et

€),
[ +n)log(t)] < (1) < [(1+n)log(t)]

ou n > a — 1 et est aussi proche que 'on veut de o — 1. D’ou le résultat voulu. ]

32



Le lemme suivant assure une forme de réciproque :
Lemme 29. Pour h € I(t,n),

1

I(L,h) € V(L,t) ={l € L|ly > 0, I est premier, ||I| < Ct'*", I1|la] < clog(l)

}

ot C' > 0 est une constante.

Démonstration. On pose | = [(L,h) = 5gle(5hL). Il est clair que I1 > 0 et que [ est premier
par définition de e.
Par ailleurs, le théoreme de Minkowski nous donne qu’il existe C > 0 tel que :

le(dn L) < C
d’ot 'on tire qu’il existe C' > 0 tel que
IL]l2 < Ot
Enfin, on note que Num(/) = Num(e(d,L)) et ainsi (L, h) € V (L, t). O

On voit qu’avec (L, ) on ne retombe pas exactement dans le domaine de S5 a priori (mais
on en tombe pas trop loin). Mais [(L, -) joue quand méme le réle de réciproque de (1) :

Lemme 30. Soit k € L premier tel que |[Num(k)| < <. Pour peu que t soit assez grand,

elog(t)
on al(L,t(k)) = k.
Réciproquement, soit h € Z tel que | Num(e(opL))| < m et||6nL||* < 2 cosh(1)|Num(e(d,L))].
Pour peu que t soit assez grand, t(I(L,h)) = h.

Remarquons que ce lemme implique que les h € I(n,t) sont des minima locaux (au sens ou
on ’a défini dans la section précédente).

Démonstration. Occupons-nous de la premiere partie du lemme et prenons ¢ > 2 cosh(1) et k
comme dans I’énoncé. Alors d’apres (50), e(0yx) L) = dy()k. Ainsi, on a :

UL, t(k)) = by e(Siay L) = k-

Occupons-nous maintenant de la seconde partie du lemme et prenons a nouveau ¢t > 2 cosh(1)
et h comme dans I’énoncé. On rappelle que t(I(L, h)) est 'unique p € Z tel que

(5pl(L, h) € Fa.

Or,ona:I(L,h)= 5}:16(5}1.[/) et donc §pl(L, h) = e(dpL).
Or,on a:
|05 L])? < 2cosh(1)|Num(e(5,L))|.

Comme e(d,L) sécrit : e(0pL) = +/|Num(e(dpL))|(e¥,£e7Y)| ou y € R, 'inéquation qui
précede implique que :
2 cosh(2y) < 2cosh(1).

Doty €] — £, [ et e(6,L) € Fa. O

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 13.
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Démonstration de la proposition 13. On a, d’apres les lemmes 27, 28, 29 et 30, pour tout ¢
assez grand :

. M 1 ki
|(S5—S6)(7,t, e, X, L)| < > O > W|cos(2k7r<l,t+A2+X >)|

= 2
log(t) IeH(L,a,en,t) 11l keN—{0}
ou
H(L,a,e,n,t) = {l € L— {0} | 2% < ||i]] < C+'7, 1 premier, I > 0, [Num(l)| < ——}
) e 9 8 ~X ) ) 9 ~ log(t)e :
On conclut comme on a conclu la démonstration de la proposition 11 4. ]

5.2.5 Preuve de la proposition 9 - Réduction du nombre de termes de la somme

On introduit I(t) = I(t,n) N{h € Z | |h| < [log(t)]} puis

~ 2 1
S?(T)ta€>X> L) = (27Ti)2 § = )‘(Z(L>h)) (53)
el

(Y wZ(kT]igL’h))cos@kw <UL, B) Ay + X ).
keN—{0}

Proposition 14. P(S7 — Sg # 0) < M2

Cette proposition dit, grosso modo, que le facteur 7 ne touche aucun réle dans le probleme que
P’on étudie (ce qui se comprend bien, ¢’est une quantité qui n’est pas intrinseque au probléme)
et qu’on peut se ramener entre ce qui passe entre —[log(t)] et [log(t)].

Démonstration. On a, pour tout h € I(t,n), ||[6,L||* < 2cosh(1)|Num(e(6,L))]| et

1
|Num(€(5hL))| < 610g(t> :

En utilisant cette remarque, combinée au lemme 8, on a :

Mnlog(t)
elog(t)

D’ou le résultat voulu. O

P(S; — Sg #0) <

Comme on peut prendre le parametre n aussi petit que l’on veut (en prenant « aussi proche
de 1 que I'on veut), on est donc ramené & ’étude de S7.

4. Alafindela preuve, on majore le terme en | cos | par 1. La preuve reste donc encore valable en remplagant
tt part .
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5.2.6 Preuve de la proposition 9 - Elimination des termes ”proches” de ’axe des
ordonnées

On introduit I_ () = I(t) NR_ et les deux quantités suivantes :

- 2 1
SB(T7t>€7X1 L) = (27TZ>2 Z — (54)
el Mt

(> “‘Wms@m <U(L,h),tT Ay + X >)).
keN—{0}

Le but de cette sous-sous-section est de démontrer la proposition suivante

Proposition 15. S; — Sg converge vers 0 en probabilités.

Le but de cette proposition est de retirer les termes h > 0 et de simplifier le terme A. En
réalité, les termes h en question vont devenir grand au fur et a mesure que ¢t grandit et cela
correspondra & des termes [ tel que 115 sera petit et Iy grand (en valeur absolue), c’est-a-dire
< proches > de 'axe des ordonnées et le terme en A sera donc proche de 0. Quant aux termes
qui correspondent a h < 0, ceux-ci vont devenir de plus en plus petits au fur et a mesure que
t grandit et cela correspondra a des termes [ tels que [yls sera petit et [; grand (en valeur
absolue), c’est-a-dire < proches > de 'axe des abscisses et le terme en \ sera donc proche de
1.

Démonstration. Supposons que 'on se donne h € I(t) tel que h > 0. On omet L et h dans le
I(L, h) par soucis de simplification et on pose I(L, h) = (l1,l2). Supposons que [; > l5. Comme
h e I(t),on a
_ 2 cosh(1)
2h;2 2h ;2
[ 5 < ——=.
e T elog(t)

D’ot1, on obtient :
2 cosh(1)e=2"

elog(t)
2 < cosh(1)
2~ €log(t) cosh(2h)

Mais, d’aprés (35), 12 + 12 > ¢, ce qui est donc exclu pour ¢ assez grand.
Ainsi, on a l; < ly. On obtient, comme h € I(t),

1
| € ——= et (55)
elog(t)

la| > \/g (56)

A partir de I’expression de h a partir des coordonnées de [ donné par le lemme 27, on note au
passage que, pour t assez grand,

2 <

et

h = Hlog(log(t))

ol H est une constante > 0.
Grace a (55) et (56), on a aussi :

1

<) € 5——=.
0<A0) €2 log(t)
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De méme, dans le cas ou h < 0, on obtient que : I3 > Io,

1

Velog(t)

€
l1>\/g7

h < —H log(log(t)) et
1

A -1 € 5———.

A -1 < o)

Au vu des remarques précédentes, on voit qu’il existe une constante ' > 0 telle que :

|l2] <

- F 1
_ 0 < E
IS8 = S 6 PL X DI S Gaan ey oW LI 7
cel(t

et, grace au lemme 3.2 de [9], cette derniere quantité, pour presque tout L € %%, est un

O(1 (1)1 ) (ce lemme de [9] découle du théoréme 6 et du lemme 6). D’out le résultat voulu®. [
og(t)2

5.2.7 Preuve de la proposition 9 - Remplacement de wy par wy(0) et conclusion

Comme wy est la transformée de Fourier de ﬁ, w2(0) =1 et donc on a :

- 2 1
SQ (7—7 t, €, Xv L) = (271'7,)2 Z = (58)
hei_@ Mt

w2(0)
Y 5 cos(2km < I(L, h),tT Ay + X >))
keN—{0}
d’apres 1’équation (36).
Le but de cette sous-sous-section est de prouver la proposition suivante qui permet de rem-

placer le terme en wy par sa seule valeur en O :

Proposition 16. Sy — Sy converge en probabilités vers 0.

Démonstration. Notons que I'on a, pour k € N — {0}, pour h € I(t) :

2 cosh(1)

L < log(®)|15, I < log(t) ]
[kTl(L, h)|| < kTe®8 7|6 L|| < kTe clog(?)
log(t) T

Comme 7 = ;

,onaavec | =1[(L,h) :

1 2 h(1l
1kl < k Y L)

log(t)4 ¢
D’ou, par le théoreme des accroissements finis, et comme w est une fonction a décroissance
rapide :
|w(k:7'l) cos(2mk < ,tTAs + X >)  w(0)cos(2mk < I, tT Ay + X >)’ < (F F
— <min(—,——
k? k? k? klog(t)%
(59)

5. On voit qu’ici aussi on majore la valeur absolue du cos par 1. Cette preuve est donc aussi valable lorsque
Pon remplace ¢+ par t~.

36



ot F est une constante > 0 qui dépend de e. A partir de (59), on trouve que :

kol
S 2T ok <az ) A+ X > = Y 2 ook < (L h), Ay + X > |

2 2
keN—{0} keN—{0}
> F F 1
< ) min(.5, ———) = O( )
; k2 klog(t)1 log(t)*
(60)

ou le O dépend seulement de €. Ainsi, on trouve que :

> hei (1) 16nL[| 2
log(t)1+5

1S5 — So| < F (61)

ou F' > 0 est une constante dépendant de e.

Encore grace au lemme 3.2 de [9], on trouve que ce terme est un O(—L1—). D’ott le résultat

log(t) 16
voulu 8. O

Démonstration de la proposition 9. C’est une conséquence des propositions 10, 11, 12, 13, 14,
15, 167. O

5.3 Transfert du probleme a la vérification des hypotheses du théoréme 4

Maintenant, avec Sy, on va conclure comme dans la section précédente, c’est-a-dire montrer
la proposition suivante :

Proposition 17. On a :
— 1) {Enttper ) converge vers un processus de Poisson sur (1,11 — {0} d’intensité

constante (indépendante de €).

— 2) Les variables aléatoires réelles (Phat)hef_(t) convergent asymptotiquement vers des
variables aléatoires réelles symétriques, indépendantes, identiquement distribuées, a
support compact, indépendantes de {Eh,t}hef,(t)'

e

Concernant l'item 2), comme t* = ¢ + br, comme 7 = logsf) , il suffit de montrer ce résultat

en remplacant ¢+ par ¢ (quitte & adapter le raisonnement menant & 1’équation (61)%). Par
ailleurs, on peut aussi remplacer log(t) par [log(t)].

Posons quelques nouvelles notations :
— M = [log(t)]
— 1" (L) = (MNum(e(-)) 15 cosh(1)Num(e(-))>1-2) (L)
T VIJZW(L) = V(J)w((shL);
=G = e

6. La encore on a majoré la valeur absolue du cos par 1. La preuve est donc encore valable si ’on remplace
tt part .

7. Toutes les propositions en question étant encore valables si ’'on remplace t* par ¢, la réduction de So
4 Sy est encore valable avec t~ & la place de ¢+.

8. Notons que ce raisonnement ne fait que intervenir [t —¢|. Or [t — 7| = [t — ¢~ |. Donc la proposition 17
sera aussi valable en remplacant ¢+ par ¢t~ et donc on obtiendra au final que S;’ et 5‘2_ convergent vers une
méme loi de Cauchy centrée.
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— C,]ZW(L,X) =< e(5hL),5;1(eMA2 + X) > (mod 1)
Si ’on démontre la proposition suivante, la proposition 17 est acquise :

Proposition 18. On a :
— 1) (V#)géw:l, he[—n,0) converge vers un processus de Poisson sur | L 11— {0} d’inten-

_E,

sité constante (indépendante de €).

— 2) (Q]Lw)g;ff:l, hel-,0) convergent asymptotiquement vers des variables aléatoires a va-

leurs dans R/Z, indépendantes, identiquement distribuées selon la mesure de Haar
normalisée sur R/Z, indépendantes de (1/,]1”)5%:1, he[-M,0]-

Démonstration du fait qu’il suffit de démontrer la proposition 18. 11 suffit de remarquer que :
— h € [-M, 0] signifie exactement que h € I_(t).

— (&")(L) = 1 signifie exactement que |Num(l(L,h))[log(t)]| < 2, et, dans ce cas,
(V") (L) = Num(I(L, h)) [log(t)]

— (ML, X) = (< UL, k),eMAy + X >)
O

Par ailleurs, le terme dominant dans < e(6,L), 6, " (eMAs + X) > est < e(0,L), 0, 'eM Ay >.
On peut donc supposer, et on le fera par la suite, que :

ML) =< e(5hL),5,:16MA2 > (mod 1)

(en particulier on oublie la dépendance en X).
Concentrons-nous maintenant sur la preuve de la proposition 18.

5.4 Vérification des hypothéses du théoreme 4

Le théoreme 4, la remarque qui le suit et la proposition (de cette sous-section) qui suit per-
mettent de montrer la proposition 18. Pour énoncer cette proposition, gardons en téte les
notations de la sous-section précédente et posons :

— AMi(h) = —2h

— X=[-L1]- {0}

— Q=(Qp)pen—{oy o VP € N— {0}, Qp = (X, p)refo,.,p—1} avec

pour tout k € [0; P — 1], X, p = [- 5511 —Edjy £l kL1

— X=R/Zet Q= ((Xk,p)ke{07... ,P—1}) PeN—{0} une collection de partitions d’intervalles
de longueur 5 avec P € N — {0}
— Mh) = M — h si bien que I'on a A > Ay sur Int(IT,;)

On remarque alors que :

Proposition 19. (A1, X, {&}, {v}, {¢}) satisfont les hypothéses (h1) jusqu’a (h8) du théoréme
4.
La proposition 18 est en conséquence valide.

Démonstration de la deuziéeme partie de la proposition 19. Cela repose sur le lemme 1 et le
théoreme 4. O
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On va donc maintenant montrer que (hl) jusqu’a (h8) sont ici vérifiées.

5.4.1 Vérification des hypothéses (hl) jusqu’a (h8) et conclusion

Le but de cette section est de vérifier la proposition suivante qui est la premiere partie de la
proposition 19 :

Proposition 20. (A1, X, {&}, {v}, {G}) satisfont les hypothéses (h1) jusqu’a (h8) du théoréme
4.

On a besoin de quelques lemmes préliminaires, dont on trouvera les équivalents dans la section
précédente et les démonstrations sont peu ou prou les mémes (le théoreme de Green-Riemann
peut étre utile pour le deuxiéme lemme)

Lemme 31. & p, & sont dans H®® et

1€0,P, ol s = O(1).

Posons X = {z €]0,00] | d(x,0X) < M~1900} ot X; = {2 €]0,00] | d(z,dX;) < M~1000}
(indice P étant sous-entendu).

On pose aussi §;n =1, et &Am = lumeXi (Pexposant M étant sous-entendu).

Lemme 32. A
fizy (S0,4) = O(T 1) (62)

i (€o) = O(T~1) (63)

Avant de passer a la démonstration de la proposition 20, disons-en quelques mots. (hl) jus-
qu’a (h6) sont vérifiées de maniére tout & fait analogue a ce qui a été fait dans la section
précédente. Il en est de méme pour (h8). Seule la vérification de (h7) se détache et 1’avant-
dernier paragraphe lui est dédiée.

Démonstration de la proposition 20. Supposons pour simplifier que o = fig, le cas général se
traitant de maniere analogue a ’aide de la propriété de mélange exponentielle et a 'aide des
résultats du cas simplifié que ’on traite maintenant.

e Vérification de (h1l) Par le méme raisonnement que dans la section précédente, en utilisant
le lemme 7, on trouve, en posant D = fu>0’ >0 Luv<112 cosh(1)uv> | (u,w) |22 dUE

2D

B = = (64)

e Vérification de (h2)

Vu la définition de €M, il est clair que (h2) est vérifiée.

e Vérification de (h3)

Par ailleurs, on a vu que si on disposait auparavant d’un k tel que & ,]y = 1 alors nécessairement
ce k était un minimum local de p € Z — ||6,L]||? et les k tels que 5% = 1 sont des k tels que

2cosh(1)e

5, L|I? <
[6p Ll 7

Ainsi, par le méme raisonnement qui mene a 'inéquation (31), on voit que (h3) est vérifiée :
les k qui conviennent sont suffisamment distants.
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e Vérification de (h4a), (h4b) et (hdc)

Soit p € N — {0}. Ici aussi, on va avoir 7y, = & ,. Dés lors, il suffit juste de vérifier (h4a) et
(h4b), (h4c) étant alors vérifiée automatiquement.

En suivant toujours le méme raisonnement que dans la section précédente, et en utilisant le
W, -feuilletage (qui correspond aux matrices hi(7) transposés, tandis que le W1+ -feuilletage
correspond aux matrices hi(7)), on voit qu’il existe Ey et Fy, pour tout ¢ € II, tels que (h4)
soit vérifiée grace au lemme 31.

e Vérification de (h5)

On suit la encore le méme raisonnement que dans la section précédente. Ici aussi il faut

remplacer I'ensemble sur lequel on travaille, I_(t), par Uensemble I_(t) ot :

I(t) = {h e [~[log(t)],0] | [I8aL% + M 200V < 2 cosh(1)[Num(e(d,L))| et
1

INum(e(05L))| < M

_ 200ty

Faire cela ne cotite qu'un O (M ~1000).
Pour mener a son terme le méme raisonnement, il faut utiliser 1’égalité exhibée dans la section
précédente, a savoir

M| |h(r)dkul > = M|gpul = + O 1"+

(valable des lors que le feuilletage utilisé soit suffisamment fin), utiliser le fait que
|INum(e(h(7)orL))| = [Num(e(6xL))|(1 + O(7))

quand 7 — 0 et utiliser le lemme 32.

e Vérification de (h6)

La vérification de (h6) se fait de manieére tout a fait analogue a ce qui a été fait dans la section
précédente.

e Vérification de (h7)

On dispose désormais d’un ensemble E que I'on a construit pour lequel (hl) jusqu’a (h6) sont
vérifiées. Soient k, k' dans [—M,0] tels que A(k) > A (k') + Rlog(M) > A\i(k) + 2Rlog(M).
Soit L € E tel que &,(L) = &, p(L) =1 oup € {0,---,P —1}. On veut maintenant montrer,
dans l'optique de vérifier (h7), que :

pa(< e(dxL), 8,1 (M P%) > (mod 1) € X; p|Fi)(L) = Leb(X); p(1 + o(1)).

1 7
w3 9)

— pT7
Vi = {hr L}ong(e)\l(k/)MIOOO)—l

En posant

pour vy = Fk/(L), on a

ou L € S,
Quitte a augmenter légerement R, on peut supposer, grace a (h5), que §;, = 1 sur v, et donc,
en particulier, en posant

e = (e1,ez) = e(dx L),

e vérifie :
2 cosh(1)|Num(e)| > ||e||? et M|[Num(e)| € X,

Or, on a §phl = hz—;\l(k)q—ék et, quitte & prendre R assez grand, on peut supposer que eM®)7r < 1
et ainsi on a :

. e1
e(OkhrL) = hox o€ = (Tekl(’“)q - 62> '
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Ainsi, on obtient :
6(5kh$L),5;16MA2 >=e1e (AQ)l + egcfe (A2)2 + M F)re ke (Ag) (mod 1).

Or, vu les conditions que vérifie e, on a |e;| > 5 ou B est une constante strictement positive.
Par ailleurs, on a eMeFer (V) = ¢AK) (voir le début de la section 5.9) et 7 varie dans un
intervalle de longueur (e*(*)Ar1000)=1 " Aingi comme A(k) = A1 (k) + Rlog(M), on obtient
le résultat voulu comme (Az)2 # 0.

e Vérification de (hS)

On sait que : F(L) = {h, L}0<r< L) p1000)
fait précédemment donne que :

_,. D’apres (h5), & vaut 1 sur F3(L). Le calcul

e(0xhI L), 6, eM Ay >=ere FeM(Ag)1 + eaekeM(Ag)g + Tere Ak )(A2)2 + (mod 1).

—1000)

Ainsi, si 1, i, 1Vest pas constant sur F(L), ¢ est dans un O(M ~voisinage de 9X,. Si

on pose

E = {L € E|Vk, k € [-M, 0] avec A\ (k) > A(k) + Rlog(M) on a
vpel0,P -1}, 1, cx, est constante sur Fy; +(L)}

alors (h8) est vérifiée sur E. Enfin le lemme 7 permet de montrer que pa(E — E) = O(M~9%),
O

On peut maintenant prouver le théoreme 8 :

Démonstration du théoréeme 8. La proposition 20 et la proposition 19 donnent alors que la
proposition 18 est vérifiée. La proposition 17 est donc acquise grace au lemme ??7. D’ou le
résultat voulu grace aux lemmes 1 et 3 et grace a la proposition 9. O

5.5 Retour sur S et preuve du théoréme 1

On va maintenant démontrer le théoréme 1 dans le cas de la dimension 2. On rappelle que la
somme que 'on doit étudier est la suivante :

4
S(rt,X,L) =Y (~1)(S(r,t, A, I, X, L) — S(r,t, A;, R, X, L)) (65)
=1

et les différentes sommes portent sur des termes [ € L et non sur des termes | € L.

Le cheminement pour prouver le théoréme 1 dans ce cas est le suivant. Pour chaque terme en
S*, on réduit la somme correspondante grace & ce qui a été fait dans la section précédente,
les résultats s’étendant naturellement. Ensuite on regroupe ces 8 nouvelles sommes par de
petits calculs. Enfin on conclut en suivant la méme démarche que précédemment (application
du théoreme 4).

Plus précisément, apres des réductions et des petits calculs, on voit que I’étude asymptotique
de S se ramene & I'étude de :
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2 1
RtPeX D)= D samaay (09
hel(Lit,e)

Z sin(2mn(I(L, h))1t+a) sin(2mn(I(L, h))aotTa) cos(2mm < I(L, h), X >)

m2

meN—{0}

Partant de 1a, la preuve du théoreme 1 s’énonce de la maniere suivante : On peut maintenant
démontrer le théoreme 1, dans le cas ou d = 2, a laquelle cette section est dédiée.

Démonstration du théoréme 1. En suivant la méme méthode que dans la section précédente,
via le théoreme 4, on montre que :
— (Num(I(L, h)))hef(L,t,e) converge vers un processus de Poisson sur [—1, 1] d’intensité
constante et strictement positive, indépendante de €
— La suite de variables aléatoires ((I(L,h))ita), (Lt & valeurs dans R/Z convergent
vers des variables aléatoires indépendantes de (Num(I(L,h))); i(Lt,¢) Indépendantes
entre elles et de méme loi

— La suite de variables aléatoires ((I(L, h))ata),. i(Lte & valeurs dans R/Z convergent

Lit,e
vers des variables aléatoires indépendantes de (Num(l(L, h))),cj(r, 1.e)» indépendantes
entre elles et de méme loi.

Enfin, on montre que a 'infini et modulo 1, la suite de variables aléatoires ((I(L, h))lm)hef(L 1)

est indépendante de ((I(L, h))Qta)hef(L 1e)-

Grace a cela, on obtient que :

(3 Sn@mr( )it snCmr (L, W)stta) cos(mr <ULW.X >))

m
meN—{0}

convergent vers des variables aléatoires réelles indépendantes entre elles, ayant une loi com-
mune qui est symétrique et dont le support est compact, et qui sont indépendantes asympto-
tiquement de (Num(I(L, h))),,c (Lt Le lemme 5 s’applique. Comme ce raisonnement fonc-

tionne aussi en remplacant t* par ¢, on obtient le résultat voulu. O

Ci-apres, on expose d’abord la réduction que nous permet de faire la section précédente sur
les 8 termes de la somme S puis ensuite quelques petits calculs qui nous permettent de nous
ramener a la somme ¥ sous la forme ici exposée .

5.5.1 Réduction des 8 termes S; de S

En suivant ce qui a été fait tout le long de la section précédente et en posant (pour A un point
de R? et Ry € SOQ(R)) :
I(Ry,L,t,e) = {h € [~[log(t)],0] | |6nR1L||> < 2cosh(1)|Num(e(d,R1L))| (67)

1
elog(t) '

et |[Num(e(dpR1L))| <

9. Ces deux parties fonctionnent indépendamment de si 1’on considére t* ou ¢~
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+
Gi(rt, A Ry, X,1) = Z cos(2mm < I,t ]2%1A+R1X >) (68)
meN—{0} mn
Si(r,t, A, Ry, X, L) 21 > ! Gi(r,t, A, Ry, X, I(R1L, h))
1\7,1, A, vy, A, - . 1\7,1, A, 1y, ) 14
log(t) (27i)2 hel(Fnte Num(l{(R1L,h))
(69)
4 . ~ ~
S(rt, X, L) = S (=18, (r,t, Ay, I, X, L) = §,(r,t, Ai, R, X, L) (70)
i=1

on obtient la proposition suivante :

Proposition 21. Pour tout a > 0, pour tout € > 0 assez petit, pour tout t assez grand, on a

P(|S; — 2| < a)<a.

On est donc ramené a I’étude de X 10,

5.5.2 Un dernier regroupement de termes

Le but de cette sous-sous-section est de voir que (7, ¢, X, L) s’écrit aussi :

Proposition 22.

—1
S(t,Pe, X, L) =

Z Z Z ;cos(2mm < I(L,h),tTA; + X >)
272 log(t) Num(I(L, b)) L h)) 2

hel(L,t,e) mGN {0} =1

m

(71)

T(L,t,€) = {h € [~[log(t)], Nlog(D)]] | 5Ll < 2 cosh(L)| Num(e(8,.L))
1

et | Num(e(dpL))| < Tog (@)

Yo (72)

La clé de cette proposition est que quand on a un h qui est dans I(R, L,t,€), —h appartient
a I(I2, L,t,€) et réciproquement. C’est juste la traduction du fait que si un vecteur [ € L est
grand en norme et < proche > de ’axe des abscisses, il est « loin > de ’axe des ordonnées et

vice-versa, 1 1

Démonstration. Rappelons que R = (_01 (1)>

Pour ¢ assez grand, si on a h tel que h € I(I2, L, t,€) alors
e(opL) = e(R6_pRL) = £ Re(6_pRL)

et donc —h € I(R, L, t,€) et Num(e(dyL)) = —Num(e(d_,RL)).

En inversant le role de R et de Is, on a de méme.

En utilisant les équations (67), (68) et (70) et les remarques précédentes dans cette preuve, on
obtient le résultat voulu en regroupant les termes correspondants aux différents drapeaux. [

10. Vu ce que 'on a noté tout au long du passage de S & Sy, cette réduction s’applique aussi si 'on remplace
tt part .

11. Cette proposition est indépendante du fait que t = t™. Elle est donc encore valable en remplacant ¢~ par
tt.
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5.5.3 Une derniére réécriture

Pour arriver a la formule finale de ¥ donné en début de cette sous-section, nous avons besoin
de réaliser une derniere réécriture des termes de la 5}72(@ Pye, X, L).

Rappelons que A; est de coordonnées (a,—a), Ay de coordonnées (a,a), Az de coordonnées
(—a,a) et Ay de coordonnées (—a,—a). Une utilisation des formules trigonométriques clas-
siques donne alors :

Proposition 23.

~ 2 1
Sr,z(t,P,G,XJ):Wg(t) Z Num(I(L, 1)) (73)
hel(Lt.e)
Z sin(2mn(I(L, h))1t*a) sin(2mn(I(L, h))aotTa) cos(2mm < (L, h), X >)
5 .
meN—{0} m

Cette proposition est encore valable si 'on remplace t* par ¢~.

6 Conclusion

Nous avons donc démontré le théoreme 1 qui s’énonce de la maniere suivante :

Théoreme. Lorsque L € % est distribué selon la mesure [is et X est distribué selon 5\2 alors
on a:

R(t,P, X, L) g
log(t) t—o0

c

\ L - . - - \ 7 - . 7
ot = signifie que la convergence a lieu en loi et ot C. désigne une loi de Cauchy centrée.

Ce que ce théoreme donne en substance c’est que 'erreur commise dans l'estimation de
N(tP+ X, L) par la quantité Aire(tP) est, en moyenne spatiale (c’est-a-dire en faisant varier
légerement le réseaun), exactement de l'ordre de log(t) quand ¢ devient grand.

Dans un prochain article, nous nous intéresserons a& un méme type de probleme mais en
remplacant le parallélogramme P par un ellipsoide plein de dimension d, £, avec d > 2, et
montrerons le résultat suivant :

Théoréme 9. Lorsque L € .7y est distribué selon une mesure [ig, de densité réguliére et
bornée par rapport a la mesure de Haar normalisée sur Sy, on a :

R(t,£%,0,L)
4=
tz
converge en loi quand t — oo. Par ailleurs, la loi limite admet un moment d’ordre 1, est
d’espérance nulle et lorsque que l'on considére jig = pq, la loi limite n’admet pas de mot

d’ordre 2.
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