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CHAPITRE ]_

Eléments de théorie des graphes

Un réseau d’interconnexion peut se modéliser a 1’aide d’un graphe, tel que nous
le définirons formellement ci-apres. Les sommets représentent les processeurs ou
les machines interconnectés, et les arétes (resp. les arcs) représentent les liens
physiques bidirectionnels (resp. unidirectionnels) entre ces processeurs ou ces
machines. Un certain nombre de parametres usuels en théorie des graphes sont
associés a des propriétés physiques ou a des performances des réseaux modélisés.

Ainsi, le nombre de liens de communication (les <<pattes>>) issus d’un pro-
cesseur correspond au degré du sommet associé en théorie des graphes. L’achemi-
nement (routage) d’un message est décrit par la chaine (ou chemin, en orienté) qui
représente la suite des liens sur lesquels est transmis le message (voir chapitre 4).
Le temps de transmission d’un message dans le réseau est lié, comme on le verra
dans le méme chapitre, a la longueur du chemin utilisé, et en particulier au dia-
metre du graphe. Les propriétés de vulnérabilité ou de tolérance aux pannes
peuvent étre étudiées a 1’aide des diverses notions de connexité de la théorie
des graphes. L’existence de sous-graphes se ramene a la notion de plongement
(voir chapitre 5). En particulier, c’est le cas pour I'existence d’un anneau reliant
tous les processeurs, qui correspond, en théorie des graphes, a 'existence d’un
cycle hamiltonien. Bien d’autres propriétés des réseaux nécessitent des outils
de théorie des graphes (a noter que certains auteurs parlent dans ce cas-la de
propriétés topologiques des réseaux et utilisent le mot <<topologie>> au lieu de
<<graphe>>).

Les graphes sont aussi susceptibles de modéliser un algorithme parallele, com-
me cela sera précisé dans le chapitre 5. Il est donc nécessaire de connaitre quelques
rudiments de cette théorie des le début de ce livre.
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CHAPITRE 1. Eléments de théorie des graphes

Définitions et propriétés des graphes

1.1.1 Quelques définitions de théorie des graphes

Nous donnons ici les définitions nécessaires a la bonne lecture de ce livre. Les
définitions et résultats non rappelés ici peuvent se trouver par exemple dans [4],

[9] ou

[15].

Un graphe orienté (en anglais, digraph) G' est constitué d’un ensemble V fini
d’éléments {xy, x9,..., 2N}, appelés sommets, et d’une famille U d’éléments
du produit cartésien V x V', appelés arcs. Un élément (z,y) de V x V peut
apparaitre plusieurs fois dans la famille U.

Le nombre de sommets du graphe est appelé ordre du graphe et est noté N.

Un arc de G de la forme (z, x) est appelé boucle (loop). Siu = (x,y) est un
arc, alors le point x est son extrémité initiale et le point y, son extrémité
terminale.

Un graphe est dit orienté symétrique si, lorsque (z,y) est un arc du graphe,
alors (y,x) en est un aussi.

On dit que y est un successeur de x s’il existe un arc ayant son extrémité
initiale en x et son extrémité terminale en y. I’ensemble des successeurs
de x se note I't(z). Le demi-degré extéricur (out-degree) de x, noté d*(x),
est le nombre d’arcs d’extrémité initiale x.

On peut définir de maniere analogue les prédécesseurs de = par 1’ensem-
ble T';(x) et le demi-degré intérieur (in-degree) de x, noté d—(x).

Remarquons que %, d=(z;) = SN, d¥(x;), ces deux valeurs étant égales
au nombre d’arcs de G.

Dans un grand nombre de cas, la distinction entre extrémité initiale et
terminale des arcs n’est pas pertinente. Aussi a-t-on introduit la notion de
(multi)graphe non orienté, ou I'on substitue a 'arc (x,y) ’ensemble formé
par les deux sommets z et y, que 'on note [z,y] et que 'on appelle aréte
du (multi)graphe.

Lorsque ’'on est amené a considérer plusieurs arétes ayant les mémes extré-
mités, on parle d’aréte multiple et de multigraphe. Si ce (multi)graphe ne
comporte ni boucle, ni aréte multiple, on est en présence d’un graphe simple.
On note F I’ensemble des arétes d’un (multi)graphe.

Deux sommets sont dits adjacents s’ils sont extrémités d’une méme aréte,
qui leur est alors incidente (on parle aussi de sommet incident a une aréte).

Deux arétes ayant une extrémité en commun sont dites incidentes, ou par-
fois adjacentes.
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— Dans ce chapitre ainsi que dans ’ensemble de ce livre, nous appellerons —
D hapit que dans I’ ble d livre, ppell
par abus de langage — graphes (sans autre adjectif) les graphes simples.
n de ne pas eétre ambigus, nous préciserons au contraire, s’il en est besoin
Afind pas ét b , p t , 8’1l thb ,
que nous considérons un graphe orienté.

— Nous noterons par GG* le graphe orienté symétrique associé au graphe G,
obtenu en remplacant chaque aréte [x,y] par les arcs (z,y) et (y, ).

~ Etant donné un sommet = d’un graphe G, on appelle degré (degree) de x
et on note dg(x), que 'on simplifie en d(x) lorsqu’aucune confusion n’est
possible, le nombre d’arétes incidentes a x.

On appelle degré mazimum de G et on note A, le maximum, pris sur tous
les sommets x de G, du degré de .

On appelle degré minimum de GG et on note 6, le minimum, pris sur tous
les sommets  de G, du degré de .

On a la proposition suivante (voir exercice 1.5.1) :

Proposition 1.1.1 — Le nombre m d’arétes d’un graphe G vérifie :

N

2m = Z d(z;)

=1

— Un graphe est dit régulier si tous ses sommets ont méme degré, c’est-a-dire

si A =90.

— On appelle chaine (path) entre deux sommets = et y d'un graphe (7, une suite
de sommets 1, ¥, ..., 2, dont deux consécutifs sont adjacents, avec z; = «
et xr = y. Une chaine qui n’utilise pas deux fois le méme sommet est dite
élémentaire. On parlera le plus souvent de chaine, sans spécifier qu’elle est
élémentaire.

La longueur d’une chaine est le nombre d’arétes de cette chaine et on
note Py la chaine (élémentaire) a N sommets, de longueur N — 1.

— Etant donnés deux sommets = et y d’un graphe G, on appelle distance
entre et y et on note dg(x,y), que l'on simplifie en d(z, y) lorsqu’aucune
confusion n’est possible, la longueur d’une plus courte chaine d’extrémités x
et y.

— On appelle diamétre d'un graphe G et on note D ou D(G'), le maximum,
pris sur toutes les paires de sommets = et y de (G, de la distance entre z
et y.
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On appelle eyele dans un graphe, une chaine dont les extrémités initiale
et finale sont confondues. Le plus souvent, lorsque 1’on parlera de cycle, il
s’agira de cycle élémentaire, c’est-a-dire n’utilisant pas deux fois le méme
sommet.

On appelle longueur d’un cycle le nombre d’arétes (ou de sommets) de ce
cycle et on note Cy, le cycle de longueur V.

On appelle cycle hamiltonien un cycle passant, une fois et une seule, par
tous les sommets d’un graphe (. Un tel cycle est de longueur N, ordre

de G.

Un graphe qui possede un cycle hamiltonien est dit graphe hamiltonien.

On appelle cycle eulérien un cycle passant, une fois et une seule, par toutes
les arétes d’'un graphe G.

Un graphe qui possede un cycle eulérien est dit graphe eulérien.

On peut définir les mémes notions pour les graphes orientés. On parle alors
de chemin (dipath) au lieu de chaine, deux sommets consécutifs étant joints
par un arc. Notez que dans ce cas, la distance ne possede plus la propriété
de symétrie, les plus courts chemins de x a y étant différents de ceux de y
ax.

On appelle circuit un cycle orienté.

On appelle routage la donnée, pour tout couple de sommets (z,y) d’un
graphe (resp. graphe orienté), d'une chaine (resp. chemin) reliant = a y. Si
toutes les chaines (resp. chemins) sont de longueur minimum, on parle de
routage des plus courtes chaines (resp. routage des plus courts chemins).
En non orienté, on n’impose pas que la chaine de x a y soit la méme que
celle de y a .

Un graphe G est dit connexe (connected) si deux sommets quelconques de ¢
sont reliés par une chaine.

Un graphe orienté (i est dit fortement connexe (strongly connected ou strong
digraph) si, pour tout couple de sommets x et y de G, il existe toujours un
chemin de x a y.

Dans le vocabulaire de la théorie des graphes, on appelle arbre (tree) un

graphe connexe et sans cycle. On peut démontrer tres facilement qu’un
arbre d’ordre N a N — 1 arétes.

En informatique, le mot <<arbre >> est souvent utilisé pour désigner un arbre
orienté avec un sommet distingué appelé racine, tel qu’il existe un chemin
unique de la racine vers tout sommet (ceci s’appelle arborescence en théorie
des graphes). Dans ce cas, les successeurs d’un sommet sont appelés les fils
de ce sommet (qui en est alors le pére).
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Dans le cas non orienté, on définit aussi les arbres racinés, ou un sommet
privilégié est fixé.

On appelle feuille (leaf) d’un arbre, un sommet de degré 1.

— On appelle hauteur ou profondeur (depth) d’un arbre raciné, la plus grande
distance de la racine a une feuille.

— On appelle arbre binaire (binary tree) un graphe défini récursivement comme
suit : un tel arbre est soit vide, soit constitué d’un sommet (la racine),
lequel peut avoir au plus deux fils, qui sont eux-méme des arbres binaires.
On distingue le plus souvent les deux fils d’'un sommet en parlant de fils
gauche et de fils droit. Une définition analogue peut étre donnée pour un
arbre k-aire.

— Un arbre binaire de profondeur h ayant 2! — 1 sommets est appelé arbre
binaire complet.

Figure 1.1 - Arbre binaire complet de profondeur 3

— On appelle couplage (matching) un ensemble d’arétes deux a deux non inci-
dentes. Etant donné un couplage d’un graphe ¢, un sommet de G incident
a une aréte du couplage est dit saturé par le couplage. On appelle couplage
parfait (perfect matching) un couplage qui sature tous les sommets de G.

— On appelle indice chromatique (chromatic index) d'un graphe G, le nombre
minimum de couleurs nécessaires pour colorier les arétes de 7, de sorte
que deux arétes incidentes soient de couleurs différentes. Chaque ensemble
d’arétes de méme couleur forme donc un couplage.

— On appelle stable (independent set) d’un graphe, un ensemble de sommets
deux a deux non adjacents de ce graphe.

— On appelle nombre chromatique (chromatic number) d’un graphe G, le nom-
bre minimum de couleurs nécessaires pour colorier les sommets de G, de
sorte que deux sommets adjacents soient de couleurs différentes. Chaque
ensemble de sommets d’'une méme couleur forme donc un stable.
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Un graphe G = (V. F) est dit biparti s’il existe une partition de V' en deux
classes Vi et V,, telle que tout élément de £ a une extrémité dans V; et
I"autre dans V5. Ceci implique que les deux classes de sommets Vj et V;
sont des stables (le nombre chromatique de G est 2). Une caractérisation
importante est donnée dans la proposition suivante, dont la démonstration
est laissée en exercice (exercice 1.5.2).

Proposition 1.1.2 — Un graphe G est biparti si et seulement si il n’ad-
met pas de cycle de longueur impaire.

On appelle bissection-aréte (bisection width) d’'un graphe G, le nombre mini-
mum d’arétes qu’il faut supprimer pour déconnecter G en deux parties ayant
le méme nombre de sommets (& un pres si U'ordre de GG est impair).

Deux graphes G = (V, E) et G' = (V', E') sont dits isomorphes si et seule-
ment si il existe une bijection f de V sur V', telle que, pour tous sommets x

et y de V, [z, y] est élément de K si et seulement si [f(x), f(y)] est élément
de B

Soient GG et H deux graphes simples non orientés. Un plongement du gra-
phe GG dans le graphe H est défini par la donnée d’une application f de
I’ensemble des sommets de GG dans ’ensemble des sommets de H et d’une
application Py de 'ensemble des arétes de G dans I'ensemble des chaines
de H, qui associe a chaque aréte [x,y] de G, une chaine entre les som-

mets f(z) et f(y) dans H.

On appelle sous-graphe (induced subgraph) d’un graphe G = (V, E), un
graphe ' = (V', E') dont I’ensemble des sommets V' est inclus dans V et
I’ensemble des arétes F’ est la restriction de £ a V' x V.

On dit que G' = (V', £') est un graphe partiel de G si V' =V et ' C F
(G" peut étre vu comme étant obtenu a partir de G en supprimant des
arétes).

Dans la littérature anglaise, on parle de spanning subgraphs. Le mot anglais
<< subgraph>> correspond a ce qui est appelé en francais un sous-graphe
partiel. Lorsqu’un arbre T' est un graphe partiel d’un graphe G, ’arbre T'
est dit arbre de recouvrement de GG ou couvrant G.

La somme cartésienne (cartesian sum, souvent appelée cartesian product)
de deux graphes G et ', que nous noterons GOG’, est le graphe dont les
sommets sont tous les couples (z,2') ou = est un sommet de G et 2’ est un
sommet de GG'. Deux sommets (x,z’) et (y,y’) de GOG’ sont adjacents si
et seulement si x = y et [2/, Y] est une aréte de G’ ou si 2’ =y’ et [z, y] est
une aréte de (. Des exemples seront donnés dans la section 1.2.
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Théoreme 1.1.3 — Le diameétre de la somme cartésienne de deux gra-
phes est la somme des diameétres de ces graphes.

La démonstration de ce théoreme est laissée a titre d’exercice (voir exer-

cice 1.5.3).

1.1.2 Connexité

On désire qu’un réseau continue de fonctionner si un processeur ou un lien
tombe en panne, c’est-a-dire que le graphe reste au moins connexe. Dans ce cas,
on dit que le réseau possede de bonnes propriétés de connezité. On peut aussi
souhaiter que, toujours en cas de panne, certains de ses parametres varient peu
(faible augmentation du diametre, etc.). Dans ce cas, on dit plutot que le réseau
a une faible vulnérabilité ou une bonne tolérance aux pannes (fault-tolerance).

— La sommet-connexité, appelée aussi connexité (vesp. aréte-connexité), d’un
graphe connexe G, notée k(G) (resp. A(G)), est le nombre minimum de
sommets (resp. arétes) qu’il faut supprimer pour que i ne soit plus connexe
ou qu’il soit réduit a un sommet unique.

~ La forte connexité (vesp. arc-connexité) d'un graphe orienté fortement con-
nexe (7, notée aussi £(G') (resp. A(G)), est le nombre minimum de sommets
(resp. arcs) qu’il faut supprimer pour que G ne soit plus fortement connexe
ou soit réduit a un sommet unique.

— On dit que G est k-connexe (resp. k-fortement connexe) si k(G) > k,
c’est-a-dire si & est connexe (resp. fortement connexe) et reste connexe
(resp. fortement connexe) apres suppression d’au plus k — 1 sommets.

— De la méme facon, on dit que G est k-aréte-connexe (resp. k-arc-connexe)
si A(G) > k, c’est-a-dire si G est connexe (resp. fortement connexe) et reste
connexe (resp. fortement connexe) apres suppression d’au plus k — 1 arétes
(resp. arcs).

La proposition suivante, dont la preuve est laissée en exercice (voir exer-
cice 1.5.4), relie la connexité et le degré minimum.

Proposition 1.1.4 — Pour tout graphe G, x(G) < A(G) < 6(G).

La détermination des connexités peut se faire a l'aide des théoremes de
Menger (théoremes de style <<minimax>>, voir [4] et [9]), dont on donne une
version locale, puis globale.

Théoreme 1.1.5 — Soient s et t deux sommetls d’un graphe orienté G. Le
nombre minimum d’arcs a supprimer pour détruire tous les chemins de s a1 est
€gal au nombre maximum de chemins deur a deux arc-disjoints de s a t.
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Théoreme 1.1.6 — Un graphe G orienté est k-arc-connexe si et seulement si
il existe, pour tout couple de sommets (x,y) de G, k chemins deux a deuxr arc-
disjoints de x a y.

On obtient aisément des versions non orientées de ces théoremes en associant
a un graphe non orienté 7, le graphe orienté symétrique G*. Le résultat se déduit
du fait qu’il y a correspondance entre les chaines de GG et les chemins de G*.

Les versions concernant les sommet-connexités peuvent s’obtenir a partir de celles
concernant les aréte(ou arc)-connexités (voir exercice 1.5.5) :

Théoreme 1.1.7 — Soient s et t deur sommets non adjacents d’un graphe
oriente G'. Le nombre minimum de sommets a supprimer dans G pour détrui-
re les chemins de s a t est égal au nombre mazximum de chemins deur a deux
sommet-disjoints de s a t.

1.2 Parametres des réseaux classiques

Pour familiariser le lecteur avec les notions introduites ci-dessus, nous allons
définir un certain nombre de graphes classiques et en calculer les parametres.
Certains de ces calculs seront laissés en exercice. D’autres graphes seront définis
et étudiés dans le chapitre 2.

1.2.1 Le cycle

On appelle cycle ou anneau d’ordre N et on note Cl, le graphe connexe
régulier (tous les sommets ont méme degré) de degré 2, & N sommets.

Figure 1.2 - Cycle de longueur 6

[’anneau est un réseau tres utilisé a cause de sa structure simple et de sa
facilité d’extension (par exemple, le token-ring ’IBM). De plus, de nombreux
algorithmes ont été écrits pour 'anneau. Le probleme du plongement d’un anneau
dans un graphe hote de méme ordre est donc important. Il revient a déterminer
si le graphe hote est hamiltonien (voir chapitre 5).
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Le diametre et les connexités de I'anneau se calculent facilement en utilisant
I’existence de deux chaines de longueur k et N — k entre deux sommets quelcon-
N-1

ques. Le diametre de Uy est % si IV est pair et === si N est impair. La connexité

et I'aréte-connexité de C'y sont égales a 2.

-

Une structure analogue a 'anneau dans le cas orienté est le circuit Chy.
Dans Cl, il existe un chemin unique d’un sommet = a un sommet y. Le dia-
metre est NV —1 et la forte connexité 1.

1.2.2 Le graphe complet

On appelle graphe complet d’ordre N et on note Ky, le graphe a N sommets
dont deux sommets quelconques sont adjacents. Tout sommet est de degré N —1.
La distance entre deux sommets quelconques est 1, donc le diametre de K est
égal a 1. Par définition, la connexité de Ky est N — 1.

Figure 1.3 - Graphe complet d’ordre 6

Il s’agit la aussi d’un réseau tres courant, en particulier pour interconnecter
un petit nombre de processeurs. De nombreux algorithmes ont été écrits pour
cette structure. En effet, Ky contient comme sous-graphes des cycles de toutes
longueurs 7 (prendre par exemple le cycle @1, x9,. .., 2;,21) et en particulier est
hamiltonien. On peut montrer qu’il admet le plus grand nombre possible de

cycles hamiltoniens deux a deux aréte-disjoints, a savoir L%J (exercice 1.5.6).

On utilise aussi K3, graphe complet orienté symétrique, dans lequel il existe
un arc de tout sommet x vers tout sommet y. Le diametre de K3 est 1. Pour
tout sommet z, dt(z) = d (z) = N — 1 et la forte connexité est N — 1. K} est
aussi hamiltonien : on peut montrer qu’il admet N —1 circuits hamiltoniens deux
a deux arc-disjoints, sauf pour N =4 ou 6. Ceci est une conséquence du résultat
de l'exercice 1.5.6 dans le cas ou N est impair. La démonstration est nettement
plus compliquée quand N est pair et est due a Tillson [17].
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Graphe complet bipart:

On appelle graphe complet biparti, noté K, ,,, le graphe biparti G = (V, F)
avec V =V, U V,, |Vi| = ny, |V2| = ns et dans lequel tout sommet de V; est joint
a tout sommet de V3. K, ., a ny + ny sommets et nyin, arétes. Le degré d’un
sommet de V) est ny et le degré d’un sommet de V5 est ny. Le diametre est 2.

1.2.3 L’hypercube

On appelle hypercube de dimension n et on note H(n), le graphe dont les
sommets sont les mots de longueur n sur un alphabet a deux lettres 0 et 1,
et dont deux sommets sont adjacents si et seulement si ils different en une
seule coordonnée. Un sommet, noté zixg--- ;- x,, est donc relié aux som-
mets xyxo-- Ty, avect = 1,2, n.

Figure 1.4 - Hypercube de dimension 4 représenté par niveauz

H(n) a 2™ sommets et est régulier de degré n. On parle aussi de n-cube au
lieu d’hypercube de dimension n. On peut remarquer que H(1) est le graphe
isomorphe a une aréte, H(2) est isomorphe a Cy et H(3) peut se voir comme le
cube classique.

L’hypercube est un réseau utilisé dans plusieurs machines paralleles comme
les nCUBE de nCUBE, les iPSC-1, 2 et 860 d’Intel ou les Connection Machines
(CM-1 ou CM-2) (voir annexe B). Un de ses avantages principaux réside dans sa
structure récursive, tres adaptée a de nombreux algorithmes. En effet, H(n) est
obtenu a partir de deux copies de H(n — 1) en reliant par une aréte les sommets
représentés par les mémes mots. Les sommets du nouvel hypercube sont obtenus
en préfixant les sommets des deux copies respectivement par 0 et par 1. On peut
résumer ceci dans la proposition suivante :
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Proposition 1.2.1 — L’ hypercube peut étre défini récursivement a partir du
graphe complet d’ordre 2 :

H(n) = [X’QDH(TL — 1) = K,0K,0...0K,

n fois

En utilisant le théoreme 1.1.3 et la proposition 1.2.1, on obtient que le dia-
metre de I’hypercube H(n) est n. De plus, on peut aisément décrire un routage
des plus courts chemins: pour aller d’un sommet x & un sommet y qui differe de «
en exactement k coordonnées, on emprunte £ arétes qui permettent d’échanger
les coordonnées qui different (on parle souvent de changer de dimension). 1l y
a k! ordres possibles pour les changements de dimension et donc k! plus courts
chemins entre x et y. Le routage le plus utilisé consiste a changer les coordonnées
dans l'ordre croissant (ou décroissant). Il est alors dit ascend (ou descend).

On peut montrer, par induction, qu’entre deux sommets quelconques de 1’hy-
percube, il existe n chaines deux a deux sommet-disjointes, ce qui prouve que
sa sommet-connexité (et donc son aréte-connexité) est égale au degré, n. La
proposition suivante est une proposition plus forte, dont la preuve est laissée en
exercice (voir exercice 1.5.7).

Proposition 1.2.2 — [ existe n — 1 chaines de longueur inférieure ou égale
an et une chaine de longueur inférieure ou égale a n + 1, deur a deur sommet-
disjointes, entre toute paire de sommets distincts de Uhypercube de dimension n.

On montre aussi, par induction sur n, que H(n) est hamiltonien. Il suffit de
prendre une chaine hamiltonienne d’un des sous-hypercubes H(n — 1) et de la
connecter a la méme chaine hamiltonienne de 'autre H(n — 1) par deux arétes
de la dimension n. Le cycle ainsi obtenu définit ce qu’on appelle un code de Gray
réfléchi (voir chapitre 5, en particulier I’exercice 5.3.5).

Il est également possible, mais beaucoup plus difficile, d’exhiber Z cycles
hamiltoniens deux a deux aréte-disjoints dans 1’hypercube H(n) si n est pair,
ou ”2;1 cycles hamiltoniens et un couplage parfait si n est impair [3].

L’hypercube contient de nombreuses autres sous-structures (voir le chapi-

tre 5).

1.2.4 La grille

Etant donnés n entiers p; tels que, pour tout ¢ de 1 a n, p; > 2, la grille
de dimension n, appelée aussi grille n-dimensionnelle et notée M(py, pa,...,pn)s
est la somme cartésienne de n chaines de p; sommets, soit P, 0F, 0...0P, .
Les sommets de la grille sont les n-uplets (z1,22,...,2,), avec x; = 1,2,...,p;
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et © = 1,2,...,n. Une aréte joint deux sommets qui different de 1 sur 'une des
coordonnées.

Le nombre de sommets de la grille est égal au produit des longueurs des chaines.
Son degré maximum vaut 2n et son degré minimum vaut n. On peut déduire
du théoreme 1.1.3 que le diametre de la grille de dimension n est > ;(p; — 1).
Grace aux théoremes de Menger, on peut calculer les connexités qui valent n.

Figure 1.5 - Grille M(4,5)

Si tous les p; sont impairs, on peut montrer, en utilisant le fait que la grille
est un graphe biparti, qu’elle n’admet pas de cycle hamiltonien (exercice 1.5.8 a).
Par contre, si au moins un des p; est pair, la grille admet au moins un cycle
hamiltonien. La démonstration pour le cas 2-dimensionnel est proposée dans la
correction de 'exercice 1.5.8 b.

1.2.5 La grille torique

Etant donnés n entiers p; tels que, pour tout ¢+ de 1 a n, p; > 2, la grille
torique de dimension n, ou tore, notée TM(p1,pa,...,pn), est la somme carté-
sienne de n cycles de p; sommets.

C’est un graphe régulier de degré 2n et son ordre est le méme que celui de la
grille M(p1,p2,...,p,) de méme dimension. On détermine son diametre, qui
vaut )i, | 5], en utilisant le théoreme 1.1.3.

——o—0—9

——0—0—9

Figure 1.6 - Grille torigue TM(4,5)

D’une maniere analogue a celle utilisée pour la grille, on montre que la grille
torique est toujours hamiltonienne.



1.3. Probléme (A, D) 13

1.3 Probléeme (A, D)

Un des problemes qui peuvent se poser dans la réalisation de réseaux est la
construction de graphes de diametre D, de degré maximum A fixés et ayant le
maximum de sommets. Ce probleme a été posé en 1964 par Elspas [12] sous la
forme suivante : <<Quel est le nombre maximum de sommets d’un (A, D)-graphe,
un (A, D)-graphe étant un graphe de degré maximum A et de diametre D 7>
On note N(A, D) le nombre maximum de sommets d’un (A, D)-graphe.

Pour des références sur ce probleme, le lecteur pourra consulter les livres [7]
et [11] pour des majorants de N(A, D), et les deux syntheses [5] et [6] pour
des minorants de N(A, D) et un état de 'art sur les (A, D)-graphes ayant le
maximum de sommets connus actuellement.

Proposition 1.3.1 (E. F. Moore, 1958) — On a l'inégalité suivante :
NAD)<T+AFAA =)+ -+ AA=-1)P!
ce qui donne : ( v
AA-1)" =2
N(A,D
( ? ) A _ 2

et N(2,D) < 2D+1

IN

pour A >3

PREUVE. Soient G = (V,E) un (A, D)-graphe et zo un sommet de G. On
pose I';(z9) = {y € V| d(z0,y) =i} pour 1 < < D. Il est clair que :

V={z}J L_J (o)

D’autre part, pour tout i différent de j, on a I';(zo) NT;(20) = 0. Donc :

N=1+> [Vi(zo)l

=1
Enfin, [T'1(z0)] < A et, pour k > 2, |I't(zo)] < (A = 1) |T'k1(xo)| car G est de

degré maximum A. Donc, par induction :
M)l < A(A = 1)1

Alors, on a :

N<TH+AFAA =)+ -+ AA=1)PT!
- siA=2: N<2D+1 (borne atteinte par le cycle Capy1)

A(A = 1)P —2
A—2

-siA>3: N<
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La borne obtenue sur le nombre maximum de sommets d’un (A, D)-graphe
est appelée borne de Moore. Les graphes de Moore sont les (A, D)-graphes at-
teignant cette borne. On remarque que, si G est un graphe de Moore, alors, pour
tout 7 allant de 1 & D, on a |T;(z0)] = A(A—1)""" et tous les sommets de I’ensem-
ble {zo} UL Li(20) sont de degré A. Etant donné que I'on veut le nombre
maximum de sommets, tous les sommets dans chaque I';(2) sont distincts et non
adjacents pour tout ¢ € [1, D —1], donc le graphe G — E(I'p(z0)) est un arbre. La
taille ¢ du plus petit cycle, appelée maille (girth) de (G, est donc égale a 2D + 1.

Dans le cas des graphes bipartis, le nombre maximum de sommets d’un gra-
phe de diametre D et de degré maximum A se note b(A, D) et vérifie le résultat
suivant :

Proposition 1.3.2 — Le nombre mazimum de sommets d’un graphe biparti de
diametre D et de degré mazimum A, noté b(A, D), vérifie :

b(2,D) = 2D
(A—1)P 1

b(A,D) < 2( -

) pour A>3

PREUVE. Dans le cas du degré 2, le graphe, étant de diametre fini, est connexe.
[l est donc réduit a un cycle qui est nécessairement pair, puisque le graphe est
biparti. I’ordre du graphe est alors le double de son diametre.

Considérons maintenant le cas ot A > 3. Etant donnée [x,y], une aréte de G,
on fait une sorte de mise en niveaux de GG a partir de cette aréte, de la facon
suivante : x et y sont au niveau 0. Une fois les niveaux de 1 a ¢ construits, on met
dans le niveau 741 les sommets de ( non encore rencontrés et a distance 141 de x
ou de y. Remarquons que le graphe étant biparti, et donc sans cycle de longueur
impaire, un sommet ne peut pas étre a la méme distance de x et de y. L.e nombre
de niveaux ainsi construits est égal a au plus D — 1. Supposons en effet qu’il soit
supérieur ou égal a D. Sans perte de généralité, on peut donc supposer que 1’on
a trouvé un sommet a distance DD de z : ce sommet est alors a distance D + 1
de y, ce qui est contraire a la définition de . Un sommet de tout niveau ¢ a
au plus A — 1 voisins dans le niveau ¢ + 1. Ceci acheve la preuve et permet de

trouver la borne annoncée : b(A, D) <2(1 +(A—1)+- -+ (A — 1)D_1). m|

En fait, il existe peu de graphes de Moore, comme le précisent les deux
théoremes ci-dessous, dis a différents auteurs (voir les livres [7] et [11]). La dé-
monstration utilise des résultats sur les valeurs propres de la matrice d’adjacence
associée au graphe (c’est une matrice N x N, dont les lignes et les colonnes sont
indicées par les sommets du graphe ; I'élément de la ligne x et de la colonne y
vaut 1 si et seulement si les sommets x et y sont adjacents, sinon il vaut 0). La
démonstration, dans le cas des graphes de Moore de diametre 2, est donnée dans
la correction de l'exercice 1.5.9.
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Théoreme 1.3.3 — Les graphes de Moore exvistent seulement pour :

A =2, ce sont les cycles Copyy.

D =1, ce sont les graphes complets K.

- D=2 et A=3, c’est le graphe de Petersen (voir la définition ci-aprés).
- D=2¢e A=T, c’est le graphe de Hoffman-Singleton [9].

— Peut-étre pour D =2 et A = 57.

REMARQUE. On ne sait toujours pas aujourd’hui si un graphe de Moore de
diametre D = 2 et de degré maximum A = 57 existe, mais s’il existe, il a 3250
sommets et n’est pas sommet-transitif [6].

DEFINITION. Le graphe de Petersen est le graphe d’ordre 10, régulier de degré 3,
et de diametre 2 (cette définition conduit a la représentation donnée sur la partie
gauche de la figure 1.7). Une représentation plus classique consiste a le voir
comme 'union de deux cycles de longueur 5, joints par un couplage (partie droite
de la figure 1.7). Ce graphe peut aussi étre défini de la maniere suivante : les
sommets représentent les parties a deux éléments d’un ensemble a cinqg éléments,
deux sommets étant joints si les parties qu’ils représentent sont disjointes.

Ce graphe est a la base de nombreux contre-exemples en théorie des graphes ;
c’est en particulier un exemple de graphe non hamiltonien.

{1.5}

{12} {2.3} A {24}

{14} {3,5}

{15y {25} {24y {14} {13} {23}

Figure 1.7 - Deux représentations du graphe de Petersen

REMARQUE. Le graphe de Hoffmann-Singleton d’ordre 50, régulier de degré 7,
peut étre vu comme 'union de cinq graphes de Petersen joints de maniere astu-
cieuse, voir [9].
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Le deuxieme résultat concerne les graphes bipartis :

Théoréme 1.3.4 (Singleton, 1966 [16]) — Les graphes de Moore bipartis ne
peuvent pas exister sauf si :

- A =2, ce sont les cycles Cyp.
— D =2, ce sont les graphes complets bipartis Kaa.
- D =34 o0ub.

REMARQUE. Pour D =3, 4 ou 6, si A =g+ 1, ¢ étant une puissance de nom-
bre premier, il existe des graphes de Moore bipartis de degré A (voir [7] et [11]).

Dans le cas des graphes orientés, il existe une borne sur le nombre maximum
de sommets possible. La preuve de la proposition suivante est similaire a celle
du cas non orienté et est laissée a titre d’exercice (exercice 1.5.10).

Proposition 1.3.5 — Si G est un graphe orienté de diamétre D, de demi-degré
maximum intérieur et extérieur d et d’ordre N, alors inégalité suivante est véri-

fice :
N < 14d+---+d”
d"t -1

ce quit donne : N < 1 st d>2

La borne obtenue sur N est appelée borne de Moore orientée et n’est atteinte que
tres rarement, comme le montre le résultat suivant :

Théoreme 1.3.6 (Bridges et Toueg, 1980 [10]) — La borne de Moore est at-
teinte st et seulement sid=1 ou D = 1.

PREUVE. Soit GG un graphe orienté atteignant la borne de Moore. On a alors :
1. dt=d =d.
2. (i ne contient pas de circuit de longueur inférieure ou égale a D.
3. pour tout couple de sommets (x,y), il existe un seul chemin de z a y.

Comme dans le cas non orienté (exercice 1.5.9), on peut définir une matrice
d’adjacence associée a un graphe orienté. C’est une matrice N x N, que l’'on
note A = (a;;), définie, si on suppose ici les sommets numérotés de 1 a N, par :

a;; =1 s’ existe un arc de ¢ vers
a;; = 0 sinon.
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On peut montrer que le coefficient az(-f) de la matrice A* est égal au nombre de
chemins non nécessairement élémentaires de longueur k£ de ¢ a j. La condition 3
implique I + A+ A%+ -+ AP = J ot J est la matrice N x N dont les coefficients
sont tous égaux a 1. La condition 1 implique que AJ = dJ, donc on a 'égali-
té (A—dl)([+A+---+AP) = 0. Les valeurs propres de A sont d et les racines
del4+az+ --+a2P = 0, soit les racines (D + 1)“””85 de 'unité. Si A; est valeur
propre de A, alors \; = A\7! = AP est aussi valeur propre. La valeur propre d est

simple. La condition 2 implique que tr(A*) = 0 pour k € [1, D].
Sik=1, d+X¥' A =o0.

Sik=D, d° + NP AP =0,

Donc :
N-1 N-1 N-1
_d:ZAZ: Z:Z)\ZD:_dD
=1 =1 =1
Ce qui implique d = d”, donc d =1 ou D = 1. a
Conjecture 1.3.7 (J-C. Bermond) — Le nombre mazimum de sommets d’un

graphe G de diamétre D, vérifiant d*(z)+d ™ (z) < 2d, pour tout sommet x, est :

l+d+d+---+d°

1.4 Graphes de Cayley

Les graphes de Cayley sont des graphes tres réguliers, définis algébriquement.
C’est ce qui permet, par exemple, de calculer facilement des routages dans de tels
graphes. De plus, ils sont bien adaptés a traiter des algorithmes sur des structures
régulieres, car leurs sommets jouent le méme role. Les graphes de Cayley sont
beaucoup étudiés et il a été prouvé qu'un certain nombre de graphes, utilisés
depuis longtemps comme supports de réseaux, étaient en fait des graphes de
Cayley. Le lecteur en verra des exemples dans 'exercice 1.5.11.

1.4.1 Définitions

Soient I' un groupe dont la loi de composition est notée multiplicativement et
S un ensemble de générateurs de I' vérifiant :

— I’élément neutre de I' n’est pas dans S,
— pour tout élément s de S, son inverse s~! est dans S.

Un graphe G est un graphe de Cayley associé a I' et 5, noté G(I', 5), si 'ensemble
des sommets de (G est constitué des éléments de I' et ’ensemble des arétes de &G
est constitué de toutes les paires [g, gs] pour g € I' et s € §.



18 CHAPITRE 1. Eléments de théorie des graphes

Proposition 1.4.1 — Un graphe de Cayley est un graphe simple (non orienté,
sans boucle et sans aréte multiple), régulier de degré égal au nombre d’éléments
de S et connexe.

Rappelons que le groupe symétrique X, est le groupe des permutations d’un
ensemble fini a n éléments. Ce groupe a n! éléments. Un groupe de permutations
est un sous-groupe du groupe ¥,.

L’étude des graphes de Cayley peut étre simplifiée en ne considérant que des
groupes de permutations, en vertu du théoreme suivant [8] :

Théoréeme 1.4.2 — Tout groupe fini est isomorphe a un groupe de permuta-
tions.

Par exemple, Z,, = Z/nZ est un groupe additif qui est isomorphe au groupe
des applications bijectives {x — 2+ p (modn), 0 <p <n—1}. Ces applica-
tions sont des permutations de I'ensemble {0,1,...,n — 1}.

Si o est une permutation, 'image qu’elle donne d’un élément x est notée zo.
On définit une permutation o des éléments de I’ensemble {1,2,...,n} par son
image : (lo,20,...,n0).

On peut donc définir un graphe de Cayley en se donnant un ensemble S de per-
mutations d’un ensemble fini {1,2,... n}, tel que, pour tout élément s de S, son
! soit dans S, et considérer comme groupe I' le groupe de permutations
engendré par S, noté Gr(5), sous-groupe du groupe symétrique d’ordre n, ¥,.

inverse s~

Les graphes Cy, K et H(n) sont des graphes de Cayley. Le lecteur cherchera,
pour chacun de ces graphes, le groupe I' et les générateurs associés a I', soit
sous forme de groupes classiques, soit comme groupes de permutation (voir exer-
cice 1.5.11).

De nombreux résultats sur les graphes de Cayley peuvent étre trouvés dans [1],

[2], [7], [8] et [13].

1.4.2 Hamiltonisme des graphes de Cayley

La conjecture suivante a été formulée par plusieurs chercheurs (voir [13]) :
Conjecture 1.4.3 — Tout graphe de Cayley est hamiltonien.

Cette conjecture n’a été démontrée que pour des classes particulieres de groupes.
Il est connu que tout graphe de Cayley défini sur un groupe fini abélien (c’est-a-
dire commutatif) est hamiltonien. Aucun contre-exemple n’est connu dans le cas
d'un groupe non commutatif.

Il a aussi été montré qu'un graphe de Cayley dont I'ordre est une puissance de
nombre premier ou le produit de deux nombres premiers est hamiltonien.

REMARQUE. On peut définir des graphes de Cayley orientés en supprimant la
condition s7! € §.
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1.4.3 Graphes sommet-transitifs

Un automorphisme ¢ d'un graphe GG est une permutation des sommets de ¢
telle que, pour toute aréte [z,y] de G, [x¢, y¢@] est une aréte de G.
Un graphe G est dit sommet-transitif si, pour tout couple de sommets (z,y) de G,
il existe un automorphisme de GG qui envoie x sur y.

Théoreme 1.4.4 — Toul graphe de Cayley est sommel-transitif.

PREUVE. Soient g1 et g3 deux sommets d’un graphe de Cayley G(I',.5). Consi-
dérons I'application f, définie par f(u) = uf = gagy 'u, pour tout v € V(G) =T
(g7" est Iinverse de g, dans le groupe T'). Cette application transforme g, en g,
et c’est un automorphisme de G(I',5). En effet, f est bijective et, pour toute
aréte [u,us] de G(I',5), [uf,usf] est aussi une aréte de G(I',S) car, par défi-
nition, g.¢;'us est adjacent & gog7 ' u. O

1.4.4 Cas particuliers

Tout graphe sommet-transitif n’est pas nécessairement un graphe de Cayley,
comme le montre le graphe de Petersen. Pour prouver que le graphe de Petersen
n’est pas un graphe de Cayley, le lecteur intéressé peut faire une recherche ex-
haustive des graphes de Cayley d’ordre 10 ! Cependant, des démonstrations plus
rapides utilisant la théorie des groupes existent.

Deux exemples de graphes de Cayley sont donnés ci-apres. Le premier prouve
que le fait de savoir qu'un graphe est un graphe de Cayley ne permet pas pour
autant de déterminer facilement ses parametres.

Le graphe pancake

On considere le graphe de Cayley dont le systeme générateur est donné par
Pensemble S = {¢, (¢ —1),...,1,(¢+1),(:+2),...,n |2 <i<n} dans le groupe
des permutations de n éléments. Le nom vient du fait que l'action d’un générateur
correspond au retournement d’une pile de crépes avec une spatule introduite au
niveau ¢. Le probleme de la complexité de la détermination du diametre de ce
graphe, connu sous le nom de pancake flipping problem (1975), n’est pas résolu a
ce jour [14].

Le star-graph

Le star-graph de dimension n, noté S(n), est le graphe dont les sommets sont
les permutations d’un ensemble a n éléments telles que tout sommet xyay--- 2,
est relié aux sommets x;xq - x;_ 121241 - T,. Le systeme de générateurs est
donc formé des transpositions échangeant 1 et ¢ : S = {r(1,2) |1 < < n}. Le
degré de S(n) est n — 1, son ordre n! et son diametre vaut {@J
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342

Figure 1.8 - Le star-graph S(4) sur Uensemble {1,2,3,4}

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1 — Démontrer la proposition 1.1.1. En déduire que tout graphe
a un nombre pair de sommets de degré impair.

Exercice 1.5.2 — Montrer qu’un graphe G est biparti si et seulement si il ne
contient pas de cycle de longueur impaire.

Exercice 1.5.3 — Démontrer que le diamétre de la somme cartésienne de deux
graphes est égal a la somme des diamétres de ces graphes.

Exercice 1.5.4 — Montrer que pour tout graphe G, x(G) < AMNG) < 6(G).

Exercice 1.5.5 — Démontrer le théoréeme 1.1.7 sur la sommet-connexité, en
admettant le théoreme 1.1.6.

Exercice 1.5.6 — Montrer que le graphe complet Ky admet L%J cycles ha-
miltoniens deux a deux aréte-disjoints.

Exercice 1.5.7 — Montrer qu’il existe n — 1 chaines de longueur inférieure ou
€gale a n et une chaine de longueur inférieure ou €gale a n+1, toutes deux a deux
sommel-disjointes, entre toute paire de sommets distincts de Uhypercube H(n).
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Exercice 1.5.8 — Hamiltonisme de la grille :

a) Montrer que, si tous les p; sont impairs, la grille M(py,pa,...,p,) n'est pas
hamiltonienne.

b) Dans la grille M(p,q), dans le cas o au moins p est pair, construire un cycle
hamiltonien et des cycles de toutes longueurs paires.

Exercice 1.5.9 — Le but de cet exercice est d’exhiber les graphes de Moore G,
de diamétre 2 et de degré A\, qui ont donc pour ordre N = A? + 1.

1. Montrer que la matrice d’adjacence A de G verifie A+ A—(A—-1)] = J,

ou J est la matrice N x N dont tous les coefficients sont €gauzr a 1.
2. Déterminer les valeurs propres de J et les sous-espaces propres associés.

3. Montrer que A est valeur propre de A avec la multiplicité 1, et que les autres
valeurs propres de A vérifient r* +r — A +1=0.

4. Montrer qu’il existe deux entiers positifs ou nuls my et mo tels qu’on ait
les €galités my +my = N — 1 et A+ myry +more =0 oury el ry sont les
solutions de ’équation précédente.

A(A - 2)
VAA — 3
6. En déduire que A € {2,3,7,57} (on pourra poser 4A —3 = (2p+1)*).

5. Etablir la relation 2m = + A? pour m = mq ou my.

Exercice 1.5.10 — Prouver la proposition 1.3.5.

Exercice 1.5.11 — Prouver que le cycle Cy, le graphe complet Ky et Uhyper-
cube H(n) sont des graphes de Cayley.

1.6 Solutions des exercices

Preuve de D’exercice 1.5.1
Une aréte [z, y] contribue pour 1 au degré de x et pour 1 au degré de y. Donc,
dans 3N | d(x;), on compte deux fois le nombre d’arétes.
La somme des degrés du graphe GG est donc un nombre pair, ce qui implique qu’on
ne peut avoir qu'un nombre pair de valeurs impaires pour d(x).
|

Preuve de ’exercice 1.5.2

Soit GG = (V, E) un graphe biparti et V7 et V5 les deux classes de la partition.
Soit C' = xy,29,...,2;, 21 un cycle de G de longueur . On peut supposer, sans
perte de généralité, que xy € Vi, alors x5 € V,, x5 € V], et ainsi de suite, et d'une
maniere générale, x9;41 € Vi et 2242 € Vo. Comme [2;, x1] est une aréte, z; € V3
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et donc, 1 = 2k + 2 et C est de longueur paire. Il suffit de prouver la réciproque
pour un graphe (G connexe sans cycle de longueur impaire.

Soit zg un sommet choisi arbitrairement et soient :

Vi = {x eV ]dg(xo,x) paire}
Va {z € V| dg(xo, x) impaire}

Nous allons montrer que GG est biparti en montrant que V4, V5 est la bipartition
de V. Soient z et y deux sommets du méme ensemble V;. Soient P un plus court
chemin de ¢ a x, et () un plus court chemin de xg a y. Alors, P et () sont
de méme parité. Raisonnons par I"absurde : si il existe une aréte entre x et y,
PUQU|xz,y] est un cycle de longueur impaire. Si ce cycle n’est pas élémentaire,
on peut le voir comme la concaténation de deux cycles (en prenant comme point
commun 'un des sommets répétés). L’un de ces deux cycles est de longueur
impaire. En répétant cette opération, on trouve un cycle élémentaire de longueur
impaire, ce qui est en contradiction avec I’hypothese.

O

Preuve de l’exercice 1.5.3

Soient (z,2') et (y,y’) deux sommets de GOG'. Un cheminement possible
de (z,2') a (y,y’) consiste a aller de (x,2) a (y,2’) en utilisant la chaine de x
a y dans la copie de G formée des sommets (x,z'), puis de (y,2') a (y,y') en
utilisant la chaine de 2" & y’ dans la copie de ' formée des sommets (y, *). Si
la chaine de = a y dans G s’écrit x=w¢, x1,..., 2=y et celle de 2’ & y’ dans G’
s'écrit w'=r, @, ..., 2i=y’, alors la chaine de (z,2') a (y,y’) s’écrit :

(xa $’), (xlv 17/), ] (xk—la ZE,), (3/; xl)v (ya x’1)7 cee (yv x;—l)v (ya y’)

Cette chaine est de longueur k£ 4 j. Si on choisit une plus courte chaine de = a y
et de 2" a y’, alors k < D(G) et j < D(G') et done D(GOG") < D(G) + D(G').
Pour établir I'égalité, il suffit de prendre deux sommets (z,2) et (y,y’) du gra-
phe GOG’ tels que da(x,y) = D(G) et de(2',y") = D(G').

O

Preuve de I’exercice 1.5.4
Soit un ensemble de A arétes disconnectant G. Il existe un ensemble d’au
plus A sommets choisis sur chacune de ces arétes qui, si on les supprime, discon-
necte GG. Donc, k(G) < A(G).
51 on supprime les arétes issues d’un sommet x, on disconnecte ce sommet du
reste du graphe. Donc, A(G) < d(z), V. On a bien : k(G) < A(G) < 6(G).
O
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Preuve de I’exercice 1.5.5
A ( associons le nouveau graphe orienté G/ construit de la maniere suivante :

— On remplace chaque sommet x, autre que s et ¢, par deux nouveaux som-
mets ¢’ et 2" et on ajoute l'arc (z/, 2").

— On remplace chaque arc (z,y) de G, avec x et y différents de s et ¢, par un
arc (2”,y") dans G, puis chaque arc (s, ) (resp. (t,z)) par un arc (s,a’)
(resp. (t,z')) et chaque arc (x,s) (resp. (x,%)) par un arc (z”,s) (resp.

A chaque chemin s, xy,29,..., 2 ...,2,,t liant s a ¢t dans (&, correspond un
chemin dans G’, obtenu en remplacant chaque x; par les z! et x! correspon-
dants, soit le chemin : s, 2,2, 2, 20, ... 2l 2 ... 2l 2! t. De plus, a deux
chemins sommet-disjoints dans ¢ correspondent deux chemins arc-disjoints de G’
et vice-versa. Donc, le nombre maximum de chemins sommet-disjoints de s a ¢
de G est égal au nombre maximum de chemins arc-disjoints de s a ¢ de G'.
On montre de méme que le nombre minimum d’arcs de ' dont la suppression
disconnecte s de t est égal au nombre minimum de sommets de GG dont la sup-
pression disconnecte s de t. En effet, si I'ensemble d’arcs disconnectant G’ est de
la forme {(z}, 2}), (y, ), (¢, 2)}, y et z représentant tout sommet de G’ (s et
inclus), alors {(},2!), (2, 27), (2}, z{)} est aussi un ensemble d’arcs disconnec-
tants.

O

Preuve de ’exercice 1.5.6

Si N est pair (N = 2p), on peut décomposer Ky en p chaines hamiltoniennes
de la maniere suivante (les sommets sont considérés comme étant les entiers
modulo 2p) :

Po=v 141, 04+2p—1,04+2,04+2p—2, ...,04+p+1,240p
Par exemple, pour N =6, on a :
P = 0,1,5,2,4,3
P = 1,2,0,3,5,4
P, = 23,1.4,0,5
Cette décomposition s’étend en une décomposition de Ky,4q1 en p cycles hamil-

toniens en ajoutant un sommet noté co et en le joignant aux extrémités des
chaines P; de K;,. Pour N =7, on a:

Co = 00,0,1,5,2,4,3,00
¢, = 00,1,2,0,3,5,4,00
Cy = 00,2,3,1,4,0,5,00

La preuve résulte du fait que les extrémités des chaines sont toutes différentes.
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Avec N = 2p, on a une décomposition en p — 1 cycles hamiltoniens plus un
couplage parfait. Ces cycles sont (les sommets étant oo U Zg,_1) :

Ci=o00,t,t+1,0+2p—2,04+2,...,04+p—1,24+p,o0 avec 1=0,1,....p—2
Le couplage parfait est formé de I'aréte [oc, p — 1] et des arétes [¢, N — ¢].
Pour N =6, 0n a:

Cy = o0,0,1,4,2,3,00
Cy = 00,1,2,0,3,4,00

les arétes du couplage parfait étant [oo, 2], [0,4] et [1,3].

Preuve de I’exercice 1.5.7
La preuve se fait par récurrence sur n. Le résultat est vrai pour n = 2.
Soient x et y deux sommets de H(n), avec n > 3 :

Siz et y sont dans le méme sous-hypercube H(n—1) (au moins une coordonnée
identique), alors, par hypothese de récurrence, on a déja n — 1 chaines requises
de longueur inférieure ou égale a n dans cet hypercube. La n-ieme chaine est
construite & partir d’une chaine de longueur inférieure ou égale a n — 1 entre 2’
et y', homologues de = et y dans le H(n — 1) complémentaire du premier, qu’on
relie a x et y de la maniere suivante :

z,2', chaine entre 2’ et y’ dans le H(n — 1) complémentaire, y', y

Cette chaine est bien de longueur n + 1.

Sinon, x et y sont antipodaux (@ = xyag @i - xp et y = T3 Ty Ty -+ Tp),
et on a les n chaines deux a deux sommet-disjointes de longueur n suivantes
entre x et y ayant pour sommets intermédiaires :

s 1T 2T 1T Tiqy Ty

?

Ty 1T T 41 Xy X1 L1 X Tl " " Ly e - -

obtenues en utilisant la dimension 7, puis ¢ + 1, etc., pour ¢ = 1,2,...,n (ces
chaines correspondent a des routages ascend).

REMARQUE. Deux sommets sont dits antipodaur dans un graphe G, si leur
distance est égale au diametre de (G. Par exemple, les sommets 0" et 1" sont
antipodaux dans I’hypercube H(n).
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Preuve de ’exercice 1.5.8

a) La grille M(p1,p2,...,p,) est un graphe biparti. L’une des classes de la
bipartition contient les sommets (21,22, ..., 2,) dont la somme des coordonnées
est paire et dans 'autre, ceux pour lesquels elle est impaire. )’apres la proposi-
tion 1.1.2 (voir exercice 1.5.2), la grille n’admet pas de cycle de longueur impaire.
Or, si tous les p; sont impairs, elle a un nombre impair de sommets. Elle ne peut
donc pas avoir de cycle hamiltonien.

b) La démonstration est implicite dans les deux dessins ci-dessous.

j_
o |

L

[ ]
[ ]
-
|
|
¢

Figure 1.9 - Cycle hamiltonien et cycles de toutes longueurs paires dans la grille
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Preuve de ’exercice 1.5.9

1.

Soit A, la matrice d’adjacence de G, c’est-a-dire A = (a;;), avec a;; = 1
si [x;, 2] est une aréte de G, et 0 sinon. Soit B = A? = (b; ;).

Le nombre de chaines de longueur 2 reliant z; et x; est égal a b; ;. Comme
le diametre de GG vaut 2, il existe une chaine de longueur 1 ou 2 entre tout
couple de sommets (z;,z;). De plus, on a au plus une chaine entre tout
couple de sommets car sinon on aurait un cycle de longueur 2, 3, ou 4 (or,
la maille de G vaut 5). On a donc : b;; +a;; =1, Vi # j.

D’autre part, comme G est A-régulier, on a b;; = A Vi. D’ou l'égalité :

AP+ A—(A—-1I=].

. La matrice J admet comme valeurs propres et sous-espaces propres asso-

ciés : IV, associé au sous-espace engendré par le vecteur 1, dont toutes les
coordonnées valent 1 ; et 0, associé a ’hyperplan H : uy +--- +uy = 0.

. Rappel. Si f est un polynome, r une valeur propre de A et F,, l'espace

propre associé, alors f(r) est valeur propre de f(A) et F, est inclus dans
Pespace propre de f(A) associé a f(r).

G étant A-régulier, on a : Al = AT Donc, A est valeur propre de A.

Soit le polynome f(r) = r* +r — A+ 1. Alors, f(A) = A? 4+ 1 = N est
valeur propre de f(A) = A2 4+ A — (A — 1) = J et I'espace propre de A
associé & A est inclus dans l'espace propre Al de f(A) associé a N. Donc,
A est valeur propre de multiplicité 1 de A.

Pour toute valeur propre r de A avec r # A, f(r) est valeur propre de J :
f(r)=0.
Soient rq = —Hrf\/m et 1y = _1%\/@

et my et my, leurs ordres de multiplicité comme valeurs propres, on a :

, solutions de I"équation f(r) =0,

tr(A) = A+ myry + mary =0

en rappelant que la trace d’une matrice est la somme de ses éléments dia-
gonaux, ou encore la somme de ses valeurs propres, comptées avec leur
ordre de multiplicité.

m1+m2:N—1:A2
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\/4A—3—1)_A2 2A
VA —3+17 VAA =3+ 1

ImiVIA — 3 = A2 (VAA =3 +1) — 2A

A(A - 2)
VAA —3

m1(1 +

le = AZ —|—

Pour A = 2, nous obtenons N =5 et GG = (5.

Pour A > 2, comme m; est entier et (4A — 3) impair, on peut poser :

AN =3 = (2p+ 1)

Il vient :
AN —3 =4p* +4p+ 1
A=p*+p+1
Iy = A2 + (P°+p+1) (p°+p-1)

2p+1

2p + 1 doit diviser (p* +p+ 1)(p* +p—1) =p*(p+ 1)* —1. On
a donc :

p(p+1)*=1 (mod2p+1)
p'+p*(2p+1)=1 (mod2p+1)
p*=1 (mod 2p+1)

mais 2p = —1 (mod 2p + 1). Donc, 16p* =1 (mod 2p + 1).

On déduit des relations ci-dessus que 16 = 1 (mod 2p + 1) et
donc que 2p 4 1 est diviseur de 15. Comme p est positif, p = 1,2
ou 7, d’ou :

A€ {3,7,57}
Les seuls graphes de Moore de diametre 2 sont donc :

pour A =2, (s ;
— pour A = 3, le graphe de Petersen ;
— pour A =7, le graphe d’Hoffman-Singleton ;

— pour A = 57, un graphe inconnu dont ’existence n’est pas
prouvée a ce jour, non plus que la non existence.

27
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Preuve de l’exercice 1.5.10

La preuve est similaire a celle de la proposition 1.3.1. Soit GG un graphe
orienté, de diametre D, et vérifiant d*(z) < d pour tout z. Soit ¢ un sommet
de G et TH(x0) = {y € V tel que d(xg,y) =1} pour 1 <7< D, on a:

D
N =143 [T ()|

=1

Comme | T (z0) | <d|TH (20)],ona: N<1+d+d*+--+d>.

Preuve de ’exercice 1.5.11

1. Cp est un graphe de Cayley : on considere le sous-groupe de ¥y engendré
par les permutations oy et 0y = 07" ol 0y = {2,3,..., N, 1}.

On peut aussi prendre I' = Zy (entiers modulo N) avec la notation additive
et prendre pour ensemble de générateurs S = {1, —1} (les arétes sont de la
forme [z,2 £ 1]).

2. Ky est un graphe de Cayley : on considere le sous-groupe de ¥y engendré
par les permutations o; avec o; = {7,74+1,..., N, 1,...,i—1} aveci € [2, N].
On peut, la encore, prendre I' = Zy avec S = {1,2,..., N — 1}.

3. H(n) est un graphe de Cayley : on considere le sous-groupe de Y5, engendré
par les n transpositions o; disjointes suivantes :

S={1,2,...,20—2,2¢,20 — 1,2i + 1,...,2n} avec 1<:<n

ou chaque transposition o; transpose deux éléments consécutifs : 20 — 1
et 2.

On peut aussi prendre I' = Z} avec @ &y = (x1 + y1,22 + vy2,...,
Ti+Yiy. .. Tntyn), addition étant celle de Zy, et S ={e; | 1 =1,2,...,n}
ou ¢; est le i-eme générateur canonique (0,...,0,1,0,...,0) (un seul 1 en
i-eme position).

Bibliographie
[1] S. Akers and B. Krishnamurthy. Group graphs as interconnection networks. In Proceedings
of 14th International Conference on Fault Tolerant Computing, pages 422-427, 1984.

[2] S. Akers and B. Krishnamurthy. A group theoretic model for interconnection networks.

IEEE Transactions on Computers, 38:555—-566, 1989.



Bibliographie 29

[3]

IR

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

B. Alspach, J-C. Bermond, and D. Sotteau. Decomposition into cycles I: Hamilton
decompositions. In Proceedings of 1987 Cycles and Rays Colloquium, Montréal, 1987.
Also in NATO ASI Ser. C, Kluwer Academic Publishers, Dordrech, pages 9-18, 1990.

C. Berge. Graphes. Gauthiers-Villars, 1983.

J-C. Bermond, C. Delorme, and J-J. Quisquater. Strategies for interconnexion networks:
Some methods from graph theory. Journal of Parallel and Distributed Computing, 3:433—
449, 1986.

J-C. Bermond, C. Delorme, and J-J. Quisquater. Table of large (A, d)-graphs. Discrete
Applied Mathematics, 37/38:575-577, 1992.

N. Biggs. Algebraic graph theory. Cambridge University Press, 1974.
N. Biggs. Discrete Mathematics. Oxford Sciences Publications, 1985.
J. A. Bondy and U. S. R. Murty. Graph theory with applications. MacMillan Press, 1976.

W. G. Bridges and S. Toueg. On the impossibility of directed Moore graphs. Journal of
Combinatorial Theory, ser. B, 29:339-341, 1980.

A. E. Brouwer, A. M. Cohen, and A. Neumaier. Distance-regular graphs. Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 3 Folge - Band 18. Springer-Verlag, 1989.

B. Elspas. Topological constraints on interconnection limited logic. Switching circuits
theory and Logical design, 5:133-147, 1964.

J. A. Gallian and D. Witte. A survey : Hamiltonian cycles in Cayley graphs. Discrete
Mathematics, 51:293-304, 1984.

W. H. Gates and C. H. Papadimitriou. Bounds for sorting by prefix reversal. Discrete
Mathematics, 27:47-57, 1979.

F. T. Leighton. Introduction to parallel algorithms and architectures. Morgan Kaufmann,

1992.

R. R. Singleton. On minimal graphs of maximum even girth. Journal of Combinatorial
Theory, 1:306-332, 1966.

T. Tillson. An hamiltonian decomposition of Ks,, 2n > 8. Journal of Combinatorial

Theory, ser. B, 29:68-74, 1980.



30

Bibliographie



CHAPITRE 2

Graphes
pour les réseaux d’interconnexion

Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu’a degré et diametre fixés, on
ne peut construire des graphes aussi grands que l'on veut. D’autre part, nous
avons donné les propriétés classiques de quelques graphes simples, utilisés dans
I’architecture des machines actuelles. Ces graphes ont des défauts : un trop grand
degré pour le graphe complet et I'hypercube, un trop grand diametre pour des
graphes a degré fixé comme le cycle ou les grilles. Idéalement, on veut construire
des graphes ayant un degré fixé petit (quatre, par exemple, pour assembler des
transputers) et un diametre D proche de celui obtenu par la borne de Moore, a
savoir log,; N, ou d est le degré et N, I'ordre du graphe.

Dans ce chapitre, nous allons construire des graphes ayant un petit degré et
un diametre logarithmique, comme les graphes de de Bruijn ou de Kautz. De
nombreuses autres constructions, plus ou moins exotiques, ont été proposées.
Mais si les familles de graphes obtenues par ces constructions sont meilleures
au regard des seuls parametres d et D, elles présentent des inconvénients pour
d’autres parametres et les réseaux associés ne semblent pas faciles a réaliser.

Tous les réseaux étudiés ici sont dits <<point-a-point>> car les liaisons se font
entre deux processeurs. D’autres réseaux, ou les liaisons se font par des supports
tels qu’un bus, ont aussi été considérés dans la littérature. La modélisation se
fait alors a l'aide de la théorie des hypergraphes. Nous n’en parlerons pas ici.

Par contre, nous donnerons un bref apercu des réseaux multiétages qui sont
aussi appelés réseaux dynamiques ou reconfigurables (par opposition aux réseaux
classiques, dits statiques). En effet, ces réseaux comprennent des commutateurs
(switches) qui peuvent étre positionnés de maniere différente dans le temps et
qui, suivant leur position, permettent d’obtenir différents réseaux.

Un récapitulatif des propriétés des graphes modélisant les réseaux point-a-
point les plus courants est donnée dans ’annexe A de ce livre.
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2.1 Graphes de de Bruijn et graphes de Kautz

Nous allons définir les graphes de de Bruijn et de Kautz qui ont un degré
constant et un diametre petit par rapport au nombre de sommets (logarithmique).
Ils constituent, par leur ordre, une des meilleures familles de (A, D)-graphes (ou
(d, D)-graphes orientés).

Il existe des algorithmes tres performants (tris, FFT, etc.) qui utilisent leur
structure. Notamment, un réseau de de Bruijn a été construit afin d’étre uti-
lisé comme décodeur de signal dans le cadre de la mission spatiale Galileo de
la NASA [6].

Nous donnons de ces graphes, qui sont essentiellement des graphes orientés, trois
définitions. Pour plus de détails et de références, le lecteur pourra se référer a
I'une des deux syntheses [4] ou [16].

2.1.1 Définition a partir d’un alphabet

Graphes de de Bruyn

Le graphe de de Bruijn B(d, D) est le graphe orienté dont les sommets sont
les mots de longueur D sur un alphabet de taille d (d > 2) et dont un sommet,
noté xyxy--- xp, est relié aux sommets x;--- xpA, A étant une lettre quelconque
de I'alphabet. On passe donc d’'un sommet & un autre par un décalage a gauche
(left-shift) avec adjonction d’une lettre. On notera zqxy---xpxpyr arc reliant
le sommet zqx5---xp au sommet z9 - TpTpyq.

Dans tout ce qui suit, ’alphabet sera formé des lettres {0,1,...,d — 1}, soit les
entiers modulo d.

Le demi-degré intérieur (resp. extérieur) de B(d, D) est égal a d et son ordre
est d”. Notons que ce graphe comporte d boucles, exactement une en chaque

D

sommet de type aa - - - a, noté aussi a”, ou a est une lettre de ’alphabet répétée D

fois.

001 011

101
000 111
010

100 110

Figure 2.1 - Graphe de de Bruijn B(2,3)
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Le diametre de B(d, D) est D. En effet, si on part d'un sommet donné,
apres D décalages dans le méme sens, on aura obtenu tous les sommets (donc
le diametre est au plus égal a D). Les sommets 07 et 1P sont un exemple de
sommets a distance D 1'un de 'autre et sont dits antipodauz.

On peut donner un protocole de communication tres simple qui ne dépend que
de ladresse du destinataire : pour aller d’un sommet zyx923---2p a un som-
met y1y2 - - yp_1yp, on introduit successivement les lettres y; apres le décalage,
c’est-a-dire que l'on passe par les sommets zo23---2pyr, T3 - TpY1Y2, ...,
Tpy1ys - - yp_1 avant d’arriver a yiy,---yp_1yp. Notons que ce protocole n’est
pas optimal : dans le B(2,3) par exemple, il fait passer du sommet 001 au som-
met 011 en trois étapes, via 010 et 101, alors que ces deux sommets sont adjacents.
Néanmoins, ce protocole est tres utile et montre qu’il existe un unique chemin,
non nécessairement élémentaire, de longueur exactement le diametre, entre toute
paire de sommets (propriété qui peut étre utilisée pour des algorithmes distribués
synchronisés). En d’autres termes, la matrice d’adjacence A de B(d, D) vérifie
Iégalité AP = J avec J; ; = 1, Vi, j. Cette particularité caractérise B(d, D) parmi
les graphes orientés d-réguliers de diametre D.

Figure 2.2 - Graphe de de Bruijn B(3,2)

On trouvera, dans la section 2.4, des exercices se rapportant aux graphes de
de Bruijn (exercices 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3), concernant les propriétés de distance et
les routages de plus courts chemins.
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Graphes de Kaulz

Le graphe de Kautz K(d, D) est le graphe orienté dont les sommets sont les
mots de longueur D sur un alphabet de taille d+ 1, tels que deux lettres consécu-
tives soient différentes. Les mots sont donc de la forme @y - -+ 2p avec @; # ;41
pour 2 = 1,2,...,00 — 1. Les arcs sont définis de la méme maniére que pour le
graphe de de Bruijn : un sommet zyzq--- 2 est relié aux sommets xy- - xpA,
ou A est une lettre quelconque de "alphabet, différente de xp.

Dans tout ce qui suit, I'alphabet sera composé des lettres {0,1,...,d}, soit les
entiers modulo d + 1.

Le demi-degré intérieur (resp. extérieur) est égal a d. En effet, un sommet admet
seulement d successeurs (resp. d prédécesseurs), A ne prenant que d valeurs. Le
nombre de sommets est égal a dP~' +dP : on a d + 1 choix pour la premiere
lettre et d choix pour chacune des D — 1 autres lettres, soit N = (d + 1)d?~*.

01

2012

Figure 2.3 - Graphe de Kautz K(2,2)

Comme pour le graphe de de Bruijn, le diametre de K(d, D) est D. On peut
utiliser quasiment le méme protocole de communication, la seule différence étant
que, sl y; = xp, on n’introduit pas la lettre y;, mais directement la lettre ys.
Entre tout couple de sommets du graphe de Kautz, on a donc un chemin unique
de longueur D ou D—1. En d’autres termes, la matrice d’adjacence A de K (d, D)
vérifie AP + AP~ = J (ceci est aussi une caractérisation des graphes de Kautz).

Proposition 2.1.1 — K(d,2) est un graphe orienté ayant le nombre mazximum
possible de sommets, a savoir d+d*, parmi les graphes de degré d et de diamétre 2.

PREUVE. D’apres le théoreme 1.3.6, pour D = 2, la borne de Moore 1 + d + d?
n’est pas atteinte, donc le maximum de sommets d’un graphe de degré d et de
diameétre 2 est d + d?, ce qui est exactement le nombre de sommets de K(d,2).

O
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210

Figure 2.4 - Un autre ezemple de graphe de Kautz : K(2,3)

Graphes de de Bruin et de Kautz non orientés

On peut, ayant défini les graphes de de Bruijn et de Kautz orientés, définir
maintenant les graphes de de Bruijn et de Kautz non orientés : il suffit d’oublier
I'orientation des arcs, puis de supprimer les arétes multiples ainsi créées et les
éventuelles boucles. Les graphes de de Bruijn, resp. de Kautz, non orientés sont
notés UB(d, D), resp. UK (d, D) (U de 'anglais Underlying graph). La figure 2.5
donne un exemple de chacun de ces graphes.

REMARQUE. Pour les rendre réguliers, on peut modifier les graphes de de Bruijn
et de Kautz non orientés, en rajoutant des arétes entre les sommets qui n’ont pas
un degré maximum. Par exemple, dans le cas du graphe de de Bruijn, on peut
ajouter un cycle entre les sommets qui ont des boucles dans sa version orientée
(on peut faire de méme dans le cas orienté, en ajoutant un circuit). Néanmoins,
il apparait tres intéressant d’avoir des sommets non saturés pour relier le réseau
au monde extérieur (stations de travail, imprimantes, etc.).

L’exercice 2.4.4 propose de calculer les parametres des graphes de de Bruijn
et de Kautz non orientés.
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01

/\

001 011

101
000 111
010

100 110

Figure 2.5 - Graphes non orientés UK (2,2) et UB(2,3)

2.1.2 Définition a partir du graphe représentatif des arcs

Soit un graphe orienté (G, on appelle graphe représentatif des ares du graphe GG
(line-digraph), le graphe orienté L((') dont les sommets représentent les arcs de ¢
et dont les arcs sont définis de la facon suivante : il existe un arc du sommet ¢
vers le sommet f dans L((), si et seulement si ’arc de ¢ représenté par e a pour
extrémité terminale, 'extrémité initiale de ’arc de G représenté par f.

EXEMPLE. L(K3)= K(2,2).

Proposition 2.1.2 — Si GG est un graphe orienté d-régulier (¢’est-a-dire si on
a dt(z) =d (x) = d pour tout sommet v de G) a N sommets et de diamétre D,
alors L(G) est d-régulier, a dN sommets et un diamétre €gal a D + 1, sauf si G
est un circuit.

PREUVE. La preuve de cette proposition fait 1’objet de ’exercice 2.4.5. a

On définit le graphe représentatif des arcs k-itéré de la fagon suivante :
LG) = G
MG) = L(L*YG)) pour k>1
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Corollaire 2.1.3 — Si G est un graphe orienté, d-régulier et de diametre D,
alors L*(G) est d-régulier et de diamétre égal @ D + k, sauf si G est un circuit.

Proposition 2.1.4 — Dans le cas des graphes de de Bruijn et de Kautz, les
tsomorphismes suivants sont vérifiés :

B(d,D+1) = L(B(d,D))
K(d,D+1) = L(K(d,D))

PREUVE.  On définit la bijection entre L(B(d, D)) et B(d,D + 1) en asso-
ciant au sommet de L(B(d, D)) représentant l'arc xyx9---xprpyr qui relie les
sommets x122---xp et @3- xparpyr dans B(d, D), le sommet xya- - xprpiq
de B(d,D + 1). La bijection conserve clairement la relation d’adjacence, c’est
donc un isomorphisme de graphes. La bijection est exactement la méme pour les
graphes de Kautz. O

Notons qu’a la base de I'induction, on a :

B(d,1) = Kj
K(d,1) = K},

ou K] désigne le graphe complet orienté symétrique sur d sommets avec une
boucle en chacun d’eux, et K7, ,, le graphe complet orienté symétrique avec d + 1
sommets sans boucle.

On obtient ainsi une définition des graphes de de Bruijn et de Kautz en terme de
graphe représentatif itéré :

Proposition 2.1.5 — On peut définir les graphes de de Bruijn et de Kautz de
la maniére suivante :

B(d,D) = LP™Y(K])
K(d,D) = LP7(Kj.,)

Cette caractérisation est a la base de la plupart des démonstrations de propriétés
des graphes de de Bruijn ou de Kautz. En effet, si une propriété se conserve par
l'opération <<graphe représentatif>> et, si elle est vraie pour K} ou K, elle sera
vraie pour tout graphe de de Bruijn ou tout graphe de Kautz. Nous en donnons
deux exemples dans le paragraphe suivant.
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2.1.3 Connexité et hamiltonisme

Connezité

Les connexités de (& et de L(G) sont reliées de la fagon suivante :

Lemme 2.1.6 — 5S¢ s(L(G)) et AG) désignent respectivement la sommet-
connexité de L(G) et Uarc-connexité de G, alors on a :

PREUVE. D’apres le théoreme de Menger (chapitre 1), si (¢ est A-arc-connexe,
alors il existe A chemins deux a deux arc-disjoints reliant tout couple de sommets x
et y de G.

Soient deux sommets quelconques e et f de L((), et soient x 'extrémité terminale
de e, et y Pextrémité initiale de f, alors les A chemins deux a deux arc-disjoints
reliant = et y dans G induisent A chemins deux a deux sommet-disjoints reliant e

et f dans L((), et réciproquement. Donc, k(L(G)) = M(G). O

REMARQUE. Cette preuve est fausse ! Une démonstration correcte du lemme
est proposée dans la correction de I’exercice 2.4.6.

Proposition 2.1.7 — Les connexités des graphes de de bruijn et de Kautz sont :
k(B(d,D))=XB(d,D)) = d—1
k(K(d,D))=XK(d,D)) = d

PREUVE. La preuve se fait par induction. B(d,1) = KJ est (d — 1)-fortement
connexe. Du lemme 2.1.6 et du fait que A\(G) > &(G) (prop081t10n 1.14), o

déduit que, pour tout graphe G :
K(L(G)) = N(G) 2 K(G)
D’ou, par récurrence, k(B(d,D)) > d — 1. Or, B(d, D) est au plus (d — 1)-
arc-connexe, puisque la suppression des d — 1 arcs sortants de 07, autres que la
boucle, disconnecte B(d, 1)). Ainsi :
d—1<k(B(d, D)) <XB(d,D))<d-1
Donc, A(B(d,D)) = k(B(d,D)) =d — 1.

Pour le graphe de Kautz, K(d,1) = K | est d-fortement connexe. Comme le
degré minimum est d, A(K(d, D) = k(K (d, D) = d. 0
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REMARQUE. Ceci prouve que les graphes de Kautz ont une connexité optimale.
On peut modifier les graphes de de Bruijn en supprimant les boucles et en ra-
joutant un nouveau circuit reliant tout les sommets de type a”. On montre que
la connexité devient d ce qui est optimal.

Les résultats sur la connexité des graphes de de Bruijn ou de Kautz non orientés
sont beaucoup plus difficiles a établir. On montre cependant (dans [2]) que :

K(UK(d, D)) = 2d—1
K(UB(d, D)) = 2d—2

ce qui, dans les deux cas, correspond au degré minimum (voir exercice 2.4.4).
Hamztltonisme

Nous utilisons de nouveau la propriété de graphe représentatif pour montrer
que les graphes B(d, D) et K(d, D) sont hamiltoniens. En fait, nous allons mon-
trer que ces deux graphes sont eulériens. Rappelons qu’un graphe orienté est dit
hamiltonien (resp. eulérien) s’il existe un circuit, dit hamiltonien (resp. eulérien),
qui passe par tous les sommets (resp. arcs) de ce graphe une fois et une seule.

REMARQUE. L’existence de cycles hamiltoniens ou eulériens est un probleme
tres ancien en théorie des graphes (Hamilton, 1856 et Euler, 1736). Ces problemes
sont importants en optimisation combinatoire, ou du moins leur généralisation,
connue sous le nom de probléme du voyageur de commerce ou probléme du postier
chinois. Méme s’ils sont apparemment tres voisins, ces deux problemes sont de
complexité tres différente : 'existence d’un cycle eulérien est un probleme que
I’on peut résoudre en temps polynomial (voir ci-apres) alors que ’existence d’un
cycle hamiltonien est un probleme N P-complet (voir [10]).

Théoreme 2.1.8 — Un graphe orienté fortement connexe G admet un circuit
eulérien si et seulement st d*(x) = d~(x), pour tout sommet x de G.

PREUVE. Une preuve algorithmique de ce théoreme repose sur ’existence d’anti-
arborescences couvrantes (voir définition ci-apres) :

DEFINITION. Un graphe partiel T' de G est une anti-arborescence de racine r, si
c’est un arbre raciné en r, orienté des feuilles vers la racine. En d’autres termes, on
a df(z) =1, pour tout « # r, et df(r) = 0. Une anti-arborescence est couvrante
si elle contient tout sommet de . Tout graphe fortement connexe admet une
arborescence et une anti-arborescence couvrantes de racine r quelconque. On
peut prendre, par exemple, comme arborescence (resp. anti-arborescence) celle
des plus courts chemins issus de r (resp. terminant en r). Les sommets sont rangés
par niveaux. Dans le cas du graphe de de Bruijn B(d, D), I’anti-arborescence de
racine 0P est formée de I'arc x124 -+ 2p0 en tout sommet xqzq---2p différent

de 0P,
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Algorithme de construction d’un circuit eulérien
d’un graphe orienté (¢

1. Choisir un sommet r, de départ, et une anti-arborescence 1" de &, de raci-
ne r.

2. Au sommet courant x, choisir un arc sortant de x, tel que :

— cet arc n’a pas été emprunté ;
— si c’est possible, cet arc n’appartient pas a 7' (on n’utilise 'arc de T

sortant de x que si c’est la seule possibilité).

3. S'il n’existe plus d’arc sortant, et si G vérifie d¥(z) = d~(x) pour tout
sommet x, alors le chemin obtenu est un circuit eulérien.

La preuve de 'algorithme est donnée dans la correction de I'exercice 2.4.7. O

Proposition 2.1.9 — B(d, D) et K(d,D) sont des graphes eulériens.

PREUVE. 1l suffit d’appliquer le théoreme 2.1.8. En effet, que ce soit pour
B(d,D) ou K(d, D), d*(z) = d~(x) = d en tout sommet x. O

Proposition 2.1.10 — Un graphe orienté G est eulérien si et seulement si
L(G) est hamiltonien.

PREUVE. Un circuit eulérien de GG est un circuit couvrant tous les arcs de &7, ce
qui correspond a un circuit couvrant tous les sommets de L(G). Un tel circuit
est, par définition, un circuit hamiltonien de L(G). O

Corollaire 2.1.11 — Si G est d-régulier, alors L™(G) est hamiltonien pour
tout n supérieur ou égal a 1.

PREUVE. Si G est régulier vérifiant d* = d~ = d, alors G est eulérien. Par
induction, pour n > 0, L"(G) est régulier et tel que dt = d~ = d, donc encore
eulérien. Or, G eulérien équivaut & L(G) hamiltonien. Nous avons donc L+ (&)
hamiltonien pour tout n > 0, soit L™(G) hamiltonien pour tout n > 1. a

Corollaire 2.1.12 — B(d, D) et K(d, D) sont des graphes hamiltoniens.

PREUVE. Pour établir cette proposition, il suffit d’appliquer le corollaire 2.1.11
en prenant pour G les graphes K7 et K7 ;. O
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Historique. Les graphes de de Bruijn sont appelés ainsi suite a article de de
Bruijn [8]. En fait, de Bruijn cherchait & construire ce qui est appelé des suites
de de Bruijn. Une suite de de Bruijn (de Bruijn sequence) est une suite circu-
laire de N = d? éléments pris dans {0,1,...,d — 1} telle que toute sous-suite
de longueur D apparait une fois et une seule. Par exemple, la suite circulaire
00011101 de longueur 8 = 23 contient successivement les huit sous-suites 000,
001, 011, 111, 110, 101, 010, 100. L’existence d'une suite de de Bruijn a d”
éléments correspond exactement a l'existence d’un circuit hamiltonien dans le
graphe de de Bruijn B(d, D).

Une maniere simple de construire une suite de de Bruijn consiste a utiliser
I’algorithme de construction d'un circuit eulérien dans B(d, D) avec I’anti-arbo-
rescence définie plus haut (voir I'exercice 2.4.8). D’autres constructions sont
données dans la littérature, en particulier si D est une puissance de premier. La
construction de suites de de Bruijn a été obtenue en méme temps par Good [11]
qui a aussi ramené le probleme a la construction de cycles hamiltoniens dans
B(d, D). Les graphes de de Bruijn sont aussi appelés des graphes de Good (Good
graphs). En fait, la construction de telles suites semble étre une découverte beau-
coup plus vieille : le lecteur pourra se référer a ’article de << Pour la science >> [21]
ou au livre de Stein [20] pour réaliser que les graphes de de Bruijn étaient déja
connus il y a des milliers d’années. . .

2.1.4 Définition a partir des congruences

La définition suivante permet de construire une généralisation des graphes de
de Bruijn et de Kautz, valable pour un nombre quelconque de sommets.

Graphes de de Bruin généralisés

Le graphe orienté GB(d, N) a pour ensemble de sommets les entiers modu-
lo N. Il existe un arc d’un sommet x vers tous les sommets y tels que y = dx +a
(mod N), avec 0 < a < d— 1. Le graphe GB(d, N) est d-régulier pour d < N.
Cette définition a été introduite par, entre autres, Reddy, Pradhan et Kuhl
en 1980 [18].

Ces graphes sont bien une généralisation des graphes de de Bruijn comme le
montre la proposition suivante :

Proposition 2.1.13 — Si N =dP, alors GB(d, N) = B(d, D).

PrREUVE. Elle résulte de I'écriture en base d d’un entier : au sommet z1z4---2p
de B(d,D) correspond l'entier + = xp + ap_1d + -+ + 21d°~' (mod N) et
réciproquement. Cette correspondance laisse invariant le voisinage d’un sommet.
En effet, il existe un arc de x vers y dans GB(d, D) si y = dv + a (mod N),
avec 0 < a < d— 1. Donc, y s'écrit a + xpd + -+ + x2d”~! + 2:d” (modulo N),
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ou encore a + xpd + -+ + 22dP~1, puisque d¥ =0 (mod N). Par conséquent,
y correspond au sommet x5 ---xpa de B(d, D).

Notons, par exemple, que dans le cas d = 2, le décalage a gauche suivi de
Iintroduction de 0 correspond exactement a la maniere d’implémenter la mul-
tiplication par 2 (les nombres étant écrits en binaire). O

Théoreme 2.1.14 — Le diamétre de GB(d, N) est égal a [log; N7.

PREUVE. Par récurrence, on montre que ’ensemble des sommets a distance k
du sommet z est formé des d* entiers consécutifs :

{d*e,d"x+1,... d*=+d" -1}

Sik > log,; N, on obtient donc comme sommets a distance [log; N| d’un sommet
quelconque, un ensemble d’entiers consécutifs de taille > N et par suite, tous les
entiers modulo N. Donc, le diametre est inférieur ou égal a [log; N1.

De plus, a distance inférieure ou égale & k de 0, on trouve exactement d* sommets.
Par conséquent, si N > d*, le diametre est strictement supérieur a k. Donc, le
diametre est aussi supérieur ou égal a [log, N]. O

Graphes de Kautz généralisés

Le graphe orienté GK (d, N) a pour ensemble de sommets les entiers modulo N
et il existe un arc d’un sommet = vers tous les sommets y tels que y = —dx — b

(mod N), avec 1 < b < d. Le graphe GK(d, N) est d-régulier pour d < N.
Imase et Itoh [12] (1983) sont les auteurs de cette définition.

Proposition 2.1.15 — Si N = d” +d”7', alors GK(d,N) = K(d, D).

PREUVE. La preuve de cette proposition est laissée en exercice (exercice 2.4.9).
|

Dans [12], Imase et Itoh ont prouvé le résultat suivant, dont la démonstration
est voisine de celle du théoreme 2.1.14 :

Proposition 2.1.16 — Le diamétre de GK(d, N) est [log, N| ou [log; N| —1.

2.2 Autres graphes

De nombreux autres graphes ont été proposés ayant aussi un petit degré et
un diametre logarithmique en le nombre de sommets. Les liens entre ces graphes
seront étudiés en particulier dans le chapitre 5.
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2.2.1 Le graphe shuffle-exchange

Le graphe shuffle-exchange a une définition tres voisine de celle du graphe de
de Bruijn. Nous en donnons ici la définition la plus courante avec un alphabet
binaire.

DEFINITION. Le graphe shuffle-exchange de dimension n, noté SFE(n), est un
graphe simple non orienté qui a pour sommets les mots binaires de longueur n.
Le sommet zyxy---x, est relié au sommet zixs---T, par une aréte de type
échange (exchange) et aux sommets vy -+ x,21 et x,21 -+ 2,1 par une aréte de
type décalage (littéralement mélange, car de I'anglais shuffle), qui est en fait un
décalage cyclique.

010 011

001 110
000 111

100 101

Figure 2.6 - Graphe shuffle-exchange SE(3)

Ce graphe a 2" sommets, un degré maximum 3 et son diametre est 2n — 1.
En effet, on passe d’un sommet xix5- -2, a un sommet yiys - -y, en faisant
une suite de n — 1 décalages entrecoupés, si besoin est, d’échanges. Par exemple,
si x, = 71, on fait d’abord un échange sinon rien, puis un décalage a gauche ;
si x1 = 73, on fait un échange sinon rien, puis un décalage a gauche et ainsi de
suite. La distance entre deux sommets est donc au plus 2n — 1. La distance
entre 0" et 1" est 2n — 1 ; le diametre est donc 2n — 1.

Le calcul du nombre d’arétes du graphe shuffle-exchange est donné en exercice
(voir I'exercice 2.4.10).

Le graphe de de Bruijn peut étre obtenu a partir du graphe shuffle-exzchange
par une transformation tres simple appelée contraction :
On appelle contracté de SE(n) le graphe obtenu en remplagant chaque paire
de sommets {zq25- - x,, 122 -+ T} par un seul sommet, en supprimant I’aréte
de type échange et en gardant une aréte entre deux nouveaux sommets si les
sommets avant contraction étaient reliés (on a <<contracté>> les arétes de type
échange en un sommet). Le contracté de SE(n) ainsi obtenu est isomorphe
aUB(2,n—1). En effet, au sommet contracté des deux sommets xyzy -« - 2,12,
et v12y -+ 2,_1T,, on associe le sommet xyx9- -z, de UB(2,n—1). Les arétes
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de type shuffle de SF(n) induisent alors exactement les arétes de type décalage
de UB(2,n —1).

En fait, il est plus intéressant de considérer 'opération inverse de la contraction
comme nous le verrons plus loin dans la section 2.2.5.

2.2.2 Le graphe cube-connected-cycles

Le graphe cube-connected-cycles, noté CCC(n), a été défini par Preparata
et Vuillemin en 1981 [17] comme un graphe aussi efficace que I’hypercube pour
les algorithmes de la classe << ascend-descend>>, qui contient les algorithmes clas-
siques (tris, fusion, FFT, permutations, convolutions, opérations sur des matrices,
etc.), et ayant un petit degré et une bonne surface VLSI (layout area).

DEFINITION. Ce graphe est obtenu a partir d’un hypercube de dimension n en
remplacant chaque sommet par un cycle de longueur n et en reliant deux cycles
par une aréte, dite aréte hypercubique, s’ils remplacent des sommets adjacents
dans I’hypercube.

(0,001) (0,101)

(2,101)

(1,001) (1,101)

0,000
(1,000 (0,000 (0.100) T (4 100)

(1,011) 0.011) (1,111)

(1,010) (1,110)

(2,010)
0,010  (0,110)

Figure 2.7 - Graphe cube-connected-cycles CCC(3)

Il existe a priori plusieurs facons d’interconnecter les cycles entre eux. La maniere
classique consiste a donner comme extrémités aux arétes de la 7-eme dimension
les i-emes sommets de cycles a relier. Les sommets sont notés (¢, xoxy - Tpo1),
avec0 <i<n—1letz; =0,1. Le sommet (7, xox1 -+ x;- - - x,_1) est connecté aux
sommets (1 — 1 (modn),zoxy - 2;- - x,_1) et (¢ + 1 (modn), xoxy - -2+ Tpu_y)
dans le méme cycle, et au sommet (2, xoxy---T;- - T,—1) par une aréte hyper-
cubique. Le degré de tout sommet est donc 3, des que n est supérieur ou égal

a 3.
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Lordre du CCC(n) est n2" et son diametre est 2n — 1 + max(1, L”—;zj) (voir
exercice 2.4.11).

REMARQUE. Comme précédemment, on peut dire que I'hypercube H(n) est le
contracté du graphe cube-connected-cycles C'C'C(n) : on contracte les sommets
de chaque cycle en un unique sommet. On peut aussi montrer, en utilisant la
structure sous-jacente de I’hypercube, que le graphe CCC(n) est hamiltonien et
a une connexité égale au degré, a savoir 3. C’est aussi un graphe de Cayley (voir
exercice 2.4.14).

2.2.3 Le graphe butterfly

Le graphe butterfly de dimension n, noté BF(n), est le graphe (multigraphe
pour n = 2) dont les sommets sont les couples ([, z) ou [ est le numéro de niveau,
tel que 0 < [ < n, et x est un mot binaire de longueur n qui correspond au
numéro de rangée.

Tout sommet (I, xgxy - - - ;- - - x4—1) du graphe butterfly est relié par une aréte aux
sommets (I, xozy -2y x,1) et (I wory - T+ - 2,1), avec I’ = (I41) mod n.
0 1 2 0

000

001

010

011

100

101

110

111

Figure 2.8 - Graphe butterfly BF(3)

Le degré du graphe butterfly est toujours 4, son ordre est n2" et son diametre

vaut @ n+ | 5].
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REMARQUE. De maniere a obtenir une figure plus lisible, on représente presque
toujours le graphe butterfly en dédoublant le niveau 0, comme sur la figure 2.8.
Cependant, ce graphe ne possede bien que n niveaux de 2" sommets. C’est pour
cette raison qu’on 'appelle aussi graphe butterfly rebouclé (une représentation
plus suggestive de ce graphe est donnée dans I'annexe A), par opposition au
réseau multiétages correspondant, qui lui, compte n + 1 niveaux (ou étages).

2.2.4 La grille d’arbres d-aires

La grille d’arbres d-aires, notée MT'(d, h), est le graphe dont les sommets sont
tous les couples (u,v) de mots sur un alphabet de d lettres, tels que le plus long
des deux mots est de longueur h.

Il existe une aréte [(u,v), (u’,v")] dans MT(d,h) si |u| = h, u=u" et v = v'X ou

si |v]| = h,v=1v"et v =ul A étant une lettre quelconque de I'alphabet.

Dans I'exemple de la figure 2.9, d = 3 et h = 1. Les mots possibles sont le mot
vide e et les mots a une lettre 0, 1 et 2.

REMARQUE. Il est possible de voir la grille d’arbres d-aires MT'(d,h) comme
une grille M(d",d"), dont les sommets coincideraient avec les feuilles d’arbres

d-aires de profondeur h. On ne s’intéresse donc ici qu’au cas bi-dimensionnel,
c’est-a-dire avec une grille sous-jacente de dimension 2.

0.

0,0) 5 O,hH) 0,2)

(1e)

(e,0) (e,2)

(1,1 (1,2)

2.0

2.0 O\I/D (2.2)

(2e)

Figure 2.9 - Grille d’arbres ternaires MT(3,1)

Le degré maximum de la grille d’arbres varie de d, quand h vaut 1, a d 4+ 1,
si h est plus grand que 1. Son ordre est d" (dh + 2%) et son diametre est 4h.
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2.2.5 Graphes composés

La méthode utilisée pour construire le graphe C'C'C(n) fait partie d’une
méthode générale qui est la duale de la contraction, et qui permet de construire
de grands graphes ayant un petit degré, a partir de graphes plus petits.

DEFINITION. On appelle graphe composé (compound graph) d’un graphe G par
un graphe H, tout graphe obtenu de la facon suivante : on remplace les sommets
de G par des copies de H., et on relie certains sommets de deux de ces copies,
seulement si les sommets correspondants de G sont adjacents.

Formellement, un sommet d’un graphe composé sera noté (x,u), x étant un som-
met de GG et w un sommet de H. Pour tout z, les sommets (2, u) et (z,v) sont
reliés par une aréte, si et seulement si u et v sont adjacents dans H. Pour z fixé
dans G, le sous-graphe engendré par I'ensemble des sommets {(z,u) | v € V(H)}
est donc isomorphe a H et sera appelé la copie H,, associée au sommet = de G.
Si z et y ne sont pas adjacents dans (G, il n’y a pas d’aréte entre les copies H,
et H,. Si z et y sont adjacents dans (G, on peut avoir certaines arétes entre les
copies H, et H,.

Insistons sur le fait que cette opération ne définit pas un graphe de maniere
unique. L’ordre d’'un composé de G par H est clairement le produit des ordres
de GG et H, mais son degré maximum, son diametre et la plupart de ses pro-
priétés vont dépendre de la maniere de relier les sommets appartenant a deux
copies H, et H,, avec x adjacent a y dans (G. On peut, par exemple, relier tous
les sommets (x,u) et (y,u). L’exercice 2.4.12 propose de trouver une borne sur
le diametre d’un composé, en supposant qu’il y a au moins une aréte entre deux
copies H, et H,, pour toute paire de sommets x et y adjacents dans &. Le graphe
cube-connected-cycles CCC(n) défini en 2.2.2 est un composé de ’hypercube H(n)
par le cycle C), ; dans ce cas, il y a exactement une aréte (I’aréte hypercubique)
entre deux cycles associés a des sommets adjacents dans I’hypercube.

La réalisation pratique du réseau associé a un composé est facilitée par le
fait qu’on peut d’abord construire une série de réseaux associés a H sous forme
de cartes, et ensuite relier ces cartes entre elles. Le réseau de la Connection
Machine CM-2 est en fait le composé d’un hypercube (H(12) dans la version la
plus importante) par un butterfly a seize sommets.

Lorsque G et H ont de bonnes propriétés, vis-a-vis du probleme (A, D) par
exemple, un de leurs composés peut, lui aussi, étre un graphe intéressant. I
semble quun bon choix pour le graphe G est de prendre un graphe de de Bruijn.
En effet, pour un degré maximum A fixé, les meilleurs (A, D)-graphes connus
actuellement, pour D assez grand, sont obtenus en prenant le composé d’un
graphe de de Bruijn avec un graphe H bien choisi. La difficulté réside dans le
choix du bon graphe H et surtout dans la définition des liaisons entre les copies
de H (voir I'article de Jerrum et Skyum [13]). On peut choisir par exemple pour H
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un hypercube. Ci-dessous, nous illustrons ceci avec le cas particulier H = K, et
avec un degré maximum du composé égal a 3.

Le graphe shuffle-exchange SE(n) peut étre considéré comme un composé
de B(2,n — 1) par K;. Un sommet du composé sera noté (zqxy---,-1,1%),
ol 1Tz Ty—1 est un sommet de B(2,n — 1) et 7 ( = 0 ou 1) un som-
met de K,. Pour montrer que le composé que 'on va définir est bien isomor-
phe au graphe shuffle-exchange SFE(n), il suffit de faire correspondre au som-
met (2129 T,-1,7) du composé, le sommet x5+ --x,_1¢ de SE(n). Dans le
composé, chaque copie de K, associée au sommet 13- 2,-1 de B(2,n — 1)
est une aréte [(xyag -+ x5-1,0), (v122 -+ 2,-1,1)] qui correspond a une aréte de
type échange de SE(n). Les arétes entre les différentes copies de K, dans le
composé sont définies comme suit : a chaque arc reliant le sommet xqx9--- 2,1
au sommet x5+ - x,_17 dans B(2,n— 1), nous associons une aréte reliant les som-
mets (z129 - Tpo1,1) €t (29 x,_17,21) dans le composé. Il est facile de voir
que ces arétes correspondent exactement aux arétes de type décalage dans SE(n).
Le composé obtenu a donc N = 2" sommets, un degré maximum égal a 3 et un
diametre de 2n — 1, c’est-a-dire de l'ordre de 2log, N.

Nous allons donner une maniere plus astucieuse de relier les copies de Ky, qui va

donner un autre composé G’ de B(2,n — 1) par K3 ayant toujours 2" sommets,

3n+1
2

reliant xyag- - 2,1 & @3-+~ 2,-17 dans B(2,n — 1), nous associons dans le com-

un degré maximum 3, mais avec un diametre d’au plus . Pour cela, a l’arc

posé une aréte reliant (wqg -« @,-1,0) et (x2-+ 2,_1(2 + 6), 21), ou § désigne la

parité du sommet xyx- - 2,1, c’est-a-dire 6 = ¥y + 23 + -+ + 2,1 (mod2), et

ou (2 + 6) est pris modulo 2. Le composé G’ ainsi obtenu, a un diametre d’au

3n+1
2

de degré maximum 3 ayant un diametre de 'ordre de 1,5log, N.

plus (voir exercice 2.4.13). On a donc ainsi construit une famille de graphes

REMARQUE. Nous avons décrit trois familles de graphes de degré maximum 3,
a savoir le graphe cube-connected-cycles CCC(n), qui a un diametre de 'ordre
de 2,5log, N, le graphe shuffle-exchange SE(n) de diametre environ 2log, NV, et
le graphe composé décrit ci-dessus, de diametre 1,5log, N.

La borne de Moore pour A = 3 implique que tout graphe de degré maximum 3
a un diametre valant au moins log, N. Utilisant une technique de construction
analogue a celle décrite ci-dessus, mais en remplacant les sommets d'un B(3, D)
par une étoile & trois branches, Jerrum et Skyum [13] ont construit une famille
de graphes de degré maximum 3 et de diametre %log:))N ~ 1,47log, N. Ceci
est la meilleure famille connue de graphes de degré maximum 3. Un probleme
ouvert consiste a trouver des graphes de degré maximum 3 ayant un diametre
qui vaut log, N. De tels graphes existent d’apres un résultat de Bollobas et de la
Vega [5] qui ont montré que <<presque tous>> les graphes de degré fixé A ont un
diametre de l'ordre log,_; V. Ceci veut dire intuitivement que si on construit,
pour N assez grand, un graphe de degré 3 au hasard, il a presque stirement un
diametre tres bon. Pourtant, personne n’a encore réussi a en exhiber un seul !
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2.3 Réseaux multiétages

Nous venons de présenter la construction des réseaux de processeurs les plus
usuels. Ces réseaux peuvent étre modélisés par un graphe dont les sommets sont
les processeurs (ou des circuits spécialisés dans le routage) et les arétes représen-
tent les liens de communication inter-processeurs. Ces réseaux sont statiques
dans le sens ou la topologie est fixée une fois pour toutes. Il existe une seconde
catégorie de réseaux dont la topologie est dynamique, c’est-a-dire pour lesquels
le support physique est fixé, mais ou des commutateurs (on trouve aussi parfois
le terme de connecteurs dans la littérature), permettent de modifier le schéma de
connexion. Les réseaux multitages, dont il va étre question dans cette section,
font partie de cette derniere classe.

Le terme <<multiétages>> signifie que les commutateurs, qui sont les briques
de base du réseau, sont organisés en étages. Un étage est composé de commuta-
teurs. Chaque commutateur possede un certain nombre de liens d’entrée et de
sortie. Plusieurs étages sont juxtaposés. Si un réseau est constitué de n étages,
numérotés en général de 0 a n — 1, les sorties des commutateurs de I'étage ¢ (que
I’on appelle plus brievement sorties de ’étage ¢) ne peuvent étre directement liées
qu’aux entrées de I’étage ¢ + 1 (entrées des commutateurs de 1’étage ¢ + 1), ceci
pour tout ¢, 0 < ¢ < n — 2. L’ensemble des liens d’entrée (resp. de sortie) de
I’étage 0 (resp. étage n — 1) constituent les liens d’entrée (resp. de sortie) du
réseau.

Historiquement, ces réseaux ont été proposés dans le but de modéliser les
mouvements de données entre les processeurs et la mémoire dans une machine
parallele a mémoire partagée. La mémoire commune y est divisée en bancs (petits
modules de mémoire possédant leurs propres canaux d’entrée/sortie).

Pour fixer les idées, quand nous considérons un réseau multiétages, nous sup-

posons qu’il existe P processeurs (Fy, P,..., Pp_1), reliés aux P liens d’en-
trée (Ko, By, ..., Ep_1) du réseau, et () bancs-mémoire (o, Q1,...,Qg-1), reliés
aux ) liens de sortie (Sg, S1,...,S50-1) du réseau. Par la suite, nous identifions

un processeur P; (resp. un banc-mémoire @);) et 'entrée F; (resp. la sortie S;)
du réseau auquel il est relié. On cherche a construire des réseaux dans lesquels
chaque processeur soit potentiellement connecté a tous les bancs-mémoire via
le réseau multiétages [15]. On peut toutefois noter I'apparition récente de ma-
chines (voir annexe B, les machines CS-2, SP1, etc.) dans lesquelles le réseau
multiétages relie les processeurs entre eux et les mémoires sont distribuées sur les
processeurs, ce qui revient a identifier les liens d’entrée et de sortie.

Dans un réseau multiétages, il n’est possible d’établir une nouvelle liaison
qu’entre une entrée libre du réseau (un processeur) et une sortie libre du réseau
(un banc-mémoire), ¢’est-a-dire une entrée et une sortie qui ne sont pas en cours
de communication.
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Dans le cas ou le nombre d’entrées P est égal au nombre de sorties, on dit que le
réseau réalise une permutation 7 de ’ensemble I/ des entrées sur I'ensemble S des
sorties, s’il existe un état des commutateurs qui permet de connecter 'entrée F;
a la sortie S, ;) pour tout 2. On dit aussi que I'on peut coupler 'ensemble d’en-
trées I sur I’ensemble de sorties S.

2.3.1 Description préliminaire de deux réseaux simples

La complexité des réseaux multiétages se mesure en nombre de commutateurs
élémentaires (ou, comme nous le verrons plus tard, points de croisement) mis en
jeu dans le réseau. Il est clair qu’il y a la un compromis a trouver entre des réseaux
physiquement complexes, difficiles — sinon impossibles — a réaliser en pratique,
mais possédant une capacité de connexions simultanées maximale, et les réseaux
simples, faciles a mettre en ceuvre, mais ayant de mauvaises performances en cas
de demandes multiples de connexions.

Le plus simple de ces réseaux est le bus utilisé en temps partagé, représenté
dans la figure 2.10. Tout processeur est relié a toute mémoire par l'intermédiaire
du méme bus, mais une seule requéte peut étre envisagée a la fois. En effet, des
que le bus est utilisé pour relier un processeur a une mémoire, il faut attendre
qu’il se libere pour relier un autre processeur a une mémoire. La mise en ceuvre
est en général facile.

bancs-mémoire

T

U A A

$ $ processeurs $
Figure 2.10 - Liaison par bus

Le réseau le plus complexe est le crossbar. Dans ce type de réseau, il existe
toujours une liaison possible entre tout couple de nceuds libres (processeur vers
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banc-mémoire), indépendamment des liaisons déja existantes. On peut représen-
ter un réseau crossbar par une grille (P, @), les P processeurs étant en téte des
lignes, les () bancs-mémoire en téte des colonnes (voir figure 2.11), avec un in-
terrupteur a chaque point de croisement entre une ligne et une colonne. Chaque
processeur F; est alors simplement relié a la mémoire M; en fermant l'interrupteur
se trouvant au point de croisement de la ligne ¢ et de la colonne j. Le réseau
crossbar est malheureusement le réseau le plus couteux qui permette de réaliser
toute permutation en établissant des liaisons dans un ordre quelconque. Le nom-
bre de points de croisement est égal au produit du nombre de processeurs par le
nombre de bancs-mémoire.

W@?

Figure 2.11 - Crossbar

Un réseau crossbar (2,2) est donc un réseau a deux entrées (Ey et Ey) et deux
sorties (Sp et ). Deux états sont possibles pour ce réseau. Dans 'un, Ientrée Fj
(resp. Fy) est reliée a la sortie Sy (resp. Si) : on continue sur la méme ligne.
Dans l'autre, 'entrée Fy (resp. £) est reliée a la sortie Sy (resp. Sp) : on croise
(systeme de bascule, ou switch). On dit alors que I'on a réalisé une permutation
sur les entrées, la permutation identité dans le premier cas, une transposition dans
le deuxieme cas. En pratique, cela est matériellement réalisé grace a un simple
commutateur composé de quatre points de croisement (commutateur (2,2)). Une
représentation logique en est donnée dans la figure 2.12.

Les réseaux crossbar (P, P) permettent de réaliser toutes les permutations des
entrées. C'est-a-dire que, quelle que soit la permutation = de {0,1,2,..., P —1},
il existe un état du réseau qui permet simultanément d’associer, a toute entrée E;,
la sortie Sr(;). Un état du réseau correspond a une position donnée de chaque
interrupteur, et donc, dans ce cas, la permutation 7 est réalisée en fermant, pour
tout ¢, 'interrupteur situé a l'intersection de la ligne ¢ et de la colonne 7(z).
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en ligne bascule

Figure 2.12 - Elats d’un commutateur (2,2)

Il est difficile aujourd’hui de construire des réseaux crossbar avec plus de
trente deux entrées. On doit donc assembler de petits réseaux crossbar pour
construire de plus grands réseaux, ce qui entraine des délais plus importants lors
des transmissions interprocesseurs. Plutot que d’utiliser de vrais réseaux cross-
bar, les constructeurs proposent des composants programmables qui permettent
d’établir des connexions entre un nombre limité de liens de communication. C’est,
en particulier, le principe introduit par Clos dans les années 50. Nous présentons
plus loin, en détail, les solutions les plus connues.

2.3.2 Définitions

Pour les réseaux multiétages, un certain nombre de définitions ont été intro-
duites, permettant de caractériser certaines de leurs qualités (et défauts). Nous
en donnons ici quelques unes. Un grand nombre de résultats concernant ces
réseaux se trouvent dans le livre de Leighton [14] ou de Siegel [19], ou dans des
articles de synthese, comme ceux de Auguin et Boeri [1] ou Tobagi [22].

— A tout réseau multiétages on peut associer un graphe multiparti, c’est-a-
dire un graphe dont I'ensemble des sommets peut étre partitionné en sta-
bles (voir chapitre 1). A chaque commutateur du réseau est associé un
sommet. Chaque étage est un stable de la partition des sommets. Un som-
met de I'étage ¢ est relié a un sommet de I’étage 2 + 1 si les commutateurs
correspondants sont reliés.

— Un réseau pour lequel il existe une unique liaison possible entre toute entrée
et toute sortie est dit réseau de Banyan.

— Un réseau est dit sans blocage si ’on peut toujours établir une liaison entre

toute entrée libre et toute sortie libre et cela, sans modifier les liaisons déja
établies.
C’est le cas du réseau crossbar, ou toute entrée est directement connec-
tée a toute sortie. Dans un réseau sans blocage, on peut donc réaliser
n’importe quel couplage entre tout sous-ensemble d’entrées libres et tout
sous-ensemble de sorties libres de méme cardinalité.

— Un réseau est dit réarrangeable s’il a le méme nombre d’entrées que de
sorties et s’il peut réaliser n’importe quelle permutation des entrées sur les
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sorties. Contrairement a ce qui se passe pour un réseau sans blocage, il
peut étre nécessaire, pour établir une une liaison entre une entrée libre et
une sortie libre, de modifier des liaisons déja établies.

Le réseau de Clos et le réseau de Benes, que nous allons définir plus loin,
sont des réseaux réarrangeables.

— Un réseau est dit avec blocage si l’on ne peut pas toujours établir une liaison
entre toute entrée libre et toute sortie libre, méme en s’autorisant a modifier
des liaisons déja établies.

C’est le cas du réseau butterfly ou du réseau baseline, également définis plus
loin. Tl existe donc certaines permutations des entrées qu’on ne peut pas
réaliser a 1’aide de ce type de réseau.

Notons qu’un réseau qui n’est pas sans blocage peut étre, soit réarrangeable,
soit avec blocage.

— Par commande d’un réseau multiétages, on entend, soit la donnée d’un
ensemble de liaisons ou chacune relie un processeur et un banc-mémoire
donnés, soit la commande des commutateurs du réseau. Notons que, dans
le cas d’un réseau de Banyan, fixer la position des commutateurs revient a
fixer la liaison si elle existe. Certains auteurs incluent aussi sous le terme
de <<commande>> des rudiments de protocole, par exemple en définissant
la conduite a tenir en cas de blocage.

Dans la suite de ce chapitre, nous donnerons une commande pour presque
tous les réseaux définis. Des résultats sur les commandes d’un certain nom-
bre de ces réseaux peuvent étre trouvés dans I'article de De Biase [7].

Le théoreme suivant n’est qu'une formalisation théorique de la notion de réar-
rangeabilité qui se déduit immédiatement des définitions.

Théoréme 2.3.1 — Un réseau multiétages a base de commutateurs (2,2) est
réarrangeable si et seulement si, dans le graphe multiparti associé, il existe un
ensemble de P chaines deux a deux aréte-disjointes entre les sommets du premier
ctage et les sommets du dernier élage.

Le résultat suivant donne une borne sur la complexité des réseaux multiétages
réarrangeables.

Théoreme 2.3.2 — Le nombre de points de croisement d’un réseau multi¢tages
réarrangeable a P entrées et P sorties est en Q(Plog P).

PREUVE. Si C est le nombre de points de croisement du réseau (il y en a
quatre dans un commutateur (2,2)), alors il y a au plus 2¢ facons de connecter
le réseau (en effet, chaque interrupteur situé a un point de croisement est soit
ouvert, soit fermé). Si le réseau est réarrangeable, il permet de réaliser toutes
les permutations possibles des entrées. Si le réseau a P entrées (et sorties), on
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doit donc avoir 2 > P!, ou encore C' > log,(P!), ce qui prouve que C' est
en Q(P log P). O

Tout réseau sans blocage étant réarrangeable, on déduit du théoreme 2.3.2 le
corollaire suivant :

Corollaire 2.3.3 — Le nombre de points de croisement d’un réseau multictages
sans blocage a P entrées et P sorties est en Q( P log, P).

2.3.3 Réseau de Clos

DEFINITION. Un réseau de Clos, de parametres p, ¢ et r, noté C'L(p,q,r), est
constitué de trois étages : le premier étage (étage 0) est constitué de r commuta-
teurs identiques, dits (p, ¢), chacun reliant p entrées vers ¢ sorties (on a donc rp
entrées et rq sorties au premier étage) ; le deuxieme étage (étage 1) comporte ¢
commutateurs (r,r) identiques (on a donc ici ¢r entrées et autant de sorties) ; et
le troisieme étage (étage 2) est le symétrique du premier et consiste en r commu-
tateurs (¢, p) identiques. Nous faisons I’hypothese que ces commutateurs sont en
fait, eux-mémes, des réseaux sans blocage. C’est le cas, par exemple, si ce sont
des réseaux crossbar.

Les ¢ sorties disponibles d’un commutateur de I’étage 0 vont vers des commuta-
teurs différents de I’étage 1. Il en est de méme entre les étages 1 et 2. Les r entrées
(resp. sorties) d’un commutateur quelconque de 1’étage central sont donc reliées
aux r commutateurs du premier (resp. dernier) étage. La figure 2.13 illustre un
tel réseau.

Etage 0 Etage 1 Etage 2
— (P9 (r.r) @p
p entrées
) P S T | @
r commutateurs identiques q commutateurs identiques r commutateurs identiques

Figure 2.13 - Réseau de Clos CL(p,q,r)
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Proposition 2.3.4 — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un réseau
de Clos CL(p,q,r) soit sans blocage est ¢ > 2p — 1.

PREUVE. Prouvons d’abord que la condition ¢ > 2p — 1 est suffisante. Nous
désirons établir une liaison entre une entrée libre du premier étage et une sortie
libre du dernier étage. Cette entrée est donc reliée a un commutateur (p,¢) de
I’étage 0. Comme ce commutateur est par hypothese sans blocage, et que 'on
a g > p, on peut atteindre toute sortie libre de ce commutateur. Or, il y en a au
moins ¢ — (p— 1) qui sont non utilisées (cette borne est atteinte si et seulement si
aucune entrée du commutateur, sauf une, n’est libre au moment de la tentative
d’établir cette nouvelle liaison). On peut donc atteindre au moins ¢ — (p — 1)
commutateurs de ’étage central. De maniere symétrique, toute sortie libre du
dernier étage peut étre atteinte depuis au moins ¢ — (p — 1) commutateurs de
I’étage central. La liaison est donc possible des qu’il existe un des ¢ commutateurs
de I’étage central qui peut étre atteint par 'entrée et a partir duquel on peut
atteindre la sortie, c’est-a-dire des que 2(¢ — (p— 1)) > ¢, ce qui est la condition
annonceée.

La démonstration ci-dessus montre que si ¢ < 2p—2, on peut arriver a un blocage
en interdisant p — 1 commutateurs de 1’étage central (avec p — 1 entrées) et p— 1
autres (avec p—1 sorties), de sorte qu’aucune liaison ne soit possible de la derniere
entrée vers la derniere sortie. O

Nous pouvons calculer la complexité (en nombre de points de croisement) d’un
réseau C'L(p,q,r) sans blocage, en fonction de son nombre d’entrées P = rp. Par
exemple, sir = pet ¢ =2p—1 (dott P =r?), un tel réseau possede 6P%% —3pP
points de croisement. Remarquons qu’un réseau crossbar, lui aussi sans blocage,
liant les mémes processeurs aux mémes bancs-mémoire, aurait de l'ordre de P2
points de croisement, ce qui est plus cotteux. Nous avons donc intérét a réitérer
le procédé ci-dessus et a prendre comme commutateurs (p,q), non plus des
réseaux crossbar, mais des réseaux de Clos. En fait, la complexité optimum

est en Q(P log, P).

Proposition 2.3.5 — Un réseau de Clos CL(p,q,r) est réarrangeable dés
que ¢ 2 p.

PREUVE. Notons F I'ensemble des entrées et S 'ensemble des sorties du réseau
de Clos C'L(p,q,r). A ce réseau et a une bijection 7 : £ — S, nous associons
un multigraphe biparti G dont les ensembles de sommets de la bipartition sont
notés I ={[;: 1 <i:<r}et O={0;:1 <7 <r}. Les sommets de I sont les
commutateurs du premier étage, les sommets de O ceux du troisieme étage. Le
graphe (G a une aréete [[;, ;] si, pour une entrée e connectée au commutateur /;,
la sortie s = w(e) est connectée au commutateur O;.
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Prenons par exemple le réseau C'L(3,5,4) qui a douze entrées et douze sorties.
Numérotons les entrées, les sorties et les commutateurs comme sur la figure 2.14
et considérons la bijection = définie par :

E = {1,2 3, 4,5, 6,17 8, 9,610, 11,12 }
S = {6, 4,12, 8, 3,10, 2,11, 7, 9, 1, 5}

Cy
1
1
2 I, o — 2
P — — 3
Cy A
4 | I
5. —A L O |—
6 6
Cs .
7 ] .

s — I Osf—— ;i
9 | 9
Cy
10 — 10
1 — L o.— n
12 — 12
Cs

Figure 2.14 - Réseau de Clos C'L(3,5,4)

Nous avons ainsi associé, au réseau initial et a la permutation 7, un multigraphe GG
biparti régulier de degré p (figure 2.15).

Un résultat classique de théorie des graphes nous permet d’affirmer que, le graphe
étant biparti régulier de degré p, son indice chromatique est p. Rappelons que
cela signifie que le nombre minimum de couleurs a utiliser pour colorer les arétes
de GG, afin que deux arétes incidentes n’aient pas la méme couleur, est p. On voit
sur la figure 2.15 une telle coloration.

Maintenant, comme ¢ est supérieur ou égal a p, nous pouvons choisir p commu-
tateurs, parmi les ¢ commutateurs du deuxieme étage du réseau CL(p,q,r), &
chacun desquels nous associons I'une des p couleurs utilisées. Admettons que la
couleur ¢; (1 <1 < p) est associée au commutateur Cy, (1 < ky < g et k # ky
si | # I'). Alors, si I'aréte [[;, O;] du graphe G a pour couleur ¢;, on relie l'en-
trée e, connectée a I, a la sortie s = 7(¢e), connectée a Oj, par l'intermédiaire du
commutateur Cp,.
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1

2 I 0
3 1 1
4

5 I, 0]
6 2
7

8 I3 O3
9
10
11 I4 Oy
12

Schéma de la bijection Construction du multigraphe biparti et coloration

Figure 2.15 - Schéma de la bijection et multigraphe biparti

Dans I'exemple traité, en associant des couleurs différentes aux commutateurs Cs,
(5 et U5, nous obtenons la figure 2.16, que le lecteur est prié de compléter pour
réaliser entierement la permutation . g

COMMANDE. Cette commande, qui s’inspire de la démonstration de la propo-
sition 2.3.4, ne s’applique que dans le cas ou le réseau est sans blocage. On
associe a tout commutateur (p,q) de I'étage d’entrée (resp. commutateur (¢, p)
de ’étage de sortie) un vecteur & ¢ composantes booléennes, indiquant ses sor-
ties (resp. ses entrées) libres. En faisant alors un <<ET >> logique entre les deux
vecteurs correspondant aux commutateurs auxquels sont reliés le processeur et
le banc-mémoire que I'on veut connecter, on trouve une sortie libre dans le com-
mutateur du processeur et une entrée libre dans celui du banc-mémoire, a la
méme position, ce qui correspond a un méme commutateur de 1’étage central.
On utilise ce commutateur pour établir la liaison. Le principe de cette com-
mande est essentiellement centralisé. Notons, de plus, que cette commande est
statique, c’est-a-dire que le routage est déterminé une fois pour toutes au début.

Les réseaux que nous allons présenter maintenant sont tous & base de com-
mutateurs (2,2) (ou crossbar (2,2)). Les sommets des graphes associés, qui
modélisent donc des commutateurs (2,2), sont de degré 4, sauf ceux des étages
d’entrées et de sortie qui sont de degré 2. En outre, chaque sommet du premier
étage comporte deux liaisons vers les processeurs (les liens d’entrée), et chaque
sommet du dernier étage possede deux liaisons vers les bancs mémoire (les liens de
sortie). Précisons que, dans les réalisations pratiques, on trouve aussi des réseaux
réalisés a partir de commutateurs (4,4) ou plus (voir annexe B, machines CS-2,

SP1, etc.).
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Figure 2.16 - Coloration du réseau de Clos C'L(3,5,4)
2.3.4 Réseau butterfly
DEFINITION.  Le réseau multiétages butterfly de dimension n est un réseau

formé de n + 1 étages ayant chacun 2" commutateurs (2,2). 1l a donc 2"t liens
d’entrée et 2"*! liens de sortie. Les étages sont généralement étiquetés par les
entiers de 0 & n. Le graphe associé est d’ordre (n 4 1)2" et possede n2"*! arétes.
Ses sommets sont en bijection avec les couples (I, x) ou [ est le numéro de niveau
(on dit aussi €tage), avec 0 < [ < n, et = est un mot binaire de longueur n,
noté xoxy -+ - x,_1, représentant le numéro de rangée du commutateur.

Deux sommets ([,z) et (I',2'), avec [ < I’ < n, sont adjacents si et seulement
sil'’ =141, et si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

x et x’ sont identiques.
— x et 2’ different par le [-ieme bit.
Si x et 2’ sont identiques, I'aréte est dite droite. Sinon, elle est dite croisée.

La figure 2.17 représente un réseau butterfly de dimension 3 et son graphe as-
socié. On numérote les entrées et les sorties du réseau de 0 & 2"*' — 1, ou par
la représentation binaire correspondante. Cela revient a ajouter un 0 ou un 1
derriere la représentation binaire du numéro de rangée du commutateur dans le
graphe associé.
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niveau0 niveaul niveau?2 niveau 3 0 1 2 3

s ) w:><§
aoe
oro1 | ‘ ‘ ' 010
o111 - " ‘ “ L or
1000 ‘ [ ] 100

1001 "‘
1010 101

1011

1100

1101 \—% 110
1110jj

1111 111

Figure 2.17 - Réseau butterfly de dimenston 3 et son graphe associé

REMARQUE. Le réseau multiétages butterfly est couramment utilisé pour les
calculs de FFT (voir chapitre 6). On notera que son graphe associé, décrit ci-
dessus, appelé aussi butterfly non rebouclé ou graphe FFT, est différent du graphe
butterfly ou graphe butterfly rebouclé considéré dans la premiere partie de ce
chapitre et dans le chapitre 5.

Le réseau butterfly a des propriétés récursives : en effet, un réseau butterfly
de dimension n contient comme sous-réseaux, deux réseaux butterfly de dimen-
sion n — 1 (il suffit d’enlever les sommets de 1’étage 0 et les arétes qui leur sont
incidentes).

COMMANDE. Une autre propriété importante du réseau butterfly est la simpli-
cité de sa commande : le lien d’entrée gz ...z, de I’étage 0 est lié au lien de
sortie z(x} ...z de I'étage n par exactement une chaine de longueur n. Cette
chaine traverse chaque étage exactement une fois, utilisant une aréte croisée entre
les étages [ et [ + 1, si et seulement si x; # 7.

Le réseau multiétages butterfly est donc un réseau de Banyan, qui permet a priori
de connecter toute entrée a toute sortie, méme si, comme il est demandé de le
montrer dans 'exercice 2.4.15, il s’agit d’un réseau avec blocage et donc non
réarrangeable.
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2.3.5 Réseau de Benes

DErFINITION. Un réseau de Benes de dimension n, noté B,, est constitué d’un
réseau butterfly de dimension n, suivi d’un réseau butterfly de dimension n inversé
(c’est-a-dire obtenu par une opération miroir), de sorte que 1’étage n du premier
soit confondu avec I’étage n du second (figure 2.18). Il a donc 2n + 1 étages de 2™
commutateurs (2,2) chacun.

On peut définir récursivement le réseau de Bene§ comme suit : By est réduit
a un seul commutateur (2,2) et n’est donc rien d’autre qu’un crossbar (2,2). Le
réseau de Benes de dimension n, B,, possede 27! entrées et 2"*! sorties. Le
premier et le dernier étages sont constitués de % = 2" commutateurs (2,2). La
partie intermédiaire (étages 1 a 2n — 1) est constituée de deux réseaux de Benes
de dimension n — 1, B, _1, superposés (dans la représentation classique ou les
étages sont dessinés en colonnes). Chacun des commutateurs du premier et du
dernier étages est connecté a chacun des deux réseaux B,,_i.
Puisque By possede un seul étage, et que 'on passe de la dimension n — 1 a la
dimension n en doublant B,,_; et en ajoutant deux étages (de part et d’autre), B,
possede 2n+1 étages, avec 2" commutateurs (2, 2) par étage. Comme un commu-
tateur (2,2) possede 4 points de croisement, le réseau B, a 4(2n 4 1)2" points de
croisement, soit 4P log, P — 2P, en fonction de son nombre d’entrées P = 21
Ceci est a comparer a la borne inférieure générale établie pour les réseaux multi-
étages sans blocage qui est en Q(F log, P) (corollaire 2.3.3).

Alors que le butterfly est un réseau avec blocage, le réseau de Benes est réar-
rangeable :

Proposition 2.3.6 — Le réseau de Benes est réarrangeable.

PrREUVE. Nous ne donnons ici que des indications. On peut prouver que le
réseau de Benes est un cas particulier de réseau de Clos. En effet, considérons
le réseau de Clos C'L(2,2,2") dont le premier et le dernier étages sont constitués
de 2" commutateurs (2,2) et dont ’étage central est constitué de deux commu-
tateurs (27,2"). On obtient un réseau de Benes de dimension n en remplacant
récursivement ’étage central de C'L(2,2,2") par des réseaux CL(2,2,2%), pour 1
variant de n — 1 a 1. a

En utilisant le résultat de la proposition 2.3.1, on obtient alors le corollaire sui-
vant :

Corollaire 2.3.7 — Etant donnée une permutation = de 2" nombres entre 0
et 2"t — 1, il est possible de relier toute entrée 1 d’un réseau de Benes de dimen-
sion n a la sortie (1), pour tout i tel que 0 < i < 2"*1 — 1 sans utiliser deux
fois une méme liaison du réseau entre deux étages.
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Figure 2.18 - Réseau de Benes de dimension 3

La preuve peut également se faire par récurrence (en utilisant la récursivité de la
construction du réseau), en s’inspirant de la preuve de la proposition 2.3.1.

De maniere similaire, on peut obtenir le résultat suivant [14] :

Proposition 2.3.8 — Considérons le graphe associé a un réseau de Benes de
dimension n. Ftant donnée une permutation © de 2" nombres entre 0 et 2" — 1,
il existe, dans ce graphe, un ensemble de chaines deur a deux sommet-disjointes
reliant le sommet © du premier élage (étage 0) au sommet n(2) du dernier étage
(€tage 2n), pour tout 1 tel que 0 <o < 2" —1.

On peut obtenir une commande directe d’'un réseau de Benes en s’inspirant
de la preuve de la proposition 2.3.5. Le lecteur intéressé pourra se reporter a
Iarticle de Auguin et Boeri [1].

2.3.6 Réseaux omega et baseline

DEFINITION. Le réseau omega de dimension n est formé de n + 1 étages de 2"
commutateurs (2,2). Les sorties des 2"~' premiers commutateurs d’un étage
quelconque sont reliées aux entrées hautes des commutateurs de 1’étage suivant,
dans le méme ordre.
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Plus formellement, le graphe associé au réseau omega de dimension n posse-
de 2"(n + 1) sommets notés ([,z), avec 0 < [ <n et z € {0,1}". Pour tout [ tel
que 0 <[ < n—1, il existe une aréte entre les sommets ([, z) et (I +1,2), si et
seulement si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

— 2’ est un décalage cyclique a gauche de .
— 2’ est un décalage cyclique a gauche de z, suivi de ’échange du dernier bit.

Par exemple, dans le graphe associé au réseau omega de dimension 2, le som-
met (/,01) est relié aux sommets (/+1,10) et ({+1,11). La figure 2.19 représente
un réseau omega de dimension 2 et son graphe associé.

0 1 2 0 1 2
000 (0) 0 00
001 (1) — 1
010 (2) 2 o
011 (3) — 3
100 (4) 4 10
101 (5) — 5
110 (6) . 6 1
111 (7) 7

Figure 2.19 - Réseau omega de dimension 2

On remarque que, par définition, la disposition des arétes est identique entre
deux étages quelconques. Elles formes ce qu’on appelle un perfect shuffle.
En fait, le graphe associé au réseau omega est isomorphe a celui associé au réseau
butterfly. 1l suffit d’associer le sommet ([, x) du graphe omega au sommet (I, 7;(z))
du graphe butterfly, ou 7, est le décalage a droite [-itéré de x. Ainsi, le som-
met (2,100) du réseau omega de dimension 3 est le sommet (2,001) du réseau
butterfly de méme dimension. Si les graphes associés a deux réseaux sont isomor-
phes, on dit que les réseaux sont topologiquement équivalents.

COMMANDE.  Un réseau omega a 2"! liens d’entrée et autant de liens de
sortie. On les numérote de 0 a 21 — 1, par leur représentation binaire. Les
liens d’entrée Oxq - -, et 1lay -z, sont reliés au commutateur x; --- x,, c’est-
a-dire que l'étage 0 du réseau est lui aussi précédé d'un perfect shuffle sur les
liens d’entrée. Soit M; le banc-mémoire auquel le processeur Py, veut accéder, et
soit mg - - - m,, la représentation binaire de j, le commutateur de I’étage ¢ du réseau
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omega utilise le bit m; de 'adresse de destination pour déterminer la liaison a
établir. Quelle que soit I’entrée sur ce commutateur, si m; = 0, la connexion est
établie avec la sortie haute du commutateur, sinon elle est établie avec la sortie
basse.

Supposons que, dans le réseau omega de dimension 2, nous voulions connecter le
processeur FPg au banc-mémoire M3. [adresse de M3 est 011. On a donc mg = 0,
m1 = 1 et my = 1. On établit les liaisons suivantes : on quitte ’étage 0 (ot 1’on
est entré a partir du processeur Fg) par le haut, puis les étages 1 et 2 par le bas,
comme représenté sur la figure 2.20.

0 1 2
000 00
001 1
010 o\
011 — o011
100
10
101
110 ”
111

Figure 2.20 - Commande du réseau omega

Comme le réseau omega est équivalent au réseau butterfly, il n’est pas réar-
rangeable et ne permet pas de réaliser n'importe quelle permutation des entrées.

Le réseau omega n’est pas le seul réseau topologiquement équivalent au réseau
butterfly. 1l en est de méme du réseau baseline que nous définissons ci-apres (pour
I’équivalence entre ces réseaux se reporter a [9]).

DEFINITION. Le réseau baseline de dimension n est également formé de n + 1
étages de 2" commutateurs (2,2). Le graphe associé a (n + 1)2" vertices que 1’on
note encore ([, ), avec 0 <! <netax € {0,1}".. Le sommet (I, 2) est adjacent au
sommet (I, 2), si et seulement si I’ = [+ 1 et I'une des deux conditions suivantes
est vérifiée :

— ' est le résultat du décalage cyclique a droite des n — [ derniers bits de z.

— ' est le résultat de I’échange du dernier bit de x, suivi d’un décalage cy-
clique a droite de ses n — [ derniers bits.

La correspondance entre ce réseau et le réseau butterfly, ainsi que la définition

une commande du réseau baseline sont laissées au lecteur intéressé. Sur la fi-

d’ de d basel t 1 lect t Sur la fi
gure 2.21, on peut voir que le réseau baseline est un réseau avec blocage.
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000
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010

011

100

101

110

111

Figure 2.21 - Réseau baseline de dimension 3 et son graphe associé

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1 — Donner une expression de la distance entre deuxr sommels
du graphe de de Bruijn B(d, D) et un plus court chemin entre ces deux sommets.

Exercice 2.4.2 — Dans le graphe de de Brugn B(d, D), donner une partition
des arcs, autres que les boucles, en d arbres couvrants de profondeur D.

Exercice 2.4.3 — On appelle excentricité moyenne d’un sommet x appartenant
a un graphe orienté G d’ordre N, la moyenne des distances de x a y, pour tout
sommet y de G, avec © # y. Notée €g(x), Uexcentricité moyenne se calcule a
partir de la formule suivante :

Eg(x) = _Zyi\(; d_(?y)

Caleculer ce paramétre pour le graphe de de Bruijn orienté : EB(CLD)(OD).

Exercice 2.4.4 — Calculer le degré minimum et le nombre d’arétes des graphes
de de Bruyn et de Kautz non orientés.

Exercice 2.4.5 — Démontrer la proposition 2.1.2.

Exercice 2.4.6 — Pourquot la preuve du lemme 2.1.6 est-elle fausse ¢ Trouver
une démonstration correcte du lemme, qui lui est vrai !
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Exercice 2.4.7 — Faire la preuve de ['algorithme introduit dans la preuve de
la proposition 2.1.8.

Exercice 2.4.8 — Soit la suite circulaire ¢ d” éléments pris dans Uensem-
ble {0,1,...,d— 1}, ainsi construite :

On part de la sous-suite 0P, Supposons que nous ayons construit
une sous-suite de longueur p notée ayay---a, (p < dP), on intro-
duit comme p + 1-iéme élément une lettre a,qq telle que la sous-
SULte Gpyp_o@pyrp—1 - Apaypq Nait pas €l€ rencontrée et que, si c’est
possible, a,11 # 0.

Montrer que l'on a ainsi obtenu une suite de de Bruijn.

Exercice 2.4.9 — Démontrer la proposition 2.1.15, en associanl au sommet
noté x1xy---xp de GK(d,N), Uentier v = Y2 (c;dP~7).

Exercice 2.4.10 — Clalculer le nombre d’arétes du graphe shuffle-exchange de
dimension n, SE(n).

Exercice 2.4.11 — Montrer que le diamétre du graphe cube-connected-cycles
de dimension n est 2n — 1 + max(1, |%52]).

Exercice 2.4.12 — Soit G el H deux graphes de diamétre respectifs D et D'.
Considérons un composé de G par H satisfaisant la propriélé swivante : si les
sommets x et y sont adjacents dans G, alors il existe au moins une aréte reliant

les copies H, et H, dans le composé. Montrer qu’alors le diamétre du composé
est au plus DD+ D + D',

Exercice 2.4.13 — Montrer que le graphe G', composé de B(2,n — 1) par K
tel que défini dans la section 2.2.5, a un diamétre au plus % On utilisera le
fait que dans le graphe de de Bruijn B(2,n — 1), on a deux chemins de longueur
au plus n entre toute paire de sommets 129+ Ty 1 € Y1Y2 - Ypo1, A SAVOIT
les chemins (@ = 0 ou 1) : aq@g--- Tpo1, ToT3 - Tpo1Q, Tz - Tpo1QY1, - .

Ly TpnaQY1Y2-Yi—2, -« QY1Y2 " Yn—2, Y1Y2 " " Yn—-1.

)

Exercice 2.4.14 — Montrer que le graphe cube-connected-cycles CCC(n) est
bien un graphe de Cayley.

Exercice 2.4.15 — Montrer que le réseau butterfly est un réseau blogquant.
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2.5 Solutions des exercices

Preuve de l’exercice 2.4.1

Il faut examiner ’arbre des chemins issus d’un sommet général zixs--- xp.
Au niveau k de I’arbre, nous trouvons tous les sommets que I’on peut atteindre via
un chemin de longueur k. Le niveau k est tres simple a caractériser puisqu’il est
constitué de tous les sommets qui s’écrivent xpy1Try2 -+ - xpA, ou A désigne toute
chaine de longueur k. On peut d’ailleurs noter que si un chemin de longueur k
existe, il est unique. Cet arbre peut contenir plusieurs fois le méme sommet. Si
on veut ’arbre des plus courts chemins, il faut supprimer les sommets répétés.
La distance de x a y est exactement le plus petit niveau ou y apparait. On est
donc amené a rechercher le plus long sous-mot commun a la fin du mot z et au
début du mot y. Ainsi, d(x,y) = min(k |y1y2 - Yp—k = Tp41Tkt2 - Tp). Le plus
court chemin (unique) de = a y est alors obtenu en introduisant successivement

les lettres yp_py1YD—ka2- " YD-
a

Preuve de l’exercice 2.4.2
Pour chaque lettre a de Palphabet, considérons 1’arbre 1, des plus courts
chemins issus du sommet a”. Au niveau k de cet arbre, figurent les sommets
de la forme a”~*bA ou b est une lettre de I'alphabet différente de a et A un
mot de longueur k£ — 1. Il s’agit bien d'un arbre couvrant de profondeur D. De
plus, si @ # b, pour tout a et tout b dans I"alphabet, T, et T} sont deux a deux
arc-disjoints. En effet, un arc de T, (resp. T,) commence nécessairement par a
(resp. b). De plus, tout arc commencant par la lettre a appartient a 7,. On a
donc bien une partition en d arbres deux a deux arc-disjoints.
a

Preuve de l’exercice 2.4.3

Comme on ’a vu dans ’exercice 2.4.2, les sommets & distance k de 0 sont de
la forme 0P~*bA ol b est une lettre différente de 0 et A un mot de longueur & — 1.
Leur nombre est donc d*~!(d — 1). L’excentricité moyenne de 0P peut donc
s’exprimer par :

1 D
gB(d,D)(DD) = N1 Z k(d — l)dk_l avec N = dP
k=1

D41 _ _ D 40 D+1_
gappzlons que P dF =4 ph L et donc que P kd*! = ( jl__li — d(d_1)21.
n a donc :

e (0”) = —— par — =1
B(.D) N -— d—1

1 D
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REMARQUE. On peut montrer (voir Bermond, Liu et Syska [3]) que les sommets
de type a” sont ceux ayant l’excentricité moyenne la plus grande. Ceux ayant
la meilleure excentricité moyenne sont de la forme aP~'b (ot b # a) et leur
excentricité moyenne vaut :

d . d D
(d—1)2 "d—1N—1

D —

Ce résultat montre qu’en fait le protocole de communication simple défini dans
la section 2.1.1, ¢’il n’est pas optimal, n’affecte pas la distance moyenne.
O

Preuve de ’exercice 2.4.4

Dans les deux cas, le nombre d’arétes en non orienté s’obtient a partir du
nombre d’arétes en orienté en déduisant le nombre de boucles et d’arétes multi-
ples (doubles) :

Les boucles du graphe de de Bruijn sont situées en les sommets x5 - -+ xp inva-
riants apres introduction d’une lettre. Ce sont donc tous les sommets pour
lesquels on a I'égalité xqay -+ xp = w9 ---xpA, donc xy = 29 = - -+ = xp = A, soit

D a étant une lettre quelconque de I'alphabet comp-

les sommets de la forme a
tant d lettres. 1l v a donc d boucles.

Les circuits de longueur 2 (les arétes doubles en non orienté) sont situés entre les
sommets de type abab---ab et baba---ba. En effet, une aréte double en un som-
met x5 - - - xp induit qu’on retrouve ce sommet apres insertion de deux lettres de
Ialphabet. 11 s’agit donc des sommets tels que xyxqws -+ xp_12p = 23 -2 pAN,
donc tels que 1 = x3, x93 = 24, ..., Tp_1 = A et ap = X, soit les sommets de
la forme abab---ab, avec a # b (sinon on recompte les boucles) appartenant a
Palphabet. Il y a donc d(d — 1) sommets de ce type, soit ﬂdz_—ll arétes doubles.

Ainsi, pour le UB(d, D), le degré minimum est 2d — 2 et le nombre d’arétes est :

dd=1) _ . p_ d+d

dxd’—d———
2 2

Le graphe de Kautz, lui, n’admet pas de boucle (deux lettres consécutives étant
par définition différentes). Ses arétes doubles sont du méme type que celles du
graphe de de Bruijn. 11 y en a donc K(H—;M.

On en déduit que le degré minimum de UK (d, D) est 2d — 1 et que son nombre
d’arétes est :

_dd+1) :dD+1+dD—d2+d

d dD dD—l
(d”+d”7) 5 5
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Preuve de ’exercice 2.4.5

Les sommets de L(G) représentant les arcs de G, le nombre de sommets

de L(G) est le nombre d’arcs de G, soit : },cv(q) dF(x) = dN. Soit e un sommet
de L(G) représentant l'arc ¢ = (x,y) de . Les successeurs de e dans L(G)
représentent les arcs d’extrémité initiale y, donc dz(G)(e) = dt(y) = d. De méme,
dy(e) = dg(x) = d. Soient e et f deux sommets de L(G) représentant les
arcs e et f de G. Supposons que e ait pour extrémité terminale @ dans G et
que f ait pour extrémité initiale y. En utilisant un chemin de longueur [ liant x
et y dans G, on obtient, dans L(G), un chemin de longueur I" = (I — 1) + 2.
Donc, D' < D + 1.
Pour montrer que D' > D+ 1, on choisit deux sommets = et y de G a distance D.
Puis, on choisit un arc e entrant en x et un arc f sortant de y. Si e et f sont
distincts, le plus court chemin de e a f dans L(() sera de longueur D +1. Si d est
strictement supérieur a 1, il est toujours possible de trouver deux arcs distincts e
et f. Sidvaut 1, GG est un circuit et L((') est un circuit de méme longueur, donc
de méme diametre.

O

Preuve de ’exercice 2.4.6

Que se passe-t-il lorsque les arétes e et f sont adjacentes 7 Dans ce cas, x = y.
Le théoreme de Menger n’affirme rien en ce qui concerne le nombre de circuits
deux a deux disjoints contenant . On peut établir que la connexité mesure le
nombre de chemins entre deux sommets, méme confondus, en coupant un sommet
en un sommet d’entrée et un sommet de sortie, comme dans ’exercice 1.5.5. Une
démonstration plus directe consiste a utiliser la définition. La suppression de p
sommets de L(G) correspond exactement a la suppression de p arétes de G.
De plus, on a L(G) fortement connexe qui équivaut a (i fortement connexe,
donc k(L(G)) = MG).
O

Preuve de ’exercice 2.4.7

[’algorithme finit nécessairement au sommet r. En effet, si on entre a un
moment en un sommet x # r, alors dp(x) > df(x) olt P est le chemin construit
a ce moment, et il y a donc encore au moins un arc sortant non pris dans P.
Supposons qu’il existe un arc (z,y) non emprunté a la fin de I’algorithme. Néces-
sairement, 'arc sortant de = appartenant a T n’a pas été utilisé. Si on ap-
pelle (z, z) cet arc, z pouvant étre y, alors, en z, un arc sortant n’a pas été utilisé
car, en chaque sommet différent de r, un nombre pair d’arcs sur les 2d ont été
utilisés et donc un arc sortant appartenant a 1" n’a pas été utilisé. En remontant
ainsi (puisque de tout sommet z il existe un chemin unique de z vers la racine
dans 1'), on obtient qu’un arc sortant de r n’a pas été utilisé (contradiction).

a
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Preuve de ’exercice 2.4.8

Appliquons au graphe B(d, D — 1) I'algorithme de construction d’un circuit
eulérien décrit dans la preuve du théoreme 2.1.8. Choisissons pour 1' I’anti-
arborescence de racine 07 formée de 'arc 125 - - - 2p0 en tout sommet zq23 - - 2p
différent de 0P. A chaque arc reliant z125---2p & x5+ £prpy, dans le graphe
de de Bruijn, correspond la sous-suite x1x2--- xpxrpy1. Le fait de choisir un arc
non encore emprunté revient a choisir a,4; comme dans ’énoncé de 'exercice, et
si cet arc n’appartient pas a T, cela signifie a,41 # 0.

O

Preuve de ’exercice 2.4.9

Dans le cas du graphe de Kautz, la correspondance est moins évidente que
dans celui du graphe de de Bruijn. L’alphabet choisi est I’ensemble {0, 1,...,d}.
Au sommet x2,---2p de K(d, D), on associe I'entier z = 2 (a;d”=7), tel
que a; =d+1 -2 (donc 0 < oy < d), o = (1) (z; — 2i-1) +d  (mod d + 1)
pour 2 < ¢ < D (donc 0 < o; < d—15si¢ > 2). Notons que 'entier x vérifie
linégalité 0 < x < dP + dP~' — 1, et que a; # d car x; # x;_1.

Le sommet 2125+ 2p a pour successeurs les sommets x5 - xpA auxquels sont
associés les entiers y = ?Zl(uidD_i), avec i1 = d+1—zq, pt; = (1) (2ip1—x;)+d
(mod d+1) pour 2 <7 < D—1 (donc 0 < p; < d—1si1>2), up = (=)’ (A—ap)
(mod d +1).

Montrons que y est de la forme —dx —a avec 1 <a <d. Ona p; =d—1— a;4
pour2 <:< D—letpuy =a;—ay—1 (modd+1)avec0 < py <d. Etant
donné que N = dP + dP~1, on a p1dP~! = (a; — ay — 1)dP~!  (mod N). De
plus, d” = —d”~!  (mod N). Donc, on a (modulo N) :

D-1
y = —ayd? —aydP7t — Pl 4 d(d-1- @ip1)dP™ + up
=2
D D-3
= —d(ozldD_1 + and”? + Z(ozidD_l)) +(d—1)d Z d' + pp — P!
=3 =0
= —de+d°'—d+pp—d°!
= —de+up—d

—dr —a avec a=d—pup

Puisque ¢ = d — up et que 0 < pup < d, a prend toutes les valeurs comprises
entre 1 et d. Le sommet x est donc bien relié aux sommets —dz —a (mod N)
avec 1 < a < d.

O
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Preuve de l’exercice 2.4.10

Les sommets 0" et 1™ sont de degré 1 (les arétes de type shuffle étant des
boucles). De plus, si n est pair, on a une aréte double entre les sommets (01)%
et (10)2z. Donc, le nombre d’arétes du graphe shuffle-ezchange de dimension n

est :
— 3 x 2" — 2 &in est impair

~ 3 x 2"t — 3 sin est pair

Preuve de I’exercice 2.4.11

Soient deux sommets @ = (i, z122- - 2,) et y = (J,y1y2 - yn) de CCC(n).
Soient 71, 19,...,t; les coordonnées dans lesquelles z et y different, rangées dans
lordre croissant a partir de ¢ (modulo n). Ainsi, ¢; est le premier élément de
la suite 2,2 + 1,2 + 2,...,n,1,2,...,12 — 1,15 le deuxieme élément, etc., ou les
coordonnées different.
Un chemin de x a y consiste a aller de @ au sommet (1, 2129~ 2, -+ 2,,), puis

de changer de cycle via le sommet (21,2125 T, -+ 2,) et ainsi de suite. On

1
arrive donc en z = (¢ — 1, 41y2 - - - y,,) en au plus 2n — 1 étapes. Un autre chemin
obtenu en parcourant les cycles en sens opposé (¢ décroissant) amene en 2n — 1
étapes au sommet z' = (1 + 1,4192- - y,). De z ou z/, en une étape, on atteint

22| tous les
sommets du cycle associé a y1y2---y,. On a donc un chemin de longueur au
plus 2n — 1 + max(1, [%52]). Cette borne est atteinte en considérant les deux
sommets (0,000) et (0,111) pour n = 3 et les deux sommets (0,0") et (|5],1")

pour n > 4.

les sommets (j,y1y2---y,) avec j = i,¢ — 2,4 + 2, et en au plus |

a

Preuve de l’exercice 2.4.12
Soient (z,u) et (y,v) deux sommets du composé. Soit x=wzg, z1, ..., T,=¥y
une plus courte chaine de longueur p entre x et y dans G. Par définition, p est
inférieur ou égal a D. Soit [(x;,a;),(xi41,0;)] une aréte reliant les copies H,,
et H,,, (une telle aréte existe d’apres 'hypothese). Considérons la chaine sui-
vante, reliant (z,u) a (y,v) dans le composé : on emprunte dans la copie H,,
une plus courte chaine entre (zq,u) et (xg,a0), puis laréte [(xo,ao), (21, bo)],
puis, dans la copie H,,, une plus courte chaine entre (x1,by) et (z1,a1), puis
Varéte [(z1,a1),(x2,b1)], et ainsi de suite jusqu’au sommet (x,,b,_1) et, pour
finir, une plus courte chaine entre ce sommet et (z,,v). On a ainsi emprunté,
dans chaque copie H,,, pour ¢ de 1 a p, une chaine de longueur au plus D' et p
arétes reliant les copies H,, et H,,  , pour ¢ de 0 a p — 1. La longueur totale de
cette chaine est donc au plus: (p+1)D'+p < (D+1)D'+D = DD'+D+D".
a
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Preuve de I’exercice 2.4.13

Utilisons les deux chemins donnés dans I’énoncé de l’exercice. Notons que
les sommets intermédiaires des chemins a distance ¢ de l'origine ont tous des
parités différentes (ils ont les mémes lettres, sauf a). Solent (wqx2---2,-1,7)
et (y1y2 - - - Yn—1,J) deux sommets du composé G'. Nous définissons deux chaines
entre ces sommets : la premiere (resp. deuxieme) emprunte les arétes du composé
reliant les copies associées aux sommets du premier chemin, avec o = 0 (resp.
deuxieme chemin, avec o = 1) dans B(2,n—1), plus les arétes internes aux copies
nécessaires. Par exemple, la premiere chaine va utiliser comme arétes entre les
copies : d’abord, [(zy22- - xp_1,(a + 0)),(x2- - Tp_1a,21)], ou 6 est la parité
de xyx9 -+ x,_1, puis laréte [(zg- - 2,10, (y1 + 6')), (23 2y_10y1, 2)], out &
est la parité de zg---2,_10a, etc. Si ¢ est différent de a + 6, il faut rajouter
I’aréte interne de la copie associée a xyx9---x,_;. De méme, si x, est différent
de y; + &', il faut rajouter I'aréte interne a la copie x5---x,_1a, etc. Prenons
comme exemple n — 1 = 3 et supposons que 'on veuille relier (001,0) a (100, 1).

Dans B(2,3), les deux chemins reliant 001 a 100 sont :

Pour o = 0 : 001, 010, 101, 010, 100
Pour a = 1: 001, 011, 111, 110, 100

Dans le composé, on obtient les deux chalnes suivantes :
— pour « = 0, une chaine de longueur 6 :
(001,0), (001,1), (010,0), (101,0), (010,1), (100,0), (100,1)
utilisant les deux arétes internes : [(001,0), (001, 1)] et [(100,0),(100,1)] ;
— pour « = 1, une chaine de longueur 7 :
(001,0), (011,0), (011,1), (111,0), (111,1), (110,1), (110,0), (100,0)

utilisant les trois arétes internes : [(011,0),(011,1)], [(111,0),(111,1)]
et [(110,1), (110, 0)].

En général, pour aller du sommet entrant dans la copie z;- - z,_1ay1ys - - Yi—2
au sommet sortant vers la copie x;11 - - T,y Y2 - - - Yi—1, il faudra utiliser dans
un des chemins ’aréte interne a la copie, dans "autre non. Si on appelle [, la
longueur du chemin entre le sommet de départ et celui d’arrivée dans G’ pour la
chaine associée au chemin de type «, on a 'égalité o + 1 = 3n + 1 (le <41>
vient du fait que dans I'un des deux chemins, on aura a utiliser ’aréte interne
dans la copie y1y2 - - - yn—1). Donc, 'un des chemins est de longueur au plus %

O
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Preuve de I’exercice 2.4.14

Rappelons que les sommets du graphe cube-connected-cycles CCC(n) sont les
couples (I, xoxy - x,-1) avec | € {0,n—1}, et que ses arétes sont de deux types :
le sommet (I, xqy -+ 2,-1) est relié aux sommets (I+1  (mod n), zoxy - 2,-1)
et ([,xoxy - T - Tp_1).

Pour montrer que CC'C(n) est un graphe de Cayley, on considere les permutations
de 2% de la forme 7(l,2), avec 0 < <n —1, 2 = zoxy- 21, ¥; € {0,1}, et
telles que leur action sur 1’élément (yo, y1,...,yn—1) de Z% est donnée par :

(Yos Y15+ s Yn—1) T(Lx) = (@ + Y, Tig1 + Yis1s -« - T + Yio1)

ce qui revient a ajouter (wo,21,...,2n-1) & (Yo,Y1,---,Yn—1), COmMposante par
composante, puis a décaler de [ positions vers la gauche.
Remarquons que 7(l,z) = 7(0,2) x({,0") (faire attention a l'ordre des facteurs).

[’ensemble des permutations 7 (/, ) forme un groupe, que nous noterons I', et
qui est un sous-groupe du groupe de toutes les permutations sur Z3. Comme il
s’agit d’un groupe fini, il suffit, pour démontrer cette propriété, de montrer que
le produit de deux permutations 7(/, z) a la méme forme. Le lecteur peut vérifier
que :

r(ba)w(lsa’) = (I + 1, (wo + )@ + @y ) (@nor + 2, 04)

ce qui correspond au produit en couronne, du groupe Z, par le groupe Z,,.

On peut montrer, de plus, que I' admet comme ensemble de générateurs :
S = {x(1,0"),7(n—1,0"),7(0,10" )}

Pour montrer que C'C'C'(n) est le graphe de Cayley défini sur I', et d’ensemble de
générateurs S, il suffit de voir qu’il existe une bijection (évidente) entre les som-
mets du graphe et les éléments de 1", faisant correspondre la permutation 7 ([, )
au sommet ([,zq---2,-1) de CCC(n), et qu'a chacun des deux types d’aréte,
correspond un produit par un élément du groupe.

En effet, a I'aréte reliant les sommets ([, 2o+ 2,-1) et (I+ 1 mod n,zq- - x,_1),
correspond le produit par 7(1,0") ; et a l’aréte reliant les sommets ([, xg- -+ x,-1)
et (I,zo- 71+ x,_1), correspond le produit par x(0,10"71).

REMARQUE. Le graphe butterfly BF'(n) est un graphe de Cayley sur le meéme
groupe I', mais avec comme ensemble de générateurs :

{7(1,0"),7(n — 1,0"),#(1, 10" 1), 7 (n — 1,10"1)}
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Preuve de I’exercice 2.4.15

Dans le réseau multiétages butterfly, il n’y a qu’une chaine possible entre un
commutateur du premier étage et un commutateur du dernier étage. On le prouve
aisément par récurrence sur la dimension.
En utilisant la figure 2.17 représentant le réseau butterfly, avec les notations
qu’elle comporte, il est facile de voir que si on a établi une liaison de I’entrée 0000
avec la sortie 0000, il n’est plus possible d’établir une liaison entre 'entrée 0100
et la sortie 0001.

O
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