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Jean-Marie MONNEZ
Université de Lorraine, CNRS, Inria, Institut Elie Cartan de Lorraine, France

April 29, 2021

1 Données et buts

1.1 Données

Soit :
e I ={1,2,---  n} un ensemble d’individus ;
e P={p1,p2, - ,pn} un ensemble de poids attribués aux individus, avec 0 < p; <1, Y 1" p; =1;
o z! 22 ... 2P des caractéres quantitatifs mesurés sur les individus.

n

On centre les caractéres z7 (on calcule les moyennes 7/ = Z piz] et on centre les données) ; désormais,
, i=1
on note z7 la valeur centrée du caractére 27 pour I'individu 4.
On a le tableau de données suivant dans lequel les individus sont en ligne et les caractéres en colonne :

1
J
X=1 x;
n
1 J
T; Ty
On note z, = | : , o) = : | . x; représente l'individu i et 27 le caractére z7.
» )
x; xd
i
AIOI‘S,X: g; :(glzjgp)
/
Ly



On note D la matrice diagonale des poids des individus :

b1

Pn

1.2 Buts de I’étude

Les buts de cette étude sont de décrire (mettre en évidence et analyser les ressemblances et dissemblances en-
tre individus, les corrélations entre caractéres) et synthétiser (déterminer des facteurs combinaisons linéaires
des caractéres) le tableau de données X et d’en effectuer une représentation graphique. Elle est divisée en
trois parties:

1) une étude dans Iespace des individus R?, dans laquelle on détermine les azes principauz ;
2) une étude dans le dual RP* de RP, dans laquelle on détermine les facteurs principauz ;
3) une étude dans l’espace des caracteéres R™, dans laquelle on détermine les composantes principales.

Cette analyse conduit a remplacer un nombre important de caractéres par un nombre réduit de facteurs
non corrélés. En ce sens, elle peut étre mise en oeuvre préalablement a une autre analyse statistique, par
exemple une régression multiple.

2 Etude géométrique dans ’espace des individus R?

Le but de cette étude est de déterminer une représentation graphique des individus par des points de telle
maniére que deux individus ayant des valeurs voisines (respectivement éloignées) pour les caractéres soient
représentés par des points voisins (respectivement éloignés).

2.1 Représentation dans un espace euclidien
2.1.1 Représentation d’un individu par un point
On représente l'individu i par le point A; de R de coordonnées x},--- ¥ qui constituent le vecteur x; :
i A (L)
On affecte le poids p; au point A;.

—

n
—
Le barycentre G des points (A4;,p;) est & lorigine car les caractéres sont centrés : OG = Z p;i OA; a
=1

n
pour j®M¢ composante g/ = Z pial =0.

i=1
2.1.2 Définition d’une distance entre les points A;

On convient de représenter la différence entre deux individus vis-a-vis des caractéres par un nombre qui est
une distance euclidienne entre les points représentatifs de ces individus.

On choisit une métrique M dans RP a laquelle est associée la distance euclidienne d. Pour deux points
Ai(z;) et Ay(z;), on a:

d2(AiaAi’) = |lz; — %'”2 = (z; — ay) M(z; — ;).
Différents choix de métriques sont possibles.

1) Distance euclidienne usuelle

On prend M = 1.



Cette distance présente un inconvénient lorsque les caractéres mesurés sont hétérogenes, c’est-a-dire ne
s’expriment pas dans la méme unité, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple On a mesuré dans deux pays les exportations, en millions de dollars, et le taux d’escompte,
en pourcentage:

Exportations | Taux d’escompte
Pays 1 28 054 7,00
Pays 2 2 306 5,50
Différence 25 748 1,50

On constate que le taux d’escompte n’interviendra pratiquement pas dans la distance entre les deux pays.
De plus, les différences calculées dépendent des unités choisies.ll

2) Distance de ’ACP normée

On note s7 1'écart-type du caractére 27 : s7 = /3" | p; (z])2. On définit la distance:
— AN J_ i
A ) = |3 (F570) =\ | X el =)
j=1 j=1

Les différences entre les valeurs de deux caractéres s’expriment alors en écarts-types.

a) Elles ne dépendent plus de I'unité de mesure choisie, car I'unité de s/ est la méme que celle de z.

i

b) Elles sont du méme ordre de grandeur, comprises en général entre 0 et 6.

, 8
En effet, le caractére z7 étant centré, d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchébychev, au moins 9 de ses
valeurs xz sont comprises entre —3s’ et +3s7.

Choisir cette distance revient & prendre dans RP la métrique diagonale suivante, appelée métrique de
I'inverse des variances :

On peut aussi considérer que ceci revient a prendre les données centrées réduites pel et & utiliser la
s

meétrique-identité.



3) Autres métriques possibles

On peut utiliser une métrique diagonale de poids attribués aux caractéres :

.. y4 ) ) )
M = ' s d(AZ,AL/) = qu (IIJz — $g/)2.
j=1
qP

C’est ce que l'on fait par exemple dans 1’analyse factorielle multiple, qui est étudiée dans le chapitre sur
I’analyse factorielle de tableaux multiples.

En analyse canonique généralisée, également étudiée dans le chapitre cité précédemment, on utilise une
métrique M diagonale par blocs :

Ml

2.1.3 Visualisation

Si 'on pouvait voir dans RP, le but de I’étude serait atteint. On va alors projeter le nuage de points A; sur
un sous-espace de faible dimension, choisi de fagon optimale.

2.2 Deétermination du sous-espace de projection
2.2.1 Critére de détermination du sous-espace de projection

On détermine un sous-espace de projection F,., de dimension fixée r, tel que la projection du nuage des points
A; sur ce sous-espace soit 'image la plus fidéle possible du nuage initial.

1) Premiére expression
On note P; la projection de A; sur F,.. On a :
- e
d(P;, Py) = ||BPy|| < ||AiAi|| = d(A;, Air).

Donc :

n n n n

SN o (PP <303 pipor || A Az |

i=114¢=1 i=14'=1

dépend du sous-espace F. nombre fixe

Pour que, dans leur ensemble, les distances entre les points P; soient les plus proches possible des distances
n n

. , . .. 557112 - .
entre les points A;, on détermine F;. de telle maniére que la somme Z Z pipi || P;Pir||* soit maximale.

i=14=1
n n
. IS . . . . p— 2
Critére F). est un sous-espace de dimension r qui rend mazximale la somme E E pipi || PPy ||*.
i=1 i=1

2) Deuxiéme expression

On note G’ la projection du barycentre G sur F,. : G’ est le barycentre des points (P, p;).



) =572 T2
Lemme Y 1", Y0 pipw||PiPr||"= 2 321 pil|G'Pil|”.

Démonstration
— —_— —
HR,P1’||2 = ||PZG/ + G/PZ‘/||2 = ||PZG/||2 + ||GIPZ‘/||2 +2< PiGI,G/PZ‘/ >

> Zpipw(na_eﬂﬁ +IG'Pr |2 +2 < PG LGPy >)

S5 pipe|PiP |2

i=1i'=1 i=1i'=1
n —_— n,n — X —
= QZpiHR;G/HQ +2< ZPiPiG/7 Zpi’G/Pi’ >
i=1 i=1 =1
n s n - .
= QZpiHG’PiH car Zpi/PiG': 0.
i=1 =1

Dans le triangle G’ A; P; rectangle en P;, on a :

—— — N
IG"Ail[* = [|G"Fil | + || A: P .

n n n
S pillAPIP =D pillGTAill> = pil|G' P
1=1 1=1 i=1

max

—
D’aprés le lemme, le critére précédent revient & maximiser Y ., p;||G'B;|[2.

" —_— n —
Yol Al = Y pillG'G+ GAP
=1 =1
n — —
= Y n(IGGI? +2 < G'G,GA; > +||GA|?)
=1
[N RN n n N
= IGCIP+2<CG, Y piGA >+ pi |GA

i=1 i=1

s
Or: >  p; GA; = 0. Donc :

n SN n N n
S pillAB? = |G'GI> + > pillGA =D pi|IG'Pi|.

i=1 i=1 i=1

n n
ZpiHG/]Din max et G/:G<:>Zpi||AiPiH2 min
i=1 i=1
C’est ce critére des moindres carrés que l'on utilise pour définir le sous-espace affine F)., qui contient alors
le barycentre G.

—_—
Critére F, est un sous-espace affine de dimension v qui rend minimale la somme Y, p; ||A;P;||*: il
ajuste au mieuz le nuage des points (A;,p;) au sens des moindres carrés, les distances des points A; a F,
étant prises orthogonalement.

On appelle :
. . . N n A2
- inertie des points A; par rapport & G : " | p; |[|GA||%;
—
- inertie des points P; par rapport a G : > | p; ||GP;||%
—_—
- inertie des points A; par rapport a F,. : > ., p; ||A; P||*.



2.2.2 Détermination des axes principaux

On note (i, Uz, - ,4,) une base M-orthonormée de F,.
n s
Lemme ZpiHGPiHQ = Z@;C MX'DXM uy,.
i=1 k=1
Démonstration

1) Notons Pi’C la projection de P; sur l'axe (G, ). D’aprés le théoréme des trois perpendiculaires, PF
est la projection de A; sur laxe (G, @y).
P —
En effet, comme @), est unitaire et A;P; orthogonal & oy, :

e — —  — —
GPZ =< GP,',Uk; >=< GAz +Aipi7uk >= GAL,’LLk > .

GPF =< GA;, i), > ; donc, PF est la projection orthogonale de A; sur (G, ).

2) Comme la base (i1, Uz, - ,U,) est orthonormeée, on a :
. 2 ™ > n . ™ n
|G| =D 1IGPHIE = > mlIGRIE = > milIGPH 2
k=1 i=1 k=1 i=1

3) GPF = G—A;-ﬁ'k = ziMu;, = u, Mz,

K2

n n n
> pillGPF? = piuj Mz,zi Mu, = QLM(ZM L&;)Muk
=1

i=1 i=1
x/
D1 =1
= / 0 :/ ,
sz‘&i%:@r“%“'&n) z; | =X'DX
i=1 0 :
pn "L:/
L’élément (I, m) de X' DX est égal a Zpi ztz™ Ona:
i=1
n
sz‘ IGPF||? = w,MX'DXMu,
i=1

S nlGPIP = 3w, MX'DXMu,®
=1 k=1

T
Le probléme est donc maintenant de déterminer une base (u, - - ,u,) M-orthonormée telle que Z wu, MX'DX Mu,
k=1
soit maximale. On montre, en utilisant le théoréme suivant, que ’on peut procéder pas & pas en déterminant
d’abord u;, puis uy, ..., puis u,..

Théoréme A partir d’un sous-espace F,._q vérifiant le critére, on peut construire un sous-espace F. le
vérifiant en lui adjoignant une droite M-orthogonale Auw,. telle que la forme quadratique ul. M X' DX Mu,
soit mazimale sous la contrainte u, Mu, = 1.



r

Ceci revient & dire : pour maximiser g u, MX'DX Mu,, sous la contrainte (@, ,Up_1,u,) M-

k=1
r—1
orthonormée, on maximise E Q;CMX/DXMQk sous la contrainte (1, - - - ,U,—1) M-orthonormée et Q’TMX’DXMQT
k=1
sous les contraintes %, unitaire et u, orthogonal & #; pour j =1,--- ,r — 1.

En pratique, on peut donc procéder pas a pas pour déterminer les vecteurs iy :

= (G,i) WM X' DX Mu; max, ujMu; =1.

F,= (G, u,u2) s ubM X' DX Mu, max, uyMuy = 1, ubMu; =0.

Fs= (G,uy,tUs,t3) : ubMX'DXMug max, uiMus =1,usMu; = 0,utMu, = 0.
etc

D’aprés le théoreme MSC, on a le résultat suivant :
Théoréme i), est vecteur propre de X' DX M associé o sa k™ plus grande valeur propre \i. On a :

n k12
Y oic1 Di [|GPF[|? = A

Démonstration
1), rend maximale la forme quadratique v’ M X' DX Mu
. W Mu=1,
sous les contraintes : { Q'M@j =0, =1, k-1
La matrice A = MX'DXM est symétrique. D’apres le théoréme de maximisation sous contraintes d’une
forme quadratique étudié dans le chapitre précédent, i, est vecteur propre de M 1A= M 'MX'DXM =
X'DX M associé a la k'™ plus grande valeur propre. D’aprés la démonstration du lemme, on a :

n
> pillGPf||? = up, MX'DXM wy, = Mg uj, My, = Ay, B
=1

Définition L’aze (G, 1) est appelé le k'™ aze principal.

Remarque V = X’'DX est la matrice des covariances des caractéres ', z2,--- , zP. Siles caractéres sont
réduits, X' DX est la matrice de corrélation (matrice des coefficients de corrélation linéaire) dont I’élément

général (I,m) est :

slsm

n l m n
T X! 1
[ L..m __ L ,.m
E Di e E piziry =r(z’,2™).m
=1 i=1

2.2.3 Qualité globale de représentation du nuage par projection

Définition On appelle qualité globale de représentation du nuage des points A; par projection sur F,. le
rapport

n n n
—_— —_—
SOS ppe IPPAP > pillGP?
=1

i1 =1 inertie des projections P; par rapport a G

n n

= n
SN e l[AAE Y p ||GAP
=1

=1 i=1

inertie des points A; par rapport a G

On Uappelle aussi pourcentage d’inertie expliquée par le sous-espace F.

ALt A+ A

Proposition La qualité globale de représentation par projection sur F, est égale a =
P q g P par proj r g YIS T

A1t Ao 4+ A

Trace (X'DXM)
cipaux qui engendrent F..

- Cest la somme des qualités globales de représentation par projection sur les azxes prin-



Démonstration
n 2 T n k 2 r
S onllGR? =Y pillGPP =D A
i=1 k=1 i=1 k=1

Comme (y, Uz, - ,Up) est une base M-orthonormée de R? et comme PF est la projection de A; sur
(G, W), ona:

P —
IGAiI> = Y IIGPFIP.
k=1
n p n RN p
S wllGA? = ZZ dIGPEIP =" A
=1 k=11i=1 k=1

La qualité globale de représentation par projection sur I’axe principal (G, @) est égale a
n
E
> nillGPHP
i=1

> pillGAi|?
i=1

Remarque Dans le cas de ’ACP normée, la matrice X’ DXM a des 1 sur la diagonale. Alors Trace
(X'DXM) =p.1

Ak
= |
Mt A

hS]

2.3 Projection du nuage

2.3.1 Projection des points A;

1) Abscisse de la projection d’un point sur un axe principal
Proposition L abscisse de la projection du point A; sur l'axe principal (G, iy), GPF, est égale a x}Mu,,.

2) Qualité de la représentation d’un point par projection

Définition On appelle qualité individuelle de représentation du point A; par projection sur l’axe principal
GPE* ’“||2

—_—
HGA 2 cos2(G—A;,GPf). On appelle qualité individuelle de représentation de A; par

(G, ty) le rapport

. IGP|? 2 =p =5
projection sur le sous-espace F. le rapport ——=— = cos”“(GA;, GP;).

|GA;|[?
On a:

- |GP;||? GPF||?
k=1 ||GA ||2 ~ |IGA; ||2

k1|2 / 2 2 /
IGP" = (ziMug)”; ||GA1|| =z;Mz;.
’ 2
Proposition La qualité individuelle de représentation de A; par projection sur F, est égale a 22:1 %
; c’est la somme des qualités individuelles de représentation par projection sur les axes principaur qui en-
gendrent F.

Interprétation On doit interpréter avec prudence la position relative par rapport aux autres de la
projection d’'un point ayant une faible qualité de représentation. La proximité entre deux projections de
points ayant une faible qualité de représentation n’implique pas que ces individus soient semblables vis-a-vis
des caracteres.



3) Contribution d’un point a I’inertie expliquée par un axe

Définition On appelle contribution de la projection PF du point A; sur l'aze principal (G, ) a linertie
—_—
pllGPHE

n

k|12
> _pllGR]
=1

expliquée par cet aze le rapport

n
Ona: Y, pil|GPF|]” = Ar.

/ 2
Proposition Cette contribution est égale a %

Interprétation L’examen des contributions permet de repérer d’éventuels individus aberrants ayant une
contribution & I'inertie expliquée par un axe principal trés forte par rapport a celle des autres, et qui peuvent
parfois expliquer & eux seuls la construction de cet axe. Dans certains cas, on peut étre amené a éliminer
ces individus et a les faire figurer en individus supplémentaires ou passifs.

2.3.2 Projection des axes de la base canonique de RP
rieme

Soit (é1,--- ,€p) la base canonique de RP. L’axe (G, €;) représente le j caractére 7.
On note ui: la ["*™¢ composante de ug.

Proposition La mesure algébrique de la projection de €; sur Uaze principal (G,Uy) est égale a <

P
€j, Uy >= e Muy, = ZMjlui. Pour M diagonale, elle est égale & M;ju;,.
=1

3 Etude statistique dans le dual RP* de R?

Dans I'étude précédente, on a déterminé des axes principaux (G, i) dans RP.

Dans RP, un axe de la base canonique représente un caractére ; un axe principal représente un “nou-
veau caractére", combinaison linéaire des caractéres x',...,2P centrés, que l'on appelle facteur principal.
L’introduction de la notion de facteur va permettre d’interpréter statistiquement 1’étude géométrique effec-
tuée.

3.1 Définition des facteurs principaux

Définition Le k'®™° facteur principal est une combinaison linéaire des caractéres x',x2,--- ,xP centrés

telle que sa waleur pour lindividu @ soit [’abscisse de la projection Pik du point A; sur l'axe principal
(G, iix), GP} = ziMuy,.

aj
Notons a;, = Mu;, =
ay,
La valeur du ki*™ facteur par I'individu ¢ est par définition :

/ 0 _ 1 D . _ 1.1 p,.p
i Muy, = ziay, = (z;.....2)) | * | =apx; +--- +apal.

1

Le k'*™¢ facteur est la combinaison linéaire a,lcml + aﬁxg + -+ +ajxP des caractéres z', ..., zP centrés.

Définition Le vecteur a;, = Mu,, des coefficients de la combinaison linéaire qui définit le k™ facteur
est un élément du dual RP* de RP que lon appelle aussi K™ facteur principal.



On définit application M de RP dans RP* :

M : RP — RP*

Théoréme a,, est vecteur propre M~1-unitaire de la matrice MX'DX associé & sa K™ plus grande
valeur propre Ay.

Démonstration
w;, est vecteur propre M-unitaire de X' DX M associé a sa k'™ plus grande valeur propre A, : X' DX M u,;, =
)\k Uy -

X/DXMgk = Akgk;)MX’DXMgk:)\kMyk<:>MX/Dng:Aka
wMuy, = 1<=u,MM 'Mu, =1<+= aj)M 'a, =11

3.2 Interprétation statistique de ’ACP

Théoréme Pour A\;—1 # 0, a; est solution du probléme de la recherche de a € RP* tel que ¢’ X' DX a soit
mazimal sous les contraintes ¢’ X'DXa; =0,j=1,2,--- k-1, a M ta=1.

Démonstration
. est solution du probléme de la recherche de u € RP tel que

W MX'DXMu mazimal,
sous les contraintes

E/ng = 03 j:17"'7k_17
wMu =

./ MX'DX Mu maximal <= ¢/ X’'DXa maximal ;
U Mu=1<= MM '"Mu=1+<dM la=1;
. Pour j =1,--- ,k—1, u; est vecteur propre de X'DXM : X’DXng = \ju; <= u; = %X’DXM@J»,
j
pour A; # 0 ; donc :
wWMu; =0 <= o' MX'DXMu; =0 <= d'X'DXa; = 0.0

Interprétation
a;, est le vecteur des coefficients d'une combinaison linéaire des caractéres zt, 22, -+ | aP.
1
ay, P
Xa, = oo z? o= E ajx] |« valeur du k™ facteur pour lindividu i.
D Jj=1
ay
/ !/ _ !/ —
a4, X'DXay, = (Xa;,)'D(Xay) =
P1 :
u J g 0 - Jod S - J o 2
j— . ) :
( a3, x; ) . a,T; | = g pi( E akxi) : c’est la variance des valeurs
j=1 0 . Jj=1 i=1 j=1
Pn

du ki*™e facteur.
a, X'DX a; est la covariance du ki®me et du j™e facteur.
On a donc le résultat suivant :

10



Proposition Le k™ facteur de I’ ACP est une combinaison linéaire des caractéres ', x2,--- , 2P centrés

de variance mazimale sous les contraintes qu’elle soit non corrélée aux facteurs précédents et la contrainte
de normalisation aj M 'a, = 1.

On peut présenter I’ACP comme la recherche

. d’une combinaison linéaire des caractéres centrés de variance maximale,

. puis d’une deuxiéme combinaison non corrélée o la premiére et de variance maximale,

. puis d’une troisiéme combinaison non corrélée aux deux premiéres et de variance maximale et ainsi de
sutte.

L’ACP conduit a remplacer p caractéres par un nombre réduit de facteurs non corrélés qui peuvent alors
étre utilisés dans une autre analyse.

. ’ — 12

Remarque La variance du k'™ facteur est aj, X'DXa;, = u) MX'DXMu;, = > i, p; |GPF|| =\ ;

la qualité globale de représentation par projection sur le k'*™¢ axe principal, ﬁ, est aussi appelée
i L4 »
pourcentage de variance expliquée par le K°™° facteur.l
3.3 Deuxiéme interprétation statistique de I’ ACP
On note V = X’DX la matrice des covariances de x!,--- ,2P. On la suppose définie positive (ceci est réalisé
si et seulement si il n’existe pas de relation linéaire entre les caractéres x!,---  aP centrés).
a
Théoréme Le vecteur b, = —k_ de RP* est solution du probleme de la recherche de b € RP* tel que

VAR
V'V MVD soit mazimal sous les contraintes b/Vbj =0,j=1,--- ,k—1, VVbh=1.

Démonstration

Soit A = VMV. On cherche b tel que b’ Ab soit maximal sous les contraintes Q/Vbj =0,75=1,--- k-1
et ¥Vb=1.

Toute solution de ce probléme est vecteur propre de V"'A = MV associé a la ki®™¢ plus grande valeur
propre, comme a,.

Mais, a},Va;, = a), X' DXa;, = A, (variance du kime facteur) ; on peut prendre b, = S

VA

Cas ou la métrique M est diagonale

On note M;; le j*™¢ ¢lément diagonal de M et e;le jiéme vecteur de la base canonique de RP.
0 0
0
eies=11[(0-1.--0)= 1 — 7
0
0 0
My,
0
M= - Z Mjje;e;
j=1
0
My,

11



b.VMVb, = b’VZ i €€V,

p
= Y Mj; (b Ve;)

j=1
b.Ve, = ia’Ve-— ! a’X’DXe-—L(Xa YDXe;
bVe = aiVe = X 'DXe = =(Xa) DX

Xay, est le vecteur des valeurs du k'*™¢ facteur pour les n individus;

1
VAR

(Xa;,)'D(Xe;) est la covariance du k™ facteur et du caracteére a7 ; (Xay)'D(Xe;) est la covariance

du ki*™ facteur réduit, noté v¥, et du caractére 7, s k..

Donc, b,V MVb, = Z 1 8%k

Jj=1
On en déduit la proposition suivante :

Proposition Dans le cas ot la métrique M est diagonale, le K*™° facteur réduit est une combinaison
P
linéaire v* des caractéres x',x2,--- ,xP centrés qui rend mazimale g ijszzj sous les contraintes d’étre

j=1
non corrélée aux facteurs précédents.

Cas de ’ACP normée

Dans ce cas, on a :

1 P SR
Mjj=—: Y Mjj sty = s
JJj (SJ)Q ) ‘ 73 Cwvkaxi _ $0)2

Jj=1 Jj=1

On en déduit la proposition :

p
_ 2
- E :T’u""acj .
Jj=1

Proposition Le k¢ facteur réduit de I’ACP normée est une combinaison linéaire v* des caractéres
P

x-, -+, xP centrés qui rend maximale E Tgmj sous les contraintes d’étre non corrélée auz facteurs précédents.
i=1

4 Etude dans ’espace des caractéres R”

4.1 Structure euclidienne de R"

Dans R", on représente chaque caractére 7 par le point BY de coordonnées (a7, --- ,24) : B (z7).
On munit R™ de la métrique des poids des individus :

P1

Pn
Alors :
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Y4 Ty
J ok~ 7\/ k _ J J 0
a) <z, z" >=(27) Dz" = (x].....20) .
0 :
pn) \z

=>r, ple x¥ est la covariance de 7 et de 2% ;
b) ||27|| est Pécart-type de 2 ;

<zl zb >

= =2 = ogt le coefficient de corrélation linéaire de z7 et x*.
|27 || ||2*]|

c) cos (27, z")

Remarque Le caractére 27 est centré :
" _ 1
Zpi:pf =0=<a/,u> avec u=|:
=1 1
Le caractére x/ est centré si et seulement si le vecteur x/ appartient & 'orthogonal & la droite Au
engendrée par u.l

4.2 Les composantes principales

La valeur du k*™¢ facteur pour I'individu i est, par définition, 2} Mu, = zla,.

Définition Le vecteur c* des valeurs du k'™ facteur pour les n individus est appelé la k'™ composante
principale.

Expression
/ /
Xy Gy, E4)
/ /
Lo Qp, Zo
Qk: = Qk:XQk:XMuk
! /!
@n Qk gn
(n,1) (n,p)

On définit 'application :
X : RFF —R"
X g, Xag

Proposition c* est un vecteur propre de la matrice X M X'D associé a la k'™ plus grande valeur propre

A 5 ona |[cf|| = V-

Démonstration

- ||c¥|| est Iécart-type du k™€ facteur, égal & v/A.

- Montrons que les matrices MX’'DX et XM X'D ont méme ensemble de valeurs propres non nulles.
Supposons A\ # 0 :

a) MX'DXa, = \a, = XMX'D(Xa,) = \e(Xa®), Xa*#0
— XMX'Dc = \.cF
b) XMX'Dch =N\, = MX'DX(MX'DcF) =\, (MX'Dc¥), MX'Dck #0.

Toute valeur propre non nulle de 'une est valeur propre de 'autre ; ces deux matrices ont donc méme

ensemble de valeurs propres non nulles. En outre, ¢* est vecteur propre de XM X'D associé & la valeur
propre A\r.H
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4.3 ACP non centrée des points B’

1 1
Proposition [T p— gk = —— X a, est solution du probléme de la recherche de v € R™ tel que
V Ak VoY ‘
v DXMX'D v soit mazimal sous les contraintes v'Dv) =0, j=1,--- k—1 et v Dv=1.
Démonstration
Notons A = DXMX'D. La matrice A est symétrique.
On cherche v tel que v’ Av soit maximal sous les contraintes v'Dv! =0, j=1,---,k—1etv'Dv=1.

On sait que toute solution de ce probléme est vecteur propre de
D'A=DYDXMX'D)=XMX'D

associé a la k'™ plus grande valeur propre \;, comme c*.

.y k
Mais, ||c¥||?> = Ax (variance du k?*™¢ facteur). Donc, gﬁ est solution de ce probléeme.ll
k

. . 15 . 1k _ .k o
Proposition Lorsque M est diagonale, d’éléments diagonaux M, o= est un vecteur unitaire

du k™ axe principal de I’ACP non centrée des points B?(z7) affectés des poids M;; dans (R™, D).

Démonstration 1

VA

k:

On a établi que v c* est solution du probleme de la recherche de v € R™ qui rend maximal

v DXMX'Dv
sous les contraintes
y/Dyj = 07 jzla"'7k_17
oDy = 1.
Or, dans ’ACP du tableau X dans R? muni de la métrique M, la matrice des poids étant D, notée ACP
(X, M, D), on recherche pour k =1, - ,r, u; € RP qui rend maximal
W MX'DXMu

sous les contraintes
HIMQJ = Oa jzlv"'7k_17
w'Mu =

Donc, on peut interpréter le premier probléme comme étant 'ACP du tableau X’ dans R™ muni de la
métrique D, la matrice des poids étant M, notée ACP (X', D, M) ; v* est alors un vecteur unitaire du k%"
axe principal de cette ACP. On a :

zP’ BP
L’origine de R™ n’est pas le barycentre des points (B7, M;;). On dit alors que l'on fait une ACP non
centrée.ll

Pour PACP (X', D, M), on définit les applications :
D : R" — R"™
D : oF— DoF ("™ facteur de cette ACP)

X . RY™ S RP
X'+ Dv*— X'Dv* (K™ composante principale de cette ACP)
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4.4 Le schéma de dualité

En rassemblant les définitions des applications, on construit le schéma de dualité de TACP :

(w,) R — R™

J o

(@) R* 5% R ()

On lit sur ce schéma les données et les résultats principaux de ’TACP :

w;, est vecteur propre de X' DX M ;

a,, = Mu,, est vecteur propre de M X'DX ;

c? = X Mu,, est vecteur propre de X M X'D.

On peut aussi retrouver facilement les critéres de détermination de wy, ay,, c*.

L

A =V A i |
m kU k Ug

1 1
Remarque X'Dv* = —— X'Dc¥ = —— X'DXMu, =
V% Vk b
4.5 Analyse factorielle d’un tableau de distances
c* est vecteur propre de XM X' D.
——

!
Ly

XMX'=|[ 1] Mz z,)

L’élément (i,7) de W est wi; = 2;Mx; =< z;,z; > dans (RP, M).
Notons d;; la distance entre les points A; et A; représentatifs des individus 7 et j dans RP :

di; = HL"%‘”Q:||L‘||2_2<£ia£j>+||xj”2
Wi — 2wij + wjj.

n

n n
Notons d? = Z pdy, d? = Z Z PiPmdz,.
=1 =1

m=1
43 L= = 2 72
Proposition On a w;; = i(d’ +d? —dj; — d?).

Démonstration
Soit J linertie de I’ensemble des points (A;, p;) par rapport au barycentre.

n n
J = Zpi|\£¢||222piwii~
i=1 i=1

i=1 !
cT? = wj;+J ; ﬁzzpidizzzzrﬁ
i=1

2 2 2 72 —

Donc, pour calculer la matrice W = (w;), il suffit de connaitre les distances entre les points A;.

Par conséquent, si on donne le tableau des distances (euclidiennes) entre les points A;, on peut con-
struire la matrice W, donc WD, et on peut calculer les composantes principales. On peut alors faire les
représentations graphiques des projections des points A; sur les azes principau.
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4.6 Le cercle des corrélations

Notons 77 le caractére réduit associé au caractére z7 : yJ = g—j
. J ,
Dans R™ : ¢/ = L sy’ = 1.
= =

Notons C7 (gj ) le point de R™ représentatif du caractére y7.

1) Dans R", les points C7 sont situés sur la sphére de centre l'origine et de rayon 1. cos(z!,z™) =
cos(y',y™) représente le coefficient de corrélation linéaire entre les caractéres z! et 2.

Si ces caracteéres sont fortement corrélés positivement (cosinus proche de 1 <= angle proche de 0), alors
les points C! et C™ sont proches.

Si ces caractéres sont fortement corrélés négativement (cosinus proche de - 1 <= angle proche de ),
alors les points C! et C™ sont presque diamétralement opposés.
k2

ki _ _C

2) Soit un plan passant par l’origine et engendré par les vecteurs v = e ke — £

Bl

(dans le cas

a@
=

<
|

ol M est diagonale, c’est un plan principal de ’ACP des points B7).

L’intersection de la sphére de rayon 1 et de ce plan est un cercle de rayon 1 appelé cercle des corrélations.

Si, sur ce plan, les projections de C' et de C™ sont proches du cercle, ces points sont bien représentés
par projection.

Si, en outre, ces projections sont proches l'une de l’autre (respectivement presque diamétralement op-
posées), ceci traduit que les points C! et C™ sont proches (respectivement presque diamétralement OpPPOSES),
donc que les caracteéres x! et ™ sont fortement corrélés positivement (respectivement négativement).

3) La projection de C7 sur I'axe (0,2"%) (on note O 'origine de R™) a pour abscisse < y/,v* > : c’est la
covariance de 37 et de v*, donc le coefficient de corrélation linéaire du caractére =7 et du k*™¢ facteur.

Donc, dans le plan de projection (0,v!,v?), on représente le caractére z par un point qui a pour coor-
données les coefficients de corrélation linéaire de ce caractére avec les deux premiers facteurs. On fait de
méme pour tout autre plan de projection (0,v*t, v*2).

On calcule ces coefficients de corrélation linéaire :
1 1 1 1

. (27)'De = = —
sJ \/)\k (l) ¢ sJ \/>\k

<yl v" >=(y) Do* = (27) DX Mu,,.

’
g1

’

Or: X' = |27 | ; (27) DX Muy, est la j°°™¢ ligne de X' DX Mu,, = \uy,.

’

2P
J

. U

Donc : < 37, vF >= /A —f
= s

J
Proposition Le coefficient de corrélation linéaire du caractére x7 et du k**™° facteur est égal a \/ Mg —f
S

Remarque Dans RP”, la mesure algébrique de la projection de &; sur le kieme axe principal (G, iy) est
égale, dans le cas ot M est diagonale, & M;; ui

Le rapport du coefficient de corrélation linéaire du caractére z7 et du k**™¢ facteur et de cette mesure
algébrique est égal & 1\\4/3727 .

Dans le cas de ’ACP normée, lorsque I’on prend des données centrées réduites et M = I, ce rapport est
égal & v/Ai, et ne dépend pas de j. C’est pourquoi on superpose parfois dans ce cas la projection des points
CY et la projection des points A4;.H
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5 Interprétation des résultats d’une ACP

On représente la projection des points-individus A; et des axes-caractéres (G, é€;) sur le plan principal
(G, U1, Us) et éventuellement sur d’autres plans principaux. On représente les cercles de corrélation cor-
respondants.

On peut diviser le plan d’interprétation en quatre parties.

5.1 Axes principaux a conserver

On note la qualité globale de représentation sur chaque axe (appelée aussi pourcentage d’inertie expliquée par
Paxe ou pourcentage de variance expliquée par le facteur correspondant). Pour décider quels axes conserver,
on peut s’appuyer sur les trois principes suivants, qui peuvent étre contradictoires :

1. On conserve tout axe que ’on peut interpréter.

2. On arréte 'introduction des axes lorsque la variance d’un facteur correspondant a un axe est inférieure
a celle d’un caracteére.
Par exemple, en AC'P normée, lorsqu’on utilise des caractéres réduits, on arréte l'introduction lorsque
la variance est plus petite que 1.

3. On arréte 'introduction lorsque la qualité de représentation sur un axe est beaucoup plus faible que
celle du précédent.
Exemple Axe 1: 30 % - Axe 2: 20 % - Axe 3 : 18 % ; on peut conserver 'axe 3.
Axe1:30% - Axe 2: 20 % - Axe 3: 6 % ; on peut ne pas conserver l'axe 3.

5.2 FEtude des corrélations entre les caractéres initiaux

On étudie le cercle des corrélations et la matrice des corrélations. On détermine les caractéres fortement
corrélés positivement et ceux fortement corrélés négativement. On rappelle que :

- Lorsque deux caractéres sont représentés par des points proches du cercle et proches l'un de ’autre, il
existe une forte corrélation linéaire positive entre eux ;

- lorsque deux caractéres sont représentés par des points proches du cercle et presque diamétrialement
opposés, il existe une forte corrélation linéaire négative entre eux.

On lit les coefficients dans la matrice des corrélations.

Remarque Des caractéres fortement corrélés positivement varient dans le méme sens et peuvent représen-
ter le méme phénomeéne. Si ’on conserve trop de caractéres fortement corrélés positivement, la différence
entre deux individus, qui seraient semblables vis-a-vis de ces caractéres, mais dissemblables vis-a-vis des
autres, peut apparaitre fortement atténuée. Pour remédier & ceci, on peut éliminer certains de ces caractéres
ou leur donner un poids qui diminue leur importance dans 1’étude, ce qui revient a changer de métrique M.
On peut aussi effectuer une ACP sur le tableau des mesures de ces caractéres et remplacer 1’ensemble de ces
caractéres par le premier facteur de cette ACP.H

5.3 Interprétation des facteurs

Que représentent les combinaisons linéaires des caractéres initiaux centrés que I'on a déterminées ? On peut
faire cette interprétation en s’appuyant sur 'une ou l'autre des deux analyses suivantes.

5.3.1 Analyse des corrélations des facteurs avec les caractéres

On détermine les caractéres fortement corrélés positivement d’une part, négativement d’autre part, avec les
facteurs. Ceci peut permettre de donner une signification a un facteur, en ayant déterminé les caractéres qui
varient en moyenne dans le méme sens que ce facteur et ceux qui varient en moyenne en sens contraire.
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Exemple Dans une analyse ou I’on a mesuré des variables économiques sur les pays du monde, le premier
facteur peut étre corrélé positivement avec des caractéres tels que le PNB par habitant, les importations,
les exportations, le pourcentage d’actifs dans le secteur tertiaire et corrélé négativement avec des variables
concernant 'importance relative du secteur primaire (agriculture, sylviculture, péche) ; Paxe principal corre-
spondant oppose alors des pays trés développés économiquement (qui ont des valeurs fortes pour les caractéres
du premier groupe et des valeurs faibles pour les caractéres du deuxiéme) a des pays moins développés (qui
sont dans le cas contraire) : on peut dire que le premier facteur représente le développement économique.ll

Remarque Cas d’un facteur de taille : c’est un facteur tel que tous les caractéres sont fortement corrélés
positivement (ou tous négativement) avec lui. L’axe principal correspondant oppose les individus ayant de
fortes valeurs pour tous les caractéres & ceux ayant de faibles valeurs. Par exemple : on fait une étude sur
les notes d’étudiants dans différentes matiéres ; il peut apparaitre que certains ont de bonnes notes partout,
alors que d’autres en ont de mauvaises partout ; le premier facteur peut alors étre un facteur de taille, ’axe
principal opposant les étudiants ayant de bonnes notes a ceux ayant de mauvaises notes.

On peut parfois remédier au phénomeéne de taille en transformant des caractéres, en remplagant dans
ce cas des caractéres de taille par des caractéres de structure. Par exemple : on fait une étude sur les
départements francgais ; le caractére "nombre de médecins" dépend de la population du département : on
peut Uinterpréter comme un caractére de taille ; on peut alors le remplacer par le caractére "nombre de
médecins pour 1 000 habitants" (ou "densité médicale"), qui est un caractére de structure.ll

5.3.2 Analyse de la position d’invidus ayant une contribution importante

Si certains individus ont une contribution trés importante a U'inertie expliquée par un axe principal et un
type bien défini, I’étude de leur position par rapport a cet axe peut permettre de donner une signification
au facteur correspondant. Certains individus peuvent parfois expliquer a eux seuls la construction d’un axe
principal.

Remarque Certains individus ayant une contribution trés importante peuvent étre considérés, apres
examen des valeurs des caractéres, comme aberrants. On peut alors les éliminer de la détermination des
axes principaux, et cependant faire figurer leur projection sur les plans (individus supplémentaires ou non

actifs).ll

Exemple On fait une étude sur les départements frangais. Il peut apparaitre que les départements
d’outre-mer ont des valeurs de certains caracteéres trés différentes de celles des autres. Apreés avoir étudié leurs
caractéristiques, on peut dans ce cas limiter éventuellement ’analyse aux départements de la métropole.ll

Une analyse de données se fera donc généralement en plusieurs étapes : aprés un premier passage, on
interpréte les résultats et on élimine éventuellement des caractéres ou des individus ; on effectue alors un
deuxiéme passage et on reprend le méme procédé.

5.4 Interprétation de la position des projections des points-individus

On interpréte la position par rapport aux axes principaux de la projection des points représentatifs des
individus.

Si un individu a une abscisse positive (respectivement négative) élevée en valeur absolue sur un axe
principal, c’est qu’il a une forte (respectivement faible) valeur du facteur correspondant et, en général, une
forte (respectivement faible) valeur des caractéres fortement corrélés positivement avec ce facteur et une faible
(respectivement forte) valeur des caractéres fortement corrélés négativement avec ce facteur. On confirme
ceci en consultant le tableau des données.

La proximité entre deux individus sur un plan principal ne traduit pas nécessairement une ressemblance
entre ces individus vis-a-vis de tous les caractéres, en particulier si la qualité de représentation de ces individus
sur le plan considéré est faible, mais traduit une ressemblance vis-a-vis des facteurs correspondants.

Si le nombre d’individus est trop important, ou si les individus constituent une population ou un échantil-
lon représentatif de cette population pour laquelle I’étude des résultats individuels ne présente pas d’intérét,
alors on peut regrouper les individus en classes
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- empiriquement, & partir des graphiques de 'ACP ;
- automatiquement, par une méthode de classification.
On interpréte alors la position des classes par rapport aux axes principaux.

Exemple Dans une banque, on peut étudier la population des clients et vouloir segmenter cet ensemble
en classes dont on étudie les caractéristiques globales sans étudier celles de chaque client.l

Remarque Dans le logiciel SPAD, la classification est faite non pas a partir des valeurs des caractéres,
mais & partir des valeurs des facteurs. L’utilisateur déclare le nombre de facteurs qu’il souhaite introduire.
Apres la classification, on peut représenter automatiquement les classes sur les plans d’axes principaux, le
code d’un individu étant remplacé sur la figure par le numéro de la classe.ll

Remarque Représentation d’un caractére qualitatif : on peut représenter un caractére qualitatif sur un
plan principal. On représente chaque modalité du caractére par un point qui est le barycentre des projections
sur ce plan des points représentatifs des individus ayant cette modalité. Si ce caractére est ordinal, on peut
joindre ces points par des fleches orientées en respectant I'ordre des modalités.ll
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