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c/Ŝ \bVWV1V__TV_dbW_.TVV_W.abY_0VUZSTX.TYSd_

\TSabV̂ _a[TVUd/Y1]_W.1U.TU\TSabV̂ _ZSTvY1_l[ .̂/0Y1V_*.1Ud1cUVTbY1VW0VWY]0W1V__SZSdTUV/YU.aYbYW[TV_dbW_h

w xyz{|}~�z�|y

������������������������������������"���������������������&� ��&�&���&�& ���� ����� �� ������ ������� ����������� �������¡�����¡��������
 �����&������� �� ¢�����£¡�&����& ��¡�"���" ¢��¤¥���������&&�� ���� &&�&
�� ��������&� ��&�&���&� �¢� � ��%�"�&¡�� &¦�������&�����" ¡��� � �
���¤¦���� �&§����������� �� ¢��&&¡̈ �����& ��"� §¢ ��&������ �� ¢���������¢���& �� �&�¡�"���" ¢���&���¤�¤ ��©¥�ª���«+�¬ ¤­��&§������������ �&���������������&���"��¢�������"���&¡������� �&�&¡�� &����®�&���������������� �&����������� �������&� �� � ��&�&¤¦�������������&��� � ��%���&¡������� �& ����� � ����$���������̄ �������� &&�����������
¦°$�±±²�³́ �µ¶$°�$°���  �" �� &�������­$�ª ���£¡��� ��§�® ����&¤·������̧ ¹���������º����»�������¼����� �¦�¡́  ́� ������ � �����& �� �&�
¡&�" &� ��¡ ��&������� � &������ ����������� �&¤½���� �  �"��§���¡�
 ¡��� � �¢ &�"������£¡�&��������� ����� ��¢���"�������"�&���¤�¤�¶¾³ª ¤¿��������� � �"� ��� � ����$���� �&  &� ��� ����� ��� ����� � ���� ����������̄ � �"���������������&��¢��������¡� �������¿�À ¤#®���"������&������ ����� ��������� � ����$������&� �" �"������ � ������¢ &�"
������ ����������£¡�&� &� ��������� �������&�&¤©��&���������"�& ����¡��"������� &&������� ��¡ ��§�������������&����������®�� � ���&&�¢�����
? iSTl_d\\STWVUa[W0V2,g'\TSÁV/WÂ4)+23'+(Ãhg0VfT_W.dW0STY__d\\STWVUa[.ZVbbS̀ _0Y\ZTŜ -,2(ÄÅÆ4h
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e ::= x | null4WŜ Y/ZST̂ db.V
π ::= e = e′ | e+ i

l

↪→ e

(W.WV�ST̂ db.V
A ::= π

| A ∗ B | A−∗B | emp
m_\.WY.bZT.]̂ V1Wn

| A ∧ B | A → A | > | ⊥ m/b.__Y/.bZT.]̂ V1Wn(.WY_Z./WYS1
(s, h) |=��e = e′

Y�
J e Ks = J e′ Ks,

ỲW0J x Ks = s(x) .1UJ null Ks = nil

(s, h) |=��e+ i
l

↪→ e
Y�

J e Ks ∈ N
.1UJ e K + i ∈ dom(h) .1Uh(s(x) + i)(l) = J e Ks

(s, h) |=��emp
Y�

dom(h) = ∅
(s, h) |=��A1 ∗ A2

Y�
∃ h1, h2

_hWhh = h1 ∗ h2, (s, h1) |=��A1
.1U(s, h2) |=��A2

(s, h) |=��A′−∗A
Y�ZST.bbh′,

YZ
h ⊥ h′ .1U(s, h′) |=��A′ W0V1(s, h ∗ h′) |=��A

(s, h) |=��A1 ∧ A2

Y�
(s, h) |=��A1

.1U(s, h) |=��A2

(s, h) |=��A′ → A
Y�

(s, h) |=��A′ Ŷ \bYV_(s, h) |=��A
(s, h) |=��⊥ 1VXVT.1U(s, h) |=��> .b̀ .[_
�PL���Rg0V_[1W.k.1U_V̂ .1WY/_SZSL

ỲW0\SY1WVT.TYW0̂ VWY/.1UTV/STU_
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h2
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dom(h1) ∩ dom(h2) = ∅¤µ������ ����h1 ∗ h2�&"����"���"�&#������ �& &������
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x + i
l
↪→ e ¡&�i = 0¤ ­��� �� &��§�§����x l

↪→ e¤¾�& ��� � ����¡� �&������̧������̧���������CL�����"��&���¡&��������������&
∗,−∗¤©�� ����§�& ��� � ����¡� �&����� �̧���������� �LF��� ���&�����
�� &&�� � �� ����� �" �� &¡¢����¡� �

x + i
l
↪→ e ¡&�i = 0  �"l = next� �"§�� �&�����§����

x ↪→ e¤ ��� ���� ����� &&�� �  �"�����"�� �����& �������� � ¢���§���������&��� ������&����¡"�"��¢���������¤
$��¡&���¡&�� ������®���&&�����§����SL ���® ����&¤µ������¡� ¬emp∗

¬emp �� �&�� � ��� &��§�����������& �� ���� ��"¤µ������¡� x l
7→ e�
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"����" &¬(¬emp∗¬emp)∧ x
l
↪→ e��&������ ����&�����x l

↪→ e%s, h |=��x l
7→ e

�̈
dom(h) = {s(x)}  �"h(s(x))(l) = J e Ks¤µ

������¡� (x
l
↪→ null)−∗⊥

�&
& ��&��" �(s0, h0)

§�������������&���� �h1
§���h1⊥h0

�� � ���� ��&���
� �� ¢��

x
��nil ��l ���"��� ��&x �& ���� ��"��h0¤

A
�&� ��"�̈ ��������������&� ��(s, h)�§�� ��(s, h) |=��A

�§������
|=��A�¤� ��&� ¢������&"����""¡ ���¤
������������� ·������̧�������������������̧��"�����̧����"����̧������SL������
�������̧����
���
���� �"��&&��&¡��& �����&�£¡����&�����¿�������¤À¤̄  ¤µ�����
��

¡���� ¢�¡�"�����"�������������� SL
�& �¢� ���"¢���"¡���������"���

�����������RF
�� ��&&��§������
���� ��&�������������$��� ¤̄� ���&� ¢��������SL
�&��"¡��"����"��������������SL

�� ��&�� &� ��������
&� ����������%�����& ��&� ¢��&� ������¡� �A � �¢�& ��&��"¢� ������&� ���� �� �¢�����"�"���������� �&�%���A¤

��� �� ��������������
!����"�����������������"��&����������LTLmem  ��ω�&�£¡����&���������&� ��&� �� � �&�������& ��(S × H)ω  �"���� ��¡�"��&���" & �������
����¡� ����&������� �&§����������� �� ¢��&¤­���"���� � ��%�����¡� �����&��������� �&§����¡�"�&��¡�����¡�" ���§�&� �� �&����&�"����"��&
§������&� ���� ���� ��&�������&��Sω ×H¤
·�� �̧���LTLmem�©���¡� ���LTLmem  ��"����"��µ ¢�� ¤̄°���������¡� �
�� LTLmem  ��&� ������¡� �����SL �®������ �� �� ¢��&� �¢�����®�"¢����&��¢�� ��	¤ ©�� ��&� �����x �& ����������"¢����� �¡��� x  � ���

��®�������&� ��¤¾�¡&������� �����i
x
���

i times
︷ ︸︸ ︷�. . .�x

�¢¡����������"
�� �����"����i

x
��£¡���&������&� ����O(i)�¤µ�������� ����� ���& �����&� �" �"��®���������� ���� �"¡���� ���� �������&��� ��$µ$�&���¤�¤ ����À ¤µ��& ��&� �������� ����ρ, t |= φ §����ρ �& ��"����LTLmem�

t ∈ N
 �"φ �& ����¡� �& �&�"����"��µ ¢�� ¤̄¾�¡&�&� �" �" ¢¢���� ����&&¡�� &�φ��φ ¤¤¤¾�������¡&������&����� �� �� ¢��&p, q�� ���������"�� ���������&����� �� �� ¢��p &��¡�"¢�¡�"��&���" &xp = x>

���&����®�"�®�� 
� �� ¢��&

xp, xq, . . . , x>¤
½���� �� �����Frag �� SL�LTLmem(Frag)

�&�����&���������� LTLmem

������¡� ���§�������¡�����&� ������¡� �¢¡�������Frag
�§����®���"�"

� �� ¢��&�i
x�� �"§�§����SAT(Frag)

��"��������& ��&� ¢��������¢������
LTLmem(Frag)%����� ������ �����¡� φ ��LTLmem(Frag)��&����� ��"��
ρ &¡���� �ρ, 0 |= φ	µ��� �� �����¢�����§����§���£¡����� ������"��� & ���&� ���� ����&�¤�� ��������� �������&� ���&�®�"�& �(s, h)

  �&
"�����"¢�SATct(Frag) ���&�¤ SATinit(Frag)

 ¤µ�����¢���SATct
init(Frag)

�&
"����" � ����¡&��¤

À



+1TY/0VUVk\TV__YS1_ η ::= x | �η | null

4WŜ Y/ZST̂ db.V π ::= η = η′ | η + i
l

↪→ η′(W.WVZST̂ db.V A ::= π | emp | A ∗ B | A−∗B | A ∧ B | A → B | ⊥gV̂ \ST.bZST̂ db.V φ ::= A | �φ | φ�φ′ | φ ∧ φ′ | ¬φ(V̂ .1WY/_
ρ, t |=�φ Y�

ρ, t+ 1 |= φ.

ρ, t |= φ�φ′ Y�W0VTVY_t1 ≥ t _hWhρ, t1 |= φ′ .1Uρ, t′ |= φ
ZST.bb t′ ∈ {t, .., t1 − 1}.

ρ, t |= φ ∧ ψ
Y�
ρ, t |= φ .1Uρ, t |= ψ.

ρ, t |= ¬φ
Y�
ρ, t 6|= φ.

ρ, t |= A
Y�
s′t, ht |=��A[�k

x← (x, k)]
0̀VTVρ = (st, ht)t≥0

.1U
s′t
Y_UVf1VUa[s′t(〈x, k〉) = st+k(x).

�PL���Rg0V_[1W.k.1U_V̂ .1WY/_SZLTLmem

��� ������ ���������������������

­����&&�������§�"���������"��������������¢���&�������� �&§����������
� �� ¢��&����LTLmem &������ ����&¤µ��&��I �� ������������¡&�"����������� �&�&"����"¢������ �� �¢���§%

instr ::= x := y | skip
| x := y→ l | x→ l := y | x := cons(l1 : x1, .., lk : xk) | free x

| x := y[i] | x[i] := y | x = malloc(i) | free x, i

µ��"���� ���� � &�� ����&��  ���&��¡�����instr
�&"����" & � ��� �

�¡������J instr K : S × H → S × H�¡�"����"§��������&��¡�����§�¡�"� ¡&� ���������� ����¤¾���&���µ ¢��
������� �"���� ���� �&�� ����&
���¡���&��¡�����&��¤����� ����¢�� ����&���£¡ �����&¢��§����®���&&���&
 ��� ���"�¡ �"& �"��&&���&"�����"¢�G¤°����� ��&"����" & ������
(Q, δ, qI)

&¡���� �Q �& �����&�����������&� ��&�qI �&�
������� �&� �� �"δ�&����� �&�������� ����� &¡¢&����Q×G×I×Q¤¾�¡&�q g,instr
−−−→ q′

��"�����
 �� �&�����¤¾�& ��� � ����� ��&���������������������������� �&�����&
 ��� ¢���"����§�����&��¡�����&���������

x := y�x := y→ l� �"x := y[i]¤¾�§����
P
��"��������&��������� �& �"

Pct ��"��������&��������� �&
§����¡�"�&��¡�����¡�" ��¤°����� ��& ������¢#���§��&���������� ����� �¢����§�" & ���������
&� ��&�&���¤���������&��������� ����� �p = (Q, δ, qI)������ �&�����&�&����Sp = (S,→)

�&"����" &�����§&%S = Q × (S × H)
�&���������¡� ����&�

 �"(q, (s, h)) → (q′, (s′, h′))
�̈ ������& �� �&�����q g,instr

−−−→ q′ ∈ δ &¡���� �
(s, h) |= g  �"(s′, h′) = J instr K(s, h)¤¥����� �Sp �&�������&& �������� �¤°����¡� ��������®��¡�������p �&"����" & ��������� ����Sp &� �����§����������&� ��qI ¤

����¡� ����&��
p
� �¢����§�" &LTLmem ��"��&�¡&���

¬



J x := y K (s, h) &
'(
≡ (s[x 7→ s(y)], h).

J x := y→ l K (s, h ∗ {i 7→ {l 7→ v, . . . }}) &
'(
≡ (s[x 7→ v], h ∗ {i 7→ {l 7→ v, . . . }})ỲW0s(y) = i

J x→ l := y K (s, h ∗ {i 7→ {l 7→ v, . . . }}) &
'(
≡ (s, h ∗ {i 7→ {l 7→ s(y), . . . }})ỲW0s(x) = i

J x := cons(l1 : x1, .., lk : xk) K (s, h) &
'(
≡

`

s[x 7→ i], h ∗ {i 7→ {l1 7→ s(x1),
. . . , lk 7→ s(xk)}}

´

ỲW0i 6∈ dom(h)

J free x, l K (s, h ∗ {i 7→ {l 7→ v, . . . }}) &
'(
≡ (s, h ∗ {i 7→ {. . . }})ỲW0s(x) = i

J skip K (s, h) &
'(
≡ (s, h)

J x := y[i] K (s, h ∗ {i+ i′ 7→ {next 7→ v}}) &
'(
≡ (s[x 7→ v], h ∗ {i 7→ {next 7→ v}}))ỲW0s(y) = i′

J x[i] := y K (s, h ∗ {i′ + i 7→ {next 7→ v}}) &
'(
≡ (s, h ∗ {i+ i′ 7→ {next 7→ s(y)}})ỲW0s(x) = i′

J x := malloc(i) K(s, h) &
'(
≡

`

s[x 7→ i′], h ∗ {i′ 7→ {next 7→ nil}}
∗ . . . ∗ {i′ + i 7→ {next 7→ nil}

´

ỲW0i′, .., i′ + i 6∈ dom(h)

J free x, i K (s, h ∗ {i′ + i 7→ f}) &
'(
≡ (s, h)

ỲW0s(x) = i′

�PL���R(V̂ .1WY/_ZSTY1_WTd/WYS1_

�����&����� �� �� ¢��&������"�����®�� ������ ���� ¢�¡�����������&� ��&
�"�� ��& ��������"�������¤
��"����������� ��&  � �����������������& �®���&&�¢�� ��LTLmem  ����

����¡� ����&������� �&¤µ� ����� ��� ������SL�CL�RF���LF��§� &&���� �� &��������� �&% ������� �&���SL  �"CL������ �&§�����&��¡�����&� ����i = 0
���RF� �"��������§����������� ¢��next ���LF¤½������������&��� �����&Frag ��SL�§�§����MC(Frag)

��"����������"�����������
���¢������Frag%����� ������ � ����¡� φ ��LTLmem §���&� ������¡� �
¢¡�������Frag  �" ����� �p

����� &&��� ��"�� �������&����� ��������
����¡� ����ρ �� p &¡���� �ρ, 0 |= φ

�§����§�§����
p |= φ�	µ��� �� �����¢�����§����§���£¡����� ��������� ��&§����¡�"�&��¡�����¡�" ��

���&�¤�� ��������� �������&� ���&�®�"�& �(s, h)
 �&"�����"¢�MCct(Frag)���&�¤MCinit(Frag)

 ¤µ�����¢���MCct
init(Frag)

�&"����" � ����¡&��¤¾�� �
§����

p, (s, h) |= φ
������ &�%�§� ��&�������� �������&� ��¤°�� �����"����������� �"& ��&� ¢��������¢���& "����" ¢��� � �¢�

�� ��"��Σ1
1

����� � ����� ����� ����¤°""������ ���� ����� ¢������¢���&
� �� &���¢�&��§����
���� �"&�������� ������� ��%�$µ$& ��&� ¢����� �"
��"���������������À ¤
�&����®���"�"� �� ¢��&�x�§�� ��®���&&&�������� �& &����¡� �¤

µ��& ��¡ ������"&������������ �&§����¡�¡�" ���������&�� ����&§���

´



���&� ���� �¤­��¡��������§��®���&&���������� �� �������� �§���������
&����� �� �� ¢��&� �""���� ����¡� �� �����"������ �&�����&¤µ�"�&��
§��� �&� ����&��¡�����&�� �������

x := y
�����

x = y� x := y → l
����

y
l
↪→�x� �"x := y[i]

����
y+ i ↪→�x¤½¡ �"& ���� �&� ��" ����"�����¤°& ���&�£¡�������������§�����&¡��� �¢�"�����"%

��  ���º�� Frag
����������� ����� SL� CL� RF� ��LF� ·���� �� ��̧�������������������MCct(Frag)

��SATct(Frag) ����������MCct
init(Frag)��SATct

init(Frag)��

� ����}������z��	�����z��{|����������z{��z�y�
	|��~z�z�|y�

­����&&������§��&� ¢��&�������
�������������&&��������¢���&SAT(CL) �"SAT(RF)¤µ�"�&��§� ¢&�� ��������&� ��&§��&�&�%��& ������¡��¢�¡�"�"¢������&��¢����������&� ��&¤°&¡&¡ �������� ������������"�
��&�&� �"��"¢������  ¡��� � �������%���ω�&�£¡����&¤¾������&�¢���§ � ¢&�� ������� ��&����������CL

� ���§���������� ���������� �"���RF� ���§��� ������ ���&������� � ����$������ ���&�� � ����¢¡��� ��&���
�® ���������¡��� ��¡ ��SL¤

��� 
�������� �������

µ��� �� ���� �������"���&��������"¡��&����������������&� ��&�&���&
���&�&�&�������"¡���� &��¢���������&��� ��������������&��&�������¡� �����&¤µ��&��¢���������&��� ����"����"¢���§�� �& &���� ����� �"� &
&���� �����&§���&��¢������ �&������ � ����$�������� ���������¿�À ¤$��
¡&&� ��¢�&���¡&��¡�"��������&¤©����§����$�%�ª �§������"¡�����&�������������̧���� � ������¡� �����SL ���������&¢���§%


alloc x &
'(
≡ (x

next
7→ null)−∗⊥

�
x
�& ���� ��"�¤


size ≥ k &
'(
≡

k times
︷ ︸︸ ︷
¬emp ∗ . . . ∗ ¬emp

� ��� &�k ��"���& �� ���� ��"�¤

e+ i

l
↪→ e�e = e′¤

½���� ����¡� φ ��LTLmem�§�"������&�� &¡��µφ
¡�"��&���" &&���

�����&�������� ���� ¢�¡����&��� ������&�¡���&�������"��φ¤­�"��"�������������&��¢����&� ��& ��������¢#���&� � ������%�"¢�&¡��&��� ������ �
&¡��&¤©��  &� �� ����¡� A �� LTLmem� ��� &�%��� �������® ����"¢�A�§������wA� �& ��"¡�������"�

���" & �����§&% wA �& 1
���  ����� ����¡� ��

max{wA1
, wA2

}
���A1∧A2

��A1 → A2
��A1−∗A2� �"wA1

+wA2

���A1∗A2¤¿¢&������ �wA ≤ |A|¤
¿����&�����&��& ¢�¡����&��� ������&�¡���&��A���"��¢�"����"%

LabA
�&���&���� � ¢��&����

Lab
���¡�������A� VarA

�



�&���&����� �� ¢��&����
Var

���¡�������A� εA �&�
��&����� �¡� ��¡��

¢��& i &¡���� � e + i
l
↪→ e′ ���¡�&��A  �"mA �&���� ®�� � k &¡���� ��k

x
���¡�& ��A ���&���� �� ¢��x¤°�� &¡���&"����" & ����������

N×Pf (N)×N×Pf (Lab)×Pf (Var) §����Pf (X)
"�����&���&���������&¡¢�

&��&��&���&��X ¤µ��&������ &¡��&� & � �¡� � � �����&��¡��¡�������������§�&���"�������"¢���§µ ≤ µ′¤¾� �&�§����µ[w ← 0]
��"��������

�� &¡��µ �®������ �w = 0¤
µ���� &¡�����A�§������µA��&����¡���(mA, εA, wA, LabA, VarA)¤µ���� &¡����&�������¡� φ ��LTLmem�§������µφ��&sup{µA : A ���¡�&��φ}¤

������������������������µ = (m, ε, w,X, Y )��������Tµ
�����������

���������� ���������̧��ψ �� ����������»

e ::= 〈x, u〉 | null f ::= e+ i

ψ ::= f
l
↪→ e | alloc f | e = e′ | size ≥ k

����u ≤ m�i ∈ ε�l ∈ X�k < w ���x ∈ Y �
¿¢&������ ����� �"�� � �� Tµφ

�&�������� � ��|φ|¤½���� �� &¡��µ =
(m, ε, w,X, Y )  �" ������&� �� (s, h)�§�§����Absµ(s, h) = {A ∈ Tµ :
(s, h) |=��A}

��"�������� ¢&�� �������(s, h) §��µ¤½���� �� &¡��µ  �"�§�������&� ��&(s, h)  �"(s′, h′)�§�§����(s, h) 'µ (s′, h′)
�̈
Absµ(s, h) =

Absµ(s′, h′)��� ��&����¡� ���Tµ
� ����"�&����¡�&�����§�������&� ��&¤

$��� ¯¢���§&� ��&�� ��¡� ¢&�� ������&����������CL  �"RF¤
��  ���º�� (s, h) ���(s′, h′)

����������"������ �������� (s, h) 'µ

(s′, h′) ������(s, h) 'µ[w←0] (s′, h′)
�������"����������̧�A ��������µA 6 µ���A ��̧������RF ������CL

��������(s, h) |=��A ��(s′, h′) |=��A�
¥����� �§�� ��®���"���&��&¡�������§����SL

¢����&�"�������&�����¡� �
���������e+ i = e′ + j¤

��� 
� ����� �	���
¾�§����Σµ

��"����������§��&����Tµ
$Σµ

�&���¡��� & � ��� ¢��� �"
�������&a ∈ Σµ

 ��� ���" �̧�����¤°&��¢������"��§��µ �&"����" & ��������&�£¡����σ ∈ Σω
µ
¤ ���¢������"��&  �� ¢&�� �����&����"��& ����

LTLmem%����� ��"�� ρ : N → S × H  �" �� &¡��µ�§�§����Absµ(ρ) :

N→ Σµ
��"��������&��¢������"��§��µ &¡���� ���� ��t�Absµ(ρ)(t) &

'(
=

{A ∈ Tµ : ρ, t |= A[〈x, u〉 ←�u
x]}¤

µ� ������a�§� &&��� ���������¡� Aa =
∧

A∈aA ∧
∧

A6∈a ¬A¤
©��σ  &��¢������"��� �"φ  ����¡� &¡���� �µφ ≤ µ�§�

"�������&��¢����& ���&� �������� ����σ, t |=µ φ
 && ��&� ����������"��&�®������������ ¡&� ¢�¡�

 �����&¡¢����¡� ��� �¢�����&%σ, t |=µ A
�̈
|=��Aσ(t) ⇒ A[�u

x ← 〈x, u〉].¾�§����Lµ(φ)
��"��������&����&��¢������"��&σ§��µ &¡���� �σ, 0 |=µ φ¤°& ������ ����$��� �̄§���� &�¡�"��&&��&¡������¡� ¢&�� �����%

³



�������������º�� φ ��������̧��� LTLmem(RF) ������ �� LTLmem(CL)
�

���µφ ≤ µ������"����̧ ρ����������� ρ |= φ
��

Absµ(ρ) |= φ ������
Absµ[w←0](ρ) |= φ

��

¥����� �Absµ

�&���&¡�#������$§�����Lµ
sat

���&����&��¢������"��&§��µ�� � �� ¢&�� �����&��&�����"����LTLmem¤���&�£¡������φ ��LTLmem(RF)�&& ��&� ¢���̈ Lµφ(φ) ∩ L
µφ

sat

�&��������¤

��� ω�
������������	���������������	

­���"����&��§�� �SAT(RF)  �"SAT(CL)  �������
��§�&� ���®�� ��§����&�����������������&&��Lµφ(φ)∩L
µφ

sat
� �¢�"��������
��¤����§§���� �

�®������������ &����RF¤©��CL����� ����������¡��������µφ

¢�µφ[w ← 0]¤
µ�"�&��§�&��§�� �� ��� ��¡ ��� �¢��������%�"¢� ��®������� ��&�%������ ¡��� ���& ��&�����������"���������&���&� ¢��&�������
��¡����
¢�¡�"¤­�A

�& ����� ¡��� ����§�����L(A)
���� ��¡ ���������%�"¢�

A¤©����§����¶¾³ª�!!�́ ����A
¢��������� ��%�"����� ¡��� ���"����"¢�

���&��¡��¡��(Σ,Q, δ, I,F) &¤�¤%

Q �& ���&�� �� &��� ���" ���&�� φ� �� �  ��&��& �� ������ � ����¡� �����¡"�"�����&��� ���"���&¡��&��cl(φ)

�&���¶¾³ª ��I = {X ∈ Q : φ ∈
X}� �"Σ = Σµ¤

 X

a
−→ Y

�̈ �¤�������� ���������¡� A ��X �|=��Aa ⇒ A[�u
x← 〈x, u〉].

¤̄���������φ′ ∈ cl(φ)��φ′ ∈ X �̈
φ′ ∈ Y ¤


$��{φ1�φ′1, . . . , φn�φ′n}
¢����&����¡��������¡� ���

cl(φ)¤¾���&�F =
{F1, . . . , Fn}

§����Fi = {X ∈ Q : φi�φ′i 6∈ X
��φ′i ∈ X}

���i ∈ {1, . . . , n}¤
$��

A
µ
φ

¢��������� ¡��� ����£¡�� �������������� ��%�"����� ¡��� �
���

A¤­��&� &����¢&������ �A
µφ

φ

� & ��®������� � ��¡����&� ��&�����
&�%���φ  �"��&�� �&�������� ����� �¢�������"���������� �&� �������&�%���φ¤���������
��  ���º��φ ��LTLmem(RF) ������LTLmem(CL)

� ���µ ≥ µφ ������µ ≥
µφ[w ← 0]

��·����L(Aµ
φ) = Lµ(φ)�

¾�� � �&�¢¡��" ����� ¡��� ���
A

µ
sat
&¡���� �L(Aµ

sat) = Lµ
sat
¤Aµ

sat

�&
"����" &(Σ,Q, δ, I, F )�§����Σ = Σµ�Q = Σµ�F = I = Q  �"a a′

−→ a′′
�̈ %

�¤Aa,Aa′′

 ��& ��&� ¢��� �"a = a′�
¤̄ ������������¡� 〈x, u〉 = 〈x′, u′〉 ∈ Tµ

§���u, u′ ≥ 1�〈x, u〉 = 〈x′, u′〉 ∈ a �̈
〈x, u− 1〉 = 〈x′, u′ − 1〉 ∈ a′′¤
­�µ = µφ �����A

µ
sat

�&���®������� ��&�%���|φ|  �"����� �&�������� ����� �¢�������"���������� � &� ����|φ|¤���������� ��������& ¡��� ����������%�&& ��&� ¢��&��¢������"��&¤
��  ���º��φ ��LTLmem(RF) ������LTLmem(CL)

� ���µ = µφ ������µ =
µφ[w ← 0]

��·����L(Aµ
sat) = Lµ

sat
�

��



µ��&���� �&�&&���� � �"���&�����&&�¢�����®���"�������§���������
LTLmem ����¢� ���§�����&�����¡� ����������

x+ i = y+ j &����§�§�¡�"���" ¡��� � §�����¡����&¤¥�§�§�� �&� ���¡�� ��������®�����&¡��¤
������ �� SAT(RF) ���SAT(CL) ������
�������̧����
������ �&������µ����§��¢�¡�"�& ����$µ$����À ¤ $�� φ ¢� ���&� �������¡� �� SAT(RF)

����SAT(CL) ���� ��¢���§µφ

¢�µφ[w ← 0]�¤°&&���� ������φ �&& ��&� ¢���̈ Lµφ(φ) ∩ L
µφ

sat

�&��������¤«�����φ �&& ��&� ¢���̈
L(A

µφ

φ ) ∩ L(A
µφ

sat) 6= ∅¤µ
�������&������ ¡��� ����&���®������� �&�%������

&�%���φ  �"� �¢�������"��������¢� ���"��������&������������ ���������¤���������������&&���¢����������� ¡��� � �&������
�����������
 �"����� �&�������� ��������������&������ ¡��� ���� �¢�������"�������
���� � &� ����|φ|�§��¢� �� ���"��������&����������� � &� �� �������������&����& ��&� ¢������� φ¤��� �����
&��������§����������
��¡����¢�¡�"¤ ut

��� ����������� ���������
$��Frag

¢������������ &&�� ��� ���������������"�� �����¤$��� �����
��"�& ��"¡���������MCct

init(Frag)
��SATct

init(Frag)
¢ &�"�� ����� �� &�����¡� ����"���¤°&§�§��� &����§�§�� � �&���"¡��SATct

init(Frag)
��

SAT(Frag)
������ ��%��� � ����®�� ������ �������� �������&� ��§��&�

����� � � ��¡ ��� ����"�&����¡�&������������� �������&� ��¤°& ���&��
£¡�����������
��¡����¢�¡�"���SAT(Frag) ��� ��&������
��¡����¢�¡�"���¢���SATct

init(Frag)  �"MCct
init(Frag)¤

������������� ·������̧���SATct
init(RF)�MCct

init(RF)�SATct
init(CL) ���

MCct
init(CL) ������
�������̧����

��������$��� � �"&����SATct
init(RF)

�& ���§���¢����
���� �"� ��
��� ��&���&� ¢��&�������
��¡����¢�¡�"���SATct

init(RF)¤
½���� ����¡� φ  �" ������ �������&� �� (s, h)�§� &� �� ¢¡��"���������� ������ ����¡� φct

s,h

��SAT(RF) &¡���� �φ �&& ��&� ¢���� ��"��
§�������� �������&� �� (s, h)  �"���&� ���� ��̈ φct

s,h

�& & ��&� ¢��¢� 
����� ���"��¤�����§�� ��&��§��� �SAT(RF)

�&�����
������&�¡ � ����&�� �SATct
init(RF)

�&�����
��¤µ���"� �����������&�������� ��%��������� �
������&� �� �"���� ���� ������ ��&���&� ������������SAT(RF)¤°���¡ �������� �����® �����®���&&�� ������ ��&���&� ���&��"�� ��&¢���§�¢¡���� ����®�� ����§�¡&�§���¢�&¡����������¡��¡���&�¤°� ���������� �� ¢��&��φ��������¡� φct

s,h

�&¢¡������� ""����� �� ���
 ¢��&��V = {xi : i ∈ dom(h) ∪ Im(s)} ∪ {xi,l : i ∈ dom(h), l ∈ dom(h(i))}. µ������¡� φct

s,h

�&����������(ψ1 ∧ψ2 ∧ψ3)∧ψs ∧ψ
′,§�������&¡¢����¡� � ��"����" &�����§&¤


ψ1
&� ��&�� ������ ��& ���&��£¡ ���h &����§�� �������¢�"���������� �� ��¡ �� ""����� �� ¢��&�

dom(h) = {i1, . . . , ik}
�%

ψ1 &
'(
= (

∧

l∈dom(h(i1))
xi1

l
7→ xi1,l) ∗ . . . ∗ (

∧

l∈dom(h(ik)) xik

l
7→ xik,l)¤

��




ψ2
&� ��&§����� �� ¢��& ���£¡ � �"§�������& ������"����"������������� �������&� ��¤��§ ����® ��������i 6= j ∈ dom(h)� ���#¡�����ψ2
�&
xi 6= xj ¤����� �����

�
h(i)(l) = j  �"j ∈ dom(h)

����
xi,l = xj

�& 
���#¡�����ψ2¤!�� �

�& ��������"¤

ψ3

&� ��&�� ���� ¡®��� ��� �� ¢��&��� �����&� ��%∧
x∈V x =�x.


µ������¡� ψ′ �&�¢� ���"����φ
¢����� ����� �����¡��������

x
l
↪→ e

¢�

x
l
↪→ e ∧

∧

i∈dom(h),l 6∈dom(h(i))

x 6= xi.

µ�� ""����� ����#¡����&¡&��¡�¢�� ¡&��¡������ �� ��¡ ��� ����&� ���� � � ¢���&��������"�� ����&��� ���� ��" ""��&&¤

ψs

&� ��&���&�� ���& ¢�¡��������� �&����s%ψs &
'(

=
∧

x∈φ x = xs(x).

­��&����� &���������� �φ �&& ��&� ¢���� ��"��§�������� �������&� ��(s, h) §������&� ���� ��̈ φct
s,h

�&& ��&� ¢��¢� ����� ���"��¤°&� � &�����&¡��&�������� &&�� ��� ����� ����������"�¢�$��� ��������& ���&� ����"¡���������MCct
init(CL)

��SATct
init(CL)  �" &"��� ¢������� ���"¡��SATct

init(CL)
��SAT(CL)¤ ut

� �y}���}�����z����~�z�

­����&&�������§�&��§&���� �¡�"���" ¢�������&¡��&¢�¡&�����"¡���������
���¢���&������&��� �����&¤�����&��§���� �� �� � ���&��� �����M���&�&�&���§���¡����&

C1
 �"

C2� �" &�£¡�����
�
n ≥ 1

��&��¡�����&�� ��
��§����� ������������"������������������¡����&���#¡�����"����� ���
¡����������¡����&¢����%���¤µ��lth ��&��¡������l �&��&��� ������¡������ &�������������§�������&�������l%Ci := Ci + 1 $����l′	 ���l%��Ci = 0��������l′ ��&�Ci := Ci − 1$����l′′	¤­� ���"��������&���� ������ ���� ���������� ������ "�������� ���� ���"��������&�����������������������
l1
������l2	 �&���

�����"¤
µ�������¡� ����&��M  ��������&(l, c1, c2)�§����1 ≤ l ≤ n�c1 ≥ 0� �"

c2 ≥ 0  ������¡������ �¡�&�������� ������¡���� �"����§���¡����&C1 �"
C2� ��&�������

��¤µ�����&��¡������� �����������¡� ����& �&"����"������¢���¡&§ �¤°����¡� ������M �& &�£¡������ ��� ��"�����¡� ����&�
&� �����§����������� ������¡� ����(1, 0, 0)¤!�̈ ���������"���&�� ��¡����&  ��¡&�"����¤©�� ��&� ���� ����©$��¬ �
 ��¡����

C
§���� �¡�n �&�����&����"¢� ��&��� ������n ������"��¢� x"�"�� ��"��
C¤µ��& ���"� �&¡&�"������������¦����&�����ª¢���§¤­���"����&��§¡�"���" ¢�������SAT(SL) §� ����� ����������"���¡����&¢����������������� ��������� �"���������&�� �� �&¤¦���� �&§����¡�"�&��¡�����

¡�" ��&� �&��¡� �����������¡� ����&�����&��� �����&¢��¡�&&��� ����
&� �����������¡� �������� ®�� �� �¡�����¡����&�����"�"¢� ��&������
������������ ®�� �� �¡��¤°& ���&�£¡�����

�̄



������������� SATct(LF) ���MCct(LF) ���Σ0
1
�����̧����

�����&�� &������� �&§���"�&��¡�����¡�" ��� �§���§���¡�¢�¡�"�"�� �&� �"¢�¡&�����������&��� ��������¡����& & ¢��������� �� ����¡���
&��¡� �� ���&��� ����������� �������� ��&�������� ��� �¤��� ¡&�
$µ$� ��®���&&���� ��" ���&&�¢������Σ1

1
�� �"��&&� �¢��¢� ���"¤

������������� ·������̧���MC(LF) ���MCinit(LF) ���Σ1
1
�����̧����

$��¡&¢������®�� ����§������"���������� ���� �""�������� ����§���
&�� � ��������������& �"������� ���������¤¿¢&������ ��®���&&���&���������

x = y + 1  ����� ���§�"���������� � � ��¡ ��¤¾�&�������&��������§�"�̈ �����§ �&%¡&������� �� &����®���&&�"¢����&�� � �������#¡�������
 �"¡&�����������&��������� &&������

x
next
7→ η &� ������ ������ ����� ��&�����������������#¡������§������−∗ ���� ���¤

φ∗x++ = (�x next
↪→ null ∧ x + 1

next
↪→ null) ∧ ¬(�x next

↪→ null ∗ x + 1
next
↪→ null)

φ∗x−− = (�x + 1
next
↪→ null ∧ x

next
↪→ null) ∧ ¬(�x + 1

next
↪→ null ∗ x

next
↪→ null)

φ−∗x++ = emp ∧
(
(�x next

7→ null)−∗x + 1
next
7→ null

)

φ−∗x−− = emp ∧
(
(x

next
7→ null)−∗�x + 1

next
7→ null

)

µ������¡� �¢ &�"�����&�� � �������#¡����������������®���&&���������� ���� �""�������� ����§����������& ���"�®
x, x + 1, x − 1  �� ���� ��"�§���� &����¡� �¢ &�"��������� ���−∗ "�������"���& �� &&¡������¤$��SAT?

?(SL)
¢� ��& ��&� ¢��������¢��� ���������¡�� �� ��&¤

������������� SAT?
?(SL)

��Σ1
1
�����̧����

������¾���"¡��������¡���������¢���������"��������&������&��� �����&
�°«³ª  ��SAT?

?(SL)¤ $�� φ0
¢��������¡� �(emp ∧ ∧2

i=1(xi 6= null))¤ ­��
������� ���� �""�������� ���� ����������"�� ��& ��φ−∗x++

 �"φ−∗x−−���&���������¤©��  ����"�� ρ &¡���� � ρ, 0 |= φ0�  �"
���  �� t� §�� ��

ρ, t |= φ−∗xi++

�̈
st(xi) + 1 = st+1(xi)¤«�����§�� �� �� �&������"����

������� ����¤����� ����ρ, t |= φ−∗xi−−
 �"st(xi) > 0

�̈
st(xi) − 1 = st+1(xi)¤

µ��� ���� � ��¡����"��&����� ����&����"�"¢�xi = �xi¤½������ �
φ1 = �(xzero = �

xzero ∧ xzero 6= null)
���"&� %�����&�&  �� ����"�"¢�

xi = xzero¤
½���� ���"��������&������&��� �����M �§�§����ψl

��"��������
����¡� ����"�����&��¡�����l¤©����� �����������&��¡������l%��C1 = 0

����
����l′ ��&�C1 := C1 − 1$����l′1 ����

��l′2
	
ψl

�&�£¡ ����((l ∧ x1 6= xzero)⇒

(x2 = �x2 ∧ (�l′1 ∨�l′2) ∧ φ−∗x1−−)) ∧ �((l ∧ x1 = xzero) ⇒ (x1 = �x1 ∧ x2 =
�
x2 ∧

�l′))¤«�����(x1 = x2 = xzero)∧ φ0 ∧ φ1 ∧
∧

l ψl ∧��n
�&& ��&� ¢���̈ M� & ����¡� ����§������ ������¡����n ���� ��"��������������¤ ut

������������� ·������̧��SAT(SL \ {−∗})
��Σ1

1
�����̧����

µ���������¦����&�����´�&&���� �������������µ������¬�®������ ���������� ���� �""�������� ���� ����������"§����������¡� �φ∗x++
 �"

φ∗x−−���&���
������¤

�
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� ��¡ ���&£¡ �����������&�� � ���������¤©��¡������� ��& &¡�� �������
������®�����&¡��& ¢�¡�& ��&� ¢����� �"��"��������������¢���&�������� ��
����&LF�CL  �"RF¤Σ1

1
�����������&&��&¡��&���SAT?

?(SL)�SAT(SL \ {−∗}) �"MC(LF) � �¢���¡�"��¦����&�����&¬� �́ �"À���&���������¤°���� �"&�� ���� ���&�¤¢��" �"�¡���"   ���§¢��§��� &�¡������¢��� �" � ����
���¢����� �&�� ����¡���� ���&�¤ ��§��  ¢�¡�"������� �������¢����&
&��§��� ��&�����¡�������&�¤��§�� ¢�¡�"������&�¡������¢���¤

SAT(LF) SATct

init(LF)

MCct

init(LF)

SATct(LF)

SATct

init(CL)

MCct

init(CL)

SATct

init(RF)

MCct

init(RF)

SATct(CL)

SATct(RF)

MCct(LF)

MCct(CL)

MCct(RF)

SAT(CL)

SAT(RF)

�TS\h�

�TS\h�

�TS\h�

�TS\h�
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