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CATHERINE HOUDEMENT and ALAIN KUZNIAK

UN EXEMPLE DE CADRE CONCEPTUEL POUR LETUDE DE
L'ENSEIGNEMENT DE LA GEOMETRIE EN FORMATION DES
MAITRES

ABSTRACT. We are interested in the teaching of geometry to primary school (children
from 3 to 11) teachers. We define a priori a conceptual frame, which organises geometry
upon three kinds of knowledge: intuition, experience and deduction. Drawing on Gonseth’s
works, we bring out three syntheses of elementary geometry: natural geometry (geometry
1), natural axiomatic geometry (geometry Il) and formalist axiomatic geometry (geometry
111). Next we illustrate this conceptual frame with examples of teaching geometry. Last we
bring out different conceptions of geometry in scholar system which could lead to cross
purposes.

RESUME. Nous nous intéressons a I'enseignement de la géométrie en formation des
maitres de I'enseignement primaire. Nous définissons a priori un cadre conceptuel qui
permet d'organiser la géométrie autour de trois modes de connaissances: l'intuition, I'ex-
périence et la déduction. En nous inspirant de Gonseth, nous dégageons trois syntheses
constitutives de la géométrie: la géométrie naturelle (géométrie 1), la géométrie axio-
matique naturelle (géométrie 11), la géométrie axiomatique formaliste (géométrie Ill). Puis
nous illustrons cette approche en faisant fonctionner notre cadre sur des exemples de situ-
ations géométriques d’enseignement. Dans une derniére partie, nous montrons la présence
effective de différentes conceptions de la géométrie, qui peut engendrer des malentendus.

Cet article s'insére dans une réflexion sur la formation en géométrie des
enseignants de I'école primattél prolonge nos études sur les stratégies
de formation des professeurs d'école en mathématiques (Houdement C. et
Kuzniak A. 1994, 1995 et 1996).

1. POSITION DU PROBLEME

1.1. Les termes du débat

L'enseignement de la géométrie a toujours tenu une place a part dans
I'édifice des mathématiques, suscitant des polémigues sur sa nature et ses
formes d’enseignement, et cela non seulement chez les spécialistes des
mathématiques, mais méme dans les sphéres politiques responsables des
contenus d’enseignement.

Deés le XIXéme siecle, en France, le débat oscille entre la nécessité
d’enseigner les fondements de la géométrie avant de passer aux appli-
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cations pratiques (dessin linéd&iyet celle d’enseigner préalablement des
savoir-faire pratiques, accessibles a tous, pour garder I'enseignement des
fondements pour plus tard. Le débat est parfois posé de maniére plus ra-
dicale. Doit-on enseigner des éléments de raisonnement (et donc des élé-
ments de géométrie) aux enfants du peuple et a leurs enseignants issus des
mémes milieux sociaux? Ou doit-on seulement leur enseigner des savoir-
faire pratiques liés a I'arpentage ou aux problémes concrets de mesure
de I'époque? Témoin de ces hésitations, la géométrie disparaitra de I'en-
seignement en France (loi Falloux 1850) pour réapparaitre quelques années
plus tard.

Aujourd’hui, les mémes oppositions réactualisées s’exercent sur la for-
mation en géométrie des professeurs d'école et rendent cette formation
particulierement problématique.

En effet on assiste a ce niveau a un phénomeéne de double évacuation
de la géométrie:

e Latendance concréte tend a réduire la géométrie a une appropriation
de connaissances spatiales basée sur la manipulation de différents
matériels.

e Latendance abstraite fait évoluer la géométrie, et les mathématiques
en général, vers une étude des structures (groupe, espace vectoriel,
programme d’Erlangen de Klein 1872) et regroupe des secteurs ‘an-
ciens’ par analogies structurales; dans cette conception, la géométrie
élémentaire n’existe plus en tant que telle; elle n’est plus qu’une partie
de l'algébre linéaire. Or I'algebre linéaire n'est pas un objet d’étude
mathématique de I'école (ni des professeurs d’école).

La définition et méme l'existence de cette géométrie de ‘type école’ sont
aussi remises en cause, compte tenu du réle du raisonnement dans l'en-
seignement. En effet, certains auteurs pensent que sans démonstration,
il 'y a pas de géométrie; or les capacités de I'éleve de I'école ne lui
permettent pas d'accéder a cette maitrise bien calibrée du raisonnement.
Donc la géométrie de I'école n’est au mieux qu’'un ensemble de recettes
(... de la cuisine!).

Les conséquences de ces conceptions vont se faire sentir dans les centres
francais de formation des enseignants (I.U.F.M). En effet, s’il n’y a pas de
véritable géométrie a I'Ecole Elémentaire, faut-il continuer a enseigner
la géométrie en formation des maitres du premier degré? De méme si la
géométrie de I'école se réduit a un ensemble de recettes, ne vaut-il pas
mieux laisser les futurs maitres faire leur propre cuisine et restaurer le
vieux clivage entre dessin linéaire et éléments de géométrie?
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1.2. Différentes approches du probléme de I'enseignement de la
géométrie

Notre approche du probléeme.La question de la formation des ensei-

gnants en géomeétrie suppose une clarification d’un certain nombre de con-

cepts. Nous faisons deux hypothéses.

HYP 1. La premiére est que des paradigmes différents et cohérents sont
englobés sous le terme unique de géométrie. L'existence de ces différents
paradigmes explique en partie la rupture que I'on rencontre dans l'en-
seignement, entre école et collége, puis entre college et lycée.

HYP 2. La seconde suppose gu'étudiants (des IUFM), enseignants et
éléves de I'école primaire se situent implicitement dans des paradigmes
différents et que ce fait est une source de malentendu pédagogique.

Notre recherche met en évidence différents paradigmes, ce qui nous
ameéne a distinguer différentes formes de géométrie. Puis elle montre com-
ment ce cadre permet d’analyser un grand nombre de phénomenes d’'en-
seignement de la géométrie. A terme, elle pourrait déboucher sur une ar-
ticulation cohérente de I'enseignement de la géométrie dans les différents
niveaux (école, collége, . formation des enseignants).

Dans cet article, nous avons choisi de présenter dans une premiére
partie notre cadre théorique, qui s'appuie sur une approche épistémolo-
gique, fondée sur I'étude de textes philosophiques, mathématiques et di-
dactiques et sur certains écrits de mathématiciens sur la géométrie. Dans
une deuxiéme partie, nous donnons des éléments de validation de la deux-
ieme hypothese que nous avons formulée. Nous réservons pour un autre
article des exemples de fonctionnement de ce cadre, par exemple pour
analyser I'épistémologie spontanée de différents acteurs de la géométrie
a I'école dans les manuels et les textes d’examen.

Les autres approches.Notre approche porte plus sur la définition de I'ob-
jet a enseigner que sur des analyses ou des constructions d’ingénieries
didactiques.

Ainsi, nous nous différencions de Berthelot-Salin (1992) qui proposent
a I'école obligatoire une gestion des rapports entre réalité et géométrie, en
pointant notamment tout un champ de connaissances nécessaires aux ac-
quisitions géomeétriques qui ne sont pas prises en charge de fagon explicite
par I'école. La finalité de leurs recherches est la construction d’ingénieries
visant a développer les aptitudes spatiales des éléves.

Les recherches de I'équipe de R. Duval (1988) (A.M.J. Lobo de Mes-
quita, 1989; J.C. Rauscher, 1993) s’articulent autour d’'une approche sémio-
tique de la géométrie.
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G. Arsac (1987, 1994 et 1997) et son équipe (M.P. Dussuc 1994) sont
plus proches de l'optique dans laquelle nous nous plagons: analyser des
phénomenes didactiques en s’appuyant fortement sur des éléments épisté-
mologiques liés a la géométrie, en particulier étudier les gestions pos-
sibles dans I'enseignement de la relation entre les objets de la géométrie
plane et les objets matériels qu'ils sont censés représenter. C'est aussi,
nous semble-t-il, la voie suivie par E. Fischbein (1987, 1993) (et avec
M.A. Mariotti 1997). Tout comme lui, et bien aprés lui, nous insistons
sur I'importance de lintuition (voir plus loin); par contre, méme si les
deux sont trés liées, notre attention porte plus sur une définition, globale
et transverse, de l'objet de la géométrie que sur la genése cognitive chez
les éléves des concepts étudiés en géométrie élémentaire avec la notion de
‘figural concepts'.

Sur notre approche épistémologiqueDans le cadre de notre étude, qui
concerne des enseignants apprenant les mathématiques pour les enseigner
ensuite a des éléves, il nous semble important de privilégier les approches
épistémologiques qui valorisent la relation entre le sujet et I'objet de con-
naissances. Nous distinguons trois approches épistémologiques qui, con-
trairement a I'épistémologie interne, réincarnent le sujet.

e Le sujet réapparait en tant qu’étre humain idéalisé (non particularisé):
nous retenons dans cette catégorie les approches phénoménologiques
de Husserl (1936) et de Freudenthal (1986), les visions dialectiques
de Gonseth (1945-1955) ou I'herméneutique telle gu’elle est reprise
dans I'enseignement des mathématiques par Brown (1997).

e Le sujet est considéré comme étre social: cela renvoie aux idées de
Lakatos (1976) sur la constitution d’'un savoir mathématique dépen-
dant de la communauté scientifique et aux nombreuses utilisations de
ce cadre en didactique (voir Nunokawa (1996) pour une recension).

e Le sujet est un étre susceptible d’'une évolution personnelle en tant
gu'individu cognitif: les idées de Piaget (1950), entre autres, sont par-
ticulierement importantes dans le cadre de I'enseignement primaire.
Dans cette optique, on peut noter aussi I'approche de Tall (1995) qui
analyse I'évolution de la pensée géométrique grace a la notion de
‘procept’.

Notre travail s'inscrit plutdt dans la premiére mouvance et s'appuie plus
particulierement sur les travaux de Ferdinand Gonseth concernant la rela-
tion entre géométrie et espace. Gonseth intégre sa réflexion sur la géométrie
dans le cadre plus vaste d’'une réflexion sur la démarche scientifique. Son
approche n’est pas historiqgue mais dialectique et vise a mieux comprendre
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I'effort qui construit et fédére la géométrie dans son rapport a I'espace et
au monde sensible.

2. LA DEFINITION DE NOTRE CADRE THEORIQUE

2.1. Intuition, expérience et déduction

La crise des géométries non-euclidiennes au XIXéme siécle a permis de
distinguer la géométrie abstraite, ou pure, de la géométrie physique et
d’avancer dans la résolution du difficile probléme de la liaison entre géomé-
trie et réalité. La géométrie abstraite présuppose qu’on peut comprendre
un traité de géométrie sans connaitre la nature des entités dont il parle
(Nicod 1923}. Ce point de vue conduit a une approche logiciste de la
géomeétrie ou ladéductionlogique a l'intérieur d’'un systéme d’axiomes
constitue le seul socle de véracité et de réalité. Pour connaitre un objet, il
suffit de donner ses propriétés internes et alors, sans surprise, tous les états
des choses possibles sont également donnés (Wittgensteir?.1918)

Al'opposé de ce point de vue, il y ala géométrie physique qui s'appuie
sur I'expérienceseule source légitime de validation des affirmations. Sa
source principale de créance est sa conformité avec les indications fournies
par les sens et notamment la vue. Ainsi apparait un autre pole de légitima-
tion: I'intuition.

Dans la perspective pédagogique qui est la nbtre, il importe de bien
comprendre I'évolution et les rapports existants entre géométrie et réalité.
Pour un sujet confronté a I'apprentissage de la géométrie, cette articulation
passe par une meilleure définition des trois modes de connaissances de
I'espace que constituent l'intuition, I'expérience, la déduction.

Nous allons maintenant préciser le sens que nous attribuons a ces trois
termes en revisitant ces expressions. Puis nous développerons notre propre
synthése, qui résulte d'une adaptation a notre sujet d’étude des travaux de
Gonseth.

2.1.1. Lintuition
Prendre en compte l'intuition nous semble fondamental dans I'approche
de la géométrie. Mais le premier embarras que I'on éprouve en mettant
I'accent sur l'intuition provient de la difficulté a définir précisément ce
gu’englobe ce terme. A moins d’admettre que tout le monde a une intuition
de ce gu’est l'intuition. Mais il nous importe ici d'étre opératoire (Voir
Fischbein, 1987, pour une approche trés compléte).

L'approche de l'intuition reléve, sans doute, de différents champs de
connaissance comme la logique ou la psychologie. Nous suivrons Gonseth
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lorsqu’il reprend l'idée kantienne de forme intuitive comme forme a priori

de la connaissance. L'intuition apparait comme le réceptacle interprétatif
de nos sensations, elle structure la pensée en terme d’'évidence. L'intuition
peut se caractériser alors comme une prise de contact immédiate, directe,
concrete avec son objet. Mais ce contact direct réalise en méme temps la
compréhension la plus intime avec son objet, le saisissant dans son essence
et dans sa singularité. L'intuition s’opposerait ainsi a tout ce qui est pensée
discursive, thaine de raisons’, détours de la démonstration, mise en ceuvre
formelle, application minutieuse d’'une méthqtiéouy 19525,

Dans notre conception, l'intuition peut évoluer avec le sujet grace a
un ensemble d’expériences et donc de connaissances a posteriori. La con-
tradiction n'est qu'apparente: il faut voir I'intuition structurée au niveau
de I'individu en un ensemble de strates qui se superposent et font oublier
les premiéres intuitions. Certaines de ces strates seraient communes a tous
les individus; c’est le travail des psychologues de les mettre en évidence
(théorie des stades), d’autres dépendraient de la pratique du sujet et seraient
dépendantes du passé scolaire ou professionnel.

Le second embarras que I'on éprouve a parler d'intuition résulte du
triomphe de I'école ‘bourbakiste’ en France. Cette idée dévalorisée de
l'intuition est souvent présente chez les mathématiciens dans la lignée de
Bourbaki .

‘Il nest pas niable que la plupart des formes mathématiques avaient, a leur origine, un
contenu intuitif déterminé: mais c’est précisément en les vidant de tout contenu qu’'on a
su leur donner toute I'efficacité qu’elles portaient en puissance, et qu'on les a rendues
susceptibles de recevoir des interprétations nouvelles, et de remplir leur role élaborateur.’

Cette vision militante s’opposait a la vision traditionnelle des mathémati-
ciens francais réservés sur le projet d’Hilbert. Ainsi Poincaré (£902)

‘Il est inutile de faire observer combien elle (la suppression de l'intuition) serait funeste
dans I'enseignement et nuisible dans le développement des esprits, combien elle serait
desséchante pour les chercheurs dont elle tarirait promptement I'originalité.’

Enfin, le surcroit d'intelligibilité qu’apporte l'intuition est souvent con-
fondu par certains mathématiciens avec I'idée méme de géométrie, dans
son lien particulier et immédiat avec le réel que I'on peut résumer par
la formule de René Thom (1983)Cbmprendre signifie donc avant tout
géométriser.

2.1.2. L'expérience

L'expérience permet d’approcher la géométrie en restant proche de 'action
et d'une certaine réalité physique. La nature de I'expérience géométrique
va dépendre des objets sur lesquels elle s’exerce.
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Ainsi, dans un premier cas, faire une expérience en géométrie, ce sera
tenter de vérifier matériellement ce que I'on avance. On montrera par ex-
emple que la somme des angles intérieurs d’un triangle est un angle plat en
rapprochant des gabarits des trois angles du triangle. Pliages, découpages
et constructions a la régle et au compas constituent la base de cette ap-
proche expérimentale, qui peut déja étre développée a I'école. Cette ap-
proche se développe dans un espace mesurable, grace a la perception ou a
des instruments.

Aux moyens traditionnels d’expérimentation s’ajoutent désormais les
possibilités offertes par I'informatique avec certains logiciels comme Cabri-
géométre (Laborde 1991) ou Logo. Il s’agit ici de simulations qui opérent
sur des objets virtuels. Ainsi peut-on découvrir certaines intersections de
droites, certains alignements de points ou des lieux géométriques. Les
fractales sont l'illustration ‘a la mode’ de ce lien entre géométrie et ex-
périence par I'intermédiaire de la simulation.

Enfin une derniére forme d'expérience peut étre menexigerimental
thought elle consiste a mettre en ceuvre mentalement des déplacements,
des découpages sans les effectuer réellement.

Le lien entre expérience et intuition est treés fort et comme le souligne
Fischbein (1987 page 88)

Experience has a fundamental role in shaping intuitions because, in certain circonstances,
it shapes stable expectations.

Cela ne signifie pas qu’il y ait, en mathématiques, un rapport unique qui
irait de I'expérience vers lintuition. Dans certains cas, une expérience,
batie sur un raisonnement, dément l'intuition (géométrie non-euclidienne,
fonctions continues non dérivables). Cette expérience est alors source
de nouvelles intuitions dans un nouveau paradigme.

2.1.3. La déduction

En suivant Olérot?, on peut définir la déduction en disant que, certaines
connaissances étant considérées comme acquises, elle consiste a en tirer
d’autres qui en sont les conséquences. La déduction permet d'atteindre
de nouvelles informations a partir de celles déja acquises, sans recours a
I'expérience ou a toute autre source extérieure. Elle est basée sur le rai-
sonnement et elle permet de réorganiser les apports de I'expérience. Nous
employons le motléduction mais I'usage que nous en faisons est plus
vaste, plus proche daisonnementlans son ensemble.

Le pble déductif et logique est trés prégnant quand on pense a la géomé-
trie. Certains ne justifient le maintien de son enseignement que pour les
apports logiques qu’elle est censée apporter. Mais il est important de ne
pas réduire ces aspects déductifs a la démonstration basée sur des ax-
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iomes bien définis et en nombre réduit. L'enfant peut aussi faire des dé-
ductions et prouver des affirmations, déduites de ses observations et basées
sur des constructions. Les figures deviennent alors le support adapté pour
guider l'intuition mais elles ne suffisent plus a fournir une preuve. Nous
illustrerons plus loin ce point de vue.

2.2. Notre synthése

Gonseth propose trois synthéses dialectiques de la géométrie qui réorgani-
sent et articulent les relations entre l'intuition, I'expérience et la déduction.
Nous avons repris son idée et I'avons transformée pour I'adapter a notre
propos qui porte sur I'enseignement et la formation des maitres. La syn-
thése que nous présentons nous est personnelle et ne doit pas étre comprise
comme une présentation fidéle des idées de Gonseth.

Nous proposons donc une vision unificatrice de la géométrie grace a
l'idée d’'une synthése dialectique évolutive entre divers pdles. Ce point
de vue nous parait fondamental dans une perspective de formation des
maitres. La géométrie doit contenir les trois péles (intuition, expérience,
déduction); il y a malaise si I'un des pbles est perdu (exemple hypertrophie
du pole déductif).

2.2.1. La géométrie naturelle ou la confusion entre la géométrie et la
réalité
La géométrie naturelle a pour source de validation la réalité, le sensible.
Elle comprend les trois aspects, intuition, expérience, déduction, mais la
déduction s’exerce prioritairement sur des objets matériels a l'aide de la
perception et de la manipulation d’instruments. En ce sens la géométrie
d’Euclide n’est pas naturelle; il s’agit plutot de celle de Claita@u dans
certains cas de Legendre) ou la déduction peut étre liée a une expérience
mécanique et ou on ne doit pas encombrer I'esprit en démontrant des
choses évidentes. A cdté des expériences physiques, il y a aussi un type
intermédiaire de raisonnement que nous allons illustrer par la ‘démonstra-
tion’ que fait Legendr¥ du théoréme suivant:

Par un point pris sur une droite, on peut élever une perpendiculaire sur cette droite, et on
ne peut en élever qu’une.

Legendre base son raisonnement sur la figure ‘matérialisable’ suivante:
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B A

La droite AM d’abord couchée sur AC tourne autour du point A. L’angle MAC d’abord petit
devient grand contrairement a son angle adjacent MAB qui devient petit pour atteindre 0.
Ainsi I'angle MAC d’'abord plus petit que MAB devient plus grand que cet angle: par
conséquent il y aura une position AM de la droite mobile ou ces deux angles seront égaux
et il est évident qu'il N’y en aura qu’une seule.

Il ne s’agit pas ici d'une démonstration mathématique classique, ‘suite de
syllogismes enchainés avec rigueur et continuité’, mais plutét d’'une preuve
articulée sur le monde sensible et non sur la pure déduction logique et
abstraite. Il est fait appel a I'expérience mentale du monde sensible. En ce
sens on peut parler d’'une ‘géométrie expérimentale’.

Cette preuve dynamique n’entre pas dans le domaine habituel de la
géométrie d’Euclide (il existe cependant des axiomatiques dynamiyues
mais elle semble par contre trés proche de la perception que peut avoir
I'enfant de I'espac¥.

Une autre preuve peut aussi résulter de I'usage du pliage. Suivant la
terminologie présentée par Lebestiué s’agira d’un pliage de deuxiéme
espece qui permet de partager un angle en deux parties égales.

Ainsi que ce soit par pliage ou par ‘mouvement virtuel’, la construction
et la perception sont au coeur d'une géométrie naturelle de type expéri-
mental. Le raisonnement que privilégie cette approche est un raisonnement
de type constructif. Nous avons donc ici I'exemple des possibilités expéri-
mentales et déductives de la géométrie naturelle.

2.2.2. La géométrie axiomatique naturelle. La géométrie comme schéma
de la réalité

Dans la synthése axiomatique euclidienne, les aspects ‘non rigoureux’ et

les appels a l'intuition de I'espace cédent la place a la déduction logique

et a la démonstration au sein d'un systéme axiomatique le plus précis pos-

sible. Gonseth pose un certain de nombre de questions sur cette géométrie.



292 CATHERINE HOUDEMENT AND ALAIN KUZNIAK

Quelle est la place de I'axiomatique? Peut-on choisir n'importe quel type
d’axiomes? Quelle est la place de la réalité quand on axiomatise?

Nous suivons Gonseth quand il affirme que I'axiomatisation est une
formalisation, mais qu’elle n’est pas nécessairement formelle, la syntaxe
n'est pas coupée de la sémantique. Sa deuxieme synthése dialectique pro-
pose une géométrie qui n'est pas réduite au naturel, mais qui conjugue les
notions d’horizon de la réalité, de schéma et de modéle. Cette géométrie
ne prétend pas comme la géométrie naturelle qu’elle est la réalité, mais
elle aspire a étre un schéma de la réalité.

Gonseth illustre cette idée par sa fable de la forét
Une plaine est recouverte d’une forét assez dense, mais dont les arbres sont irrégulierement
distribués. Quelque part a l'intérieur de la forét il y a une clairiére et dans cette clairiére
une grande boule. Il nous faut la faire rouler jusqu’en un point, peu importe lequel, de la
lisiere.

Plutdt que faire rouler la boule et la pousser au petit bonheur, on peut passer
par I'intermédiaire d’'un schéma sur une feuille ou des points figureront les
arbres; des couleurs indiqueront les segments interdits pour le passage de
la boule (distance entre les arbres inférieure au diameétre de la boule). Le
probléme pourra ensuite étre résolu (‘a la table d’une auberge’) grace aux
indications portées sur le schéma.

La géométrie euclidienne classique est basée sur ce pas de c6té, mais
tout I'effort de schématisation est dissimulé et reste implicite.

La géométrie axiomatique formaliste. Indépendance de la géométrie et de
la réalité
Cette fois, a la suite de I'apparition des géométries non-euclidiennes, le
cordon ombilical qui liait la géométrie et la réalité est coupé. Les axiomes
ne sont plus fondés sur le sensible et la primauté du raisonnement logique
s'impose. Gonseth n'insiste pas beaucoup sur ce dernier aspect (nous ne
nous engagerons pas non plus tres loin dans cette voie), on pourra se référer
a 'ouvrage monumental de BSisur le sujet.

L'approche axiomatique formaliste est bien explicitée par la rude af-
firmation de Wittgensteitf qui cl6t le débat entre géométrie et réalité:

Les axiomes d'une géométrie peuvent ne contenir aucune Verité.

Dans I'enseignement, cette conception a permis d’introduire une géométrie
élémentaire basée sur I'algébre linéaire dont I'espace sous-jacent est I'es-
pace R muni d’'un produit scalaire. Poussant jusqu’au bout les conséquen-
ces de cette vision algébrique de la géométrie, Dieudonné peut affirmer
dans l'introduction de son traitéJé me suis permis de n’introduire aucune
figure dans le texte, ne serait-ce que pour faire voir que I'on s’en passe fort
bien.t8
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Annexe 1. Extrait du manuel scolairee Nouvel Objectif Calcul CERage 116 Editions
Hatier 1995. Paris.

3. QUELQUES EXEMPLES ILLUSTRATIFS

Pour éclairer notre propos, nous allons illustrer notre approche par quelques
exemples volontairement choisis dans tous les niveaux de I'enseignement.

3.1. L'intuition n'est pas la perception

Dés I'école primaire, il est possible de trouver des exemples de situations
géomeétriques précisant notre approche de l'intuition, et en particulier de la
différencier de la perception. L'extrait de manuel scolaire de CE2 (pour des
éléves de 8 ans, cf. annexe 1), fournit un exemple d'activité qui nécessite
une forte intuition. Dans la premiére question, les auteurs demandent aux
éléves de repérer, parmi des dessins trés complexes de napperons chinois
en papier, ceux qui sont obtenus par pliage et découpage. Or ce repérage
ne peut se référer qu'a une connaissance a priori de I'effet de pliages et
découpages sur une feuille de papier, il ne peut se suffire d’'une seule
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perception, il nécessite ce que nous appelons une intuition forte. Cette
intuition n'est pas innée, elle peut étre le résultat d’expériences préalables
sur ce type d'objets. Dailleurs la question 2 donne I'occasion de mener
I'expérience effective d’'un pliage et d'un découpage sur un exemple plus
simple. Cette expérience est réinvestie dans la derniére question ou les
éleves doivent comparer le résultat de leur découpage avec sa représenta-
tion incompléte. L'activité, telle qu’elle est proposée, reléve donc d'abord
de l'intuition, puis de I'expérience qui aurait pu forger cette intuition.

On voit donc ici que l'intuition ne se résume pas nécessairement a une
appréhension immédiate de la forme, qu’elle peut résulter d’'une expéri-
ence préalable qui aurait laissé une trace. L'exemple que nous venons
d’'étudier se place dans la géométrie |, mais nous étendons cette vision
de lintuition aux autres géométries et nous partageons l'affirmation de
G.Arsac (1997):

‘On peut conclure qu’un enseignement de la géométrie doit avoir en particulier pour effet
une éducation de l'intuition, celle-ci ne saurait donc étre considérée comme conséquence
de la perception seule.’

Ce point de vue rejoint aussi celui de Fischbein que nous avons cité plus
haut.

3.2. Un exemple de géométrie | a I'école

Dans un manuel scolaire francais récent de Eyi@estiné a des éléves de
10 ans, a I'occasion de révisions sur les triangles, les auteurs demandent
aux éléves de construire tous les triangles possibles en juxtaposant trois
pailles parmi des pailles de trois longueurs fixées (4 cm, 5,5 cm et 8 cm).
Cette activité propose urexpériencedans le cadre de la géométrie I:
elle se situe compléetement dans le monde physique; les éléves peuvent
constater que les assemblages proposés ne sont pas tous possibles. L'expé-
rience permet de conclure a l'impossibilité d’assembler dans tous les cas
un triangle a partir de trois pailles, et cela est lié aux longueurs choisies par
le maitre pour les pailles. Il est alors possible d'expliciter avec les éléves
les raisons de cette impossibilitéa’ ne marche pas parce que c'est trop
court, parce que les pailles ne se joignent’pAscondition de faire le pas-
sage des pailles aux longueurs, les éléves peuvent tirer de I'expérience un
début d'explication du processus den-constructiord’un triangle donné
par les longueurs de trois ‘c6tésn ne peut pas toujours construire un tri-
angle a partir de trois longueurs fixédss peuvent aller jusqu’a expliquer
dans quels cas la construction n’est pas posséblene des longueurs est
supérieure a la somme des deux autres
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C'estla voie indiquée dans le guide pédagogique, destiné a I'enseignant,
pour terminer I'activité: Conclure que, pour construire un triangle, il faut
gue le plus grand c6té soit inférieur a la somme des deux autres

Mais cette phase correspond a ce que nous appelons un dégactif
de la géométrie I: elle n'est pas automatique chez I'éleve, elle fait passer
a la généralisation du processusca@structionde triangles: pour pouvoir
construire un triangle a partir de trois longueurs fixées, il est nécessaire que
chacune des trois longueurs (ou la plus grande) soit inférieure a la somme
des deux autres.

Le réle du maitre est essentiel pour passer a cette conclusion, beaucoup
plus riche que la constatation de départ: les éléves ne sont généralement
pas capables d'induire seuls cette généralisation.

Ainsi dés I'école élémentaire se rencontrent expérience et déduction,
souvent liées, le maitre jouant un réle essentiel dans le passage de I'expé-
rience vers la déduction.

3.3. Le rble du dessin dans les trois paradigmes

L'activité précédente, telle quelle est proposée au CM2, se situe dans
la géométrie |. Cependant le passage de I'expérience de construction de
triangles avec des pailles au processus absolu d'existence des triangles a
partir de trois longueurs arbitraires donne du sens a I'axiome du plus court
chemin, qui se situe dans la géométrie axiomatique Il. On rencontre ici un
processus possible de fabrication d’'un axiome de la géométrie axiomatique
Il & partir de la géométrie naturelle: I'activité commence dans la géométrie
naturelle, I'expérience fait naitre un questionnement qui permet de déduire
I’énoncé du plus court chemin. Cet énoncé devient un point de départ dans
la géométrie Il sous la forme suivante:

Si A, B et C sont trois points du plan,
I'in égalité suivante ABX AC + BC est toujours érifice

Ce méme dessin 'triangulaire’ donne lieu a une nouvelle interprétation
dans la géométrie lll. En effet, de I'inégalité triangulaire dérive en géomé-
trie 11l une nouvelle propriété, cette fois-ci liée aux vecteurs:

Si A, B et C sont trois points du plan,
les trois vecteursdrifient la propriété AB = AC + CB.

Ainsi apparaissent trois interprétations géométriques différentes d’un mé-
me ‘dessin’, ces interprétations se situant dans différents paradigmes.

e En géométrie |1, on lit le dessin au premier degré: le dessin est objet
d'étude et ses réalisations concretes sont valorisées.
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e En géométrie I, le dessin ne prouve plus I'existence effective du tri-
angle qui est maintenant validée par un axiome. Le dessin n’est plus
objet d’étude, il n’est que le support d’objets construits sur le sensible,
les segments, dont il contient assez bien les propriétés (rectitude et
longueur).

e En géométrie Ill, le dessin illustre une relation entre des objets vir-
tuels, les vecteurs et il permet d’émettre des conjectures qui devront
étre validées par les regles algébriques liées aux vecteurs. Dans notre
exemple, le dessin ne s’interpréte plus de la méme facon: il est main-
tenant porteur d’une direction, d’'un sens, d’'une longueur; il est le
représentant d’'une classe d’'objets, qui ne sont plus matérialisables.

Les trois géométries mettent donc en jeu un rapport différent entre ob-
jet géométrique et dessin. En géométrie |, deux types d’'objets physiques
coexistent: I'objet matériel en trois dimensions (ici les pailles) et la re-
présentation de cet objet sur la feuille de papier. Le dessin n'a pas le statut
de ‘figural concept’ au sens de FischiFjnce n’est qu’une image. En
géométrie Il, le seul objet physique est le dessin, mais un dessin ‘controlled
by its definition (though it may be inspired by a real object)'.

En géométrie 111, le dessin reste bien sir sous le contréle de la définition
mais c’est surtout la représentation schématique d'un objet théorique et un
support possible du raisonnement.

Ces divers rbles du dessin illustrent bien I'évolution du statut de I'objet
géométrique que Tall (1995) pointe comme cruciale dans le passage de
la pensée mathématique élémentaire a la pensée mathématique avancée.
Ce passage, en particulier sur I'exemple des triangles du manuel, d’'une
problématique de géométrie | & une problématique de géomeétrie Il n’est ni
automatique, ni facile. La construction de situations didactiques de ‘pas-
sage’ constitue un sujet de recherche.

3.4. Un tableau récapitulatif

A la lumiére des exemples, il nous semble que notre étude des différents
paradigmes géométriques peut se résumer au tableau suivant:



Geéonetrie Geonetrie axiomatique €onetrie axiomatique

naturelle | naturelle I formaliste IlI

Intuition Sensible, kea la Liee aux figures Interne aux mathatiques
perception, enrichie par
I'expérience

Expeérience Léea I'espace Sdbma de lagalite De type logique
mesurable

Déduction Proche dieel et leea Démonstration Bmonstration
I'expérience par la vue bas sur des axiomes ks sur des axiomes

Type d'espace  Espace intuitif et Espace physieoretrique Espace abstrait euclidien
physique

Statut du dessin  Objet &ude et de Support du raisonnement et &3ed d'un objet
validation ‘figural concept’ thorique, outil heuristique

Aspect priviegie Evidence et Propites et @monstration Bmonstration
construction et lien entre les objets
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4. SUR LES CONGEPTIONS DES DIFFERENTS ACTEURS DU SYSTEME

L'objet principal de notre recherche porte sur I'enseignement de la géome-
trie en formation des maitres. C’est pour étudier certains des problémes
posés par cette formation que nous avons dégage le cadre théorique précé-
dent, nécessaire, selon nous, pour clarifier les différents paradigmes en-
globés sous le terme unique de géométrie (HYP 1). Nous allons montrer, &
titre d’exemple, comment ce cadre nous a permis d’'étudier notre deuxiéme
hypothése a savoir:

HYP 2. Les étudiants (des IUFM), les enseignants et les éléves de
I'école primaire se situent implicitement dans des paradigmes différents
et ce fait est une source de malentendu pédagogique.

Nous avons abordé ce probléme en utilisant notre cadre théorique pour
analyser et concevoir différents observables liés a la formation des ensei-
gnants.

Problémes de géométrie posés a partir du méme support visuel.

Questionnaire posé aux différents membres du systéme éducatif.

Activités géométriques présentées dans les manuels scolaires frangais

Epreuves des concours de recrutement des professeurs d’'école.

Dans cet article, nous donnons des éléments sur les deux premiers points;
les deux derniers, sans doute plus liés a la situation francaise, feront I'objet
d’autres publications.

4.1. Sur un probléme posé a partir d'un méme support visuel et résolu
dans les différentes géométries

Notre propos est ici d’expliciter une source de malentendus pédagogiques
liee au fait qu’'une méme figure et un méme probleme peuvent étre ex-
ploités de maniéres différentes dans les différents paradigmes que nous
avons pu dégager.

La figure suivante, sur papier pointé, est proposée comme point de dé-
part d'un probléme. La question porte sur la nature du quadrilatére EFGH.
Dans un premier temps, les seules hypothéses (on verra qu’elles peuvent
dépendre du type de géométrie dans laquelle on souhaite implicitement
gue I'éléve se place) sont la nature du support (réseau a mailles carrées) et
le fait que les points nommeés soient des noeuds effectifs de ce réseau.
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4.1.1. Sur les hypothéses qu'il est possible d’associer a cette figure

Dans un probléme de géométrie classique, il est usuel que celui qui pose le
probléme annonce les hypothéses, indiquant ainsi la facon ‘légale’ de lire
la figure. Ce faisant, il se libére du dessin et pose implicitement gu'il existe
une autre validation que la validation par les sens; les hypothéses écrites
font donc entrer dans la cadre de la géométrie Il (ou lll). Par contre, si le
dessin est le seul support des hypothéses, on peut dire que le probléme est
posé dans la géométrie |. Peut étre alors considérée comme hypothése tout
ce qui se 'lit" ou se ‘voit’ sur la figure.

Ainsila présence ou non d’hypothéses écrites et le choix des hypothéses
placent implicitement le probléme dans un certain paradigme géométrique.
Par contre, le fait que cette attente soit implicite peut entrainer chez les
éléves un premier type de malentendu: ils résoudront parfois le probleme
dans un autre type de géométrie que celui attendu par le maitre.

Dans le cas de notre figure, les hypothéses a saisir sont multiples, par
exemple:

e hypotheses 1: ABCD est un carré; E, F, G, H quatre points situés
sur les quatre cotés du carré, pris dans cet ordre [AB], [BC], [CD] et
[DA];

e hypothéses 2: les hypothéses 1 et les segments AE, BF, CG et DH ont
méme longueur;

e hypothéses 3: les hypothéses 2 et aussi AE = 3/4 AB.
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4.1.2. Etude des résolutions possibles
Nous allons voir gu'il existe des résolutions relevant de chacune des géomé-
tries définies précédemment.

Dans le cadre de la géométrie naturelleLe probleme peut se construire
en suivant les étapes implicites de construction de la figure: d’'abord un
carré initial, puis de segments intérieurs particuliers [EF], [FG], [GH] et
[HE], apparait alors une nouvelle figure EFGH. Quelle est sa nature?

Une premiére solutionSolution 3, purementintuitive, indique que
EFGH est un carréga se voit, il a les cotés égaux et ses angles sont
droits.

Cette appréhension intuitive de la figure sera a la base de toutes les
solutions qui vont suivre. Elle est a rapprocher de la construction sur un
géoplan (ou planche a clous) d’'un carré avec un élastique. Il existe une
justification purement perceptive et intuitive: on allonge plus ou moins
I'élastique. Elle pose parfois des problémes aux enfants qui n'ont pas ac-
quis la conservation des longueurs (au sens de Piaget).

Une solution Solution 2 basée suune expériencea passer par la
vérification de I'égalité des c6tés avec un compas et de I'orthogonalité des
cotés grace a une équerre. Onretrouve ici I'idée de Gonseth d’'une premiére
expérience liée a I'idée d’'un espace mesurable. L'expérience doit rester
proche de l'intuition pour garantir des résultats cohérents.

Nous avons donc la deux exemples de résolutdans la géométrie
naturelle L En voici une autreSolution 3, qui lie déduction et expérience:
par superposition du gabarit d’'un triangle rectangle égal & AEH, les éléves
vérifient leur idée que I'angle AHE est égal a BEF. lIs utilisent une expéri-
ence antérieure qui leur avait permis de constater qu’on obtient un angle
plat en juxtaposant par collage les trois secteurs angulaires d’un triangle et
en déduisent que HEF est un angle superposable & EAH, donc droit.

Dans le cadre de la géométrie axiomatique naturelle (géométrie Nous
partons d’hypotheéses énoncées: par exemple les hypothéses 2. Le texte de
départ doit dégager de la figure ce qui peut y étre lu, avec le sous-entendu:
tout ce qui n'est pas écrit ne doit pas étre lu directement sur le dessin, mais
déduit des hypothéses.

Voici, a titre d’exemple, ce que peut étre une solutiBnl(tion 4 dans
la géométrie Il. Lintuition nous dit que les triangles AEH, BFE, CFG et
DHG sont superposables. Confirmons cette intuition grace a une démon-
stration: par hypothése AE=BF =CG =DH et EB=FC = GD = HA et
par le théoreme de Pythagore, les cétés HE, EF, FG et GH sont de méme
longueur. Notre intuition est confirmée.
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Donc les angles AEH, BFE, CGF et DHG ont méme mesure, qui corres-
pond au complémentaire des angles AHE, BEF, CFG et DGH. Les angles
du quadrilatére sont donc droits (comme derniere partie d’'un angle plat).
Le quadrilatére EFGH est donc un carré.

Nous avons vu que le fait d’énoncer des hypothéses précises placait
le probléme dans une autre géométrie que la géométrie naturelle, mais ce
fait n'est pas clair pour les éléves, il est souvent source de malentendus.
Ainsi, rencontre-t-on, chez les éléves de college (de 12 et 15 ans), une
solution Solution § mixte, entre géométrie | et 1. lls vérifient I'égalité des
guatre cotés avec la régle graduée ou le compas, puis constatent I'existence
d’un angle droit avec I'équerre, enfin ils concluent que ‘EFGH est un carré
comme losange avec un angle droit’. Cette solution est a mi-chemin entre
la géométrie naturelle (expérience) et la géométrie axiomatique. En ef-
fet, elle s’appuie sur le sensible mesurable et sur un théoréme connu (un
losange avec un angle droit est un carré).

Cette preuve présente un défaut de cohérence, puisque certains résultats
sont vérifiés sur la figure, et d'autres sont validés par la référence a une
certaine axiomatique. Ce défaut de cohérence, trés courant dans les pro-
ductions des éléves de collége, résulte peut-étre justement du fait que les
cadres respectifs des géométries ou on se place pour la preuve ne sont
jamais suffisamment explicités.

Dans le cadre de la géométrie axiomatique formaliste (géométrie IlI).
Dans le cadre de cette géométrie, les hypothéses doivent étre écrites, soulig-
nant les propriétés effectives de la figure & prendre en compte pour I'étude
de la question. Idéalement, cette géométrie se passe de figure. Dans notre
exemple, si I'énoncé est donné avec les hypothéses 2, il est posé dans
le cadre de la géométrie Il. Une résolution dans la géométrie Il peut
s'illustrer ainsi: le choix d'un repere orthonormé d’origine D, d’axes [DG)
et [DH) nous fait passer d’'un cadre géométrigue a un cadre numérique
(Douady 1984); une premiére étape consiste a écrire les coordonnées des
vecteursEF, F_é, GH et HE, issues de la perception (seule concession
nécessaire a l'intuition) et des hypothéses; ensuite le calcul des normes
des vecteurs et du produit scalaire permet de montrer que EFGH est un
carré. On peut s'aider de la figure, mais on ne peut pas utiliser des données
évidentes, comme les égalités des longueurs EF, FG, GH et HE. La figure
n'est ici qu’un support heuristique pour les objets virtuels (en géométrie
II) que sont les vecteurs.

Cette fois, le malentendu est de nature différente: le changement de
géométrie est implicitement attendu par I'enseignant. Ce cas surviendra
surtout a la fin du lycée (éléves de 17 a 18 ans), lorsque le probleme
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sera posé a I'aide d’'une figure et que la solution résultera d’'une approche
formelle (problémes de transformations et d’angles orientés notamment).

4.1.3. Conclusion

L'existence de ces différentes fagons d’envisager un méme probléme est
une source constante de difficultés dans I'enseignement de la géométrie.
De plus, elle nous semble spécifique de cette partie des mathématiques élé-
mentaires. En effet, prenons le probléme concret suivant; 9 objets coltent
15 F, quel est le prix de 15 objets ‘La résolution de ce probléme passe par
I'utilisation d’'un modele, celui de la proportionnalité. Il existe plusieurs
procédures de résolution, mais un seul choix de modéle (tout autre modéle
contient la proportionnalité).

Prenons maintenant un probléeme géométrique, dans quel paradigme se
placer pour le résoudre: géométrie |, Il ou llI? Si le probléme est théorique
au départ, on reste dans la géométrie théorique (Il ou Ill). Dans I'exemple
gue nous venons de traiter, la nécessité d'expliciter les hypothéses place
la résolution en géométrie Il ou lll. Par contre si la question a résoudre
se présente dans le monde physique ou méme si elle I'évoque, il existe un
véritable choix de traitement: reste-t-on dans la géométrie | ou passe-t-on
dans la géométrie 11?

En résumé, il est en général demandé de traiter un probleme dans une
géométrie de niveau égal ou supérieur (géométrie I, Il ou Ill) a celui dans
lequel le probléme est posé. Mais cette demande n’est pas explicitée, il
n'existe méme pas de mot pour dire, en général, ce niveau de géométrie.

Cette distinction de niveaux est pourtant reconnue dans certains problé-
mes, ainsi la construction effective d'un pentagone ou d'un heptagone
régulier convexe se place dans la géométrie | (avec de l'intuition, de I'expé-
rience et de la déduction notamment pour travailler sur des mesures ap-
prochées d’angles), mais le probléme de la constructibilité (a la regle et au
compas) se place en géométrie Il ou Ill. Pour ces problémes de reproduc-
tion de figures, il existe bien deux expressions différentes pour désigner
le paradigme dans lequel on se place: construction et constructibilité. Par
contre, et c’est un peu I'objet de nos écrits, il n’existe pas, pour la géométrie
en général, de double ou triple expression pour désigner le paradigme dans
lequel on travaille.

4.2. Analyse d'un questionnaire sur des définitions de la droite

Cette partie présente une premiére approche des conceptions sur la géomé-
trie de divers intervenants du systéme éducatif. Cette approche est destinée
a donner une consistance a notre deuxiéme hypothese.
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Méthodologie
Nous utilisons ici notre cadre d’étude pour préciser I'analyse textuelle d’'un
guestionnaire ouvert, dans lequel nous demandons la définition d’'un cer-
tain nombre d’objets géométriques (droite, cercle, cubeutilisant les
guestions suivantegxplique ce qu’est une droite, ce qu’est un cercle, ce
gu’est un cube, un triangleNous avons aussi posé des questions sur la
géométrie en général, mais nous ne les exploiterons pas dans cet article.
Nous avons utilisé la méthodologie d’analyse textuelle proposée par
Lebart et Salem (1994).

Entrer toutes les réponses aux questions proposées.

Faire une analyse de fréquence pour trouver les mots les plus utilisés et mettre en évidence
certains segments.

Procéder a un codage des productions a partir des résultats de I'analyse de fréquence.
Faire une analyse factorielle (ACP) des données a partir du codage obtenu en 3.

L'analyse quantitative concerne trois populations: un groupe d’éléves (70)
de CM2, un groupe d'instituteurs (20) en stage de formation continue et
un groupe d’étudiants (35) en deuxiéme année de formation de profes-
seur d'école. A cela s’'ajoutent des réponses données par des enfants des
classes CE2 (8-9 ans), CM1 (9-10 ans) et des étudiants de premiére an-
née préparant le professorat de mathématiques (Lycée et Collége) ou le
professorat des écoles.

Remarque et critique sur la démarche suivie

Nous ne retenons ici de notre questionnaire que les ‘définitions’ demandées
portant sur la droite: en effet, elles se sont révélées les plus riches. Leur
analyse est d'ailleurs assez proche de celle du cercle. Par contre, les ré-
ponses portant sur les autres objets sont plus problématiques car, chez
les éléves, et méme chez les enseignants, le taux de non réponse est trop
important. Ce peu de réponse provient sans doute de la difficulté de la
tache, celle de définir un objet mathématique qui est en soi un probléme
(Fischbein et Mariotti). En choisissant la droite, dont la plupart des acteurs
de notre systéme ont une conception, nous diminuons les difficultés posées
par la demande d'une ‘définition’.

La droite présente un autre intérét: dans la perspective épistémologique
qui est la nétre, il s'agit d'une figure classique pour laquelle sont dispo-
nibles un grand nombre de définitions et d’approches historiquement et
épistémologiquement bien repérables. Citons en quelques unes, par ex-
emple:

e Platon, dans le Parménide, donne une définition archétype des défini-
tions pré-euclidiennesest droit, ce dont le centre fait écran aux deux
extrémités’ cette définition fait explicitement appel au regard, mais
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elle est aussi liée au monde de la pratique, I'alignement des arbres
dans un champ;

e la définition d’Euclide ne prend de sens que dans une perspective dé-
monstrative:la ligne droite est celle qui est également placée entre
ses points’ou: ‘celle qui repose également sur ses poirits'défi-
nition est donnée pour raisonner et s’exercer sur les propriétés; mais,
méme dans cette conception, il existe une grande diversité d’approche
comme celle de Leibniz (1679) basée sur le mouvenikenthemin
le plus simple d’un point se déplacant vers un autre est une droite’
ou ‘la droite est la ligne telle que si on immobilise deux de ses points,
tous les autres sont immobilisés par cela seul’

o la définition hilbertienne, enfin, est un exemple type de définition de
la géométrie lll, ou seules les relations entre les objets importent (les
points peuvent étre des ‘chaises ‘et les droites des ‘tablés’!)

Par contre, dans le cursus francais d’enseignement actuel, il n’existe plus
de définition standard de la droite, admise par tout le monde et répétée
depuis I'enfance: ainsi nous pouvons faire I'hypothése que les personnes
interrogées sur la droite nous livrent une part de leur conception géomé-
trigue, dans la mesure ou leur réponse ne peut étre ‘automatique’. Notons
gu’il peut aussi exister chez le méme individu plusieurs conceptions de la
droite.

Ces diverses remarques montrent les limites de notre étude: mais elles
visent a expliquer pourquoi nous avons choisi un objet aussi spécifique que
la droite, en prenant le risque, par notre demande explicite de production
de définitions, de faire entrer les personnes interrogées dans le jeu de la
géométrie axiomatique.

e Résultat de I'analyse textuelle
L'analyse textuelle, sur laquelle repose notre analyse factorielle, nous a
permis de dégager un certain nombre de variables que nous allons préciser.

1) EPA, LIGNE et TRAIT. Ces trois premiéres variables permettent de
coder la suite de mots (ou le mot) qui se substitue au terme de droite dans
les définitions proposées.

EPA (ensemble de points alignés): il s’agit ici d'une définition ponc-
tuelle et circulaire qui ne définit la droite que de maniére nécessaire, oubli-
ant la continuité et le caractére non borné de cette suite de points alignés.
LIGNEcode le mot ligne et renvoie a une vision globale et non ponctuelle.
Liée a cette idée, apparait I'introduction de la variable DPD (deux points
distincts), qui correspond aux formulations déterminant la droite grace a
deux points.
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TRAIT renvoie a un trait ou & des tracés, il introduit une conception
constructive de la droite par rapport a la conception statique précédente.
TRAIT est corrélé positivement au mot OUTIL qui désigne ici la régle qui
sert a tracer.

2) ALLER et INFINI. Aux trois variables précédentes qui portent en germe
les oppositions futures, s'ajoutent les deux variables ALLER et INFINI.

ALLERest employé pour représenter la classe des verbes qui indiquent
un mouvement. En fait ce codage renvoie a deux conceptions assez différen-
tes. Dans un cas, il s’agit principalement de relier ou de passer par deux
points. Dans l'autre cas, ce codage est lié au caractére non limité de la
droite (‘ne se termine pas, ne s'arréte jamais’) ou au contraire a I'affirmation
de son coté limité (confusion avec un segment). Il ne s’agit donc pas du
tout de la méme conception dans notre étude: seul le premier sens figure
dans le codage ALLER.

INFINI code le mot ‘infini". En fait, deux notions de I'infini apparais-
sent. La premiére précise la nature illimitée de la droite. La seconde insiste
sur le nombre infini de points présents sur cette droite. En fait, les deux
notions sont trés liées et nous pensons gu’en signalant l'infinité des points,
les étudiants veulent signifier le caractére non borné de la droite, plutdt
gue le caractére dense d’'un segment de droite. Cette idée est confirmée par
I'explicitation orale faite par quelques étudiants. Dans I'analyse factorielle,
nous ne distinguerons pas ces deux occurrences. Chez les enfants, il s’agit
d’un infini potentiel li€, comme nous 'avons vu, au caractére illimité de la
droite.

Les productions des éléves, mais aussi de leurs enseignants, font appa-
raitre un nouvel élément lié a une conception erronée de la droite assimilée
a un segment. Le jeu FINI/INFINI démarqguera la différence entre les deux
notions. Nous n’avons pas retenu cette différence dans notre étude, mais
elle présente un réel intérét didactique.

A toutes ces variables s’ajoutent quelques items originaux: précision
sur la planéité, plus court chemin, notion de direction, etc.

e Résultat de I'analyse factorielle

L'analyse factorielle par composantes principales, effectuée grace au co-
dage de toutes les réponses avec les variables précédentes et avec le logiciel
Statistica, fait apparaitre deux facteurs trés dominants (plus de 80% de la
matrice de covariance).
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Voici, la répartition de ces variables sur le plan déterminé par les deux premiers
facteurs:

0.8

0,6

TRAT
(o]

0.4

NEINI lgll— DROIT
0,2

WGNE
0,0 A

0,2

Facteur 2

-0.4

0.6 ALLER
-0.8 Ei’l%

-1,0
1.0 -0.8 -0.6 -0,4 -0,2 0,0 0.2 0,4 0,6 0.8

Facteur 1

De maniere significative, I'analyse fait apparaitre trois facteurs principaux corrélés
avec certains des codes.

Le facteur 1 est corrélé négativement avec EPA (-0,76) et positivement avec TRAIT
Le facteur 2 est corrélé négativement avec ALLER et DPD (-0,73 et —0,81)

Le facteur 3 est corrélé négativement avec LIGNE (-0,87)

Le premier plan factoriel (Fact 1 et Fact 2) permet de dégager une réparti-
tion tripolaire

TRAIT
« C’est un trait droit I
fait avec une régle »

EPA

m « Ensemble de
points alignés »

ALLER/DPD
« Ligne droite passant
par deux points »

Sous le codage, nous avons fait figurer la formulation effective la plus représentative
du pole.

Dans ce premier plan, les aspects statiques représentés par EPA s’opposent
a un pble dynamique constructif lui-méme scindé, par I'opposition due au
facteur 2, en ce qui reléve du tracé effectif et ce qui repose sur I'affirmation
d’une construction possible par le passage d'une droite par deux points.
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Avant de rattacher les éléments d’analyse textuelle et factorielle & notre
approche tripolaire de la géométrie élémentaire, nous allons rendre compte
des projections des différentes populations sur ce premier plan factoriel.

Cette projection, dont nous donnons ici les trois cas (Annexe 2), fait
apparaitre clairement un certain nombre d'éléments:

Les étudiants, futurs enseignants, (PE2) sont massivement présents sur
le pble IlI.

Les éleves de CM2 sont de méme trés proches du pdle |.

Pour les instituteurs (FPS), la population se répartit entre le péle | et le
pbéle Il. Ainsi, une partie des instituteurs ne se distinguent pas des éléves
de CM2 (10-11 ans). Une étude portant sur le niveau de la classe d’en-
seignement des instituteurs montre un éloignement progressif du pole Il
(trés lié aux enseignants des enfants de 6 ans a 8 ans) pour aller vers le
péle lll (plus lié aux enseignants des enfants de 8 a 11 ans).

e Lien avec notre cadre théorique

Dans le pole |, I'expérience et l'intuition nous semblent jouer pleinement
leur role dans I'espace des objets réels. La droite est un trait de crayon
construit grace a un objet, la régle. Ce pdle | se rattache sans ambiguité a
la géométrie naturelle (géométrie |).

Le pdle Il qui privilégie la droite comme ligne passant par deux points
reléve déja de cette esquisse de schématisation obtenue a partir de I'obser-
vation et de I'expérience, et qui est un élément constitutif de la géométrie
axiomatique naturelle (géométrie Il). Par contre, il faut noter que cette
définition ne signale jamais I'unicité de la droite, point de départ nécessaire
des déductions basées sur cette définition.

Pour le pble lll, la définition retenue est plus problématique. Elle se
rattache a une volonté axiomatique, mais renvoie de maniére caricaturale a
une géométrie lll, ou les objets n'ont plus de sens réel, ni pour le géometre,
ni malheureusement pour les étudiants. Les étudiants non mathématiciens
de notre échantillon se rattachent massivement a ce péle: cela semble in-
diguer une mauvaise assimilation de la fonction de la géométrie.

Nous n’irons pas plus loin dans ces conclusions qui risqueraient de faire
dire aux questionnaires bien plus qu’ils ne contiennent.

5. CONCLUSION GENERALE

Envisager I'enseignement de la géométrie a différents niveaux, de I'école
primaire a la formation des maitres, nous améne a étudier sur un cas par-
ticulier, la géométrie, la fermeture d’'une sorte de boucle d’enseignement.
La géométrie de ‘type école’ apparait différente de celle de ‘type lycée’,
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Réponge des FPS (1) sur la droite
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Annexe 2.
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dont les futurs maitres d’école ont suivi I'enseignement, I'un apres l'autre.
Comment peuvent-ils étre préparés dans les Instituts Universitaires de For-
mation des Maitres (I.U.F.M.) a enseigner la géométrie qu'ils ont d( oublier
ou refouler pour faire leurs études? Comment rendre a chaque géométrie
sa spécificité et sa raison d'étre?

Il nous semble que I'approche de la géométrie structurée autour de trois
modes de connaissance identiques, mais évoluant dans le temps, peut cons-
tituer une source de clarification pour les futurs enseignants. Nous avons
défini trois paradigmes géométriques: la géométrie naturelle (géométrie
1), la géométrie axiomatique naturelle (géométrie 1l) et la géométrie axio-
matique formaliste (géométrie lll). Cette derniére, sans doute a cause du
niveau d'enseignement étudié, est restée a l'arriére-plan, il faudra vérifier
sa pertinence au niveau des éléves de lycée et de leurs enseignants. Nous
avons choisi de conserver dans chacun des paradigmes géométriques les
mémes entrées: intuition, expérience, déduction. Méme si les significations
liées a chacune de ces expressions demandent encore a étre affinées, elles
nous semblent permettre de donner une certaine cohérence a I'ensemble
de la géométrie et simultanément un sens a la notion de rupture.

L'analyse des conceptions de différents acteurs du systéme (éléves,
étudiants en formation de maitres, maitres en exercice) et de la nature
de certains problémes géométriques nous renvoie une certaine pertinence
de notre approche: les acteurs se situent dans des paradigmes différents,
cette différenciation étant en relation avec leur position professionnelle, de
‘type école’ ou de ‘type lycée’; les paradigmes dans lesquels sont posés
les problémes ou attendues les réponses ne sont pas explicites, ce qui
peut produire des malentendus. Une approche structurée autour des trois
modes de connaissance définis plus haut devrait permettre aux enseignants
d’enrichir leur propre conception de la géométrie et la confronter avec les
paradigmes géomeétriques dans lesquels doivent évoluer leurs éléves.

D’autres études, non présentées ici, montrent que le cadre défini per-
met une certaine lecture des activités géomeétriques des manuels de I'école
élémentaire et pose la question des choix de paradigmes de travail pour les
textes géométriques des concours de recrutement d’enseignants.

Cependant de nombreuses questions restent en suspens, méme si I'on
admet la pertinence de notre synthése.

Notre cadre permet-il de donner une véritable cohérence de la géométrie
a l'école (avant 12 ans)? Permet-il d’en faire un tout, préalable a celle du
college (entre 11 et 16 ans)? Permet-il réellement de favoriser I'articulation
entre les différents cycles d’enseignement? Enfin, comment sensibiliser les
futurs enseignants a cette approche de la géométrie?
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NOTES

En France les professeurs des écoles (pour enfants de 3 a 11 ans) se préparent a
un concours aux épreuves disciplinaires et professionnelles en un an, puis ils vi-
ennent un an en formation professionnelle dans un IURMtitut Universitaire de
Formation desMaitres). L'I.U.F.M. prépare aussi les futurs enseignants de math-
ématiques (entre autres disciplines) des colleges (de 11 a 15 ans) et des lycées (de
15 418 ans).

Dessin linéaire: tracé aux instruments des lignes droites, des paralléles, des per-
pendiculaires, des courbes, des figures, des polygones inscrits; division des lignes;
solides, usage de I'échelle, perspectivesLe tout sans essai de fondement, ni de
justification théorique.

Choquet, G.: i’enseignement de la géométkkermann 1964.

‘1)Pour les jeunes enfants, I'enseignement de la géométrie ne peut étre déductif.
Ce doit étre un enseignement basé sur I'observation; son but est I'élaboration des
concepts fondamentaux a partir de I'expérience.

2) Pour le mathématicien, la facon la plus élégante, la plus profonde, la plus rapide
de définir le plan (ou I'espace) est de le définir comme espace vectoriel sur R, a deux
(ou trois dimensions), muni d’'un produit scaldire

Nicod, J. (1923): 1962,a géométrie dans le monde sensiBlgF.
Wittgenstein, L. (1918): 196 Tractatus logico-philosophicu&allimard.
Mouy, P.: 1952] a logique Hachette.

Les grands courants de la pensée mathémat{d9d8; réédition 1986) p 47. Edi-
tions Cahiers du Sud Rivages.

Poincaré H ‘Les fondements de la géométrie’ 1902 Le journal des savddesriieres
penséesGallimard.

Thom, R.: 1983Paraboles et catastrophgBlammarion.

Oléron, P. (1977): 199E6e raisonnementPUF.

Barbin, E.: 1991, ‘Les éléments de géométrie de Clairaut: une géométrie problémat-
isée’,Repéres IRENK® 4.

Legendre Géométrie livre 1, proposition 1.

A la fin du XIXeme, en France, Méray fut a I'origine d’'une réforme de I'enseigne-
ment de la géométriebasée sur des axiomes introduisant le mouvement. Cette ré-
forme fut notamment soutenue par Borel.

Cette preuve peut étre formalisée en faisant jouer le principe de continuité de I'analyse.

Lebesgue, H. (1950): 198T,econs sur les constructions géométriquEslitions
Jacques Gabay.

Boi, L.: 1996, Le probleme mathématique de I'espace. Une quéte de I'intelligible
Springer Verlag.

Wittgenstein (1918): 196 Tractatus logico-philosophicusallimard.

Dieudonné, J.: 1964lgébre linéaire et géométrie élémentaipage 15, Hermann.

Le Nouvel Objectif Calcul, Hatier, 1996.

The Theory of Figural Concepts (1993) lducational Studies in Mathematid¥
24 (2) pages 139-162.
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