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CATHERINE HOUDEMENT

CONNAISSANCES CACHEES EN RESOLUTION DE PROBLEMES
ARITHMETIQUES ORDINAIRES A L’ECOLE

Abstract. Hidden knowledge in usual verbal problem solving at primary school. This
paper contributes to determine student’s knowledge involved in arithmetic word problem
solving, that are ignored by mathematics education research but discriminate reinvestment
problems solving students : among these skills the use of a modeling approach (models are
the arithmetic operations), different types of controls and the qualification. This paper
shows how rich is a clinical approach after the solving session to discover ignored
knowledge and feeds current (study of semiotic tools) and upcoming researches (controls
and qualification) in relation to flexibility.

Résumé. Cet article participe a la détermination de connaissances que les éléves
posséderaient ou qu’ils devraient posséder pour résoudre des problemes arithmétiques
verbaux. L’étude se centre sur les connaissances qui contribuent aux différences entre
réussites d’éleves sur des problémes de réinvestissement et qui sont peu connues des
recherches en didactique des mathématiques. Parmi ces connaissances se trouvent
I’utilisation d’une démarche de modélisation, divers types de contrdles et ce que nous
appelons la qualification. Cet article prouve la potentialité d’une approche clinique sous
forme d’entretien aprés la séance et alimente des pistes de recherche déja initialisées (outils
sémiotiques efficaces) ou a venir (jeu de controles et qualification) liées a I’apprentissage
d’une certaine flexibilité.

Mots-clés. Résolution de problémes, problemes arithmétiques, schémas de problémes,
qualification, connaissances cachées, registres sémiotiques, modélisation, démarche
expérimentale, flexibilité.

Introduction

Epistémologiquement faire des mathématiques est indissociable de la résolution de
problemes. Concernant I’enseignement des mathématiques, en particulier a I’école
primaire (niveaux 1° a 5°, id est CP a CM2), I’hypothése actuelle communément
partagée est la suivante : les problemes sont a la fois la source et la finalité des
connaissances mathématiques. Ceci signifie : pour apprendre des mathématiques, il
faut résoudre des problémes; mais pour résoudre des problémes, il faut des
connaissances mathématiques. Nous sortirons de ce cercle vicieux en considérant
dans notre étude des problémes a résoudre pour lesquels les éléves ont a priori
« déja les connaissances », c’est-a-dire des problémes de réinvestissement.

Notre souci est de mieux appréhender les connaissances auxquelles les éleves font
appel ou qu’ils mettent en ceuvre, de leur propre initiative, pour traiter des
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problémes ordinaires, plus spécifiquement les problémes arithmétiques verbaux®.
Bien entendu les recherches contemporaines sur les problémes arithmétiques
verbaux abondent (par ex. Nesher & Hershkovitz, 1991 ; Verschaffel & De Corte,
1993 ; Coquin-Viennot & Moreau S., 2007, ...). Un grand nombre de recherches se
centre sur I’étude de I’efficacité de I’enseignement d’outils sémiotiques (par
exemple la droite numérique, voire la droite « des entiers », cf. Elia dans ce
numéro) pour la réussite aux problémes. Ce n’est pas dans ce cadre gue nous nous
placons : nous inscrivons cette recherche, dont nous voulons souligner le caractére
exploratoire, dans la volonté de débusquer des connaissances ignorées, au sens des
enjeux cachés d’apprentissage (Castela, 2008). Ces connaissances ignorées seraient
nécessaires a la réussite (ici la résolution correcte des problémes verbaux
arithmétiques), mais elles ne seraient repérées ni par les études didactiques, ni par
les institutions d’enseignement, au sens ou I’enseignement effectif de ces
connaissances ne serait pas expressément conseillé, que ce soit dans les
programmes ou les ressources pédagogiques. Parmi ces connaissances, certaines
seraient utilisées par les résolveurs experts de fagon non consciente, elles auraient
été auto-construites ou apprises « par hasard » (& I’occasion d’une remarque
anodine d’un professeur,...) ; dans tous les cas, leur absence poserait probléme aux
éleves qui en sont démunis.

Cet article se propose d’installer cette problématique dans le cadre de la didactique
francaise, de valider I’hypothése de I’existence de telles connaissances en les
exhibant, et d’ouvrir de nouvelles perspectives de recherche qui prendraient
comme objets d’étude la possibilité et la pertinence d’un enseignement de ces
connaissances. Il cherche a montrer en quoi cette étude interroge la notion de
flexibilité cognitive (Clément, 2009) et questionne la difficulté de son
enseignement.

1. Une premiére insertion théorique

L’étude des connaissances en jeu mises en jeu par les éléves dans la résolution de
problémes verbaux arithmétiques d’école primaire n’est pas si courante: en
didactique, les travaux liés aux problémes ordinaires portent plutdt sur le
secondaire (Coppé, 1995) et/ou proposent plut6t une analyse a priori de problémes
(par exemple Robert, 1998).

Les problemes arithmétiques verbaux usuels en primaire ont cette particularité de
problématiser une réalité, évoquée par I’énoncé, pour obtenir une réponse mettant
en jeu des mathématiques.

! Problémes numériques, résolubles avec une (ou plusieurs) des quatre opérations usuelles,
et dont I’énoncé est un texte, plutdt écrit.
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Nous distinguons deux versants du passage du réel (présent ou évoqué —
Houdement, 1999) au traitement mathématique : la mathématisation (Freudenthal,
1971) et la modélisation par des connaissances mathématiques. La mathématisation
est une premiére étape d’apprentissage, elle consiste a acquérir des connaissances
mathématiques a partir de la résolution de problémes issus du réel par la
transformation de modeles implicites d’action (Brousseau, 1978 ; Vergnaud, 1990).
La modélisation est plutét I’inférence, puis I’opérationnalisation de mathématiques
pour résoudre un probléme issu du réel. Nous considérons que la résolution de
problemes d’application ou de réinvestissement ne releve pas tant de la
mathématisation que de la modélisation.

Prenons I’exemple de la recherche du nombre de tulipes dans un massif a partir de
ces quatre énonces :

a) un massif de fleurs formé de 60 tulipes rouges et de 15 tulipes noires ;
b) un massif de 60 rangées, toutes de 15 tulipes ;

c) un massif de 60 fleurs, composé de tulipes et de 15 jonquilles ;

d) 60 tulipes disposées en 15 massifs tous identiques.

Les énoncés évoquent le méme contexte, présentent la méme structure syntaxique
(similarité de lecture-compréhension), posent la méme question (combien de
tulipes dans UN massif ?), mettent en jeu les mémes nombres (15 et 60) et pourtant
ils relevent d’opérations arithmétiques différentes. Comment savons-nous, nous
experts, différencier les traitements ? Notre intérét, déja ancien, pour la résolution
de problémes (Houdement, 1999, 2003, 2009 ; Coppé & Houdement, 2002 ;
Artigue & Houdement, 2007) nous a conduit & nous intéresser aux travaux de
psychologues cognitifs qui se sont penchés spécifiquement sur les mathématiques,
en particulier J. Julo et G. Vergnaud dont nous examinerons les réponses dans le
paragraphe suivant.

Il est déja intéressant de constater I’embarras que nous avons a expliquer, aprés
coup, nos choix. Julo (1995, p. 86) I’avait fort bien pointé :

« La vraie compréhension n’a pas de mémoire. Dés que nous avons compris
quelque chose, nous oublions comment nous sommes parvenus a cette
compréhension ou plus exactement nous interprétons la démarche qui nous a
conduits & I’état actuel de notre compréhension & la lumiére de ce nouvel état.»?

2 Notons qu’un des soucis de I’enseignement réside d’ailleurs dans la pertinence de la
réinterprétation d’une réussite : établir une connexion entre les connaissances
mathématiques a institutionnaliser et les stratégies des éléves mises en ceuvre.
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1.1. Le regard de cognitivistes sur les mathématiques

Julo (1995, 2002) suppose I’existence en mémoire d’objets mentaux structurés par
le sujet, les schémas de problémes, a fonction assimilatrice, qui permettent au sujet
de mobiliser dans de nouveaux problémes des connaissances acquises lors de la
résolution réussie d’anciens probléemes. La nature exacte des schémas et leur
organisation en mémoire est encore floue, mais il est admis que le sujet les forme a
partir des problémes qu’il rencontre, des représentations qu’il construit et des
analogies qu’il percoit. Julo distingue trois structures de schémas (Julo, 2002,
p. 36) :

— les schémas de type « cas » : des problémes de référence qui deviendraient

prototypiques, tels différents cas de la bibliotheque du joueur d’échecs ;

— les schémas de type « regroupement », suivant un regroupement personnel,
non nécessairement logique, mais pouvant étre partagé entre individus (par
exemple le contexte des recettes et des dépenses, ou les réussites des éléves
sont souvent plus nombreuses) ;

— les schémas de « catégorie plus abstraite », autour d’un méme outil de
modélisation (par exemple la droite arithmétique), une méme procédure de
résolution (par exemple la régle de trois) ou une certaine structure.

Des exemples de telles structures nous sont fournis par Vergnaud (1990) avec la
théorie des champs conceptuels. Un concept prend du sens a partir d’une grande
variété de situations, et pour I’éléve la conceptualisation consiste a élaborer les
moyens intellectuels de traiter des situations de plus en plus complexes. Cette
conceptualisation passe par la mise en ceuvre par I’éleve de connaissances
implicites dans I’action et la proposition par le médiateur de formes symboliques
ad hoc (langage, écritures arithmétiques) propres a pointer des ressemblances dans
le traitement des situations. Un champ conceptuel est ainsi un ensemble des
situations dont la résolution met en jeu une grande variété de procédures, liés a des
concepts trés proches. Vergnaud fait en particulier I’hypothése que les
compétences des éléves résolvant des problémes numériques élémentaires ne
reposent pas tant sur leur maitrise des algorithmes opératoires que sur la
conceptualisation de relations liées a des types de raisonnements. Ce qui I’améne,
d’une part, a regrouper les problémes numériques ternaires selon deux champs
conceptuels : les structures additives, autour de I’addition et de la soustraction et
les structures multiplicatives autour de la multiplication, de la division et de la
proportionnalité ; d’autre part a proposer a I’intérieur de chaque champ des niveaux
de complexité a priori, appuyés ou confortés par des études statistiques de résultats
d’éléves.

Les schémas de problémes résulteraient de la création de relations (de nature
logigue ou autre) entre des problémes, construites par le sujet, dans une approche
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ergonomique personnelle. Ces schémas se constitueraient dans I’activité de
résolution de problemes. Nous faisons notre cette hypothése de Julo : certains
éleves mettraient en ceuvre de facon plus ou moins spontanée une structuration des
problémes résolus qui leur permettrait d’augmenter leur champ de problémes
résolubles, contrairement a d’autres éleves. Ce peut étre coiffé par la flexibilité
cognitive, envisagée comme capacité «a déplacer volontairement le foyer
attentionnel d’une catégorie de stimuli a une autre, ou d’un processus cognitif a un
autre » (Clément, 2009, p. 112).

1.2. Travail privé, travail public

Dans la mesure ou nous souhaitons débusquer des connaissances ignorées, il nous
faut « remonter » jusqu’a la composante privée du travail de I’éléve, celle qui
apparait peu sur les traces publiques. Nous devons donc analyser d’une part les
problémes rédigés, mais aussi les brouillons des éleves. Mais nous savons, par
expérience, que ces lieux d’écriture a priori privée sont diversement investis selon
le contrat de classe : certains enseignants corrigent aussi les brouillons (ce qui
enleve leur part privée), d’autres font utiliser I’ardoise (effacable, ce qui rend le
recueil des traces heuristiques impossible). C’est pourquoi I’étude des seuls
brouillons ne nous suffit pas. Il nous faut trouver un moyen d’accés, autant que
faire se peut, a la pensée individuelle en amont de I’écriture, celle qui déclenche un
passage a I’écrit, sur la route de la solution.

Nous nous intéressons aussi au passage du résultat (souvent calculé) a la réponse
(Margolinas, 1993, p. 208) et au fait de considérer le probléme comme terminé. A
partir de quand, de quoi I’éléve reconnait il le résultat de son calcul comme réponse
a la question posée ? En effet certains éléves font des calculs et obtiennent des
résultats sans savoir si ces résultats donnent la réponse.

2. Méthodologie

La question générale est la suivante : quelles idées, dans le temps court de la
résolution d’un probléme numérique viennent ou ne viennent pas a I’esprit de
I’éléve, provoquant ainsi une avancée vers la réponse ou au contraire un blocage ?
Cette question est tres générale mais elle traduit bien la recherche : se laisser
surprendre par les idées des éléves, « s’intéresser vraiment a ce que fait I’éléve, a
ce gqu’il produit, & ses mathématiques » (Conne, 1999, p. 53)

Pour avoir accés a la composante privée de I’éléve, nous aurions pu demander,
pendant la résolution aux éléves, de raconter leur recherche, mais il est connu que
la formulation verbale n’est pas toujours possible et transforme le rapport a la
tache ; nous aurions pu chercher a recueillir des échanges entre deux éléves
résolvant ensemble avec la présence d’un enregistreur, mais il est connu que la



72 CATHERINE HOUDEMENT

coopération transforme la réflexion. Or nous souhaitions « attraper la singularité ».
Nous avons donc choisi, pour saisir la singularité, des entretiens individuels de type
explicitation (Vermersch, 1994) méthodologiquement intéressants pour relever des
« connaissances cachées » (Sackur & al. 1997 ; Castela, 2008). L’entretien
(enregistrement audio) a eu lieu sur le temps de classe, mais hors de la salle de
classe et loin du groupe classe, dans la semaine qui a suivi le moment ou I’éléve a
résolu individuellement les problémes dans la séance collective prévue pour cela.

Les problémes ont été choisis par I’enseignant, dans le cadre de sa progression
usuelle avec la commande du chercheur de problémes arithmétiques ordinaires de
réinvestissement. Le lecteur pourra étre surpris de ce degré de généralité, nous
n’avons pas resserré sur un champ conceptuel. Mais notre grande confiance dans
les enseignants de notre étude nous faisait attendre des problemes vus par
I’enseignant comme susceptibles de réussites et nous voulions surprendre les
connaissances des éléves qui différenciaient les réussites. Notre analyse aprés-coup
des problémes a confirmé que les problemes relevaient de connaissances que les
enseignants avaient déclaré faire travailler et apprendre et que les réussites étaient
différentes selon les éléves.

Les éleves interviewés ont été choisis par le professeur avec la commande du
chercheur d’éléves « bons » et « moins bons » en mathématiques. Cette différence
n’a pas été pointée dans les analyses. Lors de I’entretien, I’éléve avait sous les yeux
la copie rendue (éventuellement corrigée) et son éventuel brouillon. Nous avons
étudié onze protocoles écrits d’éléves de deux classes différentes de cycle 3 (grades
3°, 4° et 5°), en les mettant en relation avec copie et brouillon. En faisant des
croisements entre des pensées de plusieurs éléves, nous avons ainsi dégagé des
invariants (études croisées) ; nous avons aussi constaté des redondances dans la
pensée d’un éleve particulier (monographies).

Notre problématique peut donc se raffiner en : quelles connaissances, concernant la
résolution de problémes arithmétiques verbaux de réinvestissement, suffisamment
partagées (par des éléves différents ou un méme éleve dans plusieurs problémes),
surprenantes au sens ou peu connues en didactique des mathématiques ou mal
repérées dans le programmes, ..., outillent certains éléves ou semblent faire défaut
a d’autres ?

3. Typologie des inférences et contrdles

Le lecteur aura saisi I’ouverture a priori de la question a I’étude. Pour organiser la
présentation des interprétations issues de I’analyse des données, nous présentons
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ci-dessous une typologie, établie au fil d’analyses a priori®, des inférences et des
contréles utilisables par les éleves dans la résolution de problémes de
réinvestissement. Ce développement participe au cadrage théorique de notre
recherche.

La convocation d’une connaissance est fortement liée a celle du contréle de sa
pertinence dans le probléme : contr6le ou vérification, au sens de Coppé (1995),
« argument avancé ou action mise en ceuvre par I’éléve pour limiter I’incertitude
sur le résultat (....). Une vérification a pour conséquence soit d’accroitre la
vraisemblance et éventuellement acquérir la certitude du résultat, soit d’engendrer
un doute plus grand et éventuellement déboucher sur une phase de rectification. »
(Coppé, 1995, p. 30). C’est I’idée d’un véritable processus de controle au sens de
Margolinas (1993, p. 213) pour anticiper la validation, que nous exprimerons par
I’expression inférences et contrbles. Ce role des contrdles a aussi été souligné par
Burgermeister et Coray (2008) pour des éléves plus agés résolvant des problémes
de réalité évoquée.

Quelle idée de I’action a mener ont les éleves ? Quel contrble les éleves peuvent ils
avoir a exercer sur le résultat de leur action ? Si leur action consiste a se lancer
dans un calcul lié au choix d’une opération, la transformation du résultat en
réponse passerait par un contréle du nombre résultat. Nous proposons ici une
typologie des inférences ou des contréles (Houdement, 2006) en jouant sur leur
nature : pragmatique, sémantique, syntaxique.

Nature sémantique : c’est I’interprétation de la situation du probléeme (Vergnaud,
1986 ; Coquin-Viennot & Moreau, 2007), interprétation liée a la représentation que
I’éléve se fait du probléme (au sens de Julo, 1995) qui déclenche des associations
de type : “‘partager c’est diviser’ ; ‘fois ¢’est multiplier’.

A priori ce type d’interprétation se place souvent en amont du choix d’une
opération, d’un calcul ; les trois autres raisonnements se situent davantage apres
gu’un calcul ait été mené a terme.

Nature pragmatique : c’est la connaissance de la réalité évoquée par le texte du
probléeme (notamment I’ordre de grandeur des résultats) qui régule le résultat et
éventuellement convainc I’éleve de commencer un autre calcul.

Nature syntaxique : c’est I’analyse des relations entre les objets mathématiques
(ici les nombres) qui permet d’avancer : seuls les nombres sont conservés (les
mesures en jeu sans référence aux grandeurs qu’elles mesurent, par exemple 12, et
non 12 euros ou 12 tables). Le contrble s’exerce alors sur les écritures
mathématiques, indépendamment de la signification que ces écritures ont par

* 11 ne s’agit pas d’analyse préalable, mais bien d’une analyse a priori (Artigue, 1988) qui
envisage des « possibles » dans les pensées des éleves.
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rapport au texte du probléme ou des grandeurs en jeu. Cette décontextualisation est
souvent trés utile pour I’obtention d’un résultat ; par contre elle peut se révéler
problématique pour I’obtention de la réponse.

La qualification

En précisant la nature des inférences et des contrdles, nous essayons de prendre
compte les deux plans d’étude liés a un probléme verbal arithmétique : plan de la
réalité et plan des mathématiques. Comment penser I’articulation ? Elle est d’abord
liece a une sorte de syntaxe sur les grandeurs (que les physiciens nomment les
équations aux dimensions), dont la version minimale est d’associer un nombre et
une unité (12 euros). Nous appellerons cela qualification faible. Plus généralement
qualifier revient a savoir dire (savoir se dire) quelle grandeur « contextualisée » est
associée au nombre étudié, que ce nombre soit donné par I’énoncé ou issu d’un
calcul. Nous distinguons la qualification faible de la qualification (compléte).

Un exemple pour illustrer

Considérons le texte suivant: « Un commercant dans I’habillement passe une
commande de 2350 euros pour un lot de 130 chemisiers pour 1600 euros et
25 pulls. 11 souhaite un bénéfice de 30% minimum a la vente. Quels seront les prix
minimum de vente d’un chemisier, d’un pull ?

Supposons qu’un éléve trouve le résultat 12 par le calcul de 1 600 divisé par 130.
S’il se donne la peine de vérifier la pertinence de 12 comme quotient de 1 600 par
130, nous parlerons d’un contrble syntaxique. S’il sait dire qu’il a trouvé « le prix
d’achat d’un chemisier » nous dirons qu’il sait qualifier le quotient. S’il sait
seulement dire que ce nombre correspond a des euros, nous parlerons d’une
qualification faible. S’il réfléchit au fait que 12 euros est un prix « raisonnable »
pour un chemisier, il effectuera un contréle pragmatique.

Remarquons qu’un contrdle n’assure pas toujours la bonne réponse (ou la réponse
optimale) : si le calcul choisi par I’éléve, 1 600 divisé par 130, est correct, la
réponse optimale est 12,31 euros. Un contrdle pragmatique peut faire obstacle a la
réponse (12 euros, prix jugé trop faible pour un chemisier), toujours liée & une
réalité évoquée.

Les paragraphes qui suivent présentent donc des connaissances, liées a la résolution
de problemes arithmétiques verbaux de réinvestissement, qui outillent certains
éleves ou semblent faire défaut a d’autres. Le premier s’intéresse aux
connaissances qui déclenchent et contrdlent I’idée de telle opération. Le suivant
questionne la place de la qualification. Enfin le dernier interroge la disponibilité de
connaissances sémiotiques liées aux écritures mathématiques.
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4. Choisir un modele ? Tester un modéle ?

4.1. Des stratégies pour inférer un modeéle

Dans les problemes arithmétiques rencontrés par les €léves de cette étude, les
modeéles a inférer sont essentiellement des opérations.

Les éléves repérent souvent le «hbon» champ conceptuel, c’est-a-dire
qu’ils inferent une des deux opérations du champ conceptuel dont releve le
probléme. Nous interprétons cela comme une utilisation d’inférences sémantiques
pour déclencher un calcul ou des calculs. Ces inférences sont souvent
« intériorisées », naturalisées, elles ne sont pas explicitables lors de I’entretien. Le
lecteur pourrait se dire que cette absence d’explicitation reléve d’un manque de
mots pour le dire, nous préférons suivre I’hypothése de Julo (voir plus haut) : « la
vraie compréhension n’a pas de mémoire ... »

Voyons les réponses de Victor (5°), Clémence (5°) et Marie (5°) lors d’un
guestionnement général sur les problémes :

C.H. : Comment tu sais pour un probléme que c’est moins / plus / fois ?
Victor : Bah, quand j’ai la question je sais moins / plus / fois.

C.H. : Et comment tu sais tout de suite 'opération que tu peux faire ?/ Qu’'est-ce
qui se passe quand tu sais tout de suite I'opération que tu peux faire ?
Clémence : Bah quand je lis I'énoncé ¢a me vient comme ¢a / Quand je le lis.

C.H.: Et comment tu sais que dans ce probléme l|a il va y avoir une
multiplication / ou une division.

Marie : Bah / parce que quand / bah / enfin / je sais pas trop / je lis tout / et
aprés je vois si je dois faire une multiplication ou /

Ces éleves percoivent la relation entre énoncé et opération comme une évidence :
tout se passe comme s’ils récupéraient en mémoire* un résultat, comme un adulte
qui répond automatiquement 5 pour 17 moins 12. Les déclarations des éléves
confortent les hypothéses de Julo sur I’existence en mémoire de schémas de
problémes, schémas qui seraient activés par des éléments de I’énoncé. Nous avons
constaté que les éléments de I’énoncé qui jouent le rdle d’indices pour les éléves
sont variables selon les connaissances des éleves.

Nous avons pointé différentes inférences de nature sémantique.

Deborah (cf. annexe 2, lignes 61 a 68), ayant a trouver le poids d’une table
connaissant la masse (300 kg) de 25 tables, utilise la relation connue entre partage
et division :

* Les psychologues cognitifs distinguent deux types de stratégies en calcul mental : celles
correspondant a des récupérations et celles correspondant a des reconstructions ; cf. par
exemple Thévenot & al (2010).
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C.H. : Pourquoi tu penses que c’est 'opération qui va te permettre de trouver le
résultat ?

Deborah : Bah, parce qu’on peut faire une multiplication / 300 multiplié par 25,
c’est pas possible / C’est beaucoup trop / Ni une soustraction / Donc je pense
faire une division / Et aussi parce qu'il faut partager / Il faut / Oui, faut partager®.

Remarquons ici qu’il n’est pas simple de décider s’il s’agit d’une inférence ou d’un
contréle. 1l faudrait avoir acces a la chronologie du raisonnement au moment de la
résolution ; or cette temporalité n’est pas nécessairement restituée dans I’entretien.
Mais cela n’est pas trés important : nous nous attachons surtout a la nature « des
inférences et des contrles », qui se jouent dans une dialectique perceptible dans les
entretiens.

En ce qui concerne Deborah, la connaissance « partager c’est diviser » intervient a
deux moments de son raisonnement : intériorisée au début (lignes 45 a 48),
C.H. : Est-ce qu'avec ces deux phrases la : 25 tables et 300 kg on peut trouver
le poids d’'une table ?
Deborah [hésitante] : Oui/ Enfin...
C.H. : Situ as besoin d'un papier...
Deborah : [en regardant C.H.]: Je vais faire 300 divisé par 25.

puis explicitée dans la conclusion (ligne 68, fin de I’extrait plus haut).

Pour des éleves, certains indices (mots du texte ou actions du contexte) déclenchent
des schemes d’action mathématique (plus, moins / partager c’est diviser). A
contrario, quand le probléme ne donne plus d’indice (compréhensible par I’éléve)
sur des connaissances a convoguer pour sa résolution, certains éléves s’inquiétent
et doutent de leurs compétences a résoudre.

4.2. Des jeux de contrdles sur le modéle pressenti

Un controle pragmatique des modeles pressentis® joue un réle dans les décisions
des éléves. Nicolas 3° (cf. annexe 1) déclare prendre en compte I’ordre de grandeur
du résultat pour produire une réponse.

C.H. : D’accord. Et comment tu sais que tu dois choisir plus ou multiplier ?
Nicolas : J'essaie comme ¢a.

C.H.: T'essaie comme ¢a ? Et comment tu sais si ¢a va ou si ¢a va pas ?
Nicolas : Bah, quand je vois que le nombre est trop grand ou trop petit ou que
¢a me parait un peu trop.

® Pour une meilleure lisibilité, les passages qui illustrent particuliérement le propos seront
soulignés par nous.

® Dans I’entretien nous les encourageons & retrouver (par essai d’introspection selon la
technique Vermersch) comment ils sont arrivés a telle idée.
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Revenons sur Deborah 5° (cf. annexe 2, lignes 45 a 54) : elle doute de son calcul
(résultat) car devant la valeur calculée du poids d’une table, elle s’interroge sur la
possibilité d’un tel poids pour une table.

C.H. : Est-ce qu'avec ces deux phrases la : 25 tables et 300 kg on peut trouver
le poids d’'une table ?

Deborah [hésitante] : Oui/ Enfin ...

C.H. : Situ as besoin d'un papier ...

Deborah [en regardant C.H.] : Je vais faire 300 divisé par 25.

C.H. : Tu fais ce que tu penses / Je sais pas moi / Le papier c’est ton brouillon ?
Deborah [elle pose la division 300 par 25] : On trouve 12.

C.H. : Alors qu’est-ce que c'est 12 ?

Deborah : Le poids d’'une table.

C.H.:Estusuredeca?

Deborah : Non, ¢ca m’étonnerait.

C.H. : Pourquoi ¢a t'étonnerait ?

Deborah : Bah c’est beaucoup / C’est pas assez je veux dire.

Mais un peu plus loin (lignes 61 a 68), elle nous montre qu’elle contrdle
I’opération pressentie (la division) par rapport a deux autres (multiplication,
soustraction) par I’ordre de grandeur supposé de la réponse attendue.

C.H. : Avec ce renseignement 13, 25 tables 300 kg, t'as fait quelque chose, est
ce que tu as confiance dans ce que tu as fait ou tu doutes un petit peu ?
Deborah : Bah, je doute un petit peu.

C.H. : Tu doutes un peu parce que tu trouves que c’est pas assez 12 pour une
table ? Est ce que tu doutes de I'opération que tu as faite ?

Deborah : Bah, no... non.

C.H.: Tu penses que c'est I'opération qui va te permettre de trouver le
résultat ?

Deborah : Oui je pense.

C.H. : Pourquoi tu penses que c’est 'opération qui va te permettre de trouver le
résultat ?

Deborah : Bah, parce qu'on peut faire une multiplication / 300 multiplié par 25,
c’est pas possible / C’est beaucoup trop / Ni une soustraction / Donc je pense
faire une division / Et aussi parce qu’il faut partager / Il faut / Oui, faut partager.

Deborah infére (a juste titre) une division, doute de sa stratégie apres calcul du
résultat et la réaffirme aprés avoir croisé deux types de contrdle : pragmatique
(souligné ci-dessus) et sémantique (la derniére ligne ci-dessus).

Ainsi les controles sémantiques sont aussi utilisés. Citons encore Ludivine
(cf. annexe 1).

C.H. : On a besoin de 3 ceufs pour une brioche et on fait 8000 brioches.
Ludivine : C’est un partage.

C.H. : C’est un partage ? Tu fais un dessin si tu veux.

Ludivine : Oui, il faut que je fasse 3 ceufs pour une brioche, etc,...
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C.H. : Bon ¢a va faire combien d’ceufs 3 ceufs pour une brioche, combien pour
8 000 ?

Ludivine : Je sais pas // C’est une multiplication.

C.H. : C’est un partage ou une multiplication ?

Ludivine [silence, puis lentement]: Si on fait une division, on va peut-étre
trouver moins / que si on fait une multiplication on va trouver plus.

C.H.: Alors ?

Ludivine : Bah, une multiplication.

L argument de vérification croise de nouveau contrdle pragmatique et sémantique :
il faut plus d’ceufs que de brioches, cet ordre sera conservé si le nombre de
brioches augmente, ce que permet le modele multiplication (de nombres entiers !).

4.3. Stratégies de choix de modeéle

Notre étude a montré que I’inférence du calcul jugé le plus adapté semble s’étre fait
de diverses facons : soit de facon intériorisée (selon I’idée du schéma opérationnel
de Julo) ; soit par interprétation réfléchie d’éléments de I’énoncé’. Une technique
est apparue chez certains éléves : ils essaient plusieurs opérations (voire toutes),
c’est-a-dire qu’ils font tous les calculs, puis mettent en ceuvre des contrdles
pragmatiques et sémantiques pour valider la « bonne » opération, en retravaillant
les liens sémantiques connus (partager c’est diviser, ..., tel schéma c’est telle
opération), en comparant le résultat obtenu a I’ordre de grandeur de la réponse
qu’ils inferent de ce qu’ils savent de la réalité (contrble pragmatique)...

Nous avions repéré, par expérience, cette technique chez certains éléves moyens ou
faibles, mais nous n’avions pas imaginé qu’elle pouvait s’optimiser pour devenir
un outil intégré de bons éleves. Finalement les éléves pratiquent une démarche
expérimentale mentale : ils calculent grace a différents modéles arithmétiques (les
opérations) et réfutent les modeles en fonction de I’acceptabilité de la réponse, eu
égard & des vérifications pragmatiques et/ou sémantiques.® Les jeux de contrdle
jouent un réle essentiel dans ce processus.

5. Savoir qualifier

L’intérét de cette connaissance, savoir qualifier, est visible dans deux
monographies, celles de Nicolas 3° et de Corentin 4° dans la méme classe.

" Nos recherches sur d’autres éléves ont montré que le choix de I’opération pouvait aussi
résulter de I’interprétation de I’environnement du probléme : titre de la legon du jour, etc.
8 11 se peut aussi qu’un « effet maitre » influe sur le traitement des problémes par les éléves.



CONNAISSANCES CACHEES EN RESOLUTION DE PROBLEMES ORDINAIRES 79

5.1. Nicolas ou le défaut de « qualification »

L’étude du protocole de Nicolas nous montre comment, a des fins calculatoires, il
se libére des grandeurs pour avancer plus rapidement (cf. annexe 3) dans le monde
numérigque. Mais cette abstraction le coupe de la réalité du probléeme résumé ci-
dessous.

Adulte 6€ et enfant 4€ par séance. Séance de I'aprés-midi, 50 adultes et des enfants.

Séance du soir, 15 adultes et 20 enfants. Recette de la journée 542€. Combien y avait-il
d’enfants a la séance de 'aprés-midi ?

Dans un premier temps, Nicolas, aprés une suite de calculs justes posés en colonne
sur son brouillon, recopiés sur la feuille réponse, a proposé la réponse 72 [qui
correspond au prix payé par les enfants de I’aprés midi]. L’entretien est I’occasion
de revenir sur cette résolution, en I’aidant a se remémorer puis a remonter le
raisonnement qui se conclut par 72 (lignes 62 a 70).

Nicolas : Bah I3, jai essayé de faire : parce que un adulte c’est 6 € et un seul
enfant 4 € / Un adulte c’'est 6 € donc jai fait 15 fois 6 = 90. Ensuite il y avait
20 enfants a la séance, comme c’était 4€ j'ai fait 20 fois 4 = 80. Euh. Il y avait
50 adultes donc jai fait 50 fois 6 = 300 et la, il demandait combien il y a
d’enfants a cette séance. Donc j'ai additionné ces 3 la et jai trouvé 542. Jai
trouvé la recette de la journée. J'ai trouvé 72 enfants.

C.H. : J'ai vu que tu n’avais pas mis de phrase réponse, la je vois 150 enfants.
Nicolas : Ahla! Je me suis trompé, jai écrit 150 au lieu de 72 enfants.

C.H.: Alors la quand tu ... / Est-ce que ... / Quand tu calcules cela, qu’est-ce que
tu calcules ? / Ca correspond a quoi le nombre 90 que tu cherches ?

Nicolas [silence]

C.H.: Le nombre 90 que tu as trouvé Ia, si tu pouvais me donner une petite
phrase qui va avec ce nombre la.

Nicolas [silence]

C.H. : Tu ne vois pas ... Donc quand tu as fait le calcul, tu avais envie de faire
ce calcul Ia, mais tu vois pas a quoi correspond 90 ?

Nicolas : Non.

L’entretien se poursuit avec des qualifications qui restent faibles (lignes 71 a 76).

C.H. : Et ce calcul 13, est-ce que tu vois a quoi il correspond ?

Nicolas : A 4 fois 20.

C.H. : Mais qu’est ce que tu as calculé par rapport au probléme ?

Nicolas : Bah 4 € et 20 enfants.

C.H. : Et finalement quand tu fais 4 € et 20 enfants qu’est- ce que tu obtiens a
la fin ?

Nicolas : 80 €.

En encore (lignes 77 a 82).

C.H. : Donc tu obtiens un prix, le prix ... qu’ont payé les enfants / Et Ia quand tu
fais 50 fois 6 ?
Nicolas : Euh ... Bah, c’était les 50 adultes multipliés par les 6 € de la séance.
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C.H. : Donc ¢a correspond a quoi ?

Nicolas : Les 50 adultes.

C.H. : Donc les 300 ce sont des adultes ou des euros ?

Nicolas [hésitation] : Des euros.

C.H. : Des euros ? C’est le prix que payent les adultes ? Donc la tu as le prix
que payent les enfants ? La, le prix que payent les adultes ? Et finalement le
90 ?

Nicolas : C’est les 15 adultes plus les 6 €.

Le lecteur remarquera ci-dessus que CH injecte dans les échanges des
qualifications (soulignées), que Nicolas ne reprend pas.

L’entretien se poursuit (lignes 83 a 88) vers une « vraie » qualification : mais elle
était fournie par le texte.

C.H.: C’est 15 adultes qui payent 6 €, donc quand tu additionnes tout ¢a, ton
90, ton 80 et ton 300, tu additionnes des nombres. Mais c’est des nombres qui
représentent quoi ?

Nicolas : Les euros.

C.H. : D’accord. Donc la le dernier, le 542, c’est quoi ?

Nicolas : Bah, la recette de la journée.

Dans cette derniére partie citée (lignes 89 a 99) Nicolas réaffirme, de facon
cohérente, ce qu’il a cru lors de I’écriture de sa réponse sur la copie. Puis il nous
donne a voir comment il réussit a entrer dans une qualification faible, puis
compléte.

C.H. : Des euros. Et finalement le 72 c’est quoi ?

Nicolas : Les enfants qu’il y avait a trouver. Les enfants qui restaient a la
séance de I'aprés-midi.

C.H. : Comment tu sais que c’est le nombre d’enfants ?

Nicolas [silence] : Bah ...

C.H. : La, regarde on a des euros, la on a des euros, la on cherche ce qui faut
pour aller de 470 a ...

Nicolas : Cay est, jai trouvé : 470 plus 72 ¢a fait 542. Donc 72 c’est le nombre
C.H. : D’enfants ?

Nicolas : Non. 472 c’est un nombre d’euros, 542 c’est un nombre d’euros.
Donc 72 quiestla ...

C.H.: Cestaussi ?

Nicolas : Des euros.

C.H. : C’est les euros qui correspondent a quoi ?

Nicolas : Au prix gu’'ont payé les enfants.

Nicolas travaille sur un plan uniqguement syntaxique, il se révele incapable de
qualifier seul, ne peut que faiblement qualifier les nombres calculés. Quand la
question se complexifie, avec des étapes intermédiaires, Nicolas perd le fil du
probléme. Il montre son manque d’entrainement a la qualification, puis son succeés
quant a la qualification. Cette qualification ne termine pas le probléme pour lui car
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il se trouve confronté a une opération qui n’est pas directe (voir annexe 3,
lignes 100 a 119).

Nicolas nous a montré au cours de I’entretien sa non-conscience de I’importance de
la qualification, faible ou compléte. Ce faisant, il se coupe progressivement de la
réalité en s’enfermant dans le modele numérique, sans possibilité de contréle sur
les calculs effectués (un « calcul aveugle » cité par Sackur & al., 2007).

5.2. Corentin ou la rencontre avec la qualification

Corentin, par contre, nous révéele I’importance qu’a pour lui, dans la résolution de
problemes, la qualification, qu’il semble avoir apprise de fagon autonome. Il
mentionne le souvenir vivace (cf. annexe 4a) d’un jour ou il « s’était embrouillé »
car il «avait mélangé le nombre de T-shirts et les euros ». Nous analysons cela
comme un épisode biographique (Mercier, 1995), moment de I’espace-temps
douloureux, qui lui a permis un apprentissage, celui de I’importance de la
qualification. Cette connaissance, qualifier, est aussi explicite et visible (sur son
brouillon) : elle se traduit en particulier par une légende sur les nombres de
I’énoncé spécifiant leur qualification (cf. annexe 4b) dont nous reproduisons ici un
extrait relativement au probléme :

Le libraire dit: « avec mes 2 255 €, si jachéte 36 livres d’art a 62 €, il me

restera 13 €. » A-t-il raison ?

Entretien ligne 18 Sur son brouillon

Corentin : En fait dans ma téte quand je lis : 1a 2 255 : euros

ily a2 255 € cga cest clair. Y a 36 livres, ¢a 36 - livre-darts

colte 62 €. Aprés je calcule ces deux la, apres | g2 - prix des livre-darts®
ca fait le nombre d’euros que je dois payer, et
apres je compare les deux que j'ai: le nombre
d’euros et ce que jai trouvé

Remarquons que Corentin posséde deux connaissances d’ordres différents : il sait
qualifier, il sait en plus que la qualification est un outil de résolution des
problémes.

5.3. La qualification, une connaissance ignorée, mais nécessaire

Nous avons souligné le possible impact d’un défaut de qualification sur la réussite
des éléves pour de tels probléemes. Le travail de Nicolas nous convainc que la
qualification participe du travail de modélisation, notamment dans les problémes
qui nécessitent plusieurs étapes, comme celui qu’avait a résoudre Nicolas. La
qualification d’un résultat issu d’un calcul intermédiaire (méme pertinent) est a la

% La fagon d’orthographier de Corentin est volontairement conservée.
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charge compléte de I’éléve. Une qualification efficace ne peut se réduire a une
qualification faible.

La compétence double de qualification révéle une connaissance essentielle,
actuellement invisible dans les curricula. Le travail sur les nombres concrets
(nombre + unité) a en effet progressivement disparu des programmes du primaire
depuis les années 1970 (Chambris, 2008). Cette habitude permettait de rattacher les
nombres a leur grandeur contexte. Quant a I’habitude de qualifier les grandeurs
dans les problémes, elle est sans doute, selon les enseignants, diversement
enseignée aux éleves. Mais elle se limiterait alors a la résolution de problémes, ce
qui pourrait se révéler un habitait trop pauvre (question d’écologie des savoirs). En
tout cas cette étude révele I'intérét qu’il y aurait a réfléchir a I’enseignement
systématique de la qualification notamment pour les problemes verbaux
arithmétiques.

6. Questions sémiotiques

Bien que de nombreux articles internationaux envisagent la pertinence de
I’utilisation d’outils sémiotiques pour la résolution de problémes verbaux
ordinaires, ces questions nous semblent encore insuffisamment explorées d’autant
plus qu’a notre avis, elles restent constitutives des mathématiques du primaire.
Chevallard (1995) (qui utilise plutdt le mot ostensif pour signe) avait déja pointé
pour les mathématiques, deux fonctions du signe : une fonction sémiotique -
déictique - (montrer ou garder la mémoire de) et une fonction instrumentale
(permettre I’avancée du travail mathématique dans sa dimension matérielle).
Certains éleves semblent démunis dans les changements de points de vue, oraux et
écrits, sur les objets (ici les opérations) comme si les ostensifs restaient pour eux
rigides, n’ayant qu’une fonction, désigner. Or I’avancée du travail mathématique
est liée a la mise en relation d’ostensifs différents relatifs a un méme concept. I
nous semble que Duval (2006) développe la méme idée, sur le plan cognitif, en
pointant le travail nécessaire sur les registres sémiotiques (qui pourraient étre
considérés comme des organisations d’ostensifs) : traitement a I’intérieur d’un
registre et conversion d’un registre a un autre. Il précise méme « La compréhension
commence avec |’articulation, pour le sujet, de deux registres de représentation
sémiotique. » (Duval, 2006, p. 84). Ce que nous avons appelé inférence et controle
syntaxique reléve du traitement sémiotique dans le registre oral ou celui des
écritures arithmétiques.

Notre recherche contribue trés modestement a ces questions : en effet les entretiens
et les protocoles ont mis en avant une faiblesse des éléves a passer a I’écrit dans la
phase heuristique. Le questionnement de I’éléve (reconstruit par I’entretien) reste
essentiellement oral et, d0 aux limites de I’oral non spécifiguement travaillé,
souvent limité a sa fonction déictique. Nous avons relevé peu ou prou de
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conversion vers le registre graphique ou celui des écritures arithmétiques, a fortiori
le registre pré-algébrique (écritures arithmétiques a trous).

6.1. Etude des éléves

Nicolas (cf. annexe 3, lignes 100 a 119) reconnait un probléme multiplicatif quand
il s’agit de calculer le nombre d’enfants si chaque enfant paye 4 euros et le total de
la dépense s’éléve a 72 euros, mais il ne propose comme résultat que 4 fois 72. Cet
oral n’est pas transformé en une autre formulation orale opérationnelle de type :
4 fois quelque chose égale 72. Nicolas semble n’avoir accés qu’a des expressions
« directes ». Cette possibilité d’inverser nous semble constituer, déja a I’oral, un
critere de flexibilité. Bien entendu cette flexibilité la peut s’enseigner : il s’agit de
la réciprocité des deux opérations multiplication et division.

Corentin (cf. annexe 4 c) s’est limité a des essais mentaux pour la transformation
des 60 billets de 5 euros en billets de 20 euros. Il mentionne oralement la relation
(4 fois 5 ca fait 20), mais n’en tire pas parti. Un passage a I’écrit dans le registre
pré-algébrique avec 300 =? x 20 =? x 4 x 5 e(t peut-étre pu l'aider a
opérationnaliser sa décomposition de 20.

Sébastien (cf. annexe 5) a bien réussi les trois premiers problemes : sur sa copie
figure une phrase-réponse correcte. Mais le 4°™ probléme reste sans réponse, alors
que son brouillon témoigne qu’il I’a cherché. Dans le premier probléme, il a traité
oralement I’équation « il en avait perdu 48 (...) et puis il m’en/ il en restait 127,
donc j’ai imaginé 127 plus 48 » : il montre par la qu’il sait mettre en ceuvre
oralement la réversibilité dans le cas additif (contrairement a Nicolas dans le cas
multiplicatif). Dans le second probléme (Combien a-t-il regu de timbresa son
anniversaire ? Avant il avait 573 timbres, aprés il en a 1260.), il a formulé I’équation
oralement, par analogie avec un probleme déja résolu « J’ai vu que dans mon
fichier c’est a peu prés sauf que c’est a 100. Et bah, on essaie de trouver 573 par
exemple a 100 / Et pis 1a, j’ai cherché mais jusqu’a 1 260 », puis il a résolu par
essais successifs écrits (travail de calcul), sans passage a I’écriture soustractive
(travail sur I’aspect instrumental de I’écriture arithmétique).

En revanche, le dernier probléme (6 voitures par carton, 1830 voitures a expédier) lui a
résisté : il a reconnu un probléme multiplicatif, il a su formuler I’équation orale
« J’ai essayé de faire 6 fois quelque chose », mais comme la recherche par essais et
erreurs n’a pas abouti (travail de calcul), il s’est replié sur le produit 2 fois 1830 :
« Je sais / Une idée béte / Je sais qu’il fallait trouver 1830 / Mais j’essaie quand
méme fois 2 fois / méme si c’était plus grand. » ? Nous interprétons ses actions
comme la certitude du champ multiplicatif pour ce probleme, la non-conscience de
I’intérét d’un écrit fonctionnel, dans le registre des écritures pré-algébriques, tel
6 x ? = 1830. Nous faisons I’hypothése que cet écrit aurait permis a Sébastien une
certaine flexibilité : trouver un résultat en complétant par essais une
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« multiplication a trous ». L’écrit finalement produit par Sébastien (2 x 1830) reste
décalé et il en est conscient « Je sais / Une idée béte ... », ce qui confirme qu’il
manque d’un outil adapté.

6.2. Un travail arithmétique spécifique oral, écrit

Il nous semble avoir pointé, chez certains de ces éléves, un déficit en représentation
sémiotique pré-algébrique de la question.

Ce déficit est déja visible a I’oral, ce qui révele que les fagons de dire les choses et
notamment les reformulations possibles'® d’une question sont une compétence a
développer aussi chez les éléves jeunes. Cela questionne la « qualité » du discours
oral « arithmétique » enseigné et spécifiquement travaillé dans les classes. On peut
d’ailleurs se demander si les techniques arithmétiques, autrefois enseignées a I’oral
par exemple dans les anciens manuels d’arithmétique (cf. Chiocca, 2010 qui a
réédité de tels usages) ne participaient pas de ce travail sur le discours oral : elles
aidaient a dire les actions et les transformations licites sur les nombres ; elles
permettaient donc de ne pas limiter les signes a leur dimension déictique.

Ce déficit est certain concernant le registre écrit pré-algébrique, déja dans sa
fonction déictique. Nos études de cas I’ont montré.

Il nous semble pointer ici un pan de connaissances ignorées par I’enseignement
mathématique en école primaire actuel, le travail sémiotique, constitutif des
mathématiques (Duval, 2006). Un document d’accompagnement des programmes
2002 de mathématiques du primaire (MENESR, 2005, p. 18, cf. annexe 6) avait
partiellement, soulevé cette question, en envisageant la systématisation et le
traitement des écritures additives pré-algébriques. La fréquentation des additions a
trous (mais pas leur transformation en soustraction) semble résister' dans les
pratiques enseignantes et les manuels scolaires, qui explique peut-étre aussi la
dexteérité langagiere de Sébastien. A notre connaissance un seul ouvrage (Bonhéme
& Descaves, 2007) propose des le cycle 2, un apprentissage sémiotique pré-
algébrique plus poussé. Mais I’insertion de ce type de recommandations demande
un accompagnement auprés des enseignants: en effet des outils sémiotiques
donnés de fagon systématique, sans construction conjointe avec les éléves et sans
relation avec les situations qu’ils outillent, peuvent induire chez les éléves des
automatismes privés de signification.

Les apprentissages mathématiques ont bien différents volets : I’aspect
mathématisation ou les modeles sont construits pour rendre compte de la réalité sur

10 Robert (1998) avait relevé cette nécessité de plusieurs points de vue pour des questions
de géométrie de lycée (par exemple prouver que trois points sont alignés).
1 Mais cela nécessiterait une étude plus objective.
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laguelle agissent les éléves, les modéles trouvant la une premiére signification ; un
travail spécifique sur le modele (les écritures arithmétiques pré-algébriques et les
facons de les parler) pour en explorer la potentialité intrinséque ; I’aspect
modélisation qui rend la réalité calculable.

Conclusion

Plusieurs conclusions semblent se dégager. Nous confirmons que la méthode
d’entretien individuel (plut6t de type explicitation) aprés résolution de problémes
arithmétiques ordinaires de réinvestissement est productive : elle nous a permis de
mettre en avant des bribes de raisonnements individuels partagés par les éleves ou
guides d’un éléve. Le faible nombre d’éléves et de classes suivis ne limite pas la
portée des résultats dans la mesure ou il s’agit de débusquer des connaissances
cachées dont la présence ou I’absence peuvent agir que la réussite aux problémes.

Cette étude a permis de prouver I’existence de deux types d’ignorance : d’abord
des connaissances peu (ou prou) repérées par les études de didactique, telles
I’intérét de la qualification et la pratique d’une démarche de modélisation par le
test d’opérations, suivie de contrdles sémantico-pragmatiques ; enfin des questions
connues (notamment sémiotiques), mais dont les développements restent faibles
dans la recherche.

La qualification se révele d’une grande importance : pour des éleves qui utilisent
une démarche de test d’opérations, le fait de savoir qualifier conditionne la
possibilité d’un contréle sémantique, voire pragmatique et in fine le passage d’un
résultat a une réponse. Comme une modélisation adaptée integre un contrdle du
modele pressenti, la qualification fait intrinsequement partie du jeu de la
modélisation. En réalité cette connaissance se dédouble en savoir qualifier, une
connaissance proto-mathématique (Chevallard, 1985, 52-56) et savoir que
qualifier peut permettre d’avancer vers une solution, une connaissance
métacognitive.

Cette étude a soulevé la question de I’utilisation spontanée d’outils sémiotiques
dans lesquels se placent déja des reformulations orales. Nous soulevons
I’hypotheése, grace a Nicolas, Sébastien et Corentin, de la nécessité, pour résoudre
un probléme, de formulations orales ou écrites d’écritures pré-algébriques
(6 x ? = 1830 écrit et parlé). La dialectique entre oral et écrit est trés sensible dans
les résolutions étudiées et milite pour I’apprentissage de conversions entre oral et
écrit : Sébastien sait poser le probléme « J’ai essayé de faire 6 fois quelque
chose », mais cette formulation n’est ni convertie en écriture arithmétique, ni
traitée dans le registre oral, ce qui le laisse déemuni.

Cette recherche souléve d’autres questions. Quel enseignement pour ces
connaissances ? Suffit il par exemple, pour améliorer les réussites des éléves aux
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résolutions de problémes, de rendre sensibles les enseignants a la qualification
comme un passage obligé de la résolution de problemes ? 1l y a peu de chance que
ce soit si simple. L’introduction d’un élément isolé prend le risque d’une
rigidification de son enseignement et d’une coupure avec ce qui le fonde. Dans
cette recherche la qualification apparait comme un invariant de la résolution de
problémes verbaux arithmétiques, mais il faudrait questionner le lien avec une
problématique plus générale : la prise en compte des relations entre nombres et
grandeurs dans les organisations mathématiques (Chambris, 2008).

Concernant le travail sur les écritures pré-algébriques, s’il semble utile de travailler
stricto sensu les conversions entre oral et écrit et le traitement interne relativement
au registre des écritures pré-algébriques (modélisées par x+a=b et a.x=b), se pose
la question du sens de ce travail s’il est déconnecté des problémes que ces écritures
outillent. Publier sans précaution dans la noosphere I’utilité de ce travail risque
d’en faire trop précocement un objet d’enseignement et de créer un glissement
métadidactique, certains enseignants réduisant I’activité mathématique a ces jeux
d’écritures. Est en jeu une fois encore la compréhension du subtil équilibre entre
calcul et raisonnement (Artigue, 2004) que nécessite I’activité mathématique.

Cette étude enrichit les questions d’apprentissage d’une flexibilité cognitive dans la
résolution de problemes ordinaires, si celle-ci est envisagée comme « capacité a
envisager plusieurs points de vue sur un méme objet, c’est-a-dire a envisager
plusieurs moyens pour atteindre un méme but » (Clément, 2009, p. 126). Toutefois,
elle laisse en suspens celles de son enseignement.
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Annexe 1

Nicolas 3° au sujet du probléme :

Maurane adore faire des colliers. Elle dispose pour cela de nombreuses perles, toutes
de la méme taille, mais de couleurs différentes, rangées dans un coffret. Elle en a des
vertes, des oranges, des dorées et des bleues. Maurane les a toutes comptées plusieurs
fois et nous donne les renseignements suivants. « Le coffret contient 414 perles. Il y en
a 78 dorées. J'ai autant de perles orange que de perles vertes que de perles bleues. »
Combien Maurane a de perles de chaque couleur ?

C.H. : D’accord / Je vais te poser une autre question quand tu décides de faire un
probléme, tu vas directement vers 414-78 ou tu fais quelque chose avant ?
Nicolas : Je fais quelque chose avant quand méme / J'essaie de faire des plus,
des multiplications.

C.H. : D’accord. Et comment tu sais que tu dois choisir plus ou multiplier ?

Nicolas : J'essaie comme ¢a.

C.H. : T'essaie comme ¢a ? Et comment tu sais si ¢a va ou si ¢ca va pas ?

Nicolas : Bah, quand je vois que le nombre est trop grand ou trop petit ou que ¢a
me parait un peu trop.

Ludivine 5° reste perplexe, dans I’entretien, sur le nombre d’ceufs pour 8 000
brioches s’il faut 3 ceufs pour une brioche, a I’occasion du probleme :
Une patisserie industrielle produit 8 000 brioches par jour. Il faut commander la farine et
les ceufs pour un mois. Pour une brioche, il faut 250 g. de farine et trois ceufs. La farine
est livrée par un camion transportant 80 sacs. Chaque sac pése 25 kg. Les ceufs sont
livrés par camionnettes de 12 plateaux. Chaque plateau contient 1 000 ceufs. Combien
de camions de farine et de camionnettes d’ceufs faut-il commander pour un mois ?

Elle pense a une division, évolue vers une multiplication (grace a un dessin). Son
incertitude peut certes étre mise sur le compte de I’élargissement du champ
numérique. Quand il lui est demandé de trancher, elle donne cet argument en
faveur de la multiplication, lignes 103-112 :

C.H. : On a besoin de 3 ceufs pour une brioche et on fait 8000 brioches.

Ludivine : C’est un partage.

C.H.: C’est un partage ? Tu fais un dessin si tu veux.

Ludivine : Oui, il faut que je fasse 3 ceufs pour une brioche etc.

C.H. : Bon ca va faire combien d’ceufs 3 ceufs pour une brioche, combien pour 8
000 ?

Ludivine : Je sais pas // C’est une multiplication.

C.H. : C’est un partage ou une multiplication ?

Ludivine [silence, puis lentement] : Si on fait une division, on va peut-étre trouver
moins / que si on fait une multiplication on va trouver plus.

C.H.: Alors ?

Ludivine : Bah, une multiplication.
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Annexe 2

Deborah 5° au sujet du probléme :

Une entreprise expédie trois chargements de 300 kg chacun pour équiper en mobilier
une école. Le premier chargement contient 15 tables et 30 chaises. Le second contient
25 tables. Le troisieme contient 10 tables, 20 chaises, 5 armoires.

Combien pésent une chaise, une armoire, une table ?

Lignes 45258 :
C.H. : Est-ce qu’avec ces deux phrases la : 25 tables et 300 kg on peut trouver le
poids d’'une table ?
Deborah [hésitante] : Oui/ Enfin...
C.H. : Situ as besoin d'un papier...
Deborah [en regardant C.H.] : Je vais faire 300 divisé par 25.
C.H. : Tu fais ce que tu penses / Je sais pas moi / Le papier c’est ton brouillon ?
Deborah [elle pose la division 300 par 25] : On trouve 12.
C.H. : Alors qu’est-ce que c’est 12 ?
Deborah : Le poids d’'une table.
C.H.:Estusiredeca?
Deborah : Non, ¢ca m’étonnerait.
C.H. : Pourquoi ¢a t'étonnerait ?
Deborah : Bah c’est beaucoup / C’est pas assez je veux dire.
C.H. : Comment tu pourrais en étre sure que c’est 12 ou pas 12 ?

Deborah : Euh ...

Lignes 61 a 68 :
C.H. : Avec ce renseignement 13, 25 tables 300 kg, t'as fait quelque chose, est ce
que tu as confiance dans ce que tu as fait ou tu doutes un petit peu ?
Deborah : Bah, je doute un petit peu.
C.H.: Tu doutes un peu parce que tu trouves que c’est pas assez 12 pour une
table ? Est ce que tu doutes de I'opération que tu as faite ?
Deborah : Bah, no... non.
C.H. : Tu penses que c’est I'opération qui va te permettre de trouver le résultat ?
Deborah : Oui je pense.
C.H. : Pourquoi tu penses que c’est 'opération qui va te permettre de trouver le
résultat ?
Deborah : Bah, parce qu'on peut faire une multiplication / 300 multiplié par 25,
c’est pas possible / C’est beaucoup trop / Ni une soustraction / Donc je pense faire
une division / Et aussi parce qu'il faut partager / Il faut / Oui, faut partager.
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Annexe 3

Nicolas 3° sur le probléme :

Au cinéma « royal ciné » un adulte paye 6€ par séance et un enfant paye 4€ par séance.
A la séance de 'aprés-midi, il y avait 50 adultes et des enfants. A la séance du soir, il y
avait 15 adultes et 20 enfants. La recette de la journée est 542€. Combien y avait-il
d’enfants a la séance de 'aprés-midi ?

Lignes 62 a 99 dans le corps du texte.

Lignes 100 & 119:

C.H. : Au prix qu’ont payé les enfants / d’accord / tu as trouvé la le prix qu’ont payé
les enfants / est ce que tu as fini le probléeme quand tu as trouvé le prix qu’ont payé
les enfants.

Nicolas : Non.

C.H. : Est ce que tu vois ce qu’il y aurait encore a faire aprés.

Nicolas (silence).

C.H. : Les enfants ont payé 72 euros / on demande de trouver le nombre d’enfants
dans la séance de I'aprés midi.

Nicolas Ah je fais 4 fois 72 [rappel pour le lecteur : un enfant paye 4 euros].

C.H. : Alors est ce que tu fais 4 fois 72 / on trouve 72 euros / et qu’est ce qu’on sait
d’autre.

Nicolas : Qu’un seul enfant ¢a paye 4€.

C.H. : Alors écris le pour t'en souvenir / alors on sait qu’il y a 72 euros et qu’un
enfant paye 4€ et nous on cherche le nombre d’enfants.

Nicolas : On fait.

C.H. : Fais pas forcément le calcul.

Nicolas : On fait 72 fois 4.

C.H. : Pourquoi tu fais 72 fois 4 / pourquoi tu fais cela.

Nicolas : Sais pas.

C.H. : Alors essaie jusqu’au bout / et on va voir si tu es content avec 72 fois 4.
Nicolas : (il calcule et trouve 288) Ca fait 288.

C.H. : Alors ¢a voudrait dire qu’il y a 288 enfants.

Nicolas : Non.

C.H. : Alors.

Nicolas : (silence tres long).

(...)
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Annexe 4

Corentin 4° révele dans I’entretien et montre (dans son brouillon) I’importance
gu’il accorde a la qualification dans la résolution de problémes.

a) Lignes9a 14 : il cite comme souvenir d’un probleme trés difficile ....

C.H.: Alors est ce que tu te souviens de probléemes trés trés difficiles qui
tembétaient / pas forcément dans I'évaluation / mais

Corentin oui (réponse qui fuse).

C.H.:oui?

Corentin : Je pense pas que c'était dans cette école la. C’était quand j'étais un
peu plus petit, c’étaient des pieces, enfin des euros et puis un T-shirt coltait des
euros, et je m’'étais embrouillé.

C.H. : Et comment ¢a se fait que tu t'étais embrouillé ?

Corentin : En fait javais mélangé le nombre de T-shirts et les euros.

b) Cet apprentissage de la qualification est visible dans les détails qu’il nous
donne sur chaque probléme, confirmé par ce qu’il a noté sur son brouillon (et
qui n’est pas sur la copie finale)

Pour le probléme 1 :
Le libraire dit: « avec mes 2 255 €, si jachéte 36 livres d’art a 62 €, il me
restera 13 €. » A-t-il raison ?

Entretien ligne 18 Sur son brouillon

Corentin : En fait dans ma téte quand je lis: laily a 2
255 € ga c'est clair. Y a 36 livres, ¢a colite 62 €. Aprés | 2 255 ! euros

je calcule ces deux la, aprés ga fait le nombre d’euros | 36 : livre-darts

que je dois payer, et aprés je compare les deux que | 62 : prix des livre-darts™
j'ai : le nombre d’euros et ce que j'ai trouvé.

Et pour le probleme 2 :
Dans sa caisse, le buraliste a mis 60 billets de 5 €. Le boucher a exactement la
méme somme d’argent mais en billets de 20 €.
Combien de billets posséde le boucher ?

Entretien lignes 28 a 36 Sur son brouillon
Corentin : D’abord jai tout lu. Apres jai regardé si )
c’étaient 60 billets de 5. 60 : nombre de billets
C.H. : Hum. 5 : nombre des billets
Corentin : Aprés ils me disent le boucher a le méme

nombre d’argent mais en billets de 20. [Remarque - ¢c’est nous
.(’:o_rentin : En fait_j‘a? d’abord a_(’jd.itio_nné 60 biIIeT(S de 5, et qui soulignons.]

j’ai vu que ¢a faisait 300. Et j'ai dit que 20 fois quelque

chose était égal a 300.

12 La fagon d’orthographier de Corentin est volontairement conservée.
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Corentin a intégré I’intérét de qualifier chacun des nombres qu’il manipule. Pour
raisonner, il reste treés attaché au texte de départ ; s’il s’en détache, il note ce que
signifient les nombres. 1l contrdle I’avancée de ses essais par la conformité au sens
du texte.

c) Lignes 43-48 : déficit en représentation sémiotique pré-algebrique

C.H. : Bon. A quel moment ¢a a été moins vite ?

Corentin : Mettre les billets de 5 en billets de 20.

C.H. : Et 13, qu’est-ce qui allait moins vite, réfléchir ou calculer ?

Corentin : Réfléchir.

C.H. : Comment, a quoi tu as réfléchi a ce moment la ?

Corentin : Bah, dans ma téte j'ai fait / Je pourrais peut-étre mettre 4 fois 5 ¢a fait
20 / Mais ¢a va étre trop long.

Corentin identifie oralement la relation (4 fois 5 ¢a fait 20), mais n’en tire pas
partie. Nous pensons que le fait d’écrire 300 =? x 20 = ? x 4 x 5 aurait pu I’aider a
opérationnaliser sa décomposition de 20.

Annexe 5

Sébastien 3° a bien réussi les trois premiers problemes pour lesquels figure sur sa
copie une phrase-réponse correcte. Le 4°™ probléme reste par contre sans réponse,
mais son brouillon témoigne qu’il a cherché.
Pb1. Pendant la récréation j'ai joué aux billes et jen ai perdu 48. Il m’en reste
127. Combien de billes avais-je avant la récréation ?
Pb2. Comme Paul collectionne les timbres, il en a regu beaucoup pour son
anniversaire. Avant son anniversaire il en avait 573, aprés il en a 1260.
Combien Paul a-t-il regu de timbres pour son anniversaire ?
Pb3. Un marchand de jouets a vendu six cartons contenant huit voitures
chacun. Chaque voiture co(te 5 €. Combien d’argent recoit-il ?

Pb4. Un fabricant de jouets met 6 voitures par carton. Il veut expédier
1 830 voitures. Combien lui faudra-il de cartons ?

Lors de I’entretien, il déclare avoir vite traité le probléme 1, lignes 25 a 27 :

Sébastien : J'ai imaginé que dans le probleme il y a avait des billes et le
personnage il en avait perdu 48 (...) et puis il m’en/ il en restait 12, donc jai
imaginé 127 plus 48.

Dans ce probléme, Sébastien a su inverser oralement la transformation évoquée :
pour remonter au début de la partie, il faut retrouver les billes perdues.

Le pb2 ne lui a pas résisté longtemps, lignes 29 a 33 :

Sébastien : J'ai vu que dans mon fichier c’est a peu pres sauf que c’est a 100 /
Et bah, on essaie de trouver 573 par exemple a 100 / Et pis 13, j’ai cherché mais
jusqu’a 1 260 donc j'ai essayé d’'imaginer et pis ...
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C.H. : Et comment c’est le probléme dans ton fichier, ou c’est ... ?

Sébastien : Bah, c’est par exemple 300/320 et il faut trouver un calcul qui va
jusqu’a 100.

C.H. : Et comment t’as fait pour savoir que c’était comme ¢a qu'il fallait faire ?
Sébastien : Parce que la, jai pas vraiment réfléchi donc j'ai pris une feuille de
brouillon et pis j'ai écrit j’ai écrit, et pis j'ai trouvé.

Il montre donc la que, par analogie avec un probléme déja traité (sans doute la trace
d’un schéma de probléme), il a instancié une stratégie non immédiate certes, mais
dont il est certain qu’elle mene a bon port, en effet ligne 37 :
Sébastien : Et bah, jai essayé tous les 500, ¢a a pas marché /Et c’est presque
dans tout / Et pis j'ai trouvé dans les 600/620 et apres je me suis dit 690 vu que
c’est encore beaucoup trop petit. Mais c’était encore, c’était trois fois plus grand
donc j'ai essayé moins trois / 573+687 et pis j'ai vu que ¢a faisait 1 260.

Son brouillon confirme qu’il a trouvé le résultat en testant différentes additions en
colonnes (différents ajouts a 573 pour essayer d’atteindre 1 260).

Sébastien n’a pas écrit d’écriture arithmétique en ligne : ce qu’il nous renvoie en
parole semble en parfait accord avec ce qu’il a pensé lors de la résolution, chercher
le complément a 573 pour atteindre 1 260, par essais successifs: la encore le
langage (sans doute intériorisé lors de la recherche effective) lui suffit pour
avancer.

Sébastien nous oriente ensuite vers le probléeme 4 quand il s’agit de parler de
problémes « un peu moins faciles ». C’est le contraste avec les trois premiers qui
nous interpelle. Sébastien nous dit successivement, lignes 43 et 56 :
Sébastien : Bah, je fais / La c’est écrit un fabricant de jouets met 6 voitures par
carton et il veut expédier 1 830 voitures. Combien lui faudra-t-il de cartons / La
jai pas trouvé / Parce que moi jai, jai, jarrive pas beaucoup... / Avec
6 voitures par carton c’est bon / Mais avec 1 830 j’ai pas vraiment...
Sébastien : J'ai essayé de réfléchir et j’ai pas trouvé. J'ai essayé de faire 6 fois
quelque chose mais j'ai pas trouvé.

Sébastien a bien identifié le champ conceptuel multiplicatif et sait oralement
modéliser le probléme : faire 6 fois quelque chose. Mais cette oralisation ne suffit
pas a déclencher une action (certes dans le domaine multiplicatif). 1l se peut que la
taille du quotient a trouver (3 chiffres) I’ait empéché d’opérationnaliser son idée de
départ. 1l se replie alors sur une surexploitation de la multiplication. Or il sait que
cette opération directe ne convient pas, a cause de I’ordre de grandeur du résultat
(contréle pragmatique), lignes 72 a 74, et pourtant il ne voit pas d’autre alternative.

C.H. : Comment te vient I'idée de faire cet essai la et pas un autre ?

Sébastien : Je sais / Une idée béte / Je sais qu'il fallait trouver 1 830 / Mais

jessaie quand méme fois 2 fois / méme si c’était plus grand.
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C.H.: Mais quand tu l'as fait, est-ce que tu pensais déja que c’était une idée
béte ?
Sébastien : Oui, parce qu'il fallait trouver 1 830, alors j'ai fait 2 fois 1 830.

Il se peut qu’une écriture de type 6 x ? = 1830 ait pu I’aider a poursuivre sa
recherche et surtout a garder son fil conducteur, associée a la croyance de
I’existence d’un tel nombre inconnu, comme il a pu le faire pour les calculs
additifs.

Annexe 6

Extrait de MENESR (2005) Documents d’accompagnement des programmes.
Mathématiques Ecole Primaire. Résolution de problemes et apprentissage 15-19.
Scéren-CNDP  Page 19

L’appui sur les écritures symboligues

Le premier type d’expénences (A partir d'une matérialisation de la situation) permet de justifier I"équivalence alors que
le deuxiéme type (calcul mental) permet de la faire fonctionner. Dans le prolongement de ces expériences, la mise en
relation des écnitures symboliques permet d’exprimer cette équivalence.

11 est possible dutiliser des exercices utilisant des supports comme les petits tableaux ci-dessous avec des consignes du
type : « Trowve la régle ef compléte les cases vides ».

1] s 5 |17 23 [ 18 12 | 16 14 | [ 25

15 22 41 23 42

Ils peuvent étre prelongés par un travail sur les écritures, comme par exemple - « Pour chaque tableau, trouver toutes
écritures additives ou soustractives avec les trois nombres »

10+5=15 5+17=22 efc.
5+10=15 22-5=17
15-5=1022-17=5

15-10=5

La demande de formulations orales qualifiant le nombre & chercher dans chaque tablean aide aussi les éléves 4 relier
entre elles différentes significations. Par exemple pour le cinquiéme tableau :

quel est le nombre qui, ajouté 3 14, donne 23 7

quel est le complément de 14323 7

quel est le nombre différence de 23 et 14 7

quel est'écart de 14 et de 23 7
Des exercices systématiques de ce type ne peuvent suffire seuls n1 3 fawre comprendre. ni i rendre fonctionnelle
I"équivalence étudiée. Mais associés aux deux autres types d’expériences, ils contribuent 4 la construction et i la
consolidation de cette équivalence.



