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Résumé

Nous nous intéressons à la restauration de ohérene

d'une base de royanes inonsistante, que nous abor-

dons par la résolution de on�its guidée par des préfé-

renes entre les royanes.

L'approhe méthodologique que nous suivons onsiste

à dé�nir des prinipes, puis des solutions du problème

de résolution de on�its respetant es prinipes.

Nous proposons ensuite une étude algorithmique de

l'une des solutions ainsi dé�nies, puis, une ompa-

raison ave les solutions obtenues lorsqu'on restaure

la ohérene en séletionnant diretement des sous-

ensembles ohérents.

Mots Clef

Formalisation des raisonnements, gestion des onnais-

sanes.

Abstrat

We are interested in restoring the onsisteny of an

inonsistent set of beliefs. In this paper, we study how

this problem an be solved by resolving on�its bet-

ween the beliefs, guided by some preferenes. Our me-

thodologial approah onsists of two steps : we �rst

speify some priniples that are in aordane with the

intuition behind the notions of on�it resolution and

preferene ; we then give formal de�nitions of solutions

that obey these priniples. We also study algorithmi

aspets of our solutions and their relationship to so-

lutions obtained by diretly seleting onsistent sets of

beliefs.

Keywords

Formalization of reasonings, management of knowledge.

1 Introdution

Le problème de la restauration de la ohérene d'une

base de royanes inonsistante guidée par des rela-

tions de préférene entre les royanes est au ÷ur de

nombreuses problématiques en Intelligene Arti�ielle

(raisonnement non monotone, révision, . . . ).

Dans e adre, il existe deux approhes duales :

� Soit on séletionne diretement à partir de la base

initiale des sous-ensembles onsistants de ette

base

1

.

� Soit on identi�e d'abord les on�its existant dans

la base initiale puis on herhe à les résoudre en

abandonnant des royanes, e qui nous ramè-

nera, là-enore, à des sous-ensembles onsistants

de la base initiale.

Dans le as où il n'existe pas de préférene entre les

royanes, es deux méthodes onduisent aux mêmes

résultats

2

.

La prise en ompte de préférenes permet de distinguer

les deux approhes du point de vue sémantique :

� Dans le as d'une restauration de ohérene par

séletion direte de sous-ensembles onsistants, on

attribue aux préférenes une sémantique que l'on

peut quali�er de globale (omment se situe une

formule donnée par rapport aux autres formules

de la base?).

� Alors que, dans le as d'une résolution de on�its,

on exploite les préférenes sous l'angle d'une sé-

mantique dite loale (omment se situent les for-

mules d'un on�it donné les unes par rapport aux

autres?).

L'approhe loale est essentielle dans le as où l'on dis-

pose de plusieurs relations de préférene qui peuvent

1. Ce que l'on peut faire sans aluler néessairement tous les

on�its.

2. Remarquons que, si on dispose de la base sous la forme

d'un ensemble de formules, alors la première méthode sera plus

rapide à utiliser que la seonde (en e�et, on peut éviter le alul

des on�its). À l'inverse, si la base nous est donnée sous la forme

d'un ensemble de on�its, il sera probablement plus judiieux

d'appliquer la deuxième méthode.



être inompatibles (par exemple, la royane a sera

préférée à la royane b dans un on�it 

1

alors que

dans le on�it 

2

e sera l'inverse !). Il s'agit don d'une

approhe plus générale que l'approhe globale. Notons

d'autre part que des préférenes loales permettent

aussi d'exprimer plus failement des préférenes dé-

pendant d'un ontexte ou des préférenes ondition-

nelles (voir [4, 16, 2, 9℄).

Nous allons don aborder le problème de résolution

des on�its dans une base inonsistante équipée d'une

relation de préférene, mais sous un angle un peu par-

tiulier. En e�et, il existe de très nombreux travaux sur

e sujet, mais la plupart du temps, il s'agit de ontri-

butions très �expérimentales� et très liées aux applia-

tions. Or, nous souhaiterions dé�nir e problème et ses

solutions de manière plus systématique en dé�nissant

des prinipes à respeter et des solutions respetant

es prinipes.

Ce qui nous amène, dans la setion 2, à présenter une

approhe méthodologique de e problème et de ses

solutions. En setion 3, nous évoquerons l'aspet al-

gorithmique du alul des solutions proposées. Puis,

en setion 4, nous préiserons les liens existant entre

les solutions du problème de résolution de on�its que

nous proposons en setion 2 et ertaines solutions du

problème de restauration de ohérene (par séletion

direte de sous-ensembles onsistants). Et en�n, en

setion 5, nous onlurons.

2 L'approhe méthodologique

2.1 Les dé�nitions et prinipe de base

Soit L un langage logique quelonque. Soient E un en-

semble de formules de L représentant des royanes, et

K un ensemble onsistant de formules de L représen-

tant des onnaissanes inontestables. L'union E [K

pourra être inonsistante et E sera appelé une base de

royanes.

Le problème de la restauration de ohérene peut être

dérit omme étant le suivant :

Restaurer la K-onsistane onsiste à trou-

ver un sous-ensembleK-onsistant

3

de E. En

général, on privilégie les solutions maximales

pour l'inlusion (voir [3, 7, 8, 1, 12℄).

Quant au problème de la résolution de on�its, il peut

être dérit de la manière suivante :

E est supposée K-inonsistante et elle est

donnée sous la forme d'un ensemble de K-

on�its ('est-à-dire les sous-ensembles de E

minimaux pour l'inlusion parmi eux qui sont

K-inonsistants).

3. Un ensemble Y est K-onsistant ssi Y [K est onsistant.

On notera C(E) = f

i

g et ensemble de K-

on�its issus de E (haque 

i

étant un K-

on�it), N(E) =

S

i



i

le noyau de E et L(E)

l'ensemble des formules de E ne partiipant

à auun on�it (formules libres de E). On a

alors E = N(E) [ L(E)

4

.

Résoudre les K-on�its onsiste à détermi-

ner un sous-ensemble de E qui ne ontienne

auun des K-on�its. Il faut trouver, pour

haque on�it, au moins une formule à sup-

primer et il su�t de travailler sur N puisque

les formules de L ne sont pas impliquées dans

la K-inonsistane.

Nous avons don la dé�nition suivante qui araté-

rise e que l'on appelle une solution d'un problème de

on�its.

Dé�nition 1 Soit C = f

i

g un problème de on�its.

S est une solution

5

de C ssi S est un sous-ensemble

de N (union des 

i

) tel que 

i

\ S 6= ;, 8i.

Exemple 1 Soit C l'ensemble des on�its suivant :

C = ffa; bg; fb; gg (a, b,  étant 3 formules proposi-

tionnelles).

Si on applique la dé�nition 1, on obtient les 5 solutions

suivantes : S

1

= fa; b; g, S

2

= fa; bg, S

3

= fb; g,

S

4

= fa; g, S

5

= fbg.

Remarquons que S

4

et S

5

semblent plus intéressantes

que les 3 autres, puisqu'on ne supprime qu'une seule

formule par on�it.

Par exemple, si on se plae dans le adre du diagnos-

ti basé sur la onsistane, haque on�it est assoié à

un ensemble de omposants ne pouvant avoir un fon-

tionnement orret en même temps étant données les

observations e�etuées ; don supprimer une formule

d'un on�it orrespond à supposer un omposant en

panne. Et on préfère généralement supposer le moins

de pannes possible.

Tout on�it doit ertes être résolu mais l'élimination

d'une formule peut résoudre plusieurs on�its à la fois.

Le soui de n'éliminer qu'une seule formule par on�it

orrespond à e que nous appelons le prinipe de mini-

malité (voir setion 2.2), et nous amène à la dé�nition

suivante.

Dé�nition 2 Soit C = f

i

g un problème de on�its.

S est une solution minimale de C ssi S est un sous-

ensemble de N véri�ant :



i

\ S 6= ;, 8i,

4. Pour simpli�er, on utilisera la notation C, N et L à la plae

de C(E), N(E) et L(E).

5. Cela orrespond à la notion d'ensemble andidat ou

�hitting-set� (voir [17℄).



8x 2 S, 9i tel que 

i

\ S = fxg.

Cette dé�nition aratérise don les sous-ensembles

de N minimaux pour l'inlusion renontrant tous les

on�its

6

.

Exemple 1 (suite) Quand on applique la dé�ni-

tion 2 sur l'exemple 1, on n'obtient alors omme solu-

tions minimales que les sous-ensembles S

4

et S

5

.

Cette dé�nition 2 permet don d'obtenir un ensemble

de solutions beauoup plus intéressant que elui ob-

tenu par la dé�nition 1. Toutefois, elle ne tient pas

ompte du fait que, dans un on�it, on préférera sup-

primer une formule plut�t qu'une autre.

2.2 Utilisation des préférenes

On introduit don la prise en ompte des préférenes

dans le problème de résolution de on�its. On onsi-

dère que haqueK-on�it de E (noté 

i

) est muni d'un

pré-ordre total et que 8i, f(

i

) dénote l'ensemble des

éléments minimaux de 

i

par rapport à e pré-ordre.

On notera N

min

=

S

i

f(

i

).

À partir de là, on peut expliiter un ertain nombre

de prinipes à respeter pour obtenir de �bonnes� solu-

tions et 'est là toute l'originalité de notre approhe :

Le prinipe de minimalité :

ne garder que les solutions qui n'en ontiennent

pas d'autres (minimalité au sens de l'inlusion) ;

'est le prinipe de base déjà exploité dans la dé-

�nition 2 ;

Le prinipe de parimonie :

éliminer le plus petit nombre possible de royanes

(minimalité au sens de la ardinalité) ;

Le prinipe du respet des préférenes :

les royanes à éliminer sont hoisies autant que

possible dans les f(

i

) (l'idée étant de s'assurer

que toute formule éliminée l'a été pour une �bon-

ne� raison) ;

Le prinipe d'e�aité :

séletionner le plus petit nombre possible de so-

lutions (a�n de failiter l'utilisation future de es

solutions � s'il y en a trop, il sera très di�ile de

les exploiter).

Remarquons que es prinipes ne sont pas toujours

ompatibles.

Exemple 1 (suite) Reprenons l'exemple 1 en sou-

lignant les éléments minimaux de haque on�it : C =

ffa; bg; fb; gg. Sur et exemple, parmi les solutions

obtenues par la dé�nition 1, S

4

et S

5

respetent le

prinipe de minimalité, S

4

respete les préférenes et

6. Un ensemble e

1

�renontre� un autre ensemble e

2

ssi e

1

\

e

2

6= ;.

S

5

respete le prinipe de parimonie. Et il n'existe

pas de solution respetant tous les prinipes à la fois.

Le prinipe de minimalité allié au respet des préfé-

renes nous mène à la dé�nition suivante.

Dé�nition 3 Soit C = f

i

g un problème de on�its

équipé d'un pré-ordre total sur haque 

i

. S est une

solution minimale préférée ssi S est un sous-ensemble

de N véri�ant :



i

\ S 6= ;, 8i,

8x 2 S, 9i tel que 

i

\ S = fxg,

8x 2 S, 9j tel que x 2 f(

j

).

Ce qui est équivalent à dire que S est un sous-ensemble

de N

min

minimal pour l'inlusion qui renontre haque

on�it.

Exemple 1 (suite) Sur et exemple, la seule solu-

tion minimale préférée est S

4

.

Exemple 2 Soit le problème de on�its suivant :

C = ffa

6

; a

1

; a

2

g, fa

7

; a

2

; a

3

g, fa

3

; a

4

; a

8

g, fa

4

; a

5

gg.

Sur et exemple, la dé�nition 3 nous fournit les 5 so-

lutions minimales préférées suivantes :

S

1

= fa

2

; a

4

g, S

2

= fa

2

; a

8

; a

5

g, S

3

= fa

1

; a

3

; a

5

g,

S

4

= fa

2

; a

3

; a

5

g, S

5

= fa

1

; a

3

; a

4

g.

D'autre part, le prinipe de parimonie nous onduit

à la dé�nition 4.

Dé�nition 4 Soit C = f

i

g un problème de on�its.

S est une solution parimonieuse de C ssi S est un

sous-ensemble de N minimal pour la ardinalité qui

renontre haque on�it.

Exemple 1 (suite) Quand on applique la dé�ni-

tion 4 sur l'exemple 1, on n'obtient alors omme solu-

tion parimonieuse que le sous-ensemble S

5

.

Les solutions parimonieuses étant toutes minimales

7

,

on peut don voir la dé�nition 4 omme un moyen de

respeter au mieux le prinipe d'e�aité.

Par ontre, étant donné leur inompatibilité, il est im-

possible d'assoier prinipe de parimonie et respet

des préférenes. La seule hose que l'on puisse faire

est d'essayer de respeter le prinipe d'e�aité en

utilisant la ardinalité omme un moyen pour réduire

l'ensemble des solutions. Ce qui nous mène à la dé�-

nition 5.

Dé�nition 5 Soit C = f

i

g un problème de on�its

équipé d'un pré-ordre total sur haque 

i

. S est une

solution ard-min préférée ssi : S est un sous-ensemble

de N

min

minimal pour la ardinalité renontrant haque

on�it.

7. En e�et, la dé�nition 4 ra�ne la dé�nition 2.



Exemple 1 (�n) Sur et exemple, la solution ard-

min préférée est aussi la solution minimale préférée

S

4

. Notons qu'il ne s'agit pas d'une solution parimo-

nieuse.

Exemple 2 (suite) Si on reprend l'exemple 2, la

seule solution ard-min préférée est S

1

.

Il existe aussi d'autres moyens de réduire l'ensemble

des solutions a�n de mieux respeter le prinipe d'e�-

aité. Nous pouvons par exemple utiliser des notions

moins onnues omme la préférene dite élitiste issue

de [7℄ (voir les dé�nitions 6 et 7).

Dé�nition 6 Soient S

1

et S

2

deux solutions mini-

males préférées d'un problème de on�it C. On dira que

S

1

� S

2

ssi pour tout x 2 S

2

nS

1

, il existe y 2 S

1

nS

2

et un on�it 

i

2 C tels que : y 2 

i

nf(

i

) et x 2 f(

i

).

De manière informelle, ela signi�e que 

i

est mieux

résolu par x que par y.

Dé�nition 7 Soit C = f

i

g un problème de on�its

équipé d'un pré-ordre total sur haque 

i

. S est une

solution éli-préférée ssi : S est un sous-ensemble de

N

min

qui renontre haque on�it et qui est maximal

pour la relation � donnée par la dé�nition 6.

Don, on ne onserve que les solutions permettant de

résoudre au mieux les on�its (au sens de la dé�ni-

tion 6).

Exemple 2 (suite) Dans l'exemple 2, seules S

1

, S

2

et S

3

sont éli-préférées.

Toutes les dé�nitions données ii sont reprises dans le

tableau 1 ave les prinipes respetés.

3 Calul des solutions minimales

Une propriété intéressante des solutions minimales pré-

férées telles qu'elles ont été dé�nies dans la setion pré-

édente est que leur alul se ramène à un problème

bien onnu en Intelligene Arti�ielle : le alul d'en-

sembles intersetants d'un ensemble d'ensembles.

Dé�nition 8 Un ensemble intersetant d'un ensemble

d'ensembles C est une partie de l'union des éléments

de C dont l'intersetion ave haque élément de C est

non vide.

Proposition 1 Soit C = f

i

g un ensemble d'ensem-

bles, et soit f une fontion qui assoie à tout élément



i

de C une partie non vide de 

i

. Soit N

min

l'union

des f(

i

), alors S est une solution minimale préférée

(au sens de la dé�nition 3) du problème de on�its

dé�ni par C et f si et seulement si S est un ensemble

intersetant minimal (pour l'inlusion) de C

0

= f

i

\

N

min

g.

Prinipes

Solutions proposées respetés

M

i

n

i

m

a

l

i

t

é

P

a

r



i

m

o

n

i

e

R

e

s

p

e



t

p

r

é

f

é

r

e

n



e

s

Sol. (de base) (déf. 1)

Sol. minimale (déf. 2) X

Sol. minimale préférée (déf. 3) X X

Sol. parimonieuse (déf. 4) X X

Sol. ard-min préférée (déf. 5) X X

Sol. éli-préférée (déf. 7) X X

Tab. 1 � Tableau réapitulatif des prinipes et des so-

lutions (le X signi�e que la solution proposée respete

le prinipe donné)

Dans la suite, nous nous intéressons au alul des en-

sembles intersetants minimaux d'un ensemble d'en-

sembles C = f

i

g, et nous noterons N l'union des 

i

.

Plusieurs algorithmes de alul d'ensembles interse-

tants ont été proposés en Intelligene Arti�ielle, dans

le adre du diagnosti [17℄, de la dédution en logique

propositionnelle [5, 6℄, ou enore de l'étude de logiques

non monotones [11, 13, 14, 15℄ entre autres. Nous pré-

sentons brièvement dans la suite les prinipales ara-

téristiques de es algorithmes.

L'algorithme de [17℄, orrigé par [10℄ et généralisé par

[13℄, examine l'un après l'autre les éléments de C : pour

haque nouvel ensemble 

i

de C examiné, on séle-

tionne un élément de 

i

, à moins qu'on ait déjà sé-

letionné un élément de 

i

lors de l'examen d'un en-

semble préédent. Comme il y a plusieurs hoix pos-

sibles lors de la séletion d'un élément de 

i

, l'algo-

rithme explore un arbre dont les n÷uds sont étiquetés

par des ensembles de C, et les ars par leurs éléments.

L'étiquette d'un n÷ud n est un ensemble 

i

dont au-

un élément n'apparaît omme étiquette des ars au-

dessus de n ; si auun 

i

ne véri�e ette propriété, alors

n est une feuille et l'ensemble intersetant orrespon-

dant est l'ensemble des étiquettes des ars au-dessus

de n. À haque élément x de l'étiquette 

i

d'un n÷ud n

orrespond un sous-arbre dont la raine est un �ls de n,

et dans lequel tous les ensembles intersetants alulés

ontiennent x ; e sous-arbre orrespond au hoix de

x pour �interseter� l'ensemble 

i

. Un exemple simple

de alul d'ensembles intersetants ave et algorithme

est représenté sur la �gure 1.



S

2

= fa; bg

�

�

�

�

�

�

b

S

3

= fa; g



S

4

= fa; dg

H

H

H

H

H

H

d

fb; ; dg

�

�

�

�

�

�

a

S

1

= fbg

H

H

H

H

H

H

b

fa; bg

Fig. 1 � Calul d'ensembles intersetants de C =

ffa; bg; fb; ; dgg selon [17℄

L'un des fateurs ayant une in�uene importante sur

l'e�aité d'un alul d'ensembles intersetants mini-

maux est le nombre de parties de l'union N des 

i

ren-

ontrées plusieurs fois. [17, 10℄ proposent, a�n d'évi-

ter ertaines redondanes dans l'algorithme i-dessus,

plusieurs propriétés de oupure, basées notamment sur

la minimalité des ensembles intersetants reherhés.

Une approhe similaire est suivie dans [13℄. Notons

que es propriétés ne peuvent être exploitées ave ef-

�aité que si l'arbre est exploré en largeur d'abord.

Sur l'exemple de la �gure 1, ette optimisation per-

met d'éviter le alul de l'ensemble intersetant S

2

,

qui n'est pas minimal. Un attrait de ette approhe

est l'inrémentalité, au sens où l'ajout de nouveaux en-

sembles à C ne néessite pas de realuler tout l'arbre :

il su�t de ontinuer le alul à partir des feuilles déjà

alulées.

Une autre méthode évitant la redondane onsiste à

partir d'une tehnique générale permettant d'énumé-

rer sans redondane toutes les parties de N, puis à

exploiter des propriétés restreignant au maximum la

reherhe tout en restant omplet vis-à-vis des parties

de N reherhées. C'est ainsi qu'on peut onstruire un

arbre binaire dont haque n÷ud n est étiqueté par

une paire (I(n); O(n)) d'ensembles : I(n) ontient une

partie de la partie de N en ours de onstrution,

alors que O(n) ontient une partie de son omplé-

mentaire. Chaque n÷ud n tel que I(n) [ O(n) 6= N

a deux enfants, l'un étiqueté par (I(n) [ fdg; O(n)),

l'autre par (I(n); O(n) [ fdg) pour un ertain d 2

N� (I(n)[O(n)). Les ensembles I orrespondant aux

feuilles de l'arbre ainsi onstruit forment une énumé-

ration non redondante des parties de N.

Deux propriétés permettent de réduire la reherhe

d'ensembles intersetants minimaux. En e�et, si n est

un n÷ud sur le hemin entre la raine et une feuille l,

et si I(l) est un ensemble intersetant minimal de C,

alors on a :

� si d =2 I(l) et 

i

2 C, alors (

i

�fdg)\ I(l) 6= ;, et

fg; fg

a! I

fag; fg

b! I

fa; bg; fa

�

; 

�

; d

�

g

�

,

,





 J

J

b! O

J

J

fag; fbg

! I

fa; g; fb; d

�

g

�

�





 J

J

! O

�

�

fa; d

�

g; fb; g











 J

J

a! O

�

�

fb

�

g; fa; 

�

; d

�

g

Fig. 2 � Arbre binaire de alul des ensembles inter-

setants minimaux de C = ffa; bg; fb; ; dgg : les n÷uds

sont représentés par les paires I; O orrespondantes ;

les éléments passés dans I et O à ause des propriétés

de oupures sont indiqués par des astérisques. La roix

indique une branhe fermée ar I(n) \ O(n) 6= ;.

omme O(n) \ I(l) = ;, 

i

� fdg 6� O(n) ;

� si d 2 I(l), alors il existe 

i

2 C tel que 

i

\

I(l) = fdg, don (

i

� fdg) � O(l), et omme

I(n) \O(l) = ;, (

i

� fdg) \ I(n) = ;.

Cela montre qu'on peut réduire la reherhe tout en

restant omplet par rapport au alul d'ensembles in-

tersetants minimaux en exploitant les deux types de

oupures suivants :

1. si d 2 N� (I(n)[O(n)) est tel qu'il existe 

i

2 C

ave 

i

� fdg � O(n), alors d est ontenu dans

tout ensemble intersetant minimal de C qui ne

ontient auun élément de O(n) : d peut être ajou-

té à I(n) ;

2. si d 2 N � O(n) est tel que pour tout 

i

2 C,

(

i

� fdg) \ I(n) 6= ;, alors d ne peut être dans

auun ensemble intersetant minimal ontenant

I(n) : d peut être ajouté à O(n). Si d appartient

déjà à I(n), la branhe orrespondante doit être

fermée, ar alors I(n) \O(n) 6= ;.

Notons que l'exploitation systématique de la propriété

de oupure 2 assure que toutes les feuilles des branhes

non fermées orrespondent à des ensembles interse-

tants minimaux. La �gure 2 représente un arbre bi-

naire orrespondant au alul des ensembles interse-

tants minimaux de C = ffa; bg; fb; ; dgg et exploitant

es propriétés de oupure. Ces propriétés sont exploi-

tées dans [5, 6℄ pour un algorithme dédié à la dédution



fg; fg

b! I

fbg; fa

�

; 

�

; d

�

g

�

�





 J

J

b! O

S

S

fa

�

g; fbg

! I

fa; g; fb; d

�

g

�

�





 J

J

! O

�

�

fa; d

�

g; fb; g

Fig. 3 � Arbre optimisé pour le alul des ensembles

intersetants minimaux de C = ffa; bg; fb; ; dgg.

en logique propositionnelle, ainsi que dans [11, 15, 14℄

pour des algorithmes liés aux logiques non monotones.

Un fateur pouvant avoir une grande in�uene sur l'ef-

�aité de ette approhe est la méthode de séletion

d'un élément d 2 N� (I(n) [O(n)) à haque fois que

de nouveaux n÷uds doivent être réés. [18℄ suggère

d'ordonner stritement tous les éléments de N, pour

ensuite séletionner à haque fois l'élément minimal

de N� (I(n) [ O(n)). Une approhe similaire est sui-

vie dans [14℄. Cette tehnique ne permet pas de tenir

ompte des spéi�ités du problème à résoudre.

Par ontre, l'algorithme de [5, 6℄ est guidé, dans le

hoix d'un élément haque fois que de nouveaux n÷uds

doivent être réés, par des heuristiques similaires à

elles utilisées ave la méthode de Davis et Putnam.

En e�et, le alul d'ensembles intersetants se ramène

à un problème de alul propositionnel : le alul d'im-

pliquants premiers.

Dé�nition 9 Un impliquant premier d'une formule

propositionnelle ' est une onjontion � de littéraux

telle que :

� � j= ' ;

� pour toute autre onjontion de littéraux �

0

telle

que �

0

j= ', si � j= �

0

alors �

0

j= �.

Proposition 2 Soit C = f

i

g un ensemble d'ensem-

bles et soit L

prop

un langage propositionnel dont l'en-

semble des symboles de propositions P est l'union des

éléments de C. Une partie S de P est un ensemble in-

tersetant minimal de C si et seulement si ^

x2S

:x est

un impliquant premier de � = ^

i

_

x2

i

:x.

La �gure 3 représente un arbre dans lequel le premier

élément de N étudié est elui qui apparaît dans le plus

grand nombre de on�its. La méthode de alul d'en-

sembles intersetants ou d'impliquants premiers par

exploration d'un arbre binaire tel que elui dérit i-

dessus est similaire à la méthode de Davis et Putnam

de reherhe d'un modèle (partiel) de la formule �

orrespondante. La di�érene essentielle est que nous

nous intéressons ii à tous les impliquants premiers de

la formule �, alors que les heuristiques utilisées ave la

méthode de Davis et Putnam ont pour but d'optimiser

la déouverte soit d'un seul modèle, soit de l'absene

de modèle.

4 Relations ave les méthodes ba-

sées sur la séletion direte de

sous-ensembles K-onsistants

4.1 Dualité entre problème de ohérene

et problème de on�its

Étant donnée une base de royanesE K-inonsistante,

nous onsidérons les deux problèmes suivants :

� Un problème de ohérene donné sous la forme

(K;E), dont les solutions sont les sous-ensembles

K-onsistants de E.

� Un problème de résolution de on�its donné sous

la forme (L;C) (où L est l'ensemble des formules

libres de E et C = f

i

g est l'ensemble des K-

on�its issus de E) et dont les solutions sont les

sous-ensembles de E qui ne ontiennent auun

on�it. Déterminer les sous-ensembles de E qui

ne ontiennent auun on�it revient à déterminer

les sous-ensembles de N (union des on�its) qui

ne ontiennent auun on�it et don à onsidérer

le problème de on�its dé�ni en setion 2.1, donné

sous la forme C = f

i

g.

Parmi toutes les solutions d'un problème de ohérene,

on onsidère traditionnellement elles qui sont maxi-

males pour l'inlusion. Elles orrespondent à la dé�ni-

tion suivante.

Dé�nition 10 F sous-ensemble de E est une solu-

tion maximale du problème de ohérene ssi F est un

sous-ensemble K-onsistant, maximal pour l'inlusion

parmi les sous-ensembles K-onsistants de E.

La dualité entre problème de ohérene et problème de

on�its est exprimée dans la proposition i-dessous.

Proposition 3 Soient E une base de royanes et K

un ensemble de onnaissanes inontestables. Comme

il a été indiqué au début de ette setion, E et K dé-

�nissent à la fois un problème de ohérene (K;E) et

un problème de on�its (L;C) (ave N l'union des élé-

ments de C).



On a alors les propriétés suivantes :

� F sous-ensemble de E est solution du problème

de ohérene ssi (N n F ) est solution (au sens de

la déf. 1) du problème de on�its.

� S sous-ensemble de N est solution minimale (au

sens de la déf. 2) du problème de on�its ssi (N n

S) est un sous-ensemble maximal pour l'inlusion

parmi les sous-ensembles K-onsistants de N.

� Les solutions maximales du problème de ohérene

sont de la forme L[ (NnS) où S est une solution

minimale (au sens de la déf. 2) du problème de

on�its.

4.2 Intégration de préférenes

Dans le as où l'on dispose d'une relation de préférene

entre les royanes représentée par un pré-ordre partiel

� surE, ertaines solutions maximales du problème de

ohérene sont préférées à d'autres. Di�érents ritères

de préférene entre sous-ensembles ont été dé�nis à

partir d'un pré-ordre sur les royanes. (Voir [12℄ pour

une étude détaillée de es ritères).

Le ritère de préférene démoratique par exemple,

permet de privilégier les solutions qui ontiennent le

plus possible (au sens de l'inlusion) de royanes parmi

les plus prioritaires.

Notations On notera < l'ordre strit assoié au pré-

ordre � : x < y ssi (x � y) ^ :(y � x). Le problème

de ohérene sera maintenant noté (K;E;<).

Dé�nition 11 Soient F

1

et F

2

deux sous-ensembles

K-onsistants de E. F

2

est démoratiquement préférée

à F

1

ssi pour tout x élément de F

1

n F

2

, il existe un

élément y de F

2

n F

1

tel que x < y.

Les solutions du problème de ohérene (K;E;<) qui

sont maximales pour la relation de préférene démo-

ratique sont appelées solutions démo-préférées.

Dans le as partiulier où le pré-ordre � sur E est

total, il est équivalent de onsidérer que la base E

est strati�ée en (E

1

; E

2

; : : : ; E

n

) où E

1

ontient les

royanes �-maximales de E, et 8i, E

i+1

ontient les

royanes �-maximales de E n (E

1

[E2[ : : :[E

i

). Le

problème de ohérene est alors noté (K;E

1

; : : : ; E

n

).

Les solutions démo-préférées du problème de ohé-

rene (K;E

1

; : : : ; E

n

) orrespondent exatement aux

sous-bases K-onsistantes de E préférées au sens de

Brewka, dé�nies omme suit. (voir [3, 7℄).

Dé�nition 12 Soit F un sous-ensemble K-onsistant

de E strati�ée en (E

1

; : : : ; E

n

). Soit F

i

= F [ E

i

la

projetion de F sur la strate E

i

. F est préférée au

sens de Brewka ssi 8k, 1 � k � n, F

1

[ : : : [ F

k

est

un sous-ensemble maximal (pour l'inlusion) parmi les

sous-ensembles K-onsistants de E

1

[ : : : [ E

k

.

Remarque Dans le as où la base de royanes est

seulement munie d'un pré-ordre partiel, il est om-

mode de onsidérer la strati�ation �uniforme� de E

onstruite sur le même prinipe que i-dessus ('est-

à-dire que E

i+1

ontient les éléments �-maximaux de

E n (E

1

[E

2

[ : : : E

i

)). Les solutions préférées au sens

de Brewka du problème de ohérene (K;E

1

; : : : ; E

n

)

ainsi obtenu sont toutes des solutions démo-préférées

du problème de ohérene initial (K;E;<). La réi-

proque est généralement fausse.

Caratérisation des solutions minimales préfé-

rées d'un problème de on�its Nous onsidérons

ii un problème de on�its ave expression loale de

préférenes. Rappelons que N

min

désigne l'union des

f(i).

Dans le as où N

min

est stritement inlus dans N, on

peut onsidérer la strati�ation de E en (E

1

; E

2

; E

3

)

où E

1

= L, E

2

= N nN

min

et E

3

= N

min

.

Proposition 4 S sous-ensemble de N est solution mi-

nimale préférée (au sens de la dé�nition 3) du pro-

blème de on�its ssi E n S est une solution démo-

préférée du problème de ohérene (K;E

1

; E

2

; E

3

).

Preuve : elle repose sur les trois points sui-

vants :

� la base de royanes étant donnée sous

forme d'une base strati�ée, les solutions

démo-préférées et les solutions préférées

au sens de Brewka oïnident ;

� la proposition 3 ;

� pour tout i, f(

i

) étant non vide, N

min

renontre haque on�it et don (N n

N

min

) [ L est K-onsistant.

Exemple 2 (suite) Reprenons ii le problème de

on�its dé�ni par C = f

1

; 

2

; 

3

; 

4

g ave :



1

= fa

6

; a

1

; a

2

g, 

2

= fa

7

; a

2

; a

3

g, 

3

= fa

3

; a

4

; a

8

g,



4

= fa

4

; a

5

g (pour haque 

i

, les éléments soulignés

sont les éléments minimaux de e on�it).

On a don :

E = N (rappelons que N =

S

i



i

),

N nN

min

= fa

6

; a

7

g

et N

min

= fa

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

8

g.

Les solutions démo-préférées (qui sont aussi les solu-

tions préférées au sens de Brewka) du problème de o-

hérene dé�ni par (K; fa

6

; a

7

g; fa

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

8

g)

sont :

F

1

= fa

6

; a

7

; a

1

; a

3

; a

5

; a

8

g,

F

2

= fa

6

; a

7

; a

3

; a

1

; a

4

g,

F

3

= fa

6

; a

7

; a

2

; a

4

; a

8

g,



F

4

= fa

6

; a

7

; a

1

; a

4

; a

8

g

et F

5

= fa

6

; a

7

; a

2

; a

5

; a

8

g.

Ces solutions orrespondent respetivement aux solu-

tions minimales préférées du problème de on�its :

S

1

= fa

2

; a

4

g,

S

2

= fa

2

; a

8

; a

5

g,

S

3

= fa

1

; a

3

; a

5

g,

S

4

= fa

2

; a

3

; a

5

g

et S

5

= fa

1

; a

3

; a

4

g.

Caratérisation des solutions éli-préférées d'un

problème de on�its Notre objetif étant toujours

d'exploiter la dualité entre problème de on�its et pro-

blème de ohérene, nous nous plaçons désormais dans

la situation partiulière où il existe un ordre sur E qui

est ompatible ave la strati�ation loale à haque

on�it. Cet ordre est dé�ni par la onstrution i-

dessous :

Dé�nition 13 Soient x et y dans N. On dé�nit : xRy

ssi il existe un on�it 

i

tel que x est dans f(

i

) et y

est dans 

i

n f(

i

).

Notons que la fermeture transitive de la relation R ne

dé�nit pas toujours un ordre strit, omme l'illustre

l'exemple suivant.

Exemple 3 Soit le problème de on�its dé�ni par

C = ffa; b; eg; fb; f; g; f; g; a; dgg.

On a alors :

E = N,

N nN

min

= ff; gg

et N

min

= fa; b; ; d; eg.

On aura alors :

bRa : ar on préfère abandonner b plut�t que a dans

le on�it 

1

.

aR : ar on préfère abandonner a plut�t que  dans

le on�it 

3

.

Rb : ar on préfère abandonner  plut�t que b dans

le on�it 

2

.

Nous supposons don dans la suite que la fermeture

transitive de la relation R dé�nit un ordre strit (par-

tiel) sur N, que nous dénoterons par <. Nous étendons

et ordre à E par : pour tout x dans E nN, pour tout

y dans N, y < x.

Proposition 5 Soit S une solution minimale du pro-

blème de on�its. Si E n S est une solution démo-

préférée du problème de ohérene (K;E;<) alors S

est une solution éli-préférée du problème de on�its.

Preuve : On montre que si S

1

et S

2

sont

solutions minimales du problème de on�its

telles que S

1

� S

2

au sens de la dé�nition 6,

alors (EnS

2

) et (EnS

1

) sont des solutions du

problème de ohérene (K;E;<) telles que

(EnS

2

) est démoratiquement préférée à (En

S

1

). Par onstrution de l'ordre strit < sur

E, si S

1

� S

2

(dé�nition 6) alors : pour tout

x élément de S

2

n S

1

, il existe y élément de

S

1

nS

2

tel que x < y. Or, (E nS

1

)n(E nS

2

) =

S

2

n S

1

. On a don : pour tout x élément de

(E n S

1

) n (E n S

2

), il existe y élément de

(E n S

2

) n (E n S

1

) tel que x < y.

Exemple 2 (�n) À partir du problème de on�it

orrespondant à et exemple (

1

= fa

6

; a

1

; a

2

g, 

2

=

fa

7

; a

2

; a

3

g, 

3

= fa

3

; a

4

; a

8

g, 

4

= fa

4

; a

5

g), on trouve

un ordre strit < ompatible ave les strati�ations lo-

ales des on�its. Son graphe est donné par la �gure 4.

a6 a7

a1 a2 a3

Légende :  a             b  signifie "a est préféré à b"

a5

a8a4

Fig. 4 � Graphe de la relation < obtenue à partir de

l'exemple 2

Les solutions démo-préférées du problème de ohé-

rene (K;E;<) sont :

F

1

= fa

6

; a

7

; a

1

; a

3

; a

5

; a

8

g,

F

2

= fa

6

; a

7

; a

3

; a

1

; a

4

g,

F

3

= fa

6

; a

7

; a

2

; a

4

; a

8

g.

Remarquons que e sont aussi les solutions préférées

au sens de Brewka du problème de ohérene obtenu

par strati�ation uniforme de (E;<) :

E = (fa

6

; a

7

g; fa

1

; a

2

; a

3

g; fa

4

; a

8

g; fa

5

g).

Ces 3 solutions fournissent les 3 solutions éli-préférées

S

1

, S

2

et S

3

du problème de on�its (voir en �n de

setion 2.2).



5 Conlusion

La dé�nition de solutions d'un problème de résolution

de on�its pose une question similaire à elui renon-

tré lorsqu'on herhe à dé�nir les solutions d'un pro-

blème de restauration de ohérene par séletion di-

rete de sous-bases onsistantes : il s'agit de la di�-

ulté de onilier deux ontraintes dont le respet est

intuitivement néessaire. L'une de es ontraintes im-

pose que les solutions soient les plus petites (respeti-

vement les plus grandes) possibles. L'autre ontrainte

impose de respeter les préférenes éventuellement ex-

primées entre les royanes.

A�n d'étudier omment es deux ontraintes inter-

agissent lorsqu'on résout des on�its, nous avons été

onduits à traduire haune d'entre elles par un ou

plusieurs prinipes. Ces prinipes onduisent ensuite

à di�érentes dé�nitions de solutions, et permettent de

omparer simplement es dé�nitions. Nous avons aussi

omparé ertaines de es dé�nitions ave les résultats

obtenus lorsqu'on aborde le problème, jusqu'ii plus

étudié, de la séletion direte de sous-bases onsis-

tantes.

L'une des dé�nitions semble ressortir d'un point de

vue alulatoire : aluler les solutions minimales pré-

férées revient à aluler les ensembles intersetants mi-

nimaux de l'ensemble des parties minimales (au sens

des préférenes) des on�its. On peut noter que le res-

pet des préférenes n'induit pas dans e as de di�-

ulté alulatoire supplémentaire (à part le simple al-

ul des parties minimales des on�its): au ontraire,

le alul des solutions minimales préférées est plus

simple que le alul des solutions minimales, puisque

les ensembles à �interseter� sont plus petits. Nous

avons dérit plusieurs algorithmes qui ont été propo-

sés en Intelligene Arti�ielle pour e�etuer es al-

uls. Le lien ave la notion d'impliquants premiers

semble partiulièrement intéressant, puisqu'il permet

d'exploiter des heuristiques mises au point dans le

adre des nombreuses études d'algorithmes permet-

tant de tester la onsistane d'un ensemble de formules

propositionnelles.

Les solutions minimales préférées sont d'autant plus

intéressantes que la plupart des autres solutions que

nous avons proposées sont minimales préférées. Un

prolongement naturel de notre travail est don l'étude

de modi�ations des algorithmes de alul d'ensembles

intersetants a�n de aluler diretement es autres

solutions. Nous nous intéressons en partiulier à une

approhe dans laquelle les on�its doivent être réso-

lus dans un ertain ordre, qui est fontion du type de

solutions qu'on herhe à obtenir.
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