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Résumé

Nous présentons une logique épistémique dynamique
basée sur ce qu’un agent peut observer, y compris les
observations jointes et l’observation de ce que les autres
observent, généralisant ainsi les logiques ECL-PC(PO)
et LRC de van der Hoek, Wooldridge et al. où les va-
riables propositionnelles que chaque agent observe sont
connaissance commune. Dans notre logique, les propo-
sitions ainsi que la visibilité de ces propositions peuvent
être modifiées par des programmes d’affectation. Nous
montrons comment les opérateurs épistémiques peuvent
alors être interprétés. Nous proposons une axiomatisa-
tion adéquate et complète et prouvons que le problème
de satisfiabilité est PSpace-complet. Enfin, nous mon-
trons comment les annonces publiques et privées peuvent
être exprimées dans notre logique.

1 Introduction

Dans son livre pionnier de 1962 [11], Hintikka pro-
posa d’analyser les phrases de la forme “l’agent i sait
ϕ dans un monde possible w” par “ϕ est vrai dans tous
les mondes que i ne peut pas distinguer de w”. De telles
logiques épistémiques ont recours à la sémantique des
mondes possibles de Kripke. Elles sont été populari-
sées en informatique par Fagin et al. dans les années
90 [4].

Au cours des dernières années, plusieurs auteurs ont
étudié comment la logique épistémique pourrait plutôt
se baser sur la notion de visibilité (ou observabilité) de
variables propositionnelles. Les approches les plus re-
marquables sont Epistemic Coalition Logic of Proposi-
tional Control with Partial Observability ECL-PC(PO)
[17] et Logic of Revelation and Concealment LRC [16].

Ces logiques trouvent leur origine dans les langages
utilisés dans des vérificateurs de modèle tels que MO-
CHA pour la description des systèmes distribués [2].
L’idée de base est que la phrase “l’agent i sait que le
fait atomique p est vrai”peut être réduit à (1) p et vrai
et (2) l’agent i observe la valeur de vérité de p. De la
même façon, “l’agent i sait que p est faux” peut être
réduit à (1) p et faux et (2) l’agent i observe la valeur
de vérité de p. On suppose donc que chaque agent a
un ensemble de faits atomiques (alias variables pro-
positionnelles) qu’il peut observer, dans le sens où il
connâıt leurs valeurs de vérité. A l’inverse, toute com-
binaison des valeurs de vérité des variables non obser-
vées est possible pour l’agent. Ces informations d’ob-
servabilité permettent de reconstruire la sémantique
de Hintikka : une relation d’accessibilité kripkéenne
∼i entre les mondes possibles w et w′ peut être asso-
ciée à l’agent i par la définition suivante : w ∼i w′ si et
seulement si chaque variable observée par i dans w a
la même valeur de vérité dans w et dans w′. Cela per-
met de donner la sémantique de phrases de la forme “i
sait que ϕ” où ϕ est une formule complexe arbitraire
(et pas seulement une variable propositionnelle ou sa
négation).

À la fois ECL-PC(PO) et LRC, et plus généralement
toutes les logiques épistémiques existantes basées sur
la visibilité dans la littérature, supposent que ce que
chaque agent peut voir est connaissance commune.
C’est une hypothèse forte que nous allons relâcher dans
ce papier : nous allons permettre des situations où
l’agent i voit la variable p, mais l’agent j ne voit pas
si i voit p. Ceci permet de modéliser de façon natu-
relle des scénarios tels que le problème de bavardage



où six amis échangent leurs secrets via des appels télé-
phoniques ou le problème des deux généraux où deux
agents doivent se coordonner via une communication
asynchrone non fiable. Dans notre approche, nous mo-
délisons les informations de visibilité non seulement
en termes de variables associées à des agents (comme
cela est fait dans ECL-PC(PO) and LRC), mais plus
généralement en termes de variables associées à des
séquences d’agents. Syntaxiquement, nous représen-
tons ceci au moyen de formules atomiques que nous
appelons des atomes de visibilité. Ils sont de la forme
Si1 Si2 ...Sin p, où p est une variable propositionnelle, et
i1, i2, ..., in sont des agents. Si n=0, alors on a seule-
ment une variable propositionnelle. Si n=1, l’atome
Si1 p se lit “l’agent i1 voit la valeur de la variable p”,
et si n=2, l’observation du second ordre Si1 Si2 p se lit
“l’agent i1 voit si i2 voit la valeur de p”; etc.

Notre sémantique est basée sur des évaluations, qui
sont simplement des ensembles d’atomes de visibi-
lité. Afin de garantir l’introspection positive et néga-
tive, nous devons veiller à ce que l’agent soit toujours
conscient des variables propositionnelles qu’il voit :
pour chaque agent i et chaque variable proposition-
nelle p, nous exigeons que Si Si p soit dans chaque éva-
luation. Plus généralement, on considère que l’évalua-
tion V est introspective si elle contient chaque atome
de visibilité ayant deux Si consécutifs. Ainsi, dans une
évaluation introspective, l’agent est conscient de ce
qu’il voit, et tout agent voit cela, et tout agent voit que
tout agent voit cela, etc. Les informations de visibilité
permettent d’interpréter les opérateurs épistémiques :
pour les variables propositionnelles p, la formule Kip
est vraie dans une évaluation V si V contient à la fois p
et Si p. Plus généralement, la condition de vérité pour
Kiϕ est basée sur une relation entre les évaluations
qui peut être construite grâce à nos atomes de visibi-
lité : V ∼i V ′ si chaque atome que i voit dans V a la
même valeur de vérité dans V et dans V ′. Alors que
les relations ∼i sont toujours réflexives, elles sont sy-
métriques et transitives — et sont donc des relations
d’équivalence — sur l’ensemble des évaluations intros-
pectives seulement.

Une autre nouveauté de notre approche par rapport
aux logiques épistémiques existantes fondées sur la vi-
sibilité est que notre langage comprend une formule
atomique spéciale pour l’attention conjointe, de la
forme JSp, qui signifie “tous les agents voient conjoin-
tement la valeur de p”. Métaphoriquement, l’attention
conjointe peut être comprise comme un contact visuel
entre les agents lors de l’observation de quelque chose.
Tout comme la visibilité individuelle, nous permettons
les observations jointes d’ordre supérieur, et ajoutons
une contrainte sur les évaluations qui garantit l’intros-
pection de la connaissance commune. Nous exigeons

en outre que la visibilité conjointe implique la visi-
bilité individuelle en imposant que Si p ∈ V lorsque
JS p ∈ V . Ceci permet d’interpréter un opérateur de
connaissance commune CK modal de la même façon
que celui de la connaissance individuelle.

Comme plusieurs propositions existantes, nous nous
inspirons des logiques épistémiques dynamiques DEL
[18] et ajoutons un côté dynamique à notre logique
épistémique basée sur l’observation. Plus précisément,
nous adaptons la logique LRC de van der Hoek et al.
qui dispose de deux opérations de mise à jour modi-
fiant la visibilité : révéler et cacher la valeur d’une
variable à un agent. Ces deux primitives ne peuvent
toutefois pas être utilisées en l’état car la mise à jour
näıve d’une évaluation peut la rendre non introspec-
tive. Nous évitons ceci par une définition appropriée
de la mise à jour d’une évaluation. Nous utilisons les
mêmes programmes d’affectation que ceux de Dynamic
Logic of Propositional Assignments DL-PA [10] [3], qui
est un dialecte de Propositional Dynamic Logic PDL
[6] où les programmes atomiques abstraits de PDL sont
instanciés par des affectations de valeurs de vérité à
des formules atomiques. L’avantage de ceci est d’obte-
nir une borne supérieure de la complexité PSpace, à
la fois pour le problème de satisfiabilité et celui de vé-
rification de modèle. Nous montrons aussi comment les
mises à jour de visibilité peuvent capturer les annonces
publiques et privées des atomes et de leur négation.

Nous appelons notre logique DEL-PAO : Dynamic
Epistemic Logic of Propositional Assignment and Ob-
servation.

Le papier est organisé comme suit : les sections 2
et 3 introduisent le langage et la sémantique de DEL-
PAO. Les sections 4 et 5 contiennent un axiomatisa-
tion et le résultat de complexité. La section 6 illustre
notre logique par deux applications : l’encodage des
annonces et une modélisation du problème des géné-
raux. La section 7 traite des travaux connexes et la
section 8 conclut. 1

2 Langage

Soit Prop un ensemble non vide dénombrable de va-
riables propositionnelles et soit Agt un ensemble fini
non vide d’agents. Les formules atomiques de notre
langage sont des séquences d’opérateurs de visibilité
suivies de variables propositionnelles. La définition for-
melle est la suivante.

L’ensemble des opérateurs d’observabilité est
OBS = {Si : i ∈ Agt} ∪ {JS},

où Si représente de visibilité individuelle de l’agent i et
JS représente la visibilité conjointe de tous les agents.

1. Une version complète de ce papier incluant les preuves (en
anglais) est disponible à http://tinyurl.com/o3q86ay.

http://tinyurl.com/o3q86ay


L’ensemble de toutes les séquences d’opérateurs de
visibilité est noté OBS∗ et l’ensemble de toutes les
séquences non vides est noté OBS+. Nous utilisons
σ , σ ′, . . . pour les éléments de OBS∗. Enfin, l’ensemble
des formules atomiques est

ATM = {σ p : σ ∈ OBS∗, p ∈ Prop}.
Les éléments de cet ensemble sont également ap-

pelés atomes de visibilité, ou simplement atomes.
Par exemple, JS S2 q signifie “tous les agents voient
conjointement si l’agent 2 voit la valeur de q”; en
d’autres termes, il est attention conjointe dans le
groupe de tous les agents concernant la visibilité sur
q de 2. Nous utilisons α, α′, . . . , β, β′, . . . pour les élé-
ments de ATM .

Le langage de DEL-PAO est alors défini par la gram-
maire suivante :

π ::= +α | −α | π;π | π t π | ϕ?

ϕ ::= α | ¬ϕ | ϕ ∧ ϕ | Kiϕ | CKϕ | [π]ϕ

où α prend ses valeurs dans ATM et i dans Agt .

Nos programmes atomiques sont des affectations de
valeurs de vérité à des atomes de ATM : +α rends
α vrai et −α le rend faux. Les programmes complexes
sont construits avec les opérateurs de PDL : π;π′ est la
composition séquentielle, πtπ′ est le choix non déter-
ministe, et ϕ? est le test. Comme dans PDL, la formule
[π]ϕ signifie “après chaque exécution de π, ϕ est vrai”.
La formule Kiϕ signifie“i sait que ϕ est vrai sur la base
de ce qu’il observe”, et CKϕ signifie “tous les agents
savent conjointement que ϕ est vrai sur la base de ce
qu’ils observent conjointement”. Nos opérateurs épis-
témiques captent des formes de connaissances indivi-
duelles et communes qui sont respectivement obtenus
par observation individuelle et l’observation conjointe
des faits. Cela diffère donc conceptuellement des opé-
rateurs classiques de la connaissance individuelle et
commune comme étudié dans le domaine de la logique
épistémique [4]. Nous reviendrons sur ce point dans la
section 3.4.

Les autres opérateurs booléens >, ⊥, ∨, → and ↔
sont définis comme d’habitude, et ¬Ki¬ϕ est abrégé
par K̂iϕ. Le programme >? est abrégé par skip (“ne
rien faire”) et ⊥? par fail .

Nous notons ATM (ϕ) (respectivement ATM (π))
l’ensemble des atomes apparaissant dans la formule
ϕ (respectivement le programme π). Par exemple,
pour ϕ = [π]S1 JS p → q avec π = q?; +S2 p, on a
ATM (ϕ) = {q, S2 p, S1 JS p} et ATM (π) = {q, S2 p}.
JS p n’est donc pas un atome de ϕ. La longueur des
formules ϕ et des programmes π, notée length(ϕ) et
length(π), est le nombre de symboles utilisés pour
les écrire, où nous ne comptons pas [, ] et les pa-
renthèses et considérons que la longueur de JS , CK ,
les noms des agents et des variables propositionnelles

est de 1. Ainsi, les symboles Si et Ki ont une lon-
gueur de 2. Par exemple, on a length(S2 S2 p) = 5 et
length([+S2 p]JS p→ q) = 8. On note que ATM (ϕ) ≤
length(ϕ).

3 Sémantique

Nous définissons les évaluations et précisons les
contraintes qui sont motivées par le fait que les in-
formations de visibilité devrait être introspectives et
que la visibilité commune devrait impliquer la visibi-
lité individuelle. Nous définissons ensuite les relations
d’indistinguabilité entre évaluations ainsi que l’inter-
prétation des formules et des programmes.

3.1 Évaluations introspectives

Definition 1. Une évaluation est un sous-ensemble
de l’ensemble des atomes ATM . Une évaluation V ∈
2ATM est introspective si et seulement si elle respecte
les propriétés suivantes pour tout α ∈ ATM et i ∈
Agt :

Si Si α ∈ V (C1)

JS JS α ∈ V (C2)

JS Si Si α ∈ V (C3)

si JS α ∈ V , alors Si α ∈ V (C4)

si JS α ∈ V , alors JS Si α ∈ V (C5)

L’ensemble des évaluations introspectives est noté
INTR.

(C1) concerne l’introspection de la vue individuelle :
un agent voit toujours s’il voit la valeur de n’importe
quel atome. (C2) requiert la même propriété pour la
vue commune ; en effet, si JS α est vrai, alors JS JS α
doit être vrai par introspection, et si JS α est faux
alors tous les agents voient conjointement qu’au moins
un d’entre eux a perdu le contact visuel. (C3) oblige la
première propriété à être connaissance commune. (C4)
garantit que la visibilité conjointe implique la visibi-
lité individuelle. (C5) garantit que JS α ∈ V implique
JS σ α ∈ V pour σ ∈ OBS∗.

Ensemble, les deux dernières contraintes assurent
que lorsque JS α ∈ V , alors σ α ∈ V pour σ ∈ OBS+.
Ceci motive la relation de conséquence introspective
entre les atomes comme suit :

α;β ssi soit α = β,

soit α = JS α′ et β = σ α′ pour σ ∈ OBS+

Ainsi, un atome de la forme JS p a un nombre infini de
conséquences : JS p lui-même ; Si p, JS Si p et Si JS p
pour tout agent i ; Si Sj p pour tout i et j, et ainsi de
suite. Les atomes qui ne sont pas de la forme JS α ont
seulement comme conséquence eux-mêmes.



Nous pouvons caractériser évaluations introspec-
tives comme les évaluations qui sont fermées par consé-
quence introspective.

Proposition 1. Une évaluation V ⊆ ATM est in-
trospective si et seulement si, pour tout α ∈ ATM et
i ∈ Agt :

σ Si Si α ∈ V pour tout σ ∈ OBS∗ (1)

σ JS α ∈ V pour tout σ ∈ OBS+ (2)

si α ∈ V et α; β alors β ∈ V (3)

Ainsi, tout atome contenant une séquence Si Si
est dans une évaluation introspective, ainsi que tout
atome contenant un JS (en supposant qu’il n’est pas
le premier élément). Enfin, toute conséquence est éga-
lement présente. Ces trois éléments sont équivalents
aux cinq contraintes (voir la preuve dans la version
complète du papier), mais sont techniquement plus fa-
ciles à manipuler.

On dit qu’un atome α ∈ ATM est valide dans INTR
si et seulement si α appartient à toute évaluation de
INTR. Par la proposition 1, α est valide dans INTR
si et seulement s’il est de la forme soit σ Si Si α avec
σ ∈ OBS∗ ou σ JS α avec σ ∈ OBS+.

On observe que nous n’imposons pas la contrainte
“si σ α ∈ V pour chaque σ ∈ OBS∗, alors JS α ∈ V ”,
qui correspond à la définition du plus grand point fixe
de l’opérateur de connaissance commune. Nous com-
menterons ceci dans la section 3.4.

3.2 Relations d’indistinguabilité

Nous définissons les relations ∼i entre évaluations,
une par agent i. Deux évaluations sont liées par ∼i si
chaque α que i voit a la même valeur dans l’évaluation
liée. De la même façon, nous définissons une relation
∼Agt .

On note V (α) = V ′(α) lorsque soit α ∈ V et α ∈ V ′,
ou α /∈ V et α /∈ V ′. On définit :

V ∼i V ′ ssi Si α ∈ V implique V (α) = V ′(α)

V ∼Agt V
′ ssi JS α ∈ V implique V (α) = V ′(α)

Par exemple, supposons que l’ensemble des variables
propositionnelles Prop est le singleton {p}. Alors une
évaluation contenant Si p et p est liée à toute évalua-
tion contenant p, alors que l’évaluation avec Si p mais
sans p est liée à toute évaluation ne contenant pas p.

Les relations ∼i et ∼Agt sont réflexives, mais ni
transitives ni symétriques. Cependant, ces deux pro-
priétés sont vérifiées sur les évaluations satisfaisant les
contraintes (C1) et (C2) de la définition 1.

Proposition 2. La relation ∼Agt et chaque relation
∼i sont des relations d’équivalence sur INTR.

Lemma 1. Soit V ∈ INTR, V ∼i V1 et V ∼Agt V2.
Alors V1 ∈ INTR et V2 ∈ INTR.

Ce dernier lemme établit que, si nous sommes dans
une évaluation introspective, alors une relation épis-
témique ne permet jamais d’accéder à une évaluation
non introspective.

3.3 Conditions de vérité et validité

Étant donné une évaluation introspective V , nos
opérations de mise à jour ajoutent ou enlèvent des
atomes de V . Cela demande une certaine prudence :
nous voulons que l’évaluation résultante soit intros-
pective. Par exemple, quand V ne contient pas Si p,
alors V ∪ {JS p} viole (C4). Donc, lors de l’ajout d’un
atome à V , nous devons aussi ajouter toutes ses consé-
quences introspectives positives. Symétriquement, lors
du retrait d’un atome, il faut aussi de supprimer ses
conséquences introspectives négatives. Nous définissons
les éléments suivants :

Eff +(α) = {β ∈ ATM : α; β}
Eff −(α) = {β ∈ ATM : β ; α}

Par exemple, Eff −(Si Sj p) = {JS p, JS Sj p} car ces
deux atomes impliquent Si Sj p. Les variables propo-
sitionnelles n’ont pas de conséquence positive ou né-
gative, à part eux-mêmes. De toute évidence, quand
V est introspective alors à la fois V ∪ Eff +(α) et
V \ Eff −(α) le sont aussi, (sauf si α est valide).

Les conditions de vérité sont les suivantes :

V |= α ssi α ∈ V
V |= ¬ϕ ssi V 6|= ϕ

V |= ϕ ∧ ψ ssi V |= ϕ et V |= ψ

V |= Kiϕ ssi V ′ |= ϕ pour tout V ′ tel que V ∼i V ′

V |= CKϕ ssi V ′ |= ϕ pour tout V ′ tel que V ∼Agt V
′

V |= [π]ϕ ssi V ′ |= ϕ pour tout V ′ tel que V RπV
′

où Rπ est une relation binaire sur les évaluations dé-
finie (par récurrence mutuelle avec la définition de |=)
par :

V R+αV
′ ssi V ′ = V ∪ Eff +(α)

V R−αV
′ ssi V ′ = V \ Eff −(α)

and α n’est pas valide dans INTR

V Rπ1;π2V
′ ssi il existe U tel que

V Rπ1
U et URπ2

V ′

V Rπ1tπ2
V ′ ssi V Rπ1

V ′ ou V Rπ2
V ′

V Rϕ?V
′ ssi V = V ′ et V |= ϕ

La relation Rπ est définie comme dans PDL pour
la opérateurs ;, t et ?. L’interprétation des affecta-
tions est conçu de telle manière que nous restons dans
INTR : lors de l’exécution +α, on ajoute toutes les



conséquences positives de α ; pour −α, le programme
devrait échouer si α est valide dans INTR et sinon,
enlever toutes les conséquences négatives de α. Par
exemple, nous n’avons jamais V R−S1 S1 pV

′, i.e., le
programme −S1 S1 p échoue toujours. En revanche, le
programme −S1 S2 p réussit toujours, et on a

V R−S1 S2 p (V \ {S1 S2 p, JS S2 p, JS p}).
car JS S2 p ; S1 S2 p et JS p ; S1 S2 p. Donc V
V 6|= [−S1 S2 p]JS p quel que soit V .

Lemma 2. Si V ∈ INTR et V RπV
′ alors V ′ ∈ INTR.

Proposition 3. Pour tout V ∈ INTR, i ∈ Agt et π,
V est seulement liée à des évaluations de INTR par
∼i, ∼Agt et Rπ.

Lorsqu’on a V |= ϕ, on dit que V est un modèle de
ϕ. L’ensemble des modèles (pas nécessairement intros-
pectifs) de ϕ est noté ‖ϕ‖.

Une formule ϕ est satisfiable dans INTR si ϕ a un
modèle introspectif, à savoir, si ‖ϕ‖ ∩ INTR 6= ∅. Par
exemple, JS p∧¬Si p a un modèle, mais n’a pas de mo-
dèle introspectif et est donc insatisfiable dans INTR.

Une formule ϕ est valide dans INTR si INTR ⊆ ‖ϕ‖.
On dit aussi que ϕ est DEL-PAO-valide. Par exemple,
¬[−S1 S2 p]JS p est valide dans INTR. On note que
¬β → [+α]¬β est valide dans INTR si et seulement si
α 6; β.

La proposition suivante exprime le fait que, quand ϕ
ne contient aucun opérateur épistémique, alors la va-
leur de vérité de ϕ ne dépend que des atomes présents
dans ϕ.

Proposition 4. Soit ϕ sans opérateurs épistémiques.
Soit V, V ′ ∈ 2ATM telles que que V (α) = V ′(α) pour
chaque atome α ∈ ATM (ϕ). Alors V |= ϕ si et seule-
ment si V ′ |= ϕ.

Cette proposition sera déterminante pour le reste du
papier. On remarque qu’elle n’est pas nécessairement
correcte quand la formule contient des opérateurs épis-
témiques. Par exemple, considérons Kip : sa valeur de
vérité dépend de la valeur de vérité de l’atome de vi-
sibilité Si p, qui ne fait pas partie ATM (Kip).

3.4 Discussion

Les opérateurs de la connaissance individuelle de
DEL-PAO satisfont tous les principes de S5. Ils sont
plus forts que ceux de la logique épistémique stan-
dard S5. On peut le voir avec la formule invalide de S5
Ki(p∨q)→ (Kip∨Kiq) qui est valide dans INTR (voir
la proposition 5). Pour donner un exemple, cela signifie
que si l’on sait que le mâıtre d’hôtel ou le jardinier est
le meurtrier alors on sait lequel d’entre eux l’est ; elle
implique aussi que l’on ne peut pas connâıtre une dis-
jonction exclusive de deux variables propositionnelles

p et q. C’est un principe fort, qui est toutefois égale-
ment validé par toutes les autres logiques épistémiques
basées sur la visibilité.

Notre opérateur de connaissance commune satisfait
l’axiome de point fixe de la connaissance commune

CKp→ p ∧
( ∧
i∈Agt

KiCKp
)

.

Cela correspond au fait que par des contraintes (C2) et

(C4), JS p∧p→
( ∧
i∈Agt

Si JS p
)

est valide dans INTR.

Notre notion de connaissance commune est toutefois
plus faible que la connaissance commune standard car
l’axiome d’induction(

ϕ ∧ CK
(
ϕ→

∧
i∈Agt

Kiϕ
))
→ CKϕ

n’est pas valide dans INTR. Au-delà de la justification
technique de ce choix (une telle contrainte ne peut pas
être capturée par une formule finie constituée d’atomes
de visibilité) nous nous alignons sur [14, 9] et suppo-
sons que ce principe est trop fort pour une logique de
la connaissance commune.

4 Axiomatization

Nous présentons maintenant une axiomatisation
adéquate et complète de DEL-PAO.

4.1 Axiomes de réduction pour les opérateurs mo-
daux

La proposition suivante sera utilisée pour élimi-
ner les opérateurs épistémiques d’une formule qui ne
contient pas d’opérateurs dynamiques.

Proposition 5. Les formules suivantes sont DEL-
PAO-valides, avec A+ et A− des ensembles d’atomes
tels que A+ ∩A− = ∅ :

Kiα↔ Si α ∧ α (RedK,α)

CKα↔ JS α ∧ α (RedCK ,α)

Ki¬α↔ Si α ∧ ¬α (RedK,¬)

CK¬α↔ JS α ∧ ¬α (RedCK ,¬)

Ki(ϕ ∧ ϕ′)↔ Kiϕ ∧Kiϕ
′ (RedK,∧)

CK (ϕ ∧ ϕ′)↔ CKϕ ∧ CKϕ′ (RedCK ,∧)

Ki

(∨
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∨
α∈A−
¬α

)
↔
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La proposition suivante permet d’éliminer les opéra-
teurs dynamiques de formules ne contenant pas d’opé-
rateurs épistémiques.



Proposition 6. Les formules suivantes sont DEL-
PAO-valides.

[π;π′]ϕ↔ [π][π′]ϕ (Red ;)

[π t π′]ϕ↔ [π]ϕ ∧ [π′]ϕ (Redt)

[ϕ?]ϕ′ ↔ ϕ→ ϕ′ (Red?)

[+α]¬ϕ↔ ¬[+α]ϕ (Red+α,¬)

[−α]¬ϕ↔

{
> si α est valide dans INTR

¬[−α]ϕ sinon (Red−α,¬)

[+α](ϕ ∧ ϕ′)↔ [+α]ϕ ∧ [+α]ϕ′ (Red+α,∧)

[−α](ϕ ∧ ϕ′)↔ [−α]ϕ ∧ [−α]ϕ′ (Red−α,∧)

[+α]β ↔

{
> si α; β

β sinon
(Red+α)

[−α]β ↔


> si α est valide dans INTR

⊥ si α n’est pas valide dans INTR

and β ; α

β sinon (Red−α)

Theorem 1. Pour toute formule ϕ, il existe une for-
mule sans opérateurs modaux ϕ′ telle que ϕ ↔ ϕ′ est
DEL-PAO-valide.

4.2 Axiomes d’introspection

Proposition 7. Les formules suivantes sont DEL-
PAO-valides, pour tout i ∈ Agt et α ∈ ATM :

Si Si α (VisC1)

JS JS α (VisC2)

JS Si Si α (VisC3)

JS α→ Si α (VisC4)

JS α→ JS Si α (VisC5)

On appelle Tvis la collection des formules ci-dessus,
i.e.,

Tvis = {Si Si α : i ∈ Agt , α ∈ ATM }
∪ {JS JS α : α ∈ ATM }
∪ {JS Si Si α : i ∈ Agt , α ∈ ATM }
∪ {JS α→ Si α : i ∈ Agt , α ∈ ATM }
∪ {JS α→ JS Si α : i ∈ Agt , α ∈ ATM }

Proposition 8. Pour ϕ sans opérateurs modaux, ϕ
est DEL-PAO-valide si et seulement si Tvis |=CPL ϕ,
où |=CPL est la conséquence logique en logique proposi-
tionnelle classique.

4.3 Adéquation et complétude

L’axiomatisation de DEL-PAO est donnée par :
— les axiomes de CPL (logique propositionnelle

classique) ;

— les axiomes de réduction de la proposition 5 ;
— les axiomes de réduction de la proposition 6 ;
— les axiomes d’introspection de la proposition 7 ;
— la règle du Modus Ponens et les règles d’équiva-

lence pour Ki, CK et [π] :
ϕ↔ ϕ′

Kiϕ↔ Kiϕ
′

ϕ↔ ϕ′

CKϕ↔ CKϕ′

ϕ↔ ϕ′

[π]ϕ↔ [π]ϕ′

Proposition 9. Pour les formules ϕ sans opérateurs
modaux, `DEL-PAO ϕ si et seulement si Tvis `CPL ϕ.

Theorem 2. L’axiomatisation de DEL-PAO est adé-
quate et complète.

5 Complexité

Theorem 3. Les problèmes de satisfiabilité et de
vérification de modèle de DEL-PAO sont Pspace-
complets.

Nous consacrons le reste de la section à la preuve
de ce résultat. Nous commençons par observer que les
problèmes de satisfiabilité et de vérification de modèle
ont la même complexité.

Proposition 10. Soit ϕ une formule de DEL-PAO
sans opérateurs épistémiques telle que ATM (ϕ) =
{α1, . . . , αn}. Alors ϕ est satisfiable dans INTR si et
seulement si la formule

〈(+α1 t −α1); . . . ; (+αn t −αn)〉ϕ
est valide dans INTR.

On voit que (+α1 t −α1); . . . ; (+αn t −αn) a
une longueur linéaire dans length(ϕ) car ATM (ϕ) ≤
length(ϕ).

Dans le reste de la section, nous établissons les
bornes inférieures et supérieures du problème de vé-
rification de modèle.

5.1 Borne inférieure

La borne inférieure du problème de vérification de
modèle est établie au moyen d’un encodage de for-
mules booléennes quantifiées (QBF), dont le problème
de satisfiabilité est Pspace-complet. Plus de détails
sont disponibles dans la version complète du papier.

Il est un peu plus difficile d’établir la borne supé-
rieure. Nous allons encoder notre logique dans le frag-
ment sans étoile (∗) de Dynamic Logic of Propositional
Assignments DL-PA [10, 3], dont le problème de satis-
fiabilité est Pspace-complet. D’abord, nous rappelons
brièvement que cette logique.



5.2 Dynamic Logic of Propositional Assignments

Tout comme le langage de DEL-PAO, le langage de
DL-PA est constitué de formules et de programmes. Ils
sont définis par la grammaire suivante :

π ::= +α | −α | π;π | π t π | ϕ?

ϕ ::= α | ¬ϕ | ϕ ∧ ϕ | [π]ϕ

où α prend ses valeurs dans ATM et i dans Agt . Ce
langage ne contient pas d’opérateurs épistémiques, et
est constitué des mêmes atomes que DEL-PAO.

Les formules sont interprétées dans des évaluations
V ∈ 2ATM exactement de la même manière que dans
DEL-PAO, sauf que l’interprétation des programmes
atomiques ne prend pas en compte les conséquences
introspectives. Donc :

V R+αV
′ ssi V ′ = V ∪ {p}

V R−αV
′ ssi V ′ = V \ {p}

On a un équivalent de la proposition 4 dans DL-PA.

Proposition 11 ([3], Proposition 1). Soit V, V ′ ∈
2ATM telles que V (α) = V ′(α) pour tout atome
α ∈ ATM (ϕ). Alors V |=DL-PA ϕ si et seulement si
V ′ |=DL-PA ϕ.

5.3 Borne supérieure

Nous transformons d’abord nos opérateurs épisté-
miques en programmes équivalents ; il suffira alors de
donner une borne supérieure pour le problème de vé-
rification de modèle pour les formules sans opérateurs
épistémiques. Nous établissons ensuite la complexité
en traduisant nos formules et programmes en formules
et programmes DL-PA. Ce faisant, nous prenons en
compte les contraintes d’introspection de DEL-PAO sur
les évaluations.

Tout d’abord, nous définissons les programmes :

πi,α = Si α? t (¬Si α?; (+α t −α))

πAgt,α = JS α? t (¬JS α?; (+α t −α))

Le premier programme vérifie si i voit α, et si ce n’est
pas le cas, fait varier la valeur de vérité de α ; le second
fait la même chose mais pour la visibilité conjointe.
Étant donné un ensemble d’atomes A = {α1, ..., αn},
on définit :

πi,A = πi,α1
; ...;πi,αn

πAgt,A = πAgt,α1
; ...;πAgt,αn

où nous supposons que les atomes sont ordonnés de
telle sorte que k ≤ l implique que length(αk) ≤
length(αl). De plus, nous supposons que le programme
correspond à skip si l’ensemble A est vide. Par
exemple,

πi,{Sj p,p} =
(
Si p? t (¬Si p?; (+p t −p))

)
;

(
Si Sj p? t (¬Si Sj p?; (+Sj p t −Sj p))

)
car length(p) ≤ length(Sj p).

Proposition 12. Soit ϕ une formule de DEL-PAO
sans opérateurs épistémiques. Alors les équivalences

Kiϕ↔ [πi,ATM (ϕ)]ϕ

CKϕ↔ [πAgt,ATM (ϕ)]ϕ

sont DEL-PAO-valides.

La proposition 12 peut être transformée en une pro-
cédure éliminant opérateurs épistémiques : il suffit
d’appliquer plusieurs fois les équivalences, à commen-
cer par les opérateurs les plus intérieurs.

Procedure 1. Tant qu’il y a un opérateur épistémique
dans ϕ :

1. s’il existe une sous-formule Kiϕ
′ telle que ϕ′ ne

contient pas les opérateurs épistémiques, rempla-
cer ϕ par [πi,ATM (ϕ)]ϕ

′ ;

2. s’il existe une sous-formule CKϕ′ telle que ϕ′ ne
contient pas les opérateurs épistémiques, rempla-
cer ϕ par [πAgt,ATM (ϕ)]ϕ

′.

Proposition 13. Pour chaque formule DEL-PAO ϕ, il
existe une formule DEL-PAO ϕ′ sans opérateurs épis-
témiques telle que ϕ ↔ ϕ′ est DEL-PAO-valide. La
longueur de ϕ′ est polynomiale dans length(ϕ).

Il suffit donc de considérer le problème de vérifica-
tion de modèle pour les formules sans opérateurs épis-
témiques. La prochaine étape est de traduire en temps
polynomial les formules et les programmes de DEL-
PAO en formules et programmes DL-PA. Nous allons
en même temps capter les contraintes d’introspection
par des affectations DL-PA.

Étant donné d’un atome α et un ensemble d’atomes
pertinents A ⊆ ATM , soit Eff +(α) ∩ A = {β1, ..., βn}
et Eff −(α) ∩ A = {β′1, ..., β′m}. On traduit les affecta-
tions de α comme suit :

tr(+α,A) = +β1; ...; +βn

tr(−α,A) =

{
fail si α est valide dans INTR

−β′1; ...;−β′m sinon

Encore une fois, nous supposons que les atomes sont
ordonnés de telle sorte que k ≤ l implique que
length(βk) ≤ length(βl) et que le programme devient
skip si l’ensemble {β1, ..., βn} est vide.

Nous étendons tr de façon homomorphique aux pro-
grammes et formules complexes, avec tr(α) = α et

tr([π]ϕ) = [tr(π,ATM (ϕ))]tr(ϕ).
On note que ATM (tr(π,A)) ⊆ A et ATM (tr(ϕ)) ⊆

ATM (ϕ).

Proposition 14. Soit ϕ une formule DEL-PAO sans
opérateurs épistémiques. Alors V |=DEL-PAO ϕ si et
seulement si V |=DL-PA tr(ϕ).



La grande finale résulte de propositions 10, 13 et
14 et de l’observation que la longueur de tr(ϕ) est
polynomiale dans length(ϕ).

Corollary 1. Dans DEL-PAO, les problèmes de sa-
tisfiabilité et de vérification de modèle sont PSpace-
complet.

6 Applications

Nous montrons maintenant comment exprimer les
annonces publiques et privées des atomes et des for-
mules épistémiques. Cela nous permet de formaliser le
problème de bavardage et des deux généraux.

6.1 Annonces publiques et privées

Public Announcement Logic PAL [15] est une logique
de la famille DEL étendant la logique épistémique stan-
dard avec un opérateur [ψ!], de sorte que [ψ!]ϕ signifie
“après que le fait réel ψ ait été annoncé publiquement,
ϕ est vrai”. Ses validités sont axiomatisées au moyen
des axiomes de réduction suivants :

[ψ!]p↔ ψ→p
[ψ!]¬ϕ↔ ψ→¬[ψ!]ϕ

[ψ!](ϕ ∧ ϕ′)↔ [ψ!]ϕ∧[ψ!]ϕ′

[ψ!]Kiϕ↔ ψ→Ki[ψ!]ϕ

Nous pouvons exprimer les annonces publiques de
littéraux dans DEL-PAO comme suit :

p! = p?; +JS p

¬p! = ¬p?; +JS p

ainsi que celle de la connaissance des atomes :

Kip! = Kip?; +JS p

Il peut être vérifié qu’avec ces définitions, tous les
axiomes de réduction de PAL sont valides dans notre
logique lorsque ψ est soit un littéral soit la connais-
sance d’un atome (voir la version longue).

Un supplément intéressant est le fait que nous pou-
vons également modéliser facilement les annonces pri-
vées du même type de formules. Avec j : ψ! signifiant
“ψ est annoncé en privé à l’agent j”, on a :

j : p! = p?; +Sj p

j : ¬p! = ¬p?; +Sj p

j : Kip! = Kip?; +Sj p; +Sj Si p

6.2 Le problème de bavardage

Six amis ont chacun un secret. Quand ils s’appellent
les uns des autres, ils échangent tous les secrets qu’ils
connaissent. Le problème est de trouver combien d’ap-
pels sont nécessaires pour diffuser tous les secrets

parmi tous les amis. Il a été prouvé [12] que le nombre
minimal d’appels est 8 ; par exemple, si nous écrivons
ij le fait que i appelle j (ou j appelle i), la séquence
suivante propage tous les secrets : 12, 34, 56, 13, 45, 16,
24, 35. Une étude détaillée de ce problème peut être
trouvée dans [18]. Le problème est également abordé
dans [19] avec une logique spécifique aux réseaux de
communication.

Nous modélisons ce problème avec des annonces pri-
vées. Avec Agt = {i : 1 ≤ i ≤ 6} et Prop = {si : i ∈
Agt} (si signifiant que i a le secret si), on définit le
programme Call ij , pour i, j ∈ Agt , par :

Call ij =

(Si s1?; j : s1! t ¬Si s1?); ...; (Si s6?; j : s6! t ¬Si s6?);

(Sj s1?; i : s1! t ¬Sj s1?); ...; (Sj s6?; i : s6! t ¬Sj s6?)

En exécutant notre programme, i raconte tout ce qu’il
sait à j, et inversement. Par conséquent, on a :

{α : α est valide dans INTR} ∪ Prop ∪ {Si si : i ∈ Agt} |=
[Call12; Call34; Call56; Call13;

Call45; Call16; Call24; Call35]
∧
i∈Agt

Ki

 ∧
j∈Agt

sj


Notre évaluation contient tous les secrets, et le fait

que chaque agent connâıt son secret. Elle est intros-
pective, puisque nous avons tous les atomes valides et
nous n’ajoutons pas d’autre atome de la forme JS α.

Intuitivement, chaque appel va ajouter la visibilité
de chaque atome connu par l’un des deux agents aux
deux ; une annonce de la forme j : si! est égale, dans
DEL-PAO, à si?; +Sj si, et puisque si est vrai dans
notre évaluation, cela va se réduire à +Sj si. En fin de
compte, Sj si sera mis à vrai seulement si Si si est vrai.
Donc Call12 est réduit à +S2 s1; +S1 s2, et après son
exécution, S1 s1, S2 s2, S1 s2 et S2 s1 sont tous vrais,
et donc K1(s1 ∧ s2) ∧K2(s1 ∧ s2) est également vrai,
ce qui est le résultat attendu. En continuant ainsi, et
puisque cette séquence d’appels conduit à une solution
dans le problème initial, la formule sera vraie à la fin
du programme.

6.3 Le problème des deux généraux

Nous avons vu que dans le problème de bavardage,
chaque ami finira par connâıtre chaque secret. Cela ne
signifie pas toutefois qu’il y a connaissance commune
de tous les secrets. La difficulté d’obtenir la connais-
sance commune par communication asynchrone non
fiable est mis en évidence par le ‘problème des deux
généraux’ [1] [7]. Sa généralisation est le célèbre pro-
blème de généraux byzantins [13].

En bref, deux généraux ont besoin de coordonner
une attaque ; ils ne peuvent gagner que s’ils attaquent
en même temps. Pour communiquer, ils doivent en-



voyer un messager qui peut être capturé. Ils doivent
décider du moment de l’attaque, se mettre d’accord sur
ce moment, et chaque général doit savoir que l’autre
est d’accord. Pour ce faire, un général envoie un mes-
sage avec l’heure de l’attaque, mais comme il ne peut
pas être sûr que le message ait été reçu, l’autre géné-
ral doit envoyer un accusé de réception. Bien sûr, tout
comme le message d’origine, l’accusé de réception peut
être perdu, le premier général doit donc envoyer un
accusé de réception, et ainsi de suite. Pour être par-
faitement coordonnés, à savoir, pour garantir qu’il y a
connaissance commune de l’heure de l’attaque, les gé-
néraux doivent envoyer un nombre infini de messages.

Formellement, avec Agt = {1, 2} et Prop = {ta},
nous définissons l’atome αn par :

— αn = S1 S2 S1 ...S2 ta︸ ︷︷ ︸
n alternations

si n est pair ;

— αn = S2 S1 S2 ...S2 ta︸ ︷︷ ︸
n alternations

si n est impair.

Ensuite, nous définissons le programme
πn = +ta; +S1 ta; +S2 ta; +α2; +α3; ...; +αn,

qui formalise le fait que le moment de l’attaque a été
défini, que chaque agent le sait, que 1 sait que 2 le sait,
et ainsi de suite jusqu’à n.

L’illustration du problème de deux généraux est
alors le suivant. Pour chaque n > 0,

{α : α est valide dans INTR} |= [πn]¬CK ta.
Intuitivement, pour avoir V |= CK ta, il faut avoir

ta ∈ V et JS ta ∈ V . Comme aucun d’entre eux est
présent dans notre évaluation, les deux devraient être
ajoutés par le programme πn. En outre, et parce que
JS ta est une conséquence introspective de lui-même
seulement, il devrait être ajouté explicitement par πn.
Cependant, alors que πn ajoute ta quelle que soit la va-
leur de n>0, l’atome JS ta n’est jamais ajouté. Ainsi,
CK ta n’est jamais vrai quel que soit n > 0.

7 Travaux connexes

Ce travail est lié à plusieurs autres logiques dévelop-
pées au cours des dernières années. La logique Episte-
mic Coalition Logic of Propositional Control with Par-
tial Observability ECL-PC(PO) [17] utilise le langage de
la logique épistémique standard ; mais les formules sont
interprétées sur des évaluations. La principale diffé-
rence avec DEL-PAO est que la visibilité est représentée
par un ensemble d’atomes pour chaque agent, conte-
nant les variables dont l’agent peut percevoir la valeur.
Par conséquent, ils n’est pas possible d’exprimer des
perceptions d’ordre supérieur telles que “l’agent i voit
si l’agent j perçoit p”. Au lieu de cela, et comme cela
a déjà été mentionné, la perception de chaque agent
devient connaissance commune parmi tous les agents.
Par conséquent, nous conjecturons que ECL-PC(PO)

peut être encodé dans DEL-PAO.

Une autre logique proche de la nôtre est la Logic of
Revelation and Concealment LRC [16]. Cette logique
permet d’exprimer, par des programmes, qu’une va-
riable est révélée ou cachée à un agent. Sémantique-
ment, les formules sont interprétées dans des modèles
pointés avec un ensemble de visibilité pour chaque
agent. Révéler une variable à un agent l’ajoute à son
ensemble, alors que la lui cacher la supprime de son
ensemble. Cependant, comme dans [17], les ensembles
de visibilité sont connaissance commune parmi tous les
agents.

Nous pouvons également citer la logique ‘knowing
whether’ [5] qui ajoute un opérateur signifiant “i sait
si ϕ” au langage de la logique épistémique standard,
interprété comme “ϕ a la même valeur dans tous les
mondes indistinguables pour i”. Cela peut être com-
paré à nos atomes de visibilité Si qui expriment la
même idée sur les atomes.

8 Conclusion

Nous avons introduit une logique épistémique dy-
namique avec affectations et observations DEL-PAO
qui permet d’exprimer des observations d’ordre supé-
rieur et conjointes ainsi que leurs mises à jour. Elle
évite l’hypothèse forte des autres logiques épistémiques
basées sur les observations, où qui voit quoi qui est
connaissance commune. On remarque que l’ajout de
l’ordre supérieur des observations et en particulier des
observations communes se fait sans coût supplémen-
taire : la satisfiabilité et la vérification de modèle res-
tent PSpace-complet. Cela contraste avec les logiques
standards de connaissance commune où la satisfiabilité
est ExpTime-difficile [8].

Une extension simple de notre logique serait de gé-
néraliser l’opérateur de connaissance commune CK
à des sous-ensembles de Agt . Il faudrait ajouter des
atomes de visibilité JSJα, un par groupe d’agents J .
Une autre généralisation intéressante serait de consi-
dérer la croyance à la place de la connaissance. Un
moyen d’y parvenir pourrait être de remplacer Si par
deux opérateurs Oi et Ci, signifiant respectivement
que i a une opinion sur quelque chose et que l’opi-
nion de i est correcte sur quelque chose. Cela nécessite-
rait d’autres contraintes sur les évaluations qui doivent
correspondre aux propriétés de la croyance. D’autres
extensions possibles concernent la partie dynamique :
comme [10], on peut ajouter des atomes représentant le
contrôle de i sur une variable propositionnelle p, dans
le sens où i peut changer la valeur de vérité de p à vo-
lonté. On peut alors associer à chaque affectation un
auteur, qui est l’agent exécutant l’affectation. Comme
montré dans [10], cela permet d’intégrer la Coalition



Logic of Propositional Control [17]. Il reste à savoir
comment ceci se combine avec les observations d’ordre
supérieur.
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Proofs

1 Semantics

1.1 Proposition 1

Proposition 1. A valuation V ⊆ ATM is introspec-
tive if and only if, for every α ∈ ATM and i ∈ Agt :

σ Si Si α ∈ V pour every σ ∈ OBS∗ (1)

σ JS α ∈ V pour every σ ∈ OBS+ (2)

if α ∈ V and α; β then β ∈ V (3)

Démonstration. First, we prove that constraints of De-
finition 1 implies these validities.

Suppose V is introspective.
We begin with the third validity. The interesting

case is when α = JS α′. Suppose JS α′ ∈ V . By
constraint (C5), we know that JS Si1 α

′ ∈ V , and also
that JS Si2 Si1 α

′ ∈ V for any i1 and i2, and so on.
By repeating the application of (C5), we can generate
any JS Sin ...Si1 α

′ and then, by (C4), we can obtain
Si Sin ...Si1 α

′ for any agents i1, ...in and i. Moreover,
we have JS JS α′ ∈ V by (C2), and in the same way, we
can generate Si Sin ...Si1 JS α′ for any agents i1, ...in
and i. By choosing α′ appropriately, we can therefore
obtain any sequence containing any Si and JS , that
is, all σ α′ for any σ ∈ OBS+.

Using the same technique, we obtain σ Si Si α and
σ JS α, the first with (C1) (for σ empty) and (C3), and
the second with (C2).

The other way round, constraints (C1), (C2) and
(C3) are respectively instances of (1), (2) and (1) ; and
constraints (C4) and (C5) are both guaranteed by (3).

1.2 Proposition 2

Proposition 2. The relation ∼Agt and every relation
∼i are equivalence relations on INTR.

1.2.1 Relation ∼i

Démonstration. We prove reflexivity, symmetry and
transitivity of the relation ∼i.

Reflexivity is guaranteed by the definition of ∼i :
for any α such that Si α ∈ V , the value stays the same
when staying in the same valuation.

To prove symmetry, suppose V ∼i V ′. As V satis-
fies (C1), Si Si α ∈ V for every α ∈ ATM , and thus
V (Si α) = V ′(Si α). Therefore, for every α such that
Si α ∈ V , V (α) = V ′(α) and Si α ∈ V ′, and for every
α such that Si α /∈ V , Si α /∈ V ′. Therefore V ′ ∼i V .

For transitivity, suppose V ∼i V ′ and V ′ ∼i V ′′.
As observed above, we have V (Si α) = V ′(Si α), and

V ′(Si α) = V ′′(Si α), thus V (Si α) = V ′′(Si α) for
every α ∈ ATM . Moreover, for every α such that
Si α ∈ V , V (α) = V ′(α) and Si α ∈ V ′, and thus
V ′(α) = V ′′(α), so V (α) = V ′′(α). Therefore V ∼i
V ′.

1.2.2 Relation ∼Agt

Démonstration. Identical to the previous proof but
with ∼Agt , JS α and constraint JS JS α instead of ∼i,
Si α and constraint Si Si α.

1.3 Lemma 1

Lemma 1. Let V ∈ INTR, V ∼i V1 and V ∼Agt V2.
Then V1 ∈ INTR and V2 ∈ INTR.

1.3.1 Relation ∼j

Démonstration. Suppose V ∼j V1 and V ∈ INTR.
We prove that V1 satisfies the constraints (C1)-(C5)
of Definition 1 thanks to validities of Proposition 1.

Consider an arbitrary agent i.
For (C1), we have Sj Si Si α ∈ V and Si Si α ∈ V

due to validity (1). So Si Si α ∈ V1.
For (C2), we have Sj JS JS α ∈ V and JS JS α ∈ V

due to validity (2). So JS JS α ∈ V1.
For (C3), we have Sj JS Si Si α ∈ V and JS Si Si α ∈

V due to validity (1). So JS Si Si α ∈ V1.
For (C4), suppose JS α ∈ V1. Since Sj JS α ∈ V

(due to (2)), we must have JS α ∈ V (because V ∼j
V1). Thus Sj Si α ∈ V and Si α ∈ V (validity (3)). So
Si α ∈ V1.

For (C5), suppose JS α ∈ V1. Since Sj JS α ∈ V
(due to (2)), we must have JS α ∈ V (because V ∼j
V1). Thus JS Si α ∈ V (by (3)), and Sj JS Si α ∈ V
(by (2)). So JS Si α ∈ V1.

Therefore V1 ∈ INTR.

1.3.2 Relation ∼Agt

Démonstration. Suppose V ∼Agt V2. We prove that
V2 satisfies the constraints (C1)-(C5) of Definition 1
thanks to validities of Proposition 1.

Consider an arbitrary agent i.
For (C1), we have JS Si Si α ∈ V and Si Si α ∈ V

due to validity (1). So Si Si α ∈ V2.
For (C2), we have JS JS JS α ∈ V and JS JS α ∈ V

due to validity (2). So JS JS α ∈ V2.
For (C3), we have JS JS Si Si α ∈ V and

JS Si Si α ∈ V due to validity (1). So JS Si Si α ∈ V2.
For (C4), suppose JS α ∈ V2. Since JS JS α ∈ V

(due to (2)), we must have JS α ∈ V (because V ∼Agt

V2). Thus JS Si α ∈ V and Si α ∈ V (validity (3)). So
Si α ∈ V2.



For (C5), suppose JS α ∈ V2. Since JS JS α ∈ V
(due to (2)), we must have JS α ∈ V (because V ∼Agt

V2). Thus JS Si α ∈ V (by (3)), and JS JS Si α ∈ V
(by (2)). So JS Si α ∈ V2.

Therefore V2 ∈ INTR.

1.4 Lemma 2

Lemma 2. If V ∈ INTR and V RπV
′ then V ′ ∈

INTR.

Démonstration. Suppose π is of the form +α.
— If α is of the form JS α′, then every atom β
such that α ; β is added to V to obtain V ′.
Thus validities (1) and (2) hold since we did not
subtract anything from V , and (3) holds because
it was already satisfied in V and every conse-
quence of α was added to V ′.

— If α is not of the form JS α′, then V ′ is simply
equal to V ∪{α}. Thus validities (1) and (2) are
true because corresponding atoms were already
present in V , and (3) holds because it was al-
ready satisfied in V and an atom without any
consequences but itself was added.

Suppose π is of the form −α.
— If α is valid in INTR then there does not exist
any valuation V ′ such that V R−αV

′.
— If α is not valid in INTR, then all atoms ha-
ving α as a consequence are removed, that is, any
JS α′ such that α = σ α′ and σ ∈ OBS+, does
not belong to V ′. Thus, validities (1) and (2) are
true in V ′ since atoms of these forms were not
removed, and (3) is also true in V ′ because every
JS α′ that could imply σ α′ was removed.

When π is of the form π1;π2 or π1 t π2, as by in-
duction hypothesis Rπ1

and Rπ2
only relate valuations

from INTR, their composition and union will only re-
late valuations from INTR. Finally, tests relate the
current valuation to itself and thus stay in INTR.

Therefore V ′ ∈ INTR.

1.5 Proposition 3

Proposition 3. For every V ∈ INTR, i ∈ Agt and π,
V is only related to valuations in INTR by ∼i, ∼Agt

and Rπ.

Démonstration. Direct consequence of lemmas 1 and
2.

1.6 Proposition 4

Proposition 4. Let ϕ be without epistemic operators.
Let V, V ′ ∈ 2ATM such that V (α) = V ′(α) for every
atom α ∈ ATM (ϕ). Then V |= ϕ if and only if V ′ |=
ϕ.

Démonstration. We prove by mutual induction on for-
mulas and programs that for any formula ϕ and pro-
gram π :

— if V (α) = V ′(α) for every α ∈ ATM (ϕ) then
V |= ϕ if and only if V ′ |= ϕ, and

— if V (α) = V ′(α) for every α ∈ ATM (π) ∪ A
for every A ∈ 2ATM , then for all U ∈ 2ATM

such that V RπU , there exists U ′ ∈ 2ATM such
that V ′RπU

′ and U(α) = U ′(α) for every α ∈
ATM (π) ∪A.

1.6.1 Hypothesis for formulas

Démonstration. The base case is obvious : suppose
ϕ = α. Then V (α) = V ′(α) means V |= α if and
only if V ′ |= α.

First, suppose ϕ = ¬ϕ′ and V (α) = V ′(α) for every
α ∈ ATM (¬ϕ′) = ATM (ϕ′). Our induction hypothe-
sis implies V |= ϕ′ if and only if V ′ |= ϕ′, thus V 6|= ϕ′

if and only if V ′ 6|= ϕ′, which is equivalent to V |= ¬ϕ′
if and only if V ′ |= ¬ϕ′.

Now suppose ϕ = ϕ1 ∧ ϕ2 and V (α) = V ′(α) for
every α ∈ ATM (ϕ1 ∧ ϕ2) = ATM (ϕ1) ∪ ATM (ϕ2).
Our induction hypothesis implies both V |= ϕ1 if and
only if V ′ |= ϕ1 and V |= ϕ2 if and only if V ′ |= ϕ2.
Therefore V |= ϕ1 and V |= ϕ2 if and only if V ′ |= ϕ1

and V ′ |= ϕ2, which is equivalent to V |= ϕ1 ∧ ϕ2 if
and only if V ′ |= ϕ1 ∧ ϕ2.

Finally, suppose ϕ = [π]ϕ′.
Suppose V 6|= [π]ϕ′ and V ′ |= [π]ϕ′.
The first is equivalent to : there exists a valuation

U ∈ 2ATM such that V RπU and U 6|= ϕ′. Our induc-
tion hypothesis for programs implies that there exists
U ′ ∈ 2ATM such that V ′RπU

′ and U(α) = U ′(α)
for every α ∈ ATM (π) ∪ A, for every A ∈ 2ATM ,
and in particular, for every α ∈ ATM (ϕ′) ∪ ATM (π).
Then, our induction hypothesis on formulas implies
that U |= ϕ′ if and only if U ′ |= ϕ′.

Since we know that U 6|= ϕ′, we have : there exists a
valuation U ′ ∈ 2ATM such that V ′RπU

′ and U ′ 6|= ϕ′.
This is equivalent to V ′ 6|= [π]ϕ′, which gives a contra-
diction with our hypothesis. Therefore V |= [π]ϕ′ if
and only if V ′ |= [π]ϕ′.

1.6.2 Hypothesis for programs

Démonstration. First, take π = +α with V (α′) =
V ′(α′) for every α′ ∈ ATM (+α) ∪ A = {α} ∪ A, for
every A ∈ 2ATM . Thus U = V ∪ Eff +(α).

Let us take U ′ = V ′ ∪ Eff +(α). Then we have
V ′R+αU

′ (by definition of U ′) and U(α′) = U ′(α′)



for every α′ ∈ {α} ∪ A = ATM (+α) ∪ A for every
A ∈ 2ATM since V (α′) = V ′(α′) for every α′ ∈ {α}∪A.

Now suppose π = −α with V (α′) = V ′(α′) for every
α′ ∈ ATM (−α) ∪A = {α} ∪A, for every A ∈ 2ATM .

If α is valid in INTR, then V is not related to any
valuation and the hypothesis is satisfied.

If α is not valid, then the proof is analogous to the
previous one : we have U = V \ Eff −(α). Let us take
U ′ = V ′ \ Eff −(α). Then V ′R−αU

′ (by definition of
U ′) and U(α′) = U ′(α′) for every α′ ∈ {α} ∪ A =
ATM (−α) ∪ A for every A ∈ 2ATM since V (α′) =
V ′(α′) for every α′ ∈ {α} ∪A.

Suppose π = π1;π2 with V (α) = V ′(α) for every
α ∈ ATM (π1;π2) ∪ A = ATM (π1) ∪ ATM (π2) ∪ A,
for every A ∈ 2ATM . V Rπ1;π2

U is equivalent to : there
exists a valuation V1 ∈ 2ATM such that V Rπ1

V1 and
V1Rπ2U .

Since V (α) = V ′(α) for every α ∈ ATM (π1)∪A and
V Rπ1V1, then by induction hypothesis, there exists a
valuation V ′1 ∈ 2ATM such that V ′Rπ1V

′
1 and V1(α) =

V ′1(α) for every α ∈ ATM (π1)∪A, for everyA ∈ 2ATM .
Thus, this property holds for every α ∈ ATM (π1) ∪
ATM (π2)∪A and therefore for every α ∈ ATM (π2)∪
A.

Since V1Rπ2
U , there exists U ′ ∈ 2ATM such that

V ′1Rπ2U
′ and U(α) = U ′(α) for every α ∈ ATM (π2)∪

A, for every A ∈ 2ATM , that is for every α ∈
ATM (π1) ∪ ATM (π2) ∪ A = ATM (π1;π2) ∪ A. The-
refore, V ′Rπ1;π2

U ′ and U(α) = U ′(α) for every α ∈
ATM (π1;π2) ∪A.

Suppose π = π1 t π2 with V (α) = V ′(α) for every
α ∈ ATM (π1tπ2)∪A = ATM (π1)∪ATM (π2)∪A, for
every A ∈ 2ATM . V Rπ1tπ2

U is equivalent to V Rπ1
U

or V Rπ2U .

Since V (α) = V ′(α) for every α ∈ ATM (π1)∪A and
V Rπ1U , then by induction hypothesis, there exists a
valuation U ′ ∈ 2ATM such that V ′Rπ1U

′ and U(α) =
U ′(α) for every α ∈ ATM (π1)∪A, for every A ∈ 2ATM ,
and thus, for every α ∈ ATM (π1) ∪ATM (π2) ∪A.

On the other hand, since V (α) = V ′(α) for every
α ∈ ATM (π2) ∪ A and V Rπ2

U , then by induction
hypothesis, there exists a valuation U ′ ∈ 2ATM such
that V ′Rπ2U

′ and U(α) = U ′(α) for every α ∈
ATM (π2)∪A, for every A ∈ 2ATM , and thus, for every
α ∈ ATM (π1)ATM (π2) ∪A.

Thus, we have that there exists a valuation U ′ ∈
2ATM such that V ′Rπ1

U ′ or V ′Rπ2
U ′ and U(α) =

U ′(α) for every α ∈ ATM (π1) ∪ ATM (π2) ∪ A =
ATM (π1 t π2) ∪ A, and therefore, V ′Rπ1tπ2

U ′ and
U(α) = U ′(α) for every α ∈ ATM (π1 t π2) ∪A.

Finally, suppose π = ϕ? with V (α) = V ′(α) for
every α ∈ ATM (ϕ?) ∪ A = ATM (ϕ) ∪ A, for every
A ∈ 2ATM . First, suppose V 6|= ϕ, then V is not related
to any valuation and the hypothesis is satisfied. If V |=
ϕ, then V Rϕ?U is equivalent to V = U . By induction
hypothesis on formulas, we know that since V |= ϕ and
V (α) = V ′(α) for every α ∈ ATM (ϕ), then V ′ |= ϕ′.

Let us take U ′ = V ′, then V ′Rϕ?U
′ and U(α) =

U ′(α) for every α ∈ ATM (ϕ) ∪ A = ATM (ϕ?) ∪ A
(because V = U).

2 Axiomatization

2.1 Proposition 5

Proposition 5. The following formulas are DEL-
PAO-valid, where α is atomic and A+ and A− are sets
of atoms such that A+ ∩A− = ∅ :

Kiα↔ Si α ∧ α (RedK,α)

CKα↔ JS α ∧ α (RedCK ,α)

Ki¬α↔ Si α ∧ ¬α (RedK,¬)

CK¬α↔ JS α ∧ ¬α (RedCK ,¬)

Ki(ϕ ∧ ϕ′)↔ Kiϕ ∧Kiϕ
′ (RedK,∧)

CK (ϕ ∧ ϕ′)↔ CKϕ ∧ CKϕ′ (RedCK ,∧)

Ki

(∨
α∈A+

α ∨
∨
α∈A−
¬α

)
↔

(∨
α∈A+

Kiα

)
∨

( ∨
α∈A−

Ki¬α

)
(RedK,∨)

CK

(∨
α∈A+

α ∨
∨
α∈A−
¬α

)
↔

(∨
α∈A+

CKα

)
∨

(∨
α∈A−

CK¬α

)
(RedCK ,∨)

Démonstration. We prove every equivalence.
RedK,α : If V |= Si α ∧ α, that is, Si α ∈ V and

V |= α, then V ′ |= α for every valuation V ∼i V ′, by
the definition of ∼i, which is equivalent to V |= Kiα.

The other way around, suppose V ′ |= α for every
valuation V ∼i V ′ and V 6|= Si α ∧ α (thus, either
V 6|= Si α or V 6|= α).

— Suppose Si α /∈ V , then there exists a valua-
tion V ′ related to V such that V ′ 6|= α (contra-
diction).

— Now suppose α /∈ V and Si α ∈ V , then for
every valuation V ′ related to V , V ′ 6|= α (contra-
diction).

(RedCK ,α) : Identical to the previous proof but with
JS α, CK and ∼Agt instead of Si α, Ki and ∼i.

(RedK,¬) : Analogous to the proof of RedK,α but
with the opposite value of α.

(RedCK ,¬) : Identical to the previous proof but with
JS α, CK and ∼Agt instead of Si α, Ki and ∼i.



(RedK,∧) : The proof is standard.

(RedCK ,∧) : Identical to the previous proof but with
CK and ∼Agt instead of Ki and ∼i.

(RedK,∨) : The ‘←’ direction is obvious : it is already
valid in the basic modal logic K. For the ‘→’ direction,
take an arbitrary valuation V ∈ INTR and suppose

V |= Ki

( ∨
α∈A+

α ∨
∨

α∈A−
¬α

)
and

V |=
∧

α∈A+

K̂i¬α ∧
∧

α∈A−
K̂iα.

Let us define the four following sets of atoms :

A+
S = {α : α ∈ A+ and Si α ∈ V }

A+
¬S = {α : α ∈ A+ and Si α /∈ V }
A−S = {α : α ∈ A− and Si α ∈ V }
A−¬S = {α : α ∈ A− and Si α /∈ V }

These sets are mutually disjoint because A+ and A−

are. Then we can reformulate our second hypothesis
by splitting each conjunction into two parts :
V |=

∧
α∈A+

S

K̂i¬α ∧
∧

α∈A−S

K̂iα ∧
∧

α∈A+
¬S

K̂i¬α ∧
∧

α∈A−¬S

K̂iα.

For every α ∈ A+
S ∪ A

−
S , Si α ∈ V and therefore,

since V |= K̂i¬α and V |= K̂iα, we have for every V ′

related to V : V ′ |= ¬α for all α ∈ A+
S ; and V ′ |= α

for all α ∈ A−S . In words, the values of atoms from
A+
S ∪A

−
S are identical in every valuation related to V .

Since Si α /∈ V for every α ∈ A+
¬S ∪ A

−
¬S , all these

α can vary : the current valuation is related to other
valuations where they are true or false. In particular,
there exists a valuation V ′′ such that V ′′ = (V \A+

¬S)∪
A−¬S and V ∼i V ′′. Therefore V ′′ |= ¬α for every α ∈
A+ = A+

S ∪ A
+
¬S , and V ′′ |= α for every α ∈ A− =

A−S ∪A
−
¬S which contradicts our first hypothesis.

(RedCK ,∨) : Identical to the previous proof but with
CK and ∼Agt instead of Ki and ∼i.

2.2 Proposition 6

Proposition 6. The following formulas are DEL-
PAO-valid.

[π;π′]ϕ↔ [π][π′]ϕ (Red ;)

[π t π′]ϕ↔ [π]ϕ ∧ [π′]ϕ (Redt)

[ϕ?]ϕ′ ↔ ϕ→ ϕ′ (Red?)

[+α]¬ϕ↔ ¬[+α]ϕ (Red+α,¬)

[−α]¬ϕ↔

{
> if α is valid in INTR

¬[−α]ϕ otherwise (Red−α,¬)

[+α](ϕ ∧ ϕ′)↔ [+α]ϕ ∧ [+α]ϕ′ (Red+α,∧)

[−α](ϕ ∧ ϕ′)↔ [−α]ϕ ∧ [−α]ϕ′ (Red−α,∧)

[+α]β ↔

{
> if α; β

β otherwise
(Red+α)

[−α]β ↔


> if α is valid in INTR

⊥ if α is not valid in INTR

and β ; α

β otherwise (Red−α)

Démonstration. We prove equivalences which are spe-
cific to DEL-PAO.

(Red ;) : PDL validity.
(Redt) : PDL validity.
(Red?) : PDL validity.

(Red+α,¬) : This equivalence is valid because R+α

is a function : it relates every valuation to exactly one
valuation. Indeed, V |= [+α]¬ϕ is equivalent to V ∪
Eff +(α) |= ¬ϕ, that is, V ∪ Eff +(α) 6|= ϕ which is
equivalent to V |= ¬[+α]ϕ.

(Red−α,¬) : Unlike +α, the program −α brings
about two cases : if α is valid, then no valuation
is related to V and the formula is equivalent to >.
Otherwise, as for +α, V |= [−α]¬ϕ is equivalent to
V \ Eff −(α) |= ¬ϕ, that is, V \ Eff −(α) 6|= ϕ which is
equivalent to V |= ¬[−α]ϕ.

(Red+α,∧) : PDL validity.
(Red−α,∧) : PDL validity.

(Red+α) : Suppose V |= [+α]β, which is equivalent
to V ∪ Eff +(α) |= β. If α ; β, which means by defi-
nition that β ∈ Eff +(α), then the formula is satisfied
because β was already in V or added. Otherwise, since
β was not added to V , then it is satisfied in V ∪Eff +(α)
if and only if it was satisfied in V , so the formula is
equivalent to β.

(Red−α) : Suppose V |= [−α]β. If α is valid in
INTR, then there is no valuation related to V , which
means that every related valuation satisfies β, so
the formula is satisfied. Now suppose β is not va-
lid in INTR, thus our hypothesis is equivalent to
V \Eff −(α) |= β. As for the previous validity, if β ; α,
which means by definition that β ∈ Eff −(α), then the
formula cannot be satisfied because β was already not
in V or removed. Otherwise, since β was not removed
from V , then it is satisfied in V ∪Eff +(α) if and only
if it was satisfied in V , so the formula is equivalent to
β.

2.3 Theorem 1

Theorem 1. For every ϕ there exists a formula wi-
thout modal operators ϕ′ such that ϕ ↔ ϕ′ is valid in
INTR.



Démonstration. While there is a modal operator in ϕ,
take the innermost one (Kiϕ

′, CKϕ′ or [π]ϕ′ such that
ϕ′ does not contain modal operators) :

— in the case of Kiϕ
′, put ϕ′ in conjunctive nor-

mal form and eliminate the epistemic operator
by applying equivalences (RedK,∧), (RedK,∨),
(RedK,α) and (RedK,¬) of Proposition 5 ;

— in the case of CKϕ′, put ϕ′ in conjunctive nor-
mal form and eliminate the epistemic operator
by applying equivalences (RedCK ,∧), (RedCK ,∨),
(RedCK ,α) and (RedCK ,¬) of Proposition 5 ;

— in the case of [π]ϕ′, eliminate the dynamic ope-
rator by applying equivalences of Proposition 6.

So by iterating elimination of innermost modal ope-
rators we obtain a formula without modal opera-
tors.

2.4 Proposition 7

Proposition 7. The following formulas are DEL-
PAO-valid, for every i ∈ Agt and α ∈ ATM :

Si Si α (VisC1)

JS JS α (VisC2)

JS Si Si α (VisC3)

JS α→ Si α (VisC4)

JS α→ JS Si α (VisC5)

Démonstration. These five formulas are the syntacti-
cal counterparts of the five constraints (C1)-(C5) of
Definition 1.

2.5 Proposition 8

Proposition 8. For ϕ without modal operators, ϕ is
valid in INTR if and only if Tvis |=CPL ϕ, where |=CPL

is logical consequence in classical propositional logic.

Démonstration. The theory Tvis corresponds exactly
to the constraints defining the set of introspective va-
luations INTR.

2.6 Proposition 9

Proposition 9. For formulas ϕ without modal opera-
tors, `DEL-PAO ϕ if and only if Tvis `CPL ϕ.

Démonstration. For the left-to-right direction, first, if
ϕ is DEL-PAO-provable then ϕ is DEL-PAO-valid, since
our axioms are sound and rules of inference preserve
validity.

Moreover, if ϕ is DEL-PAO-valid then ϕ is CPL-valid
in the Tvis models. This is trivial because the models
are isomorphic. (It is actually an equivalence.)

Then, if ϕ is CPL-valid in the Tvis models then ϕ is
derivable from Tvis in CPL, by completeness of classi-
cal propositional logic. (It is again actually an equiva-
lence.)

Thus, if ϕ is DEL-PAO-provable then ϕ is derivable
from Tvis in CPL.

For the right-to-left direction, if ϕ is derivable from
Tvis in CPL then ϕ is DEL-PAO-provable is obviously
true because the axiomatics of DEL-PAO contains the
elements of Tvis as schemas.

2.7 Theorem 2

Theorem 2. The axiomatization of DEL-PAO is
sound and complete.

Démonstration. Let ϕ be a DEL-PAO formula. Let ϕ′

be its reduction to a boolean formula.
To prove soundness, suppose ϕ is a theorem of DEL-

PAO. By the Reduction Theorem 1, ϕ′ is a theorem of
DEL-PAO, too. By Proposition 9 we have Tvis `CPL ϕ′.
Then Tvis |=CPL ϕ

′ by soundness of classical propositio-
nal logic. Hence ϕ′ is valid in INTR by Proposition 8.
Finally, ϕ is valid in INTR because all the equivalences
used in the Reduction Theorem 1 are valid in INTR.

The completeness proof follows the lines of the
soundness proof in reverse order, resorting to comple-
teness of classical logic instead of soundness.

3 Complexity

3.1 Theorem 3

Theorem 3. The DEL-PAO satisfiability and DEL-
PAO model checking problems are both Pspace-
complete.

Démonstration. Proven by the following results.

3.2 Proposition 10

Proposition 10. Let ϕ be a DEL-PAO formula
without epistemic operators such that ATM (ϕ) =
{α1, . . . , αn}. Then ϕ is satisfiable in INTR if and only
if the formula

〈(+α1 t −α1); . . . ; (+αn t −αn)〉ϕ
is valid in INTR.

Démonstration. Suppose there exists a valuation V ∈
INTR such that V |= ϕ. We take an arbitrary valua-
tion U and we construct the valuation V ′ = (U ∪ {α :
α ∈ ATM (ϕ) and α ∈ V }) \ {α : α ∈ ATM (ϕ) and
α /∈ V }. By construction, we have :

— UR(+α1t−α1);...;(+αnt−αn)V
′ and

— V (α) = V ′(α) for every α ∈ ATM (ϕ).



The second item is equivalent, by Proposition 4, to
V |= ϕ if and only if V ′ |= ϕ, thus V ′ |= ϕ. The-
refore, for every valuation U ∈ INTR, there exists
a valuation V ′ such that UR(+α1t−α1);...;(+αnt−αn)V

′

and V ′ |= ϕ, which is the truth condition of U |=
〈(+α1 t −α1); . . . ; (+αn t −αn)〉ϕ.

3.3 Lower bound

Proposition. Let ϕ be a quantified Boolean formula
built over the set of propositional variables Prop. We
have :

V |=QBF ϕ⇐⇒ V |=DEL-PAO trπ(ϕ)

with trπ(p) = p and trπ(∀p.ϕ) = [+pt−p]trπ(ϕ) ; the
Boolean connectives are translated homomorphically.

Démonstration. The case of propositional variables
and boolean operators is obvious since they are trans-
lated homomorphically.
V |=QBF ∀p.ϕ is verified if and only if ϕ is true when

p is replaced by > and when p is replaced by ⊥, which
means : V |=QBF ∀p.ϕ if and only if

V ∪ {p} |=QBF ϕ and V \ {p} |=QBF ϕ.
By induction hypothesis, this is equivalent to :
V ∪ {p} |=DEL-PAO trπ(ϕ) and V \ {p} |=DEL-PAO trπ(ϕ),
which means :

V |=DEL-PAO [+p]trπ(ϕ) ∧ [−p]trπ(ϕ),
that is :

V |=DEL-PAO [+p t −p]trπ(ϕ).

This proves that the fragment without epistemic
operators has a PSpace-hard satisfiability problem.

We know prove the same for the fragment without
dynamic operators.

Proposition. Let ϕ be a quantified Boolean formula
built over the set of propositional variables Prop. Let
the set of agents be defined as Agt = {ip : p ∈ Prop}.
With Diff = {Sip p′ : p, p′ ∈ Prop, p 6= p′} a set of
atoms and V ⊆ Prop a valuation :

V |=QBF ϕ⇐⇒ V ′ |=DEL-PAO trK(ϕ)

where V ′ = V ∪ {α : α is valid in INTR} ∪ Diff ,
and for all p ∈ Prop, trK(p) = p and trK(∀p.ϕ) =
Kip trK(ϕ) ; the Boolean connectives are translated ho-
momorphically.

Démonstration. The case of propositional variables
and boolean operators is obvious since they are trans-
lated homomorphically.

Now suppose V |= ϕ ⇐⇒ V ′ |= trK(ϕ) where ϕ
does not contain any quantifier. We can remark that
V ′ ∈ INTR, since it contains all valid atoms and no
JS α (thus no consequence is needed). We prove that

V |= ∀p.ϕ, with p ∈ Prop an arbitrary propositional
variable, if and only if V ′ |= Kip trK(ϕ).

We saw in the previous proof that the left part, V |=
∀p.ϕ, is true if and only if V ∪{p} |= ϕ and V \{p} |= ϕ.

The right part, Kip trK(ϕ), is equivalent to : for all
V ′ such that V ∼ip V ′, V ′ |= trK(ϕ). However, since
we have V ′ 6|= Sip p (because V ⊆ Prop and Sip p was
not added between V and V ′) and, for each p′ 6= p,
V ′ |= Sip p

′, we know that each p′ 6= p must have the
same value in V and in any V ′ such that V ∼ip V ′,
and that p can have any value. Thus, this is equivalent
to V ∪{p} |= trK(ϕ) and V \{p} |= trK(ϕ). Therefore
V |= ∀p.ϕ⇐⇒ V ′ |= Kip trK(ϕ).

3.4 Proposition 11

Proposition 11 ([3], Proposition 1). Let V, V ′ ∈
2ATM such that V (α) = V ′(α) for every atom α ∈
ATM (ϕ). Then V |=DL-PA ϕ if and only if V ′ |=DL-PA

ϕ.

Démonstration. From DL-PA.

3.5 Proposition 12

Lemma 3. V Rπi,A
V ′ if and only if V (α) = V ′(α) for

every α ∈ ATM such that α /∈ A or Si α ∈ V .

Démonstration. By definition, the program πi,A only
considers atoms α from A and changes the ones such
that ¬Si α? succeeds, that is, atoms contained in A
and for which Si α is false. Other atoms remain the
same.

Proposition 12. Let ϕ be a DEL-PAO formula wi-
thout epistemic operators. Then the equivalences

Kiϕ↔ [πi,ATM (ϕ)]ϕ

CKϕ↔ [πAgt,ATM (ϕ)]ϕ

are valid in INTR.

Démonstration. Suppose V |= Kiϕ with V ∈ INTR.
This is equivalent to, for every V ′ ∈ INTR such that
V ∼i V ′, V ′ |= ϕ, that is :
for every V ′ ∈ INTR such that for every α ∈ ATM ,

if Si α ∈ V then V (α) = V ′(α), V ′ |= ϕ.
For the other side of the equivalence, we want V |=

[πi,ATM (ϕ)]ϕ, which is equivalent to for every V ′ ∈
INTR such that V Rπi,ATM(ϕ)

V ′, V ′ |= ϕ, that is, by
Lemma 3 :
for every V ′ ∈ INTR such that for every α ∈ ATM ,

if α /∈ ATM (ϕ) or Si α ∈ V , then V (α) = V ′(α), V ′ |= ϕ,
or, in other words :
for every V ′ ∈ INTR such that for every α ∈ ATM ,

if α /∈ ATM (ϕ) then V (α) = V ′(α)
and if Si α ∈ V then V (α) = V ′(α),

V ′ |= ϕ.



Since atoms are ordered by their length, assignments
of πi,α cannot interfere with tests of πi,α′ if α is “smal-
ler” than α′.

Therefore, we want to prove that, for an arbitrary
V ∈ INTR, the first statement is equivalent to the
latter.

The left-to-right direction is obvious.
For the opposite direction, suppose there exists a

valuation U ∈ INTR such that for every α ∈ ATM , if
Si α ∈ V then V (α) = U(α) and U 6|= ϕ.

Let us define U ′ = (U ∪ {α /∈ ATM (ϕ) : α ∈ V }) \
{α /∈ ATM (ϕ) : α /∈ V }. By definition, V (α) = U ′(α)
for every α /∈ ATM (ϕ) and moreover, V (α) = U ′(α)
whenever Si α ∈ V . Therefore, by hypothesis, U ′ |= ϕ.

However, by Proposition 4, and since atoms from
ATM (ϕ) are not modified between U and U ′, U |= ϕ
if and only if U ′ |= ϕ, which produces a contradiction
since we supposed U 6|= ϕ.

Therefore the equivalence holds.

The proof for the second program is identical but
with CK , JS and ∼Agt instead of Ki, Si and ∼i.

3.6 Proposition 13

Proposition 13. For every DEL-PAO formula ϕ,
there exists a DEL-PAO formula ϕ′ without epistemic
operators such that ϕ ↔ ϕ′ is valid in INTR. The
length of ϕ′ is polynomial in length(ϕ).

Démonstration. This formula is computed by Proce-
dure 1, which terminates and is correct by Proposition
12. The length of ϕ′ is quadratic in length(ϕ).

3.7 Proposition 14

Proposition 14. Let ϕ be a DEL-PAO formula wi-
thout epistemic operators. Then V |=DEL-PAO ϕ if and
only if V |=DL-PA tr(ϕ).

Démonstration. We prove by mutual induction on for-
mulas and programs that for any formula ϕ without
epistemic operators and for any program π :

— V |=DEL-PAO ϕ if and only if V |=DL-PA tr(ϕ),
and

— V RDEL-PAO
π V ′ if and only if for every

A ⊆ ATM such that ATM (ϕ) ⊆ A,
(V ∩A)RDL-PA

tr(π,A)(V
′∩A).

3.7.1 Hypothesis for formulas

Démonstration. The case of propositional variables
and boolean operators is obvious since they are trans-
lated homomorphically.

For dynamic operators, we have to show :
V |=DEL-PAO [π]ϕ if and only if
V |=DL-PA [tr(π,ATM (ϕ))]tr(ϕ).

In virtue of the truth conditions, the left hand side
means :
V ′ |=DEL-PAO ϕ for every V ′ such that V RDEL-PAO

π V ′.
By induction hypothesis, the latter is equivalent to :

V ′ |=DL-PA tr(ϕ) for every V ′ and ATM (ϕ) ⊆ A
such that (V ∩A)RDL-PA

tr(π,A)(V
′∩A).

By Proposition 11, this is equivalent to
V ′ |=DL-PA tr(ϕ) for every V ′ such that

(V ∩ATM (ϕ))RDL-PA
tr(π,ATM (ϕ)) (V ′∩ATM (ϕ))

which is equivalent, again by Proposition 11, to
V ′ |=DL-PA tr(ϕ) for every V ′ such that V RDL-PA

tr(π,ATM (ϕ))V
′

and therefore to V |=DL-PA [tr(π,ATM (ϕ))]tr(ϕ).

3.7.2 Hypothesis for programs

Démonstration. First, when π is of the form +α then
V RDEL-PAO

+α V ′ if and only if V ′ = V ∪ Eff +(α). The
latter is the case if and only if for all ATM (ϕ) ⊆
A, V ′∩A = (V ∪Eff +(α))∩A, i.e., if and only
if V ′∩A = (V ∩A) ∪ (Eff +(α)∩A), which means
(V ∩A)RDL-PA

tr(+α,A)(V
′∩A) for all ATM (ϕ) ⊆ A.

Second, when π is of the form −α then we have
to distinguish two subcases. If α is valid in INTR
then tr(−α,A) = fail and V RDEL-PAO

−α V ′ is never
the case, which matches that for all ATM (ϕ) ⊆ A,
(V ∩A)RDL-PA

fail (V ′∩A) is never the case.
If α is not valid in INTR then V R−αV

′ if and only
if V ′ = V \Eff −(α) and we reason similarly to that for
+α : this is equivalent to V ′ ∩A = (V \ Eff −(α)) ∩A
for all ATM (ϕ) ⊆ A, that is, V ′ ∩ A = (V ∩ A) \
(Eff −(α) ∩ A) and thus (V ∩A)RDL-PA

tr(−α,A)(V
′∩A) for

all ATM (ϕ) ⊆ A.

Suppose π = π1;π2. Then V RDEL-PAO
π1;π2

V ′ if and only

if there exists a valuation V1 such that V RDEL-PAO
π1

V1
and V1R

DEL-PAO
π2

V ′. By induction hypothesis, this is
equivalent to : there exists a valuation V1 such that
(V ∩ A)RDL-PA

tr(π1,A)(V1 ∩ A) and (V1 ∩ A)RDL-PA
tr(π2,A)(V

′ ∩
A), for all ATM (ϕ) ⊆ A, which means (V ∩
A)RDL-PA

tr(π1,A);tr(π2,A)(V
′ ∩ A). By definition of tr , we

have (V ∩A)RDL-PA
tr(π1;π2,A)(V

′∩A) for all ATM (ϕ) ⊆ A.

Now suppose π = π1 t π2. We have V RDEL-PAO
π1tπ2

V ′

if and only if V RDEL-PAO
π1

V ′ or V RDEL-PAO
π2

V ′. By
induction hypothesis, this is equivalent to (V ∩
A)RDL-PA

tr(π1,A)(V
′ ∩ A) or (V ∩ A)RDL-PA

tr(π2,A)(V
′ ∩ A),

for all ATM (ϕ) ⊆ A, which means (V ∩
A)RDL-PA

tr(π1,A)ttr(π2,A)(V
′ ∩ A). By definition of tr , we

have (V ∩A)RDL-PA
tr(π1tπ2,A)(V

′∩A) for all ATM (ϕ) ⊆ A.



Finally, suppose π = ϕ?. Then V RDEL-PAO
ϕ? V ′ if and

only if V = V ′ and V |=DEL-PAO ϕ. The first is equi-
valent to V ∩ A = V ′ ∩ A for all ATM (ϕ) ⊆ A, while
the second means, by induction hypothesis on formu-
las, V |=DL-PA tr(ϕ). By Proposition 11, the latter is
equivalent to V ∩ATM (ϕ) |=DL-PA tr(ϕ) which means,
again by Proposition 11, V ∩ A |=DL-PA tr(ϕ) for all
ATM (ϕ) ⊆ A. Therefore we have (V ∩A)RDL-PA

tr(ϕ)?(V
′ ∩

A) and thus (V ∩A)RDL-PA
tr(ϕ?,A)(V

′∩A) for all ATM (ϕ) ⊆
A.

4 Applications

4.1 PAL axioms

Before moving to the proof of PAL axioms, we show
that the relation of introspective consequence is tran-
sitive and we add some new useful equivalences.

Proposition 15. For three atoms α, β, γ ∈ ATM , if
α; γ and γ ; β, then α; β.

Démonstration. First, if γ = α or γ = β, then α; β.

Now, if γ 6= α and γ 6= β, then α = JS α′ and
γ = σ α′ with σ ∈ OBS+.

We know that γ cannot begin with a Si since it
would have no consequence but itself (and thus γ = β).
Therefore γ is of the form JS σ ′α′, with σ ′ ∈ OBS∗.
Thus its consequences, including β, are of the form
σ ′′σ ′α′, with σ ′′ ∈ OBS+, that is, β = σ ′′′α′ with
σ ′′′ = σ ′′σ ′ ∈ OBS+. Therefore α; β.

Proposition 16. The following equivalences are DEL-
PAO-valid.

[+α][+β]ϕ↔ [+β][+α]ϕ (1)

[+α][−β]ϕ↔ [−β][+α]ϕ if α 6; β (2)

[ϕ?][ψ?]ϕ↔ [ψ?][ϕ?]ϕ (3)

[+α][β?]ϕ↔

{
[+α]ϕ if α; β

[β?][+α]ϕ otherwise
(4)

[−α][¬β?]ϕ↔

{
[−α]ϕ if β ; α

[¬β?][−α]ϕ otherwise
(5)

[+α][¬β?]ϕ↔

{
> if α; β

[¬β?][+α]ϕ otherwise
(6)

[−α][β?]ϕ↔

{
> if β ; α

[β?][−α]ϕ otherwise
(7)

[+α][+JS p]ϕ↔ [+JS p]ϕ if JS p; α (8)

[−α][+JS p]ϕ↔ [+JS p]ϕ if JS p; α (9)

Démonstration. We prove every equivalence for an ar-
bitrary valuation V .

(1) : Due to the associativity and commutativity of
union : (V ∪ Eff +(α)) ∪ Eff +(β) = (V ∪ Eff +(β)) ∪
Eff +(α).

(2) : Suppose α 6; β. We want to prove that (V ∪
Eff +(α)) \ Eff −(β) = (V \ Eff −(β)) ∪ Eff +(α). We
know that (V \Eff −(β))∪Eff +(α) = (V ∪Eff +(α)) \
(Eff −(β) \Eff +(α)), thus we want to prove Eff −(β) \
Eff +(α) = Eff −(β), that is, Eff +(α) ∩ Eff −(β) = ∅,
or {γ : α; γ} ∩ {γ : γ ; β} = ∅.

Suppose there exists a γ such that α ; γ and γ ;

β. By the Proposition 15, this implies that α ; β
(contradiction). Therefore {γ : α ; γ} ∩ {γ : γ ;

β} = ∅.

(3) : PDL validity.

(4) : Suppose α; β, then β ∈ Eff +(α) and thus β ∈
V ∪Eff +(α). Therefore V |= [+α][β?]ϕ is equivalent to
V ∪Eff +(α) |= β → ϕ, which means V ∪Eff +(α) |= ϕ,
that is V |= [+α]ϕ.

Now suppose α 6; β, then β /∈ Eff +(α) and thus
β ∈ V ⇔ β ∈ V ∪ Eff +(α). Therefore V |= [+α][β?]ϕ
is equivalent to V ∪Eff +(α) |= β ⇒ V ∪Eff +(α) |= ϕ,
which means V |= β ⇒ V ∪ Eff +(α) |= ϕ, that is
V |= β → [+α]ϕ, same as V |= [β?][+α]ϕ.

(5) : The reasoning is similar to the previous proof.
Suppose β ; α, then β ∈ Eff −(α) and thus β /∈ V \

Eff −(α). Therefore V |= [−α][¬β?]ϕ is equivalent to
V \Eff −(α) |= ¬β → ϕ, which means V \Eff −(α) |= ϕ,
that is V |= [−α]ϕ.

Now suppose β 6; α, then β /∈ Eff −(α) and thus
β /∈ V ⇔ β /∈ V \Eff −(α). Therefore V |= [−α][¬β?]ϕ
is equivalent to V \Eff −(α) |= ¬β ⇒ V \Eff −(α) |= ϕ,
which means V |= ¬β ⇒ V \ Eff −(α) |= ϕ, that is
V |= ¬β → [−α]ϕ, same as V |= [¬β?][−α]ϕ.

(6) : Suppose α ; β, then β ∈ Eff +(α) and thus
β ∈ V ∪ Eff +(α). Therefore V ∪ Eff +(α) |= [¬β?]ϕ is
equivalent to V ∪ Eff +(α) |= [fail ]ϕ, that is, >.

Now suppose α 6; β, then β /∈ V ⇔ β /∈ V ∪
Eff +(α). Thus V |= [+α][¬β?]ϕ is equivalent to V ∪
Eff +(α) |= ¬β ⇒ V ∪ Eff +(α) |= ϕ, which means
V |= ¬β ⇒ V ∪Eff +(α) |= ϕ, that is V |= [¬β?][+α]ϕ.

(7) : The reasoning is similar to the previous proof.
Suppose β ; α, then β ∈ Eff −(α) and thus β /∈ V \

Eff −(α). Therefore V \Eff −(α) |= [β?]ϕ is equivalent
to V \ Eff −(α) |= [fail ]ϕ, that is, >.

Now suppose β 6; α, then β ∈ V ⇔ β ∈
V \ Eff −(α). Thus V |= [−α][β?]ϕ is equivalent to
V \ Eff −(α) |= β ⇒ V \ Eff −(α) |= ϕ, which means
V |= β ⇒ V \ Eff −(α) |= ϕ, that is V |= [β?][−α]ϕ.



(8) : Since JS p ; α, then for every atom γ such
that α ; γ, we have JS p ; γ. Thus Eff +(α) ⊆
Eff +(JS p). Therefore V |= [+α][+JS p]ϕ is equi-
valent to V ∪ Eff +(α) ∪ Eff +(JS p) |= ϕ, that is
V ∪ Eff +(JS p) |= ϕ, which means V |= [+JS p]ϕ.

(9) : Since JS p ; α, then α = σ p with σ ∈
OBS+, and thus Eff −(α) = {γ : γ ; σ p with
σ ∈ OBS+} = {JS σ ′p : σ ′ ∈ OBS∗} which is in-
cluded in Eff +(JS p) = {σ p : σ ∈ OBS+}. Therefore
V |= [−α][+JS p]ϕ is equivalent to (V \ Eff −(α)) ∪
Eff +(JS p) |= ϕ, that is V ∪ Eff +(JS p) |= ϕ, which
means V |= [+JS p]ϕ.

4.1.1 Literals

We define Pr(ψ), with ψ a literal, the propositio-
nal variable associated to this literal. More formally,
Pr(p) = Pr(¬p) = p.

Proposition. With ψ a literal and ψ! =
ψ?; +JS Pr(ψ), the following equivalences are
DEL-PAO-valid.

[ψ!]p↔ ψ→p (1)

[ψ!]¬ϕ↔ ψ→¬[ψ!]ϕ (2)

[ψ!](ϕ ∧ ϕ′)↔ [ψ!]ϕ∧[ψ!]ϕ′ (3)

[ψ!]Kiϕ↔ ψ→Ki[ψ!]ϕ (4)

Démonstration.
(1) : [ψ!]p ≡ [ψ?; +JS Pr(ψ)]p

≡ [ψ?][+JS Pr(ψ)]p
≡ ψ → [+JS Pr(ψ)]p
≡ ψ → p (p is not consequence of

+JS Pr(ψ)).

(2) : [ψ!]¬ϕ ≡ [ψ?; +JS Pr(ψ)]¬ϕ
≡ [ψ?;ψ?; +JS Pr(ψ)]¬ϕ
≡ [ψ?][ψ?; +JS Pr(ψ)]¬ϕ
≡ ψ → [ψ?; +JS Pr(ψ)]¬ϕ
≡ ψ → [ψ?][+JS Pr(ψ)]¬ϕ
≡ ψ → [ψ?]¬[+JS Pr(ψ)]ϕ
≡ ψ → ¬[ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ
≡ ψ → ¬[ψ?; +JS Pr(ψ)]ϕ
≡ ψ → ¬[ψ!]ϕ

because ψ → [ψ?]¬ϕ ≡ ψ → ¬[ψ?]ϕ (PDL validity).

(3) : PDL validity.

(4) : This proof uses equivalences from Proposition 16.
We will use the program associated to Kiϕ to prove

this property. However, to do so, ϕ is required to not
contain epistemic operators. To ensure this, we de-
fine ϕ′, the Boolean formula equivalent to ϕ, obtai-

ned thanks to the procedure described in the proof of
Theorem 1, and thus prove [ψ!]Kiϕ

′ ↔ ψ→Ki[ψ!]ϕ′.

With ATM (ϕ′) = {α1, α2, . . . , αn} we have, first :
[ψ!]Kiϕ

′

≡ [ψ?; +JS Pr(ψ)]Kiϕ
′

≡ [ψ?;ψ?; +JS Pr(ψ)]Kiϕ
′

≡ [ψ?][ψ?; +JS Pr(ψ)]Kiϕ
′

≡ ψ → [ψ?; +JS Pr(ψ)]Kiϕ
′

≡ ψ → [ψ?; +JS Pr(ψ)][πi,ATM (ϕ′)]ϕ
′

≡ ψ → [ψ?; +JS Pr(ψ)][πi,α1
;πi,α2

; . . . ;πi,αn
]ϕ′

≡ ψ → [ψ?; +JS Pr(ψ)][πi,α1 ][πi,α2 ] . . . [πi,αn ]ϕ′.
On the other hand :
ψ → Ki[ψ!]ϕ′

≡ ψ → Ki[ψ?; +JS Pr(ψ)]ϕ′

≡ ψ → [πi,ATM (ϕ′)][ψ?; +JS Pr(ψ)]ϕ′

≡ ψ → [πi,α1
;πi,α2

; . . . ;πi,αn
][ψ?; +JS Pr(ψ)]ϕ′

≡ ψ → [πi,α1
][πi,α2

] . . . [πi,αn
][ψ?; +JS Pr(ψ)]ϕ′.

One can argue that some programs may be la-
cking in the second part, since we are replacing
Ki[ψ?; +JS Pr(ψ)]ϕ′ and only considering atoms from
ϕ′, thus πi,Pr(ψ) and πi,JS Pr(ψ) should also be added.
However, for each of these atoms, we have two cases :

— if it belongs to ATM (ϕ′), then it is already
added along with other atoms of ϕ′ ;

— if it does not belong to ATM (ϕ′), and since ϕ′

does not contain any epistemic operator, then by
Proposition 4, its value does not influence the va-
lue of ϕ′. Therefore even if the program updates
its value (in the case of agent i not seeing it), the
value of ϕ′ will not be modified.

In both cases, it is safe to not consider programs
associated to these atoms.

Therefore it suffices to prove :

ψ → [ψ? ; +JS Pr(ψ)][πi,α]ϕ′

≡ ψ → [πi,α][ψ?; +JS Pr(ψ)]ϕ′

Recall that πi,α = Si α? t (¬Si α?; (+α t −α)).
Thus the left part is equivalent to :
ψ → [ψ?; +JS Pr(ψ)][Si α?t(¬Si α?; (+αt−α))]ϕ′

≡ ψ → [ψ?][+JS Pr(ψ)][Si α?]ϕ′

∧ [ψ?][+JS Pr(ψ)][¬Si α?; (+α t −α)]ϕ′

≡ ψ → [ψ?][+JS Pr(ψ)][Si α?]ϕ′

∧ [ψ?][+JS Pr(ψ)][¬Si α?][+α]ϕ′

∧ [ψ?][+JS Pr(ψ)][¬Si α?][−α]ϕ′,
while the right part is equivalent to :
ψ → [Si α?t(¬Si α?; (+αt−α))][ψ?; +JS Pr(ψ)]ϕ′

≡ ψ → [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?; (+α t −α)][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

≡ ψ → [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′.



Therefore we prove :

ψ → [ψ?][+JS Pr(ψ)][Si α?]ϕ′

∧ [ψ?][+JS Pr(ψ)][¬Si α?][+α]ϕ′

∧ [ψ?][+JS Pr(ψ)][¬Si α?][−α]ϕ′

≡ ψ → [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′.

We make two main cases.

First, suppose JS Pr(ψ) ; Si α.

Then the first part is equivalent to :

ψ → [ψ?][+JS Pr(ψ)][skip]ϕ′

∧ [ψ?][+JS Pr(ψ)][fail ][+α]ϕ′

∧ [ψ?][+JS Pr(ψ)][fail ][−α]ϕ′

≡ ψ → [ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

≡ ψ → [+JS Pr(ψ)]ϕ′.

For the second part, we split the formula in two sub-
parts, one for each truth value of Si α. We have :

ψ → (Si α→ [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [skip][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [fail ][+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [fail ][−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [fail ][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [skip][+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [skip][−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′).

Suppose α = Pr(ψ) and ψ = p. Then the latter is
equivalent to :

ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][skip][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [−α][fail ][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′) (since α = ψ is already

true)

≡ ψ → [+JS Pr(ψ)]ϕ′, which is exactly what we wan-
ted.

Now suppose α = Pr(ψ) and ψ = ¬p. Then we
have :

ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)

∧ (¬Si α→ [+α][fail ][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [−α][skip][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [−α][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧(¬Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′) (since ¬α = ψ is already

true)

≡ ψ → [+JS Pr(ψ)]ϕ′, which is also what we wanted.

Finally, suppose α 6= Pr(ψ). Thus α 6; Pr(ψ) and
Pr(ψ) 6; α. Moreover, since JS Pr(ψ) ; Si α, then
α ∈ {σPr(ψ) : σ ∈ OBS∗}, but since α 6= Pr(ψ), we
have α ∈ {σPr(ψ) : σ ∈ OBS+}, that is, JS Pr(ψ) ;
α.

Therefore we have, by equivalences (4) and (7) or
(6) and (5) of Proposition 16 (depending on ψ) :

ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [ψ?][+α][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [ψ?][−α][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [−α][+JS Pr(ψ)]ϕ′)

≡ ψ → (Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [+JS Pr(ψ)]ϕ′) (by equivalences (8) and (9))

≡ ψ → [+JS Pr(ψ)]ϕ′, which is what we wanted.

Now, suppose JS Pr(ψ) 6; Si α. This implies that
α /∈ {σPr(ψ) : σ ∈ OBS∗}, thus, α /∈ {σPr(ψ) : σ ∈
OBS+} and thus JS Pr(ψ) 6; α. Moreover, we also
have α 6= Pr(ψ) (and thus α 6; Pr(ψ) and Pr(ψ) 6;
α).

The left part of the equivalence is therefore equiva-
lent to :

ψ → [ψ?][Si α?][+JS Pr(ψ)]ϕ′ (eq. (4))
∧ [ψ?][¬Si α?][+JS Pr(ψ)][+α]ϕ′ (eq. (6))
∧ [ψ?][¬Si α?][+JS Pr(ψ)][−α]ϕ′ (eq. (6))

≡ ψ → [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′ (eq. (3))
∧ [¬Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)][+α]ϕ′ (eq. (3))
∧ [¬Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)][−α]ϕ′ (eq. (3))

≡ ψ → [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][ψ?][+α][+JS Pr(ψ)]ϕ′ (eq. (1))
∧ [¬Si α?][ψ?][−α][+JS Pr(ψ)]ϕ′ (eq. (2)).

Suppose ψ = p, then the latter is equivalent to :

ψ → [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′ (eq. (4))
∧ [¬Si α?][−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′ (eq. (7)).

Suppose ψ = p, the reasoning is the same but use
different equivalences :

ψ → [Si α?][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′ (eq. (6))
∧ [¬Si α?][−α][ψ?][+JS Pr(ψ)]ϕ′ (eq. (5)).



Both are exactly equal to the right part.

4.1.2 Positive knowledge of atoms

Proposition. With Kjq! = Sj q?; q?; +JS q, the fol-
lowing equivalences are DEL-PAO-valid.

[Kjq!]p↔ Kjq→p (1)

[Kjq!]¬ϕ↔ Kjq→¬[Kjq!]ϕ (2)

[Kjq!](ϕ ∧ ϕ′)↔ [Kjq!]ϕ∧[Kjq!]ϕ
′ (3)

[Kjq!]Kiϕ↔ Kjq→Ki[Kjq!]ϕ (4)

Démonstration. Proofs are similar to the ones for lite-
rals.
(1) : [Kjq!]p ≡ [Sj q?; q?; +JS q]p

≡ Sj q → (q → [+JS q]p)
≡ (Sj q ∧ q)→ [+JS q]p
≡ Kjq → [+JS q]p
≡ Kjq → p (p is not consequence of

+JS q).

(2) : [Kjq!]¬ϕ ≡ [Sj q?; q?; +JS q]¬ϕ
≡ [Sj q?; q?;Sj q?; q?; +JS q]¬ϕ
≡ [Sj q?; q?][Sj q?; q?; +JS q]¬ϕ
≡ Kjq → [Sj q?; q?][+JS q]¬ϕ
≡ Kjq → [Sj q?; q?]¬[+JS q]ϕ
≡ Kjq → ¬[Sj q?; q?][+JS q]ϕ
≡ Kjq → ¬[Sj q?; q?; +JS q]ϕ
≡ Kjq → ¬[Kjq!]ϕ

(3) : PDL validity.

(4) : This proof uses equivalences from Proposition 16.
We will use the program associated to Kiϕ to

prove this property. However, to do so, ϕ is requi-
red to not contain epistemic operators. To ensure this,
we define ϕ′, the Boolean formula equivalent to ϕ,
obtained thanks to the procedure described in the
proof of Theorem 1, and thus prove [Kjq!]Kiϕ

′ ↔
Kjq→Ki[Kjq!]ϕ

′.

With ATM (ϕ′) = {α1, α2, . . . , αn}, we have, first :
[Kjq!]Kiϕ

′

≡ [Sj q?; q?; +JS q]Kiϕ
′

≡ [Sj q?; q?;Sj q?; q?; +JS q]Kiϕ
′

≡ [Sj q?; q?][Sj q?; q?; +JS q]Kiϕ
′

≡ Kjq → [Sj q?; q?; +JS q]Kiϕ
′

≡ Kjq → [Sj q?; q?; +JS q][πi,ATM (ϕ′)]ϕ
′

≡ Kjq → [Sj q?; q?; +JS q][πi,α1
;πi,α2

; . . . ;πi,αn
]ϕ′

≡ Kjq → [Sj q?; q?; +JS q][πi,α1
][πi,α2

] . . . [πi,αn
]ϕ′.

On the other hand :
Kjq → Ki[Kjq!]ϕ

′

≡ Kjq → Ki[Sj q?; q?; +JS q]ϕ′

≡ Kjq → [πi,ATM (ϕ′)][Sj q?; q?; +JS q]ϕ′

≡ Kjq → [πi,α1
;πi,α2

; . . . ;πi,αn
][Sj q?; q?; +JS q]ϕ′

≡ Kjq → [πi,α1 ][πi,α2 ] . . . [πi,αn ][Sj q?; q?; +JS q]ϕ′.

One can argue that some programs may be la-
cking in the second part, since we are replacing
Ki[Sj q?; q?; +JS q]ϕ′ and only considering atoms from
ϕ′, thus πi,Sj q, πi,q and πi,JS q should also be added.
However, for each of these atoms, we have two cases :

— if it belongs to ATM (ϕ′), then it is already
added along with other atoms of ϕ′ ;

— if it does not belong to ATM (ϕ′), and since ϕ′

does not contain any epistemic operator, then by
Proposition 4, its value does not influence the va-
lue of ϕ′. Therefore even if the program updates
its value (in the case of agent i not seeing it), the
value of ϕ′ will not be modified.

In both cases, it is safe to not consider programs
associated to these atoms.

Therefore it suffices to prove :

Kjq → [Sj q?; q? ; +JS q][πi,α]ϕ′

≡ Kjq → [πi,α][Sj q?; q?; +JS q]ϕ′

Recall that πi,α = Si α? t (¬Si α?; (+α t −α)).

Thus the left part is equivalent to :

Kjq → [Sj q?; q?; +JS q]
[Si α? t (¬Si α?; (+α t −α))]ϕ′

≡ Kjq → [Sj q?; q?][+JS q][Si α?]ϕ′

∧ [Sj q?; q?][+JS q][¬Si α?; (+α t −α)]ϕ′

≡ Kjq → [Sj q?; q?][+JS q][Si α?]ϕ′

∧ [Sj q?; q?][+JS q][¬Si α?][+α]ϕ′

∧ [Sj q?; q?][+JS q][¬Si α?][−α]ϕ′,

while the right part is equivalent to :

Kjq → [Si α? t (¬Si α?; (+α t −α))]
[Sj q?; q?; +JS q]ϕ′

≡ Kjq → [Si α?][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?; (+α t −α)][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

≡ Kjq → [Si α?][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′.

Therefore we prove :

Kjq → [Sj q?; q?][+JS q][Si α?]ϕ′

∧ [Sj q?; q?][+JS q][¬Si α?][+α]ϕ′

∧ [Sj q?; q?][+JS q][¬Si α?][−α]ϕ′

≡ Kjq → [Si α?][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′.

We make two main cases.

First, suppose JS q ; Si α.

Then the first part is equivalent to :

Kjq → [Sj q?; q?][+JS q][skip]ϕ′

∧ [Sj q?; q?][+JS q][fail ][+α]ϕ′



∧ [Sj q?; q?][+JS q][fail ][−α]ϕ′

≡ Kjq → [Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

≡ Kjq → [+JS q]ϕ′.
For the second part, we split the formula in two sub-

parts, one for each truth value of Si α. We have :
Kjq → (Si α→ [Si α?][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [Si α?][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′)

≡ Kjq → (Si α→ [skip][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [fail ][+α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [fail ][−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [fail ][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [skip][+α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [skip][−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′)

≡ Kjq → (Si α→ [Sj q?; q?][+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′)

≡ Kjq → (Si α→ [+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][+JS q]ϕ′

∧ [−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′) (since Kjq implies
both Si q and q and that they will not be removed after
adding α).

Suppose α = Sj q or α = q. Then the latter is equi-
valent to :
Kjq → (Si α→ [+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][+JS q]ϕ′

∧ [−α][fail ][+JS q]ϕ′)

≡ Kjq → (Si α→ [+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][+JS q]ϕ′)

≡ Kjq → (Si α→ [+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α → [+JS q]ϕ′) (since α = Sj q or α = q is

already true since Kjq is true)

≡ Kjq → [+JS q]ϕ′, which is exactly what we wanted.
Now suppose α 6= Sj q and α 6= q. Thus Sj q 6; α

and q 6; α, since these atoms have no consequence
but themselves. Moreover, since JS q ; Si α, then α ∈
{σ q : σ ∈ OBS∗}, but since α 6= q, we have α ∈ {σ q :
σ ∈ OBS+}, that is, JS q ; α.

Therefore we have, by equivalence (7) or (5) of Pro-
position 16 (depending on ψ) :
Kjq → (Si α→ [+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][+JS q]ϕ′

∧ [Sj q?; q?][−α][+JS q]ϕ′)

≡ Kjq → (Si α→ [+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+α][+JS q]ϕ′

∧ [−α][+JS q]ϕ′)

≡ Kjq → (Si α→ [+JS q]ϕ′)
∧ (¬Si α→ [+JS q]ϕ′

∧ [+JS q]ϕ′) (by equivalences (8) and (9))

≡ Kjq → [+JS q]ϕ′, which is what we wanted.

Now, suppose JS q 6; Si α. This implies that α /∈
{σ q : σ ∈ OBS∗}, thus, α /∈ {σ q : σ ∈ OBS+} and
thus JS q 6; α. Moreover, we have α 6= Sj q and α 6= q
(and thus Sj q 6; α, α 6; q and q 6; α) and also
α 6; Sj q, because α 6= JS q.

The left part of the equivalence is therefore equiva-
lent to :
Kjq → [Sj q?; q?][Si α?][+JS q]ϕ′ (eq. (4))

∧ [Sj q?; q?][¬Si α?][+JS q][+α]ϕ′ (eq. (6))
∧ [Sj q?; q?][¬Si α?][+JS q][−α]ϕ′ (eq. (6))

≡ Kjq → [Si α?][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′ (eq. (3))
∧ [¬Si α?][Sj q?; q?][+JS q][+α]ϕ′ (eq. (3))
∧ [¬Si α?][Sj q?; q?][+JS q][−α]ϕ′ (eq. (3))

≡ Kjq → [Si α?][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][Sj q?; q?][+α][+JS q]ϕ′ (eq. (1))
∧ [¬Si α?][Sj q?; q?][−α][+JS q]ϕ′ (eq. (2))

≡ Kjq → [Si α?][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′

∧ [¬Si α?][+α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′ (eq. (4))
∧ [¬Si α?][−α][Sj q?; q?][+JS q]ϕ′ (eq. (7)).

This is exactly equal to the right part.

4.2 Gossip problem

Proposition. With

Call ij = Si s1?; j : s1!; ...;Si s6?; j : s6!;

Sj s1?; i : s1!; ...;Sj s6?; i : s6!

we have :

{α : α is valid in INTR} ∪ Prop ∪ {Si si : i ∈ Agt} |=
[Call12; Call34; Call56; Call13;

Call45; Call16; Call24; Call35]
∧
i∈Agt

Ki

 ∧
j∈Agt

sj


Démonstration. First, we can remark that our valua-
tion {α : α is valid in INTR}∪Prop∪{Si si : i ∈ Agt}
is introspective, since it contains all valid atoms and
no more atoms of the form JS α.

Each announcement of the form j : sk! is equal,
in our framework, to sk?; +Sj sk, and since every sk
is true in our valuation and will never be removed,
this will always reduce to +Sj sk. Thus, for every call
Call ij , and for every 1 ≤ k ≤ 6, Sj sk will be set to
true only if Si sk is true and Si sk will be set to true
only if Si sk is true.

The first call, Call12, thus reduces to +S2 s1; +S1 s2,
and after its execution, S1 s1, S2 s2, S1 s2 and S2 s1 are
present in the valuation, along with s1 and s2. Thus :
V |= (S1 s1∧s1)∧(S1 s2∧s2) ∧(S2 s1∧s1)∧(S2 s2∧s2),
that is, V |= K1s1∧K1s2∧K2s1∧K2s2, which means :

V |= K1(s1 ∧ s2) ∧K2(s1 ∧ s2).



In the same way, the two following calls produce V |=
K3(s3∧s4)∧K4(s3∧s4) and V |= K5(s5∧s6)∧K6(s5∧
s6).

Then Call13 adds S3 s1, S3 s2, S1 s3 and S1 s4, and
thus we have
V |= K1(s1 ∧ s2 ∧ s3 ∧ s4) ∧K3(s1 ∧ s2 ∧ s3 ∧ s4).
If we keep going, and since we know that the se-

quence of calls solves the problem, the formula will be
true after the execution of the whole program.
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