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Genre des corps surcirculaires™

Jean-Frangois JAULENT

Résumé. Nous montrons que les formules de translation du genre a la Riemann-Hurwitz obtenues par
Kuz'min, Kida, Iwasawa, Wingberg et alii pour I'invariant lambda attaché a certains modules d’Iwasawa
d’une Z¢-extension cyclotomique de corps de nombres sont essentiellement équivalentes. Plus précisément,
nous montrons que toutes ces formules, y compris celles énoncées & la Chevalley-Weil en termes de re-
présentations, résultent identiquement pour des raisons purement algébriques du calcul arithmétique d’un
quotient de Herbrand convenable qu’il suffit de mener dans le cas cyclique de degré premier.

Abstract. We show that Riemann-Hurwitz-style translation formulas obtained by Kuz’'min, Kida, Iwa-
sawa, Wingberg et alii for the lambda invariant attached to certain Iwasawa moduli in cyclotomic Z,-
extension of number fields are essentially equivalent. More precisely, we prove that all these formulas,
including those stated in terms of representations, result identically for purely algebraic reasons from the
arithmetic computation of a suitable Herbrand quotient which it suffices to carry out in the cyclic case of
prime degree £.

Avertissement Le texte qui suit est la mise au format WTEX de larticle dactylographié original paru aux
Publications Mathématiques de Besangon en 1986. Il n’en différe que par la correction de diverses coquilles,
par 'harmonisation de quelques notations avec celles des articles ultérieurs (notamment 'inversion de
position de S et T') ainsi que par la numérotation des théorémes.
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Introduction

On sait, depuis les travaux essentiels d’Iwasawa sur les corps cyclotomiques, que l'invariant A
associé aux f-groupes de classes imaginaires dans une tour cyclotomique de corps a conjugaison
complexe est, sous réserve de nullité de 'invariant y, un bon analogue pour la théorie des nombres
de la notion classique de genre attachée aux corps de fonctions d’une variable !.

Un exemple particulierement frappant de cette analogie est la formule, démontrée par Kida [20],
qui relie les invariants A associés aux ¢-groupes de classes imaginaires dans une (-extension finie
arbitraire de corps & conjugaison complexe et joue dans la théorie d’Iwasawa le role de la formule de
Riemann-Hurwitz dans celle des corps de fonctions d’une variable. De fait, une formule semblable
avait été établie peu avant par Kuz’'min [22] pour les invariants A associés aux £-groupes de ¢-classes
imaginaires de ces corps (i.e. aux quotients des {-groupes de classes imaginaires par leurs sous-
groupes respectifs engendrés par les classes des idéaux premiers au-dessus de ¢) 2. Ultérieurement
Wingberg [25, 26] a montré quune formule identique vaut pour les invariants A associés aux /-
groupes de classes infinitésimales . Plus récemment des démonstration simplifiées de ces résultats
ont été données par D’Mello et Madan [2] dans le cas étudié par Kida; par Gold et Madan [4]
dans celui considéré par Kuz'min.

Auparavant, Iwasawa, remarquant que la formule de Kida se généralise en une identité entre
représentations en tout point analogue a la formule de Chevalley-Weil pour les corps de fonctions
(cf. [1]), en déduisit une preuve cohomologique du résultat de Kida [14], que Gold et Madan [5]
ont récemment simplifiée.

A ces démonstrations algébriques il convient d’ajouter, pour étre complet, celles obtenues par
voie analytique, qui utilisent la correspondance, étable par Iwasawa, entre invariants A et u, et
fonctions L f¢-adiques.La plus ancienne dans cette perspective est incontestablement la formule
obtenue par Gras [9] pour les corps abéliens & ’aide des fonctions Ly de Kubota-Leopoldt. La
preuve générale de Sinnott [23] s’appuie sur la notion de pseudo-mesure ¢-adique introduite par
Serre. Tout récemment Gold et Madan ont montré que les méthodes de Sinnott s’appliquent encore
dans un cadre métacyclique ou le degré des extensions n’est plus une puissance de £. Les relations
entre fonctions L qu’ils utilisent peuvent étre regardées comme la version ¢-adique des identités
complexes étudiées par Brauer et Walter (cf. [15]).

Cela dit, 'objet de cet article est triple :

(i) En premier lieu, nous montrons que les multiples formules évoquées plus haut ne sont que
les diverses formulations d’une seule et méme identité arithmétique. L’argument essentiel est ici la
correspondance, exposée dans [18] et établie dans [17], entre les invariants A associés aux différents
groupes étudiés, qui affirme que tous les paramétres considérés se raménent, sous les conjectures
de Leopoldt et de Gross-Kuz’min, a 'un quelconque d’entre eux au moyen de formules standard.

(i4) Nous établissons ensuite que les deux expressions possibles de cette identité (en termes
numeériques ou bien en termes de représentations, c’est-a-dire de caractéres) sont rigoureusement
équivalentes. Ce point résulte d’'un argument classique de Herbrand, qui raméne 1’étude d’une
représentation galoisienne & la détermination des restrictions de son caractére aux sous-groupes
cycliques de son groupe de Galois.

(i4) Enfin, nous prouvons que, par une heureuse coincidence du vocabulaire, Iidentité en
question reléve intégralement de la théorie habituelle des genres pour les corps de nombres. Nous
en donnons deux démonstrations algébriques : la premiére, écrite en termes de groupes de classes,
s’obtient simplement par passage a la limite inductive & partir des suites exactes classiques de la
théorie des genres; la seconde, écrite en termes de groupes de Galois, s’obtient par passage a la
limite projective. Nous renvoyons & [11] pour une théorie analytique des genres basée sur la notion
de pseudo-mesure p-adique.

1. Une extension de corps imaginaires est dite admettre une conjugaison complexe lorsqu’elle provient d’une
extension de méme degré de leurs sous-corps réels

2. Le résultat de Kuz’min semble, aujourd’hui encore, curieusement méconnu. Il est vrai que la traduction
anglaise de son long article aux Izvestija est légérement postérieure au travail de Kida.

3. En fait, Wingberg travaille sur des groupes de Galois. L’interprétation infinitésimale provient de [16].



1 Description des paramétres lambda attachés a un corps surcirculaire

1.1 Présentation des corps surcirculaires

Le nombre premier ¢ étant fixé une fois pour toutes, nous désignons par Q. la Z,-extension cy-
clotomique du corps des rationnels. Les invariants que nous nous proposons d’étudier sont attachés
a une catégorie bien particuliére de corps, stable par extension finie :

Définition 1. Nous appelons corps surcirculaire (relativement au nombre premier £) toute exten-
sion algébrique finie de la Zy-extension cyclotomique Q.. du corps des rationnels.

Remarque. Iwasawa appelle Zg-corps les extensions obtenues comme Zy-extensions d’un corps de
nombres (de degré fini). Cette notion ne nous parait pas exactement adaptée au probléme que
nous considérons, puisque les résultats que nous avons en vue supposent explicitement que la
Ze-extension étudiée soit la cyclotomique.

Tout corps surcirculaire K, peut étre regardé d’une infinité de fagons comme la Zg-extension
cyclotomique d’un corps de nombres K. Par exemple, si x est un élément primitif de K, sur Q..,
il est immeédiat que K = Q[z] convient. Quoique non canonique, cette description va nous étre
utile pour appliquer les théorémes de structure de la théorie d’Iwasawa.

Notons auparavant qu’en vertu de la loi de décomposition des idéaux premiers dans une tour
cyclotomique, le fait que tout corps surcirculaire s’écrive KQ,, pour un corps de nombres conve-
nable K, montre que les places ultramétriques de Q sont finiment décomposées dans K., /Q. Plus
précisément, nous avons le résultat bien connu suivant :

Lemme 2. Soient K., un corps surcirculaire et K un corps de nombres vérifiant K, = KQ..

(i) Les places de K au-dessus de £ sont presque totalement ramifiées dans K. /K ; ¢’est-a-dire
qu’il existe une sous-extension K,, de K., de degré fini (™ sur K, telle que les places
au-dessus de £ soient totalement ramifiées dans K./ K,, .

(ii) Les autres places ultramétriques sont presque totalement inertes dans K.,/ K ; ¢’est-a-dire
qu’il existe, pour chaque premier p de K, une sous-extension K, de K., de degré fini £™
sur K, telle que les places au-dessus de p soient totalement inertes dans K., /K, .

(iii) Les places archimédiennes sont complétement décomposées dans K. /K.

Une conséquence élémentaire mais peu citée de 'assertion (i7) concerne les corps résiduels : si p
est une place de K au-dessus d’un premier p différent de ¢, le corps résiduel Fy,_ = O../p.. associé
a l'une quelconque p.. des places de K, au-dessus de p est la Zy-extension (cyclotomique) de F.
En particulier, dans une f(-extension de corps surcirculaires L. /K., il ne peut y avoir d’inertie
aux places ultramétriques étrangéres a £.

Enfin, il résulte du Lemme que le groupe des diviseurs d’un corps surcirculaire peut se décrire
comme suit :
(i) Les diviseurs construits sur les places au-dessus de ¢ forment un Q-espace vectoriel de
dimension finie :

Dic_(6) =@, 2
(ii) Les diviseurs construits sur les places au-dessus d’un premier p # ¢ forment un Z-module
libre de dimension finie :

DKoc (p) = @pw\f p%o
(iii) Les diviseurs construits sur les places archimédiennes forment un Fa-espace vectoriel qui

est soit nul (si K n’admet aucun plongement réel), soit infini dénombrable (si K admet un
et donc une infinité de plongements réels) :

Di_(00) = B, . P47
Et il vient alors : Dk =Dk _(0)P (@;;# Di_(p)) @ Dk..(c0).



1.2 Les théorémes de structure de la théorie d’Iwasawa

Reprenons la description des corps surcirculaires donnée plus haut. Partons d’un corps de
nombres K (de degré fini sur Q; et considérons la Zy-extension cyclotomique K, de K.

Notons T' = Gal(K.,/K) le groupe de Galois correspondant, identifié & Z, par le choix d’un
générateur topologique v; et A = Z,[[y — 1]] 'algébre d’Twasawa associée. Ecrivons de méme K,
Punique sous-corps de K, cyclique de degré ¢ sur K et I, = Gal(K,../K,) le sous-groupe de T’
associé a K, par la théorie de Galois.

Supposons choisis deux ensembles finis disjoints S et T' de places de Q et considérons les (pro)-/¢-
groupes C/3(K,,) de T-classes S-infinitésimales des corps K,, *. Disons simplement ici que C/3.(K,,)
est le (pro)-f-groupe de classes de diviseurs qui s’identifie canoniquement, via la théorie du corps
de classes, au groupe de Galois G3.(K,,) de la (pro)-f-extension abélienne maximale de K, qui est
S-ramifiée et T' décomposée (c’est-a-dire non ramifiée aux places étrangéres a S, complétement
décomposée aux places au-dessus de T', et maximale sous ces deux conditions).

Au sommet de la tour cependant, cet isomorphisme n’a plus lieu et il importe de distinguer
entre groupes de classes et groupes de Galois. C’est pourquoi nous posons :

Définition 3. Etant donné un corps surcirculaire K., = Unen Kn et deuz ensembles finis disjoints
S et T de places de Q, nous écrivons :

(i) CR(K.) = lim Cl5(Ky) la limite du systéme projectif des Cl3.(K,) pour la norme arith-
métique. Le groupe C;(KDO) est un A-module compact, canoniquement isomorphe au groupe de
Galois G3.(K..) de la pro-(-extension abélienne S-ramifiée T-décomposée mazimale de K.

(ii) Cl5(K.) = lim Cl3(Ky) la limite du systeme inductif des Cl3.(K,) pour Uestension des
diviseurs. Et nous disons que C&?(Koo) est le 0-groupe des T-classes S-infinitésimales de K.

Les théorémes de structure de la théorie d’'Iwasawa affirment alors ’existence de trois invariants
p%, N% et /\g qui mesurent la croissance avec n des quotients d’exposant ™ respectifs des groupes
Cl3(K,,) et d’une constante v3 (éventuellement négative) telle qu’on ait pour n >> 0 :

[“Cl5 (K| = €%, avec z, = pgnl™ + pZl™ + \gn + vy,
Les paramétres pg et M% qui dépendent du choix de K, ne sont pas & proprement parler des
invariants de K, contrairement & I'invariant )\% qui est au coeur de cette étude. Précisons cela :

Proposition 4. Le groupe C%(KDO) est un A-module de torsion si et seulement si l'une ou l'autre
des deux condilions suivantes est vérifiée :

(i) ou bien l'ensemble T ne contient pas la place ¢,

(ii) ou bien T contient { et K est totalement réel.
Dans tous les autres cas, le paramétre p% est égal au nombre de places complexes du corps K.

Preuve. Ce résultat étant essentiellement connu, contentons-nous d’une esquisse de démonstration :

(i) Si T ne contient pas ¢, les groupes C7(K,) sont finis et leur limite projective est donc

A-module de torsion par un argument classique de théorie d’Iwasawa.

(i4) Si T contient ¢, les groupes C5(K,) sont infinis et deux cas se présentent :

— Lorsque le corps K n’est pas totalement réel, il posséde au moins un conjugué imaginaire et
K, admet alors une infinité de Zy-extensions indépendantes, lesquelles sont non-ramifiées
en dehors de £ et T-décomposées (car il ne peut y avoir inertie aux places ultramétrique
étrangéres a £). Et le groupe C3(K..) n’est donc pas un A-module de torsion.

— Lorsque, en revanche, K est totalement réel, K, n’admet qu’un nombre fini de Zy-extensions
indépendantes /-ramifiées, en vertu de l'exactitude de la conjecture faible de Leopoldt dans
les tours cyclotomiques (cf. e.g. [19], Ch. IV, §2). Le groupe Cg} (K ) est ainsi un A-moduls
de torsion. Et il en va de méme pour le groupe C;(Kw), puisque les places de K, sont
en nombre fini et que le sous-module de C% (K,,) engendré par les sous-groupes d’inertie
associés est donc un Zg-module de type fini.

4. La définition générale précise des groupes CZ% est sans importance ici, car nous ne serons intéressés que par
des spécialisations trés particuliéres de S et T'. Pour la définition et leurs principales propriétés, cf. [19], Ch. II, §1.



Dans les deux cas, le paramétre pr? est celui du groupe C%Z} (K.) qui correspond & la pro-¢-
extension abélienne ¢-ramifiée maximale du corps K. Et comme il est bien connu que celui-ci est
égal au nombre de places complexes du corps K °, la proposition est ainsi établie.

Proposition 5. Lorsque le corps K contient les racines 20-iemes de l'unité, les groupes C; ont
meéme paramétre p quels que soient les ensembles finis S et T de places de Q. En particulier,
légalité ,u:SF = 0 a lieu, en dehors de toute autre hypothése sur K., dés que le groupe de Galois
G?z} (K [Cae]) associé a la pro-L-extension abélienne non-ramifiée £-décomposée mazimale de corps

surcirculaire K. [Cae] est un Zg-module de type fini®.

Preuve. Les résultats de [17] montrent que les groupes C(K,,) = Cg(KDO), Ciny(Ky) = C{% (K.)

et CIH(K,) = C%Z}(K ), qui correspondent respectivement & la pro-f-extension abéliennes non-
ramifiée maximale, & celle qui est non-ramifiée et /-décomposée et a celle qui est ¢-ramifiée, ont
méme parameétre p dés lors que le corps K, contient le groupe p .. des racines de I'unité d’ordre
(-primaire 7. La proposition en résulte immédiatement, puisque les places de S ou T qui sont
étrangeres a £ sont sans influence sur le paramétre mu, les une parce qu’il ne peut y avoir d’inertie
dans une f-extension de K, en une place étrangére a /£, les autres parce le sous-groupe d’inertie
d’une telle place dans une pro-f-extension de K., est un Zy,-module de type fini 8.

Iwasawa a conjecturé la nullité du parameétre p attaché au groupe C(K,,). D’aprés la Proposi-
tion 5, cela revient & postuler que l'on a : ME(K ~) = 0 pour tout corps surcirculaire K, quels que
soient les ensembles finis S et T' de places de Q. Il en et bien ainsi, par le théoréme de Ferrero et
Washington, dés que le corps K, est abélien sur Q (cf. e.g. [24], Th. 7.15). Mais ce n’est plus vrai
en général pour les Zg-corps non-surcirculaires (cf. [13]).

1.3 Le probléme de la capitulation

Nous avons dit plus haut que les valeurs exactes des paramétres p% et ,ur? attachés & un corps
surcirculaire K, dépendent du choix du corps de base K. Il n’en est pas de méme, en revanche,
des conditions p3. = 0 et u7 = 0.

(i) La premiére p3 = 0 signifie, en effet, que le Q-espace vectoriel Qp ®z, C2(K..) construit
sur le Zg-module C3(K..) est de dimension finie.
(ii) La seconde uf = 0 affirme, elle, que le sous-module de Z,-torsion de C7(K,.) est fini.

Lorsqu’elles sont vérifiées, le groupe C%(KOO) est ainsi un Zy-module de type fini, somme directe
comme tel d’'un Z,-module libre de dimension A7 et du sous-groupe de Z-torsion 7% (K.,) :

CH(K) ~ 2T & TE (K.,
Dans ce cas, les résultats de [8] interprétent le sous-groupe 77 (K., ) comme la limite projective
des noyaux Cap3(K,,) des applications naturelles j, des ¢-groupes de T-classes S-infinitésimales
Cl3.(K,,) des corps K,, dans leur limite inductive C/3.(K..), laquelle est dans les cas considérés

ici soit un Zg-module divisible de codimension A7, soit (sous la conjecture de Leopoldt) somme
directe d'un tel module et d’un exemplaire de Z; :

(i) Le premier cas C/3 ~ (Qg/Zg)’\i se produit lorsque l’ensemble S ne contient pas ¢. Les
groupes C/3.(K,) sont alors finis, et les arguments de [8] donnent directement le résultat.

(ii) Le second cas C/3 ~ (QZ/ZZ)’\i @ Zy se produit lorsque S contient £. L’hypothése p3. = 0
implique que les corps K, sont totalement réels, de sorte que les groupes @%(Kn) s’écrivent,
sous la conjecture de Leopoldt, comme somme directe de leurs sous-modules de torsion
respectifs 77 (K,,) et d'un Zg-module libre de dimension 1, isomorphe a Gal(K../K,). Ce
dernier module disparait par passage a la limite projective, mais non par passage a la limite

{¢}

. L’égalité pg = ck est, en fait, équivalente a I’exactitude de la conjecture faible de Leopoldt dans K. /K.
On ne connait pas de corps surcirculaire dans lequel cette condition est en défaut.
. Pour une autre démonstration de ce résultat, voir [19], Ch. IV, §2.

8. Cet argument serait en défaut dans un Zy-corps non-surcirculaire, ou les places de S étrangeéres & ¢ seraient
susceptibles d’étre infiniment décomposées.

N o o



inductive, de sorte que C/3.(K..) est bien, comme annoncé, somme directe d'un Zg-module
libre de dimension 1 et de la limite inductive des 77 (K, ), qui est un Zg,-module divisible
de codimension A% par les mémes arguments que plus haut.

Les groupes Cap%(Kn) mesurent ce qu’il est convenu d’appeler, depuis Hilbert, une capitula-
tion ; en 'occurrence la T-capitulation S-infinitésimale dans l'extension profinie K. /K,,. Avouons
tout de suite qu’ils sont en général trés mal connus et que c’est 1a un des obstacles essentiel au
calcul de l'invariant )\g. La seule information directe que nous possédons sur eux provient de la
suite exacte des classes ambiges de Chevalley, en fait de sa généralisation aux pro-f-groupe de
T-classes S-infinitésimales (cf. [19], Ch. II, §2), qui interpréte Cap7 (K, ) comme un sous-groupe
du premier groupe de cohomologie H'(T,,E7(K..)) construit sur les T-unités S-infinitésimales
dans V’extension profinie K. /K,. Faute de mieux, on est alors amené a restreindre I'étude des
invariants A7 aux seuls cas ot le groupe H(T,,, £2(K..)) est trivial pour des raisons évidentes :

(i) Lorsque S contient ¢ (auquel cas les hypothéses faites implique que K, est totalement

réel), 'exactitude de la conjecture faible de Leopoldt montre que les groupes 8% (K,,) sont
ultimement constants ?, ce qui entraine banalement H' (T, E2(K.,)) = HY([,,, E2(K,)) = 1
d’ott Cap?(K,) = 1, comme attendu.

(ii) Lorsque, en revanche, S ne contient pas ¢, la cohomologie des groupes Eﬁ n’est pas connue

en général, ce qui améne a faire des hypothéses restrictive sur K, ; dans la pratique, a se
restreindre aux seules composantes imaginaires :

Définition 6. Nous disons qu’une extension algébrique de Q admet une conjugaison complexe
lorsque c’est une extension quadratique totalement imaginaire d’un sous-corps totalement réel.
Un corps surcirculaire & conjugaison compleze est donc une extension quadratique totalement
imaginaire d’'un corps surcirculaire totalement réel.

En présence d’'une conjugaison complexe 7, il est naturel de dire qu’'un module multiplicatif
est réel lorsque 7 opére trivialement dessus; qu’il est imaginaire lorsqu’elle opére par passage a
I'inverse. Si le nombre premier ¢ est impair, tout Zy-module M s’écrit ainsi comme somme directe :

M =M*® M = M(1+f)/2 o M(lf‘T’)/Q
de ses composantes réelles et imaginaires. Cependant, si £ vaut 2, la méme somme M® + M® peut
n’étre ni directe, ni totale. Cela n’interdit pas, bien stir, de continuer & parler de composantes réelles
ou imaginaires,mais requiert & ’occasion quelques précautions. C’est pourquoi, nous supposons
dans tout ce qui suit que ¢ est impair.

Ce point acté, 'intérét de se restreindre aux composantes imaginaires est que dans une tour
cyclotomique e corps & conjugaison complexe, il n’est d’autres unités imaginaires que les racines de
I'unité présentes dans la tour, lesquelles sont cohomologiquement triviales. Cela suflit & entrainer
la nullité des groupes H! (T, E2(K,,))° pour n > 0, et donc celle de la composante imaginaire
Cap3.(K..)° du sous-groupe de torsion de C2(K..).

Proposition 7. Supposons que ¢ soit impair, que le corps surcirculaire K, admette une conju-
gaison complexe et que les invariants 3. soient nuls.
(i) Si S contient la place £, la composante réelle du groupe C2(K..) est un Zg-module libre :
CS(K.)° ~ T/ T
Et si la conjecture de Leopoldt est vérifiée dans K, (pour ), la composante réelle du groupe
@%(Kw) est la somme directe d’un exemplaire de Zy et d’un Zg-module divisible :

CUE (KoL) = Ly ® (Qo/Ze)F .
(i) Si S ne contient pas £, la composante imaginaire de C3(K..) est un Zg-module libre :
CS(K.L)® ~ T .
Et dans ce cas la composante imaginaire de C/3.(K..) est un Zg-module divisible :
CUF(K)” = (Q/Ze)

9. La conjecture faible de Leopoldt revient & affirmer que les pro-£-groupes d’unités infinitésimales sont ulti-
mement constants dans une Zj-extension cyclotomique.(cf. e.g. [17]). L’extension de ce résultat aux groupes de
T-unités S-infinitésimales est sans malice.




1.4 Correspondance entre les divers paramétres lambda

Pour voir que les paramétres lambda correspondant aux divers choix de S et de T se raménent
tous a l'un quelconque d’entre eux dans chacun des trois cas fondamentaux évoqués plus haut,
nous pouvons nous appuyer sur les résultats de [19] :

(i) Le cas S = 0, T = () est celui considéré par Kida [20] : le groupe C(K,.) = Cg(KOC)

s’identifie au groupe de Galois de la pro-f-extension non-ramifiée maximale de K ; et le
l-groupe de classes associé¢ CU(K,) = C€g(KOC) n’est autre que le ¢-groupe des classes de

diviseurs au sens ordinaire du corps K,,. Nous notons A = /\8 I'invariant A correspondant.

(ii) Le cas S = 0, T = {/} est celui considéré par Kuz'min : le groupe C{3(K,) = Cé)l}(Koo)
s’'identifie au groupe de Galois de la pro-f-extension non-ramifiée /-décomposée maximale
de K. ; et le f-groupe de classes associ¢ /1 (K.) = C€{®é} (K, ) n’est autre que le ¢-groupe
des ¢-classes de diviseurs du corps K. Nous notons A\ = )\{é} I'invariant A correspondant.

(iii) Le cas S = {£}, T = () est celui considéré par Wingberg : le groupe Cyp}(K.) = C{@g} (K..)
s’identifie au groupe de Galois de la pro-f-extension /-ramifiée maximale de K ; et le /-
groupe de classes associé (ly;y(K) = Cﬂ{%(Koo) n’est autre que le ¢-groupe des ¢-classes

[
{e}

La correspondance entre ces divers paramétres résulte d’arguments classiques de dualité qui
font intervenir les groupes de racines d’ordre ¢-primaire de I'unité. Le corps K étant supposé donné,
nous sommes donc amenés a raisonner dans 'extension cyclotomique K’ = K[u,] engendrée sur
K par les racines (-iémes de I'unité. Les parameétres a considérer sont ainsi ceux du corps K.

de diviseurs du corps K. Nous notons A, = A7, l'invariant A correspondant.

Du point de vue galoisien, la situation se présente donc comme suit :

— K, est un corps surcirculaire & conjugaison complexe ;

— K est son sous-corps réel;

— K’ est l'extension cyclotomique K[p,].
Le groupe de Galois A = Gal(K/ /KI) est donc un groupe abélien d’ordre d étranger a ¢ et
d’exposant divisant (¢ — 1). Cette derniére condition entraine que Palgebre ¢-adique Z¢[A] est une
algébre semi-locale, produit direct de d exemplaires de 'anneau Zy, indexés par les caractéres
l-adiques irréductibles du groupe A. En particulier, les invariants respectivement attachés a K
ou a KT s’interprétent comme les t)-parties de ceux attachés a K/, pour des caractéres f-adiques
convenables 1 de A. Par exemple, la composante réelle de K, correspond au caractére unité 1 ;
et la composante imaginaire 4 I'unique caractére 1 de A qui reléve le caractére d’augmentation de
Gal(K./K}).

Dans ce contexte, il est commode de regarder les invariants lambda non plus comme des entiers
mais comme des caractéres du groupe A :

Convention 8. Soient,comme plus haut { un nombre premier impair, S et T deuzr ensembles
finis disjoints de places de Q, puis K., un corps surcirculaire  conjugaison complexre, K son
sous-corps réel mazimal, K'_ le corps K. [C]; et A le groupe de Galois Gal(K!_/KT).

Par /\§ nous entendons désormais le caractére (-adique du groupe A construit sur les -
composantes du groupe C;(fo}) ; c’est-a-dire que, pour chaque caractére £-adique irréductible ¢ de
A, Uinvariant numérique lambda habituel de la p-composante du Z[A]-module C3(K!.) est donné
par le produit scalaire (\3., ).

Cela posé, convenons de dire qu’'un caractére f-adique irréductible de A est réel ou imaginaire
suivant qu’il agit trivialement ou non sur ma conjugaison complee 7 ; et écrivons :

X =X"+X"
la décomposition d’un caractére f-adique en ses composantes réelle et imaginaire. L’application
pr=pt =we

ol w est le caractére cyclotomique (i.e. le caractére de l'action de A sur les racines de 1'unité)
et o' le contragrédient de ¢ (défini par ¢ '(0) = @(oc7')) est une involution du groupe des
caractéres (-adiques virtuels de A appelée, dans la tradition bisontine, involution du miroir.



Avec ces notations, les résultats de dualité de [19] s’énoncent comme suit :

Proposition 9. Dés lors que le corps K satisfait les conjectures de Leopoldt et de Gross-Kuz’min,
regardés comme caractéres du groupe A les trois invariants A, Aoy et At (attachés respectivement
au L-groupe des classes au sens ordinaire C/(K!), au (-groupe des (-classes Cligy(K.) et au (-

groupe des classes infinitésimales COVH(K')) sont liés par les identités :
Mg =A—x; et A =X (x7 -1,
ot X, = Erﬂe X+ désigne la somme des induits a A des caractéres unités des sous-groupes de

décomposition dans K! /KT des places de K} au-dessus de (.
Plus précisément, posant de méme xg = Zp:g\S Xp+ > DOUS avons ici :

Théoréme 10. Soient S et T deuzr ensembles finis disjoints de places de Q ne contenant pas ¢,
puis S = SU{l} et T = TU{l}. Avec les conventions précédentes et sous les conjectures de Leopodt
et de Gross-Kuz’min, les paramétres lambda attachés aux £-groupes de T-classes S-infinitésimales
du corps K!_, regardés comme caractéres du groupe A, vérifient les identités :

(i) )‘ge =N +w [(X% —1)vo].
(i1) /\qs?e = )\{@}9 —l—w[(xg —1Hvol=W\- Xe)e +w [(X% —1)vol.
(iii) N5 = MO foyg = M\° wyg.

Preuve. Nous avons supposé ici que ni S ni T ne contiennent /. Il en résulte immédiatement
que les places de T sont sans influence sur les paramétres lambda, puisque toute f-extension de
corps surcirculaires qui est non-ramifiée au-dessus de T' est nécessairement T-décomposée. Reste
a déterminer l'influence des places de S, c’est-a-dire la nature, dans chacun des trois groupes de
galois CL(K!), CL(K') et Cg(Kéo), du sous-module engendré par les places d’inertie attachés
aux places de S.

Prenons appui pour cela sur la théorie du corps de classes : pour chaque place p’_ de K’
au-dessus de S et tout n assez grand, le ¢-sous-groupe des unités principales du complété en p’_
du sous-corps K/, de K, de degré ¢" sur K’ s’identifie au f-sous-groupe de Sylow p!, du groupe
des racines de l'unité de K7,. La limite projective Uy = lim ), s’identifie donc au module de Tate

Tf = ]&n Hon .
Maintenant, le groupe de Galois A permute transitivement les places p’  de K’/ au-dessus
d’une méme place p de KT ; et il opére sur Ty par le caractére cyclotomique w. Le produit

upic = Hp/@ohﬂ; uP/@o
est donc un Z¢[A]-module projectif qui a pour caractére le translaté par w de I'induit & A du
sous-groupe de décomposition de p7, ; c’est a dire le reflet xj. = wx,. =wyx,. du caractére x,,. .

(i) Le sous-module de CE (K )® engendré par I'image des sous-groupes d’inertie attachés aux
places au-dessus de S est le quotient de la composante imaginaire du produit Ug = Hp; s Uy par
I'image des pro-¢-groupes d’unités des K,. Comme, restreints a leur composante imaginaire, ces
groupes se réduisent aux sous-groupes p!,, 'image de leur limite projective s’identifie au module
de Tate Ty = lim uyn. Le caractére cherché est donc donné par la différence (wxg)? — w, sauf si
le terme de gauche est nul, ce qui ne se produit que lorsque S est vide, auquel cas le caractére
cherché est nul. D’ou le résultat attendu (ou a V 8 désigne le plus petit caractére contenant a la
fois v et ) : ((wxg)® —w) VO =w((xg—1)VO.

(ii) Le cas de CL(K’)® se traite de la méme fagon, & ceci prés qu'il convient de remplacer
les unités par les f-unités. Mais, comme sous la conjecture de Gross-Kuz’min, la composante
imaginaire de la limite projective des ¢-unités est identique a celle des unités (cf. [19], Ch. IV, §2),
le caractére cherché est le méme que précédemment.

(#47) Enfin, pour CgK ' )®, ce sont les unités infinitésimales qui remplacent les unités. Sous la
conjecture de Leopoldt, elles sont triviales et le caractére cherché est (wxg)® = wxg.



2 La formule des genres dans une /-extension de corps surcirculaires

2.1 Position du probléme

Nous avons vu dans la section 1 que le choix de deux ensembles finis S et T de places de Q
permet d’attacher, sous certaines hypothéses, & chaque corps surcirculaire a conjugaison complexe
L., un Z;-module libre, disons X7, _, de dimension finie, et un Zy-module divisible de méme codi-
mension '© X ioc ; & savoir la composante réelle ou imaginaire du groupe de Galois Cg(LDO) de la
pro-f-extension abélienne T-décomposée S-ramifiée maximale de L, ; et celle du sous-module de
Ze-torsion du f-groupe C€:SF(LDO) des T-classes S-infinitésimales de L.

Ces deux groupes sont canoniquement des modules galoisiens, de sorte que si L., est une /-
extension d’un sous-corps surcirculaire & conjugaison complexe K, le groupe G = Gal(L../K,,)
opére de fagon naturelle sur X7, comme sur X’ ioc. Nous nous proposons de déterminer le caractére
de cette action. Nous allons voir qu’il suffit pour ce faire de savoir le calculer dans un cas trés
particulier.

L’argument essentiel repose sur l'existence de deux morphismes naturels entre les groupes
X et Xk d'une part, X7 et A d’autre part : le premier j, . (respectivement j; . ),
induit par 'extension des diviseurs, correspond au transfert en termes galoisiens; le second N,
(respectivement N] ), qui provient de la norme arithmétique, correspond a la restriction en
termes de groupes de Galois. De plus, les identités entre opérateurs

Ny ok odi k. = [Loo : Ko et N; i odi . = Lo+ K]
montrent que j, . (resp. j; , est un pseudo-isomorphisme de Xk vers XLGx (resp. de A
vers X ’Lci) Les identités qui s’ensuivent

dimgz, Xf = dimg, X et codimgz, X% = codimgz, X} _

vont nous permettre de dévisser la structure de Xy comme de X] . Distinguons trois étapes :

Etape 1 : réduction au cas cyclique

Pour établir que deux représentations galoisiennes sont isomorphes, il suffit de vérifier qu’elles
ont méme caractére. Or, I’égalité de deux caractéres se teste sur les éléments du groupe de Galois.
Et la valeur d'un caractére sur un élément est celle de la restriction de ce caractére au sous-groupe
cyclique engendré par cet élément. Nous ne restreignons donc pas la généralité de la démonstration,
si nous supposons que G est un f-groupe cyclique.

Etape 2 : réduction au calcul du rang
Si G est cyclique d’ordre ™, la décomposition de I’algébre de groupe Q[G] s’écrit :
QiG] =~ B, YilCu]:
et celle du caractére régulier est donnée par :
Rége = D 1" o i, avec ¢y = 1 et degep; = (€ —1)0" " pour i = 1,...,m.

En particulier, tout caractére f-adique y du groupe G est alors de la forme

X = Do g nithi, avec (ng, ..., ny) € N7+
c’est-a-dire qu’il est entiérement déterminé par la donnée des m + 1 entiers ng, ..., Np,.
Cela étant, si M est un Q;[G]-module noethérien, et si My, ..., M, sont les sous-modules fixés

par les m + 1 sous-groupes G; de G d’ordres respectifs ¢?, les relations
. k
dimg, M, = Zi:l n; deg ;
montrent que la détermination du caractére de M et le calcul des dimensions des M; sont un seul
et méme probléme.
Etape 3 : réduction au cas cyclique élémentaire

Ce point acquis, il est clair maintenant qu’il nous suffit de donner une démonstration dans le
seul cas ou le groupe G est cyclique d’ordre premier. En effet, tout ¢-groupe étant résoluble, une

10. la codimension d’un Zy-module divisible est la dimension sur Z; de son dual de Pontrjagin.



(-extension (galoisienne) de corps de nombres s’obtient toujours par empilement d’un nombre fini
de /-extensions cycliques élémentaires. Si donc nous venons a disposer d’une formule de rang dans
le cas cyclique de degré premier, nous tiendrons de ce fait une formule de rang valable dans toute
{-extension ; et donc, en fin de compte, une identité sur les caractéres dans une telle extension.

Conclusion : schéma de démonstration

Dans tout ce qui suit, nous supposons que G est un £-groupe cyclique de degré premier (impair)
et nous raisonnons directement sur les caractéres des modules considérés. D’aprés ce qui précede,
les formules obtenues dans ce cas particulier valent en fait pour un /¢-groupe quelconque. Les
équations aux dimensions s’en déduisent simplement en prenant les degrés des caractéres.

2.2 Etude algébrique du cas cyclique de degré premier

Supposons donc le groupe G cyclique d’ordre ¢; notons Régg, le caractére de la représentation
réguliére et Aug, = Rég, —1¢ celui de la représentation d’augmentation.
Distinguons deux cas, suivant que le Z;[G]-module étudié X est libre ou divisible.

2.2.1 Modules libres

Si X est Zy-libre et de type fini, sa décomposition comme somme directe de Z[G]-modules
indécomposables est de la forme :
X ~ Zy[G)* @ Ze[e)P @ 2,
avec «, 8 et v dans N. Le caractére qui lui correspond est donc :
X = aRégg +BAugg +7la = (o +7) Régg — (v — B) Augg ;
et la dimension x de X est ainsi : @ = l(a+v) — (£ — 1)((v — B).
Dans l'identité obtenue, les deux indices a + y et v — 8 ont une interprétation simple :
— Le premier est la dimension du sous-module des points fixes : & + v = dimg, X¢.
— Le second n’est autre que le quotient de Herbrand dimensionnel ¢(X’) du module X :
v — B =h3X) - hl(X) avec v = h3(X) = dimp, H*(G, X) et B = h}(X) = dimp, H' (G, X).

Dans ce cas, nous obtenons donc :

Lemme 11. Si G est un groupe cyclique d’ordre ¢, le caractére d’un Z¢[G)-module X noethérien
et sans Zg-torsion est donné par la formule :

x = dimz, X% Rég — q(X) Augg,
ot q(X) représente le quotient de Herbrand dimensionnel de X. Et x = dimg, X est ainsi :

r = ldimg, X% — (¢ — 1)q(X).

2.2.2 Modules divisibles

Si X’ est Zg-divisible et de cotype fini, sa décomposition comme somme directe de Z/[G]-
modules indécomposables est de la forme :

X' 2 (Q¢/Z¢) ®z, Ze[G]* & (Qu/Zg) ®z, Zo[Ce)® & (Qe/Zy)",
avec o/, 8’ et 7/ dans N. Le caractére qui lui correspond est donc :
X' =o' Régg +8" Augg +9'1c = (' +7') Rége +(8' — ') Augg s

et la codimension 2’ de X’ est ainsi : x = £(a/ +') + (£ — 1)(8' — 7).

Comme plus haut, les deux indices o’ +~' et 5’ —+’ ont une interprétation simple :

— Le premier est la codimension du sous-module des points fixes : o/ + 7/ = codimz, X'C.

— Le second n’est autre que le quotient de Herbrand dimensionnel ¢(X”) du module X’ :
B =5 =h*(X") — h1(X') avec B’ = h?(X') = dimy, H*(G, X') et v/ = h}(X’') = dimp, H} (G, X").

Dans ce cas, nous obtenons donc :

10



Lemme 12. Si G est un groupe cyclique d’ordre £, le caractére d’un Z¢|G]-module Z¢-divisible et
de cotype fini X' est donné par la formule :

X' = codimg, X'% Rég + q(X’) Augg,
ot q(X") représente le quotient de Herbrand dimensionnel de X’. Et ' = codimg, X est ainsi :

2’ = fcodimg, X'C + (£ — 1)q(Xx").

Nota. Dans les applications arithmétiques plus loin, on a toujours ' = x et ¢(X’) = —¢q(X), de
sorte qu’il est possible de raisonner indifferemment sur X ou sur X”’. Cela ne veut pas dire, en
revanche, que 'on a systématiquement 3’ = 3 et v/ = +, le groupe X n’étant pas, en général,
isomorphe au dual de Pontrjagin de X’ en tant que module galoisien (cf. Scolie 22 infra) ; 'égalité
des caractéres signifie seulement que cet isomorphisme a lieu aprés extension des scalaires & Q.

2.2.3 Enoncé des résultats

Dans la section précédente, nous avons convenu de regarder les paramétres )\:SF associés aux
groupes Cg ou C[*SF attachés & un corps surcirculaire & conjugaison complexe non plus comme des
entiers, mais comme des caractéres {-adiques d’un groupe abélien fini A d’exposant divisant ¢ — 1.

Pour reformuler dans ce contexte les Lemmes 11 et 12, nous considérons la situation suivante :

— K, est un corps surcirculaire & conjugaison complexe ; KT est son sous-corps réel maximal ;
K = K_[u,] est engendré par les racines ¢-iémes de I'unité pour un premier impair /.

— L. est une fl-extension (galoisienne) de K., qui provient par composition avec K, d'une
(-extension totalement réelle Lt de K ; et L’ est le corps L [u].

— G est le groupe de Galois Gal(L! /K') ~ Gal(LL/K ); et A est le groupe abélien
Gal(L! /LE) ~ Gal(K! /KT).

— Les objets étudiés sont équipés d’une action naturelle de G et de A, c’est-a-dire que ce sont
des Zy[A x G]-modules.

Cela posé, par application des arguments précédents a chacune des composantes A-isotypiques
de X et de X7, nous obtenons immeédiatement :

Proposition 13. Soit G cyclique d’ordre {, Rég, le caractére de sa représentation réguliére et
Aug, = Régy —1a celui de sa représentation d’augmentation. Alors :
(i) Si X est un Zy[A x G]-module, de type fini et libre sur Z;, son caractére x est donné par
la formule :
X = xa(X9) Régg —qa(G, X) Augg,
ot xa(X ) est le caractére de XY regardé comme Zy[A]-module et ga (G, X) le A-quotient
de Herbrand du G-module X, i.e. l'unique caractére virtuel du groupe A a valeurs dans Zyg
qui reléve la différence b4 (G, X) — h\(G,X) des caractéres respectifs des Fy[A]-modules
H?*(G,X) et HY(G, X).
(i) Si X' est un Zo[A x G)-module, de cotype fini et divisible sur Z¢, son caractére x' est donné
par la formule :
X' = Xa(X9) Régg +9a(G, X') Augg,
ot XA (XY) et ga(G, X") sont définis comme plus haut.

2.3 Etude arithmétique du cas cyclique de degré premier impair

Plagons-nous dans le contexte arithmétique de la Proposition 13 ci-dessus. Sous réserve de
trivialité de l'invariant mu, le Z,-module libre qui nous intéresse est la composante imaginaire
X =C} . du groupe de Galois de la pro-f-extension abélienne non-ramifiée maximale de L’_;
le Z¢- module divisible qui lui correspond est la composante imaginaire X7 L= =9 L du ¢-groupe
des classes de diviseurs (au sens ordinaire) du corps surcirculaire L/ .

Comme plus haut, nous notons x, le caractére de X7, et X 1, celui de X] 1 » V'un et Vautre re-
gardés comme Zy[A x GJ-modules. Nous réservons la notation A L/_ pour de51gner indifféremment le

11



caractére de Az, regardé comme Z¢[A]-module, ou celui de X7, . L’invariant lambda traditionnel
d’Iwasawa n’est autre que le degré de Az, ; c’est aussi le degré commun de x, et de x7, .

Cela étant, la Proposition 13 nous dit que pour exprimer y L et X/L’x a partir de x K= X’K;,
il suffit de déterminer l'action de A sur les groupes de cohomologie H'(G,C, ) et H*(G,C5, ),
d’une part; HY(G,C03, ) et H?(G,C(3, ), d’autre part.

2.3.1 Cohomologie des groupes de classes

Lemme 14. Soient L., /K., une {-extension cyclique élémentaire de corps surcirculaires et G son
groupe de Galois. Alors :
(i) Le groupe multiplicatif LY est cohomologiquement trivial ; autrement dit, on a :

HY G, LX) =1 et H?(G,LX) =1.
(ii) La cohomologie du groupe des diviseurs est donnée par les formules :

HYG,D._)=1 et HQ(G,PLOC)zRam/Lm/KQo ~®, 1 Z/ep. L,

ot Ram’, /K., mesure la ramification modérée, p., parcourt les places étrangéres a £ qui se
ramifient dans L.,/ K., et ey, = est Uindice de ramification.

(iii) La cohomologie du groupe des diviseurs principauz est duale de celle du groupe des unités :

Hl(G,PLx)ZHQ(G,ELx) et H2(G,PLOC)2H1(G,ELX).

Preuve. La trivialité des groupes de cohomologie H'(G,L*) et H'(G,Dy_) est bien connue,
du moins pour les corps de nombres : c’est ce qu’il est convenu d’appeler le théoréeme 90 de
Hilbert *!. Son extension aux corps surcirculaires ne pose pas de difficulté : il suffit d’écrire L., /K.
comme limite inductive de sous-extensions de corps de nombres relativement cycliques et de leur
appliquer le résultat de Hilbert. Le cas des groupes H?(G, L*) et H?(G,Dy,_), en revanche, est
plus surprenant, puisque, pour les corps de nombres, aucun de ces deux groupes n’est fini.

Cela dit, examinons successivement les diverses assertions du Lemme.

(i) L’identité H?(G, L*) = 1 est signalée par Iwasawa ([14], Lem. 5) et vaut de fait pour tout
l-groupe G. Lorsque G est cyclique, elle dit simplement que les éléments de K sont normes
d’éléments de LX (cf. [2], Lem. 3) : KX = N, . (LX).

Et pour I'établir dans ce cas, d’apreés le principe de Hasse, il suffit de vérifier que tout élément
2z de KX est norme locale partout dans l'extension L. /K. Les palces a l'infini ne faisant pas
probléme, puisque £ est pris impair, donnons une place finie p. de K... Ecrivons L., = Unen Ly
et K, = UneN K, comme réunions croissantes de corps de nombres avec L, /K, cyclique de
groupe G et [Lyy, : Ly = [Kny : K] = € puis fixons n assez grand pour avoir z € K, et p.,
non-décomposée dans K. /K,,. Prenant alors les symboles de Hasse attachés aux places en dessous

de p.., nous obtenons :
£
(x,antjf(nﬂ) (Nn+1/n(§:,Ln/Kn) ( ,Lpnn/Kn) (z,L;T{Kn)é =1,

et x est norme locale en p,,,, dans Ly+,/Kp+,, donc norme locale en p., dans L., /K.

(i1) Lidentite H*(G, Dy ) ~ Ramj,_ gk _, (ou le groupe Ram}_,; est défini par 'énonce)
s‘obtient comme suit : G étant cyclique, nous avons l’'isomorphisme :
H*(G,Dp_)~D¢ Jvi_ k. (Dr.),
ol vy k.. désigne la norme algébrique ) - 0; ce que nous pouvons encore écrire :
HQ(Gv DLx) = ng/]\]l/@o/KQo (DLoc)v
ou Np_ /i désigne cette fois la norme arithmétique, en convenant d’identifier les diviseurs de K,
avec leurs étendus a L.,. Maintenant, tout diviseur de K, est banalement la norme d’un diviseur

de L, : les diviseurs premiers au-dessus de ¢, parce qu’ils sont /-divisibles; ceux étrangers a /,
parce qu’ils ne présentent plus d’inertie. Il vient donc :

11. Bien entendu, dans son traité de 1913, Hilbert n’énoncait pas son résultat sous forme cohomologique, mais
seulement dans le cas cyclique : D. Hilbert, Théorie des corps de nombres algébriques, Hermann, Paris (1913).
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H*(G,Dy_) =~ Df /(Dk.);
et la formule annoncée en résulte, les diviseurs ambiges étant engendrés par les diviseurs ramifiés

modulo ceux étendus. Comme les diviseurs au-dessus de ¢ sont ¢-divisibles, donc étendus, seuls
restent les diviseurs ramifiés étrangers a ¢, ce qui donne bien :

H*(G, D) =30, 1o Dr (p)?/(Dr (b)) = 32, 4o Z/ep. 2

(i4i) Enfin, le fait que les groupes d’unités Fy,_ et de diviseurs principaux Py, soient en dualité
cohomologique résulte immédiatement du point (7). La suite exacte courte canonique

1= FE, —-LX— P, —1

fournit, en effet, 'hexagone exact, ou les sommets supérieur et inférieur sont nuls :

Ya,Lx)

/ \
HY(G,Er_) Pr.)
~T lN
2(G, P EL.)

\GLX/

D’ou le résultat annoncé.

Lemme 15. Supposons maintenant que L., /K., est une (-extension cyclique élémentaire de corps
surcirculaires & congugaison complexe ; et notons : A = Gal(L!_/LY) ~ Gal(K! /KZT). Dans ce
cadre, les identités précédentes se traduisent par les isomorphismes de Fy[A]-modules :

(i) HY(G, P}, )~ H*(G,E;, ) =1; et H*(G, P}, ) ~ H'(G,E;, ) ~ n,.

(ii) Hl(G,DLe,x) =1; et Hz(G,Df;) ~ @p;u(z/epotz)[A/Ap;]-
En particulier, les caractéres des groupes H(G, Pr ) et H?*(G, Pp: ) sont donnés par :

hl(G,Ple):w et h2(G,PL;)=Zp;J{£X§;,

Dans ces formules p, est le groupe des racines {—iémes de l'unité et P, le groupe des racines
d’ordre £-primaire ; w désigne le caractére cyclotomique ; la somme o droite porte sur les places
po 10 de K qui se ramifient dans LY /KT ; et Xp: €st la composante imaginaire de linduit a A
du caractere de la représentation unité du sous-groupe de décomposition Ay de p?, dans K' /K.

oo 7

Preuve. En présence d’une conjugaison complexe, les unités imaginaires se réduisent aux seules
racine de l'unité. Il vient donc :

HYG,Ep, ) = H' (G, 1) = 1y et H*(G,Ef, ) = H(G ppe) = py /1t = 1
D’ou le résultat annoncé. Les autres assertions sont immédiates en vertu du Lemme 14.

Ce point acquis, nous pouvons énoncer :

Proposition 16. Dans une ¢-extension cyclique élémentaire de corps surcirculaires & conjugaison
compleze le quotient de Herbrand dimensionnel du £-groupe des classes imaginaires est donné, avec
les notations précédentes, par la formule :

4a(G.Clf, ) = BA(G, Dy ) = BA(G P ) = Yy X — -

Preuve. La suite exacte courte 1 — PLe, — DL, — C€E, — 1 qui définit le groupe /7, donne la
suite exacte longue de cohomologie, ot les termes extrémes sont nuls en vertu du Lemme 15 :

HY(G,Dy, ) — HYG,Cl;, ) — H*(G,Pf, ) — H*(G,D;, ) = H*(G,ll;, ) = HY G, P ).
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2.3.2 Cohomologie des groupe de Galois

L’étude des groupes de Galois est en soi inutile au regard du résultat que nous avons en vue,
puisque nous savons déja que les caractéres ga(G,Cr, ) et ga(G,C¢7, ) sont opposés en vertu de
la Proposition 13, les deux groupes C;, et C/}, d’une part, Cr: et ¢y, d’autre part, regardés
comme Z;[A]-modules, ayant méme caractére (;Cous la condition 1 = 0). B

Néanmoins, outre qu’elle fournit une autre démonstration de la Proposition 16, la description
de leur cohomologie ouvre des perspectives intéressantes sur I’arithmétique des corps surcirculaires.

Soient donc, comme plus haut, L. /K. une ¢ extension cyclique de degré ¢ de corps surcircu-
laires & conjugaison complexe, G son groupe de Galois et o un générateur de G. Conservons les
conventions précédentes ; introduisons le module de Tate Ty = lim p;n, qui est un Z;[A]-module
projectif de caractére w; et faisons choix d’un générateur topologique ¢ de Ty, i.e. d'une famille
cohérente ((yn ), de racines £"-iémes primitives de 1'unité.

Regardons d’abord le groupe de cohomologie H'(G,C;, ). Le groupe C;, étant sans Zg-torsion
(sous réserve de nullité de 'invariant mu), le noyau dans C e,oc de la norme algébrique vy, k1 =

Zé 5 o' est aussi celui de la norme arithmétique N/ /-, ce qui nous donne canoniquement :
H! (G,CE;C) _ /Ce, o—1) _ NCL/ /Cr(d 1) (NCL/X/C[(,Z:l))e-

a une interprétation arithmétique simple : désignons

Ce point acquis, le quotient NCL,;/CL('/j )

par K/ (respectivement L’  la pro-f-extension abélienne non-ramifiée maximale de K/ (resp. de

L!)); et notons L’ la sous-extension maximale de L qui est abélienne sur K’ , i.e. le f-corps des
genres de L/ /K . Nous avons alors le diagramme, ot sont représentés les corps et les groupes de
Galois :

L NE, ———— K.

On voit par la que yC;, /CL(',j_l) s’identifie au groupe de Galois de Pextension abélienne L'_/L/_K'_.

Maintenant, il est bien c?)nnu du moins pour es corps de nombres (cf. [19], Ch.III, §2), que ce
dernier groupe est donné par la suite exacte des genres : plagons-nous provisoirement a un étage
fini L/ /K’ de l'extension L'_/K’. et définissons K/, L, et L! comme ci-dessus. La théorie des
genres nous donne alors la suite exacte courte de Z, [A] modules :

1 = Ex: [(Exr, O Ny (L) — LN EBP Iny, (L’ /K]) — Gal(L’ /L K’) — 1,
ot Exs est le groupe des unités de K, ; 'application b, est la famille des symboles de Hasse

(%) relatifs a Dextension abélienne L, /K’ ; et le terme médian est la somme directe des

sous-groupes d’inertie des places de K| restreinte aux familles (op: ), qui vérifient la formule du
produit :

Hp% Up;l =1.

Par restriction aux composantes imaginaires puis passage a la limite projective, il vient ainsi :
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Lemme 17. Avec les notations ci-dessus et sous réserve de nullité de linvariant mu, le groupe
de cohomologie H'(G,Cy, ) est donné, comme Z¢|A]-module, par lisomorphisme des genres :

HY(G,Cf, ) = [®Tny, (LL/KL)]%/ba(Te),
ot la somme (restreinte a la formule du produit) porte sur les groupes d’inertie des places de K

dans l’extension abélienne ZNL’OO/K;C et Uapplication by est induite par les symboles de Hasse.
En particulier, le caractére de H'(G,C, ) est ainsi :

MA(G.CE ) = Sy i, — e,
Xp: etw étant définis comme dans le Lemme 15 et 'entier 6 valant 0 ou 1 suivant que le générateur
topologique ¢ de Ty est norme ou pas dans L' K/ .

Preuve. Par restriction aux composantes imaginaires, la suite exacte des genres prend la forme :
bo, 7N = . % B
U= sy, /(purcy, O Ny e, (L3) = [y, T (L7,/K)]7 — Gal(Ly, /L1, K7,)° — 15
ce qui nous donne, par passage & la limite projective, la suite exacte de Zy[A]-modules finis :
5 b T - 7 > \6
1= Te/T = (D, Iy (L /KL)]" = Gal(Ll /LKL )" — 1;

d’ou la premiére assertion du lemme. Notons que la formule du produit, qui est réelle, disparait coté
imaginaire. L’expression du caractére b (G, Cr/ ) s’en déduit immédiatement, via isomorphisme :

(@, Ty, (EL /KL = (@, Ty (L /KL = (@, Iy (LX/K).

Lemme 18. Avec les notations du Lemme 17 le caractére du groupe H?(G, Cr, ) est donné par la

formule (ou la somme porte sur les places de K au-dessus de ¢ qui se ramifient dans LY /KT) :
hQA(G,CLe/m) = Zp;lf Xpr T (1= 0)w.

Preuve. Regardons le groupe de cohomologie H2(G,C8, ) ~ C2%/C5Y comme limite projective des
p bp L L proj
roupes H2(G,Cl¢, ) ~ ClsC /ClsY . Dans ce dernier quotient C0FC est la composante imaginaire
p ) L L q L p
n n n n
du sous-groupe ambige de Cl ; et Cl5Y = jrr s oNp e (COF, ) = CUSL° celle du sous-groupe de
n A L, /K], w ML L,
Cl¢, engendré par les classes des étendus & L/ des diviseurs imaginaires de K/ 2.
L7, b n n
Introduisons le groupe intermédiaire C/}7"° construit sur les classes des diviseurs imaginaires

ambiges (i.e. des diviseurs imaginaires invariants par G); et formons la suite exacte courte (qui
est une étape classique de la démonstration par Chevalley de sa formule des classes ambiges) :
L= CLpybe JCe — CLE e [ — CLES JCe — 1.

Dans celle-ci le groupe a droite s’identifie au quotient

am/ S
CLE S [ S o (Brey, 0 Ny s, (L3) [Nug e, (Br)) ™ 2 ey, 0 Nig ey (L37) /1 -
Et, par passage a la limite projective, nous obtenons donc, avec des notations évidentes, la suite :
1— Cpre/Chie — CLeJCHe = Che/Cime — 1,

ou le quotient a droite fait ainsi apparaitre ’entier § défini plus haut : C 39 JCire 'H‘ﬁé JT%.
Reste donc & examiner le quotient & gauche. Aux niveaux finis les diviseurs imaginaires ambiges

de L! sont engendrés par les diviseurs imaginaires étendus de K/, et par ceux ramifiés dans

L}, /K] Les ramifiés étrangers a £ sont ultimement inertes dans L/ /L!, donc disparaissent dans la

amb

limite projective. Le quotient C;7"°/C;'° est ainsi engendré par les classes des familles cohérentes
construites sur les seules places au-dessus de ¢ qui sont décomposées dans L/L* et ramifiées dans
L/K.Ce point acquis, fixons n, assez grand pour que les diviseurs imaginaires primitifs (i.e. non
puissances (-i¢mes) de L/, = construits sur les places au-dessus de £ ne soient pas principaux 14 A

12. Le quotient Cly/ /Ny, i, (Clrr ) =~ CeKi /Nis ki (CeLi) étant réel, en vertu de I'isomorphisme du corps de
classes, la restriction aux composantes imaginaires de la norme arithmétique est un épimorphisme.

13. L’isomorphisme annoncé s’obtient en envoyant la classe d’un diviseur imaginaire a représentant une classe de
CZLG/ sur 'unité € = N/ (@), ot v est un générateur imaginaire du diviseur principal a”~*.

14. Lexistence d’un tel n, fait 'objet de la Proposition 20 infra.
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chaque tel diviseur a,,, correspond alors une classe d’ordre ¢ dans le quotient C;"%/C;'° et plus

généralement dans chacun des quotients C;7"° /C 2 S pour n > n,, & savoir la classe du diviseur

a, = a%en h , donc finalement une classe d’ ordre f dans la limite projective C;"</C;.°.

Il suit de la que le quotient étudie C;r"° /C 9 est un Fy[A]-module de caractére Zp* e Xy -

Réunissant les Lemmes 17 et 18, nous obtenons une seconde version de la Proposition 16 :

Proposition 19. Dans une ¢-extension cyclique élémentaire de corps surcirculaires & conjugaison
compleze le quotient de Herbrand dimensionnel de la composante imaginaire du groupe de Galois
Cr/ est donnée, sous réserve de nullité de linvariant mu, par la formule :

4a(G,C, ) = BA(G,CL, ) = BA(G.CL ) =w = 0, 1y X5 -

2.3.3 Comparaison des résultats obtenus

Remarquons tout d’abord que le rapprochement des Propositions 16 et 19 donne bien I'identité :
ga(G,Cl°) 4+ qa(G,C°) =

Cependant le calcul du premier quotient ga(G,Cl¢) vaut en toute généralité, tandis que celui
du second ga (G, C°) présuppose la trivialité de I'invariant mu d’Iwasawa, qui garantit la finitude
du groupe H(G, Cr ). D’un autre c6té, dans le calcul du caractére du groupe H?(G, Cr ), nous
avons utilisé en outre un résultat sur les diviseurs imaginaires au-dessus de £ dans une Zg-extension
cyclotomique, qui est une conséquence facile des conjectures de Leopoldt et de Gross-Kuz'min (cf.
[19], Th. IV.2.19), mais dont il peut étre intéressant de donner une démonstration autonome :

Proposition 20. Soient L' = J,cn Ly, la Zg-extension cyclotomique associée a un corps de
nombres & conjugaison complexe L' contenant les racines £-iemes de l'unité, et n, le rang a partir
duquel les places au-dessus de ¢ se ramifient totalement dans la tour. Alors :

(i) Pour tout n > n, les L-unités imaginaires du corps L, sont les produits des (-unités de L;,
par les racines de l'unité contenues dans L., ; ce qui s’écrit :

ES = EPS
L, MLI L{VLU

(i1) Les diviseurs imaginaires principaux de L, construits sur les places au-dessus de £ sont les
étendus a L, des diviseurs imaginaires principaux de Ly, construits sur ces mémes places.

(#11) La composante imaginaire CﬂL, de la limite inductive des {-sous-groupes de classes des

corps L, construit sur les classes des places au-dessus de ¢ est un Zg-module divisible
qui a pour codimension le nombre d de places de L' au-dessus de { décomposées par la
conjugaison compleze.

(iv) La composante imaginaire C[Lg,]e de la limite projective est un Zg¢-module libre de rang d.

Preuve. Désignons par D[ 19 1e groupe des diviseurs imaginaires de L/ construits sur les places
au-dessus de £. D’aprés la Suite exacte courte canonique

fe fe
L= B uy, = Dp)” = Clp)°
il s’agit de vérifier que le quotient E’ / P @ gauche est constant pour n > n,. Or, cela résulte

d’un argument classique de théorie de "Kummer (cf. [19], Prop. 1.2.2) : I’égalité des rangs montre
que E%; puy, est d’'indice fini dans E%; /pu,,  pour n > n,. Cela étant, si z est un élément de
n n n4+1 n+1

E’Li dont la classe modulo 1/, est une puissance {-iéme dans E'S / fiy;  , DOUS avons & = ¢yt

avec ( € b, et y € E’? , puis, en prenant la norme N = N L legahte zt = (*N(y)’,

ie. x/CN(y) 6 u, C L ; donc ¢ € Ly, et finalement : ¢ € py, = pé, . Eecrivant donc ¢ = &,
n n+1

et z = &y, nous obtenons z = 2*, donc L) [{/z] = L[] C L, ; et la théorie de Kummer nous
dit que z est le produit dans L], d’une puissance /-iéme et d’'une racine de I'unité. Et E75 /p;,

coincide avec £ /u;,  pour n = n,. La Proposition en découle.
n+1 n+1
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Revenons maintenant sur le quotient ga (G, €5 ). Dans le diagramme commutatif
| ——= HYG,tf ) —— H*(G, P, )——= H*(G,D}, ) ——= H*(G,Cl;, ) —=1

L ——Cap;, g/ HY (G, u,) Ram'}, —as /C€°te—>1

L' /K’

I'isomorphisme & gauche, induit par la norme arithmétique N, /. , identifie le groupe H' (G, /5 )
a la capitulation imaginaire CapL‘z/K; dans L/ /K! . Comme le groupe H'(G,p,) ~ p, est un
F¢[A]-module de caractére w, deux cas peuvent se produire :

— oubien Capp, ., =1et |H?(G, ¢y, )| = |Ram’}; o 11

— ou bien CapL,x/K; ~ HY(G,u,) et H2(G,C€ ,N) o~ RamL,x/K;.
Le premier cas nécessite que le groupe Ram’f,oc e soit non-trivial, i.e. qu’il existe au moins une
place p: étrangere a ¢, décomposée dans LKoo/ KT qui se ramifie dans L} /K. Le second cas
implique, en revanche, que lextension LT /K18, soit (-ramifiée : en effet, si a est un diviseur
de K/ représentant une classe de Cfj, qui capitule dans (¢}, , son étendu a L/_ est un diviseur
principal («) engendré par un élémentwimaginaire a qui Vérifiem(a)"_1 =1,ie a?7" € y,. Posant
a = o, nous obtenons donc L', = K/ [{/a], avec (a) = af, de sorte que I'extension L’ /K est
(-ramifiée. L’ensemble des résultats précédents peut donc se résumer comme suit :

Théoréme 21. Soient L. /K. une {-extension cyclique élémentaire de corps surcirculaires a
conjugaison complexe, G son groupe de Galois, LT /KT la sous-extension réelle maximale et
L /K! = L.[C]/K[Ce] Vextension obtenue en adjoignant les racines (-iemes de l'unité, A enfin
le groupe abélien Gal(L!_/LT) ~ Gal(K!_/KZT). Alors, sous réserve de nullité de l’invariant mu,
les caractéres de A attachés aux groupes de cohomologie relatifs a l'action de G sur les compo-
santes imaginaires du £-groupe des classes de diviseurs Clr, et du groupe de Galois Crr_ de la
pro-L-extension abélienne non-ramifiée mazimale de L’ sont donnés par les formules :

(i) hA(G,C5 )= 6w (i) BA(G.CE )= xp + (16w
pLle
(it) PA(G,ClL )= X +(1—0")w (it)  hA(G,CP) wa -
pLle
Dans celles-ci, w est le caractére du module de Tate T, = limp,. = CZ’f : Uindice § vaut 0 ou
1 suivant que ¢ est norme ou non dans lextension L' JK! ; Uindice 6" vaut 0 ou 1 suivant qu il

existe ou non une place de K décomposée dans K.,/ K qui se ramifie modérément dans LT /K
et Xy désigne la composante imaginaire de l'induit a A du caractere unité du sous-groupe de

décomposition de p*, dans l'extension abélienne K! /K.

Scolie 22. Sous les hypothéses du Théoréme 21, Uidentité hi (G,Cy, ) = h¥'(G,Cly, ) a lieu
exactement dans les deux cas suivants : b h
(i) Dans le cas modéré, i.e. lorsque toutes les places de KT, décomposées dans l’extension
quadratique K. /KT et ramifiées dans lextension cyclique L.,/ K., sont étrangéres a (.
(i) Dans un cas sauvage exceptionnel, lorsqu’il existe exactement une place p*, de Kt décom-
posée dans K./ KT, qui se ramifie dans lextension L., /K., : sip’, est au-dessus de £, sous
réserve qu’il y ait exactement deuz places p’_ et p’_ de K!_ au-dessus de pt, et que ¢ ne soit
norme locale dans L' /K! en aucune d’elles.

Preuve. Ecrivons ¥ pour Zp It xp- D’aprés le théoréme 21, les cohomologies de Cf , et de C@jl
sont duales lorsqu'on a : X+ (1—0 —¢")w =0, i.e. E—Oet5+6’—10ub1en2—wet5—5'—1
Dans le premier cas (X = 0), nous disons que la ramification imaginaire est modérée. Suivant

qu'il existe ou non une place pf, de K, décomposée dans K, /K qui se ramifie modérément
dans LT /K, nous avons alors 8 =1l et § =0oud’ =0et § =1 donc toujours : § + &' =

15. Conformément au principe de Hasse, la condition § = 0 se lit localement. Elle est automatiquement vérifiée
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2.4 Enoncé des résultats

Revenons maintenant au probléme posé dans l'introduction : désignons par L. /K. une (-
extension de corps surcirculaires a conjugaison complexe ; notons G son groupe de Galois, LT /KT
la sous-extension réelle maximale et L/ /K! = L. [(/]/K.[(/] 'extension obtenue en adjoignant
les racines f-iémes de I'unité, A enfin le groupe abélien Gal(L! /LT) ~ Gal(K! /KT).

Pour chaque sous-extension M/ /K’ de L’ /K , nous savons par la Proposition 7, sous réserve
de nullité de l'invariant mu, que la composante imaginaire Cy;, du groupe de Galois de la pro-/-

oo

extension abélienne non-ramifiée maximale de M/ est un Zy[A]-module projectif dont nous avons
convenu d’écrire Ay, le caractére (de sorte que c’est son degré deg Ay, qui désigne 'invariant

lambda d’Twasawa de C a2 )- Si; en outre, M ! JK! est galoisienne, le groupe C a7 est muni d’une
action naturelle de G' et nous écrivons xy,, le caractére de C;;, regardé comme A x G-module.
Notre propos est d’exprimer x;, a pa;ctir de xp - .
Restreignons-nous un instant auxcas élémentairemou le groupe G et cyclique d’ordre premier £.
Dans ce cas, la Proposition 13 nous donne 'identité :

Xf/m = X}%Qo Régg —a(G, C[Z) Augg
ol Rég est le caractére régulier de G' et Aug, le caractére d’augmentation. Quant au quotient
de Herbrand dimensionnel ¢(G,C;, ), il est donné par la Proposition 19 : il est égal a la différence

W= Dt Xor
ou la sommation porte sur les places p:.de K étrangeéres a £ qui se ramifient dans LT /K.
Nous pouvons donc réécrire I'identité précédente sous la forme :
Xi —w=(Xg —w)Réga+ 2 0 1 Xps Ppe
en convenant de désigner par p,. linduit & G ~ Gal(L./K 1) du caractére d’augmentation

du sous-groupe de décomposition G, de p’ dans LT /KZ*. Dans cette derniére formulation, la

sommation & droite porte indifféremment sur les seules places étrangeres a £ ramifiées dans LT /KT
ou sur 'ensemble des places de K étrangeres a ¢, puisque le caractére , Pp: - €gal a Aug, lorsque

pZ. se ramifie dans LT /K ¥, est nul dans le cas contraire faute d’inertie aux places étrangéres a /.

Maintenant, comme expliqué au début de cette section, la formule ainsi obtenue, établie dans
le cas ot G est d’ordre ¢, vaut en fait pour un /-groupe arbitraire. Nous pouvons donc énoncer :

Théoréme 23. Soient L. /K. une {-extension cyclique élémentaire de corps surcirculaires a
conjugaison complexe, G son groupe de Galois, LT /K} la sous-extension réelle mazimale et
L' /K! = L. [C]/K[C] Vextension obtenue en adjoignant les racines £-iemes de l'unité, A enfin
le groupe abélien Gal(L'_/LY) ~ Gal(K' /KZT). Alors, sous réserve de nullité de linvariant mu
d’Iwasawa dans L', les composantes imaginaires respectives Cp, et Cy, des groupes de Galois
des pro-C-extensions abéliennes non-ramifiées mazimales de Lgoocet K, sont des 7y [A]-modules
projectifs et leurs caractéres x;, et X, comme A x G-modules sont li€s par Uidentité :

Xflx —w= (X}%QC —w) Régg + Zp;u Xpz, Py -
Dans celle-ci, w est le caractére cyclotomique ; Régy est le caractére régulier de G ; la sommation
porte sur les places pt de K} qui sont élrangéres o £ ; le caractére Xp: est Uinduit a A du
caractére unité du sous-groupe de décomposition Axp; de p*, dans K! /K et pp: est linduit a
G du caractére d’augmentation du sous-groupe de décomposition de p*. dans LT /KT.
Corollaire 24 (Formule d'Twasawa). Notons A’ = Gal(L/_ /L.) ~ Gal(K' /K.). Avec les no-

tations du Théoréme 23, les caractéres respectifs des groupes Cp, et Ci, pour leur structure de
G-module sont liés par lidentité : - -

Xi. = @101 = (X, — (@, 12)16) Régg + (X, 1o (e 12)) p -

en 'absence de place ramifiée. En revanche, en présence d’une place modérément ramifiée, le corps de classes local
montre que les racines primitives de I'unité ne peuvent étre normes, ce qui donne ¢ = 1.
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Dans celle-ci, lﬁ, est Uinduit a A du caractére unité de A ; la quantité (w, 1%} vaut 1 st K,
contient le racines (-iemes de l'unité et 0 sinon ; et la quantité (xyp- , 1%} vaut 1 ou 0 selon que la
place p’ est décomposée ou non par la conjugaison complexe.

Preuve. Les invariants attachés aux corps L., et K., s’obtiennent a partir de ceux respectivement
attachés a L’ et K/ par projection au moyen de I'idempotent associé au caractére 1%,.

Corollaire 25 (Formule de Kida). Sous les hypotheses du Théoréme 23, les invariants lambda
d’Iwasawa des groupes Cp, et Cy, sont liés par l'identité :

Afx - <w7 1A’> = ()‘Iegc - <W7 1A’>)[Loo : KOO] + Zm;fe(ews; - 1);
o la sommation porte sur les places %7, de LY modérément ramifiées dans LY /KT et décomposées
dans L. /LY ; et ey est Uindice de ramification de 37, dans LE/KZT.

00 !

Corollaire 26 (Formule de Wingberg). Sous les mémes hypotheses, les invariants lambda des £-
groupes de classes infinitésimales des corps totalement réels Lo+ et KT sont lié, sous la conjecture
de Leopoldt, par l'identité :

Moypt — W 18) = Ak — (W, 180) Lo« Ko + 20, (e — 1)

Preuve. Prenant les degrés des divers caractéres dans la formule d’Iwasawa, on obtient la formule
de Kida. D’aprés la Proposition 7, la méme identité vaut sous la conjecture de Leopoldt pour les
invariants A, en vertu de I'égalité A, = A ; ce qui redonne la formule de Wingberg.

Revenons enfin sur le Théoreme 23 et remplagons Cr: par le groupe de Galois (NZL/OC de la
pro—/{-extension abélienne non-ramifiée /-décomposée du corps L’_; regardons-le comme A x G-

oo !

module et notons XL’ le caractére de sa composante imaginaire. Par le corps de classes, CL/
s’identifie a la limite projective L m /! L des (-groupes de (-classes des corps L!,, autrement dit au
quotient Cr/_ /C1 L de Cr/_par le sous-groupe Cj, - ]&106 L construit sur les classes des diviseurs
au-dessus de £. D’ aprés la Proposition 20, les caractéres x° et X © sont donc liés par les identités :
XK;c = XK; + Zp;w Xp; lg et X/:e;o = XL;o + Zp;\l Xp; 1G¥;,
ol 1G - désigne l'induit & G' du caractére unité du sous-groupe de décomposition Gy dans
LY/KZ? + de I'une quelconque 7, des places de LT au-dessus de pi,
Par différence, nous avons donc :
Xf; - X?(; Rége = )N(L%’x - )ZI%(;C Régg + Zp;\z Xpe; Pp+ s
ou py. = Auggw est I'induit & G du caractere d’augmentation de Gy . II suit :
Théoréme 27. Sous les hypotheses et avec les notations du Théoreme 23, les composantes imagi-
naires respectives Cp, et C, des groupes de Galois des pro-{-extensions abéliennes non-ramifiées

(-décomposées mazimales de L’ et K sont des Zg[A]-modules projectifs et leurs caractéres X 4
et X+ comme A X G-modules sont liés par lidentité :

)Zf; —Ww= (%;%(; —w)Régg +(Ep; Xf;)ﬂp;-
0w la sommation porte ici sur [’ensemble des places p’, du corps K.
Corollaire 28. Toujours avec les mémes notations, les caractéres respectifs des groupes (NZL:C et
6}300 regardés comme G-modules sont liés par identité :
Xi. — W 13)le = (i, — W, 13)1e) Rége +(,. (xp . 18) o,
Corollaire 29 (Formule de Kuz'min). Sous les mémes hypothéses, les invariants lambda des
composantes imaginaires des {-groupes Cr,_ et Crx_ sont li€s par l'identité :
AL~ W 1R) = (g, — @ 12)[ Lo K] + 325, (dy, — 1),
ow la sommation porte sur les places %7, de LY modérément ramifiées dans LY /KT et décomposées
dans Lo./LY ; et dy. = eq. est Uordre du sous-groupe de décomposition Gy de 1, dans LT /KT .
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