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⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
1
0
1
0
0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ϕ( 1, . . . , 6)

!ϕ( 1, . . . , 6)" = {

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
b
c
d
e
f

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
| ⟨q0,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0
0
0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⟩ ∗−→ ⟨q1,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
b
c
d
e
f

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⟩}

ϕ( )
ψ( ) !ψ( )" = {n2 | n ∈ N}

ψ( ) = ∃ 1, . . . , 5 ϕ( 1, . . . , 5, ) ∧ 1 = 2∧

∀ ′ ( ′ > )⇒ ¬∃ 3, 4, 5 ϕ( 1, . . . , 5,
′)

{n2 | n ∈ N}

(N)



Σ = {a1, . . . , ak}
a1 < · · · < ak u ∈ Σ∗

Π(u) ∈ Nk i ∈ [1, k] Π(u)(i)
ai u abaab

a < b

(
3
2

)

⊆ Σ∗ {Π(u) ∈ Nk : u ∈ }

(N)

Σ ⊆ Σ∗ ⇔
u1, . . . , un Σ∗ ⊆ u∗1 · · ·u∗n

⊆ Σ∗

u0v∗1u1 · · · v∗kuk u0, v1, u1, . . . , vk, uk Σ∗

Π( )

u0v∗1u1 · · · v∗kuk
{ + λ1 1 + · · ·λk k : λ1, . . . ,λk ∈ N}

• = Π(u0) + · · ·+Π(uk)

• i = Π(vi) i ∈ [1, k]

A = ⟨Σ, Q,Q0, δ, F ⟩

• Σ

• Q

• Q0 ⊆ Q

• δ Q× Σ×Q

• F ⊆ Q



ρ A q0
a0−→ q1

a1−→ q2 . . . i ≥ 0
⟨qi, ai, qi+1⟩ ∈ δ qi

ai−→ qi+1 ρ = q0
a0−→ q1

a1−→
q2 . . .

an−1−−→ qn q0 ∈ Q0 qn ∈ F ρ lab(ρ)
u = a0a1 · · · an−1 A

(A) u ∈ Σ∗ A
u u

′ ′ ⊆ Π( ′) = Π( )

A = ⟨Σ, Q,Q0, δ, F ⟩
Q0 ∩ F ̸= ∅

ε π
δ A

A lab(π) Σ∗ sl

sl sl
(δ) (Q)

≺

π0 S1 π1 · · · Sα πα

Si πi

S π S
π

S π S
π

Si

Si



• π0 · · ·πα
• S = {sl1, . . . , slm} sl1 ≺ · · · ≺ slm

e(S)

lab(sl1)
+ · · · lab(slm)+

sl S
sl S

e( ) sl
S

lab(π0) · e(S1) · · · e(Sα) · lab(πα).

(e) e
Q0

F (e( )) ⊆ (A)
(e( ))

( )
(e( ))

= π0, sl1,π1, . . . , slα,πα πi
sli e( ) lab(π0) · lab(sl1)+ ·

lab(π1) · · · lab(slα)+ · lab(πα)
S

π0, sl
1
1, . . . , sl

1
m1

,π1, . . . , sl
1
α, . . . , sl

1
mα

,πα

slji slj
′

i

slji ≺ slj
′

i j < j′ ≺

π0 πα 2× (Q)

π1 πα−1 (Q)

q ∈ Q S
q

(Q)(3+ (Q))

A
3× (Q)



q0 q qf
t0 a t3 b

t1 b

t2 c

t4 a

t5 b

t0 · t1 · {t1, t2} · t3 · {t4, t5} · t4 · t5 · t5

e( ) t1 ≺ t2
t5 ≺ t4

a · b · b+ · c+ · b · b+ · a+ · a · b · b

X A

Π(
⋃

∈X
( )) = Π( (A)).

(
⋃

∈X ( )) ⊆ (A)

Π(
⋃

∈X
( )) ⊆ Π( (A)).

ρ A lab(ρ) ∈ (A) Π(lab(ρ)) ∈
Π( (A))
Π(lab(ρ)) ∈ Π( ( ))

0 1 β

• i

• 0 ρ

• β

• i+1 i q
S i

Π( ( i)) ⊆ Π( ( i+1))

Π(lab(ρ)) ∈ Π( ( β)) Π( ( β)) ⊆
Π( (A))



i+1 i i

π0 S1 π1 · · · Sα πα

α ≤ (Q)

π1 πα−1 (Q)

Si

0 i+1

i+1

i+1 i

i i

πα = π · sl · π′ sl q ππ′ ̸= ε Sγ
q γ ≤ α i+1

π0 · · · Sγ−1 πγ−1 (Sγ ∪ {sl}) · · · πα−1 Sα (ππ′)

πα = π · sl · π′ sl q
π · sl ππ′ ̸= ε Sγ q i+1

π0 · · · Sα π {sl} π′

Π( ( i)) ⊆ Π( ( i+1))

i+1

( i+1) ⊆ (A)

0

t0 · (t1)7 · (t2)7(t1)8 · t3 · (t4)7 · (t5)7 · (t4)8

• 22 = t0 · {t1, t2} · t3 · (t4)7 · (t5)7 · (t4)8

• 38 = t0 · {t1, t2} · t3 · {t4, t5} · (t4)6 38



A Σ
k

ϕA( 1, . . . , k) (N) Π( (A)) = !ϕA"

(A)

(A)
(A)

Q0 ∩ F ̸= ∅

ϕ
ψ ψ !ϕ"

( )

a + b ≤ a′ + b′

a a′ b b′

a + b ≤ a′ + b′

⊤ ⊥ ≤ k ≥ k k ∈ N
ψ

⊤ ⊥ ≤ k !ϕ"⋃
i Ii Ii [k1, k2] [k1,+∞[

k1, k2 ∈ N
∃ = 2

a + b ≤ a′ + b′

(N)

ϕ ::= ⊤ | ⊥ | ≡k | ≡k c | ≤ c | = | ¬ϕ | ϕ ∧ ϕ | ∃ ϕ

k ≥ 2 c ≥ 0

≡k c ≤ c =



∃ 1, 2, 3 ( 1 = 3 + 1 − 2) ∧ ( 2 = 3 + 2 + 3) ∧ (2 + 1 − 2 ≥ 0).

X ⊆ N2 {k ∈ N : ⟨k, k′⟩ ∈ X}
N

ϕ !ϕ" = {⟨n1, n2⟩ ∈ N × N :
n1 × n2 }

X,Y ⊆ Nn X + Y { + : ∈ X, ∈ Y }
X Y X + Y

X ⊆ N a, b ∈ N
b > 0 n ∈ X n > a n + b ∈ X X

(Z) (N) Z
N

(Z)
(Z) (N) n

−2n+ 1 m 2m

(Z) t ≤ t′

≥ 0
t = t′

g (Z)
≥ 0

≡2 0



∑

j∈[1,n]

aj j = b

aj ∈ Z b ∈ Z
∨

∈{0,1}n

∃ 1, . . . , n (
∧

i

ψ(i, (i))) ∧
∑

j∈[1,n]

ε( (j), aj) j = b

• ε(1, a) a ε(0, a) −a

• ψ(j, 0) = j = 2 j + 1 ψ(j, 1) = j = 2 j

g(ϕ) ϕ

ϕ( 1, . . . , n) ψ( 1, . . . , n)

!ϕ( 1, . . . , n)" = {f( ) ∈ Zn : ∈ !ψ( 1, . . . , n)"}

f( )(i) = (i)
2 (i) f( )(i) = − (i)−1

2

(Z)

(N)

∃ ψ
ψ ψ



¨

¨

¨
k ≥ 1

k
t ≤ t′

´

A
Q Σ (A)

N (Σ) X1∪ · · ·∪Xm Xi = { +
∑h

j=1 λj j :

λj ≥ 0} j {0, . . . , (Q)} (Σ)

h ( (Q)+1) (Σ) ϕA
A Π( (A)) = !ϕA"



¨

(N)

¨ ¨

ϕ( 1, . . . , d) d ≥ 1 Nd

!ϕ" ⊆ Nd ϕ
!ϕ"

(N)

• ⟨N,≤,×,+⟩ (N)
¨

¨



• (N) |

• (N) Vk Vk(n)
k n ¨

¨ (N)

{0, 1, 3}

• (N) ⊥

• (N)
• (N)

(N)

∀ (∀ ϕ( ) ⇒ ( ∈ ))
ϕ( ) (N) ∀

∈

`
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