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Systeme dérivé et suite duale d’une suite barypolygonale - Partie 2

Par David Pouvreau' et Vincent Bouis?

Résumé

Dans le prolongement de la premiére partie de cet article, les propriétés du systeme dérivé et de la suite
duale d’une suite barypolygonale sont ici établies dans toute leur généralité : il est montré que les
résultats obtenus dans le cas ot p = 3 sont conservés si p = 4.

Mots clefs : Suites barypolygonales, Systémes dynamiques discrets

Abstract

Continuing the first part of this paper, the present one establishes in their full generality the properties
of the derived system and of the dual sequence of any barypolygonal sequence: it is proven that the
results obtained in the case p = 3 remain valid if p > 4.

Keywords : Barypolygonal sequences, Discrete dynamical systems

1. Introduction

Cet article poursuit 1’étude initiée dans (Pouvreau, Bouis, 2018), ou les notions de systéme
dérivé et de suite duale d’une suite barypolygonale ont été définies. Rappelons bri¢vement ces notions.

Soit E un espace affine réel de dimension finie quelconque. Soit p € N\{0; 1}. On considére
une famille ordonnée A de points distincts (Ax)1<k<p de E et une famille ordonnée t = (tx)1<k<p de
réels de ]0; 1[. On note B la suite t-barypolygonale de A, définie et étudiée dans (Pouvreau, Eupherte,
2016). Soit (t<m>)mEN la suite de (]0; 1[P)N définie par :

t(o) =t
(S): {vmeN, tim+D = (t,ﬁm“)) ouVke[1;p], tf™Y = 1_[ (1 - tl-(m))
1<k=<p .
1<i<p
i#k

(S) est le « systéme barypolygonal dérivé » de B. Pour tout m € N, on peut alors définir au moyen de
t(™ la « suite dérivée m-iéme » de B , notée B™), comme la suite t ™ -barypolygonale de A.
Pour chaque m € N, la suite B a un point limite que I’on note G,,,, déterminé par

La suite (Gp,)men est appelée la suite duale de B.

La premicre partie de cet article a établi les propriétés du systéme dérivé et de la suite duale
lorsque p = 2, lorsque B est réguliére (pour p = 3 quelconque) et dans tous les cas ou p = 3 (que B
soit réguliére ou non). Il s’agira ici de montrer que toutes les propriétés établies dans le cas oup = 3 se
généralisent pour p = 4 ; en particulier, que la suite duale de B converge vers le centre de gravité de A.

! Professeur agrégé de mathématiques et docteur en histoire des sciences. Centre Universitaire de Mayotte et
Institut Alexander Grothendieck (Université de Montpellier). Email : david_pouvreau@orange.fr
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2. Dynamique des systémes barypolygonaux dérivés et convergence duale
pour toutp = 3

Une suite t—barypolygonale irréguliére B de A étant donnée dans le cas ou Card(A) = p = 3,
on pose: Vk € [1;p], u,(cm) =1- t,gm). Les p suites (u,(cm)) sont les solutions du systéme

meN
récurrent « conjugué » du systeme dérivé (S) de B :

( V ke [1;p], ufco)=1—tk
(2): { Vke[1;p], VmEN, u,((mﬂ) =1- 1_[ ugm)
1<i<p
\ i

2.1. Unicité et instabilité exponentielle d’un point stationnaire

Commengons par établir le théoréme suivant, qui vaut aussi bien pour les suites régulicres :

Théoréme 1

Soit B une suite barypolygonale de A, avec Card(A) = p = 3.

Le systéme dérivé de B a un unique point stationnaire dans ]0; 1[P : celui dont toutes les
coordonnées sont €gales a (1 — a,), ou a,, est 'unique solution dans [0; 1] de I’équation (Ep) :

xP~1 + x — 1 = 0. Ce point est exponentiellement instable.

Démonstration.

Notons 2 = (wg)1<k<p € 10; 1[P. Supposons que {2 est un point stationnaire de (2). Alors :

vkellipl oe=1-[ [ o
1<i<p

izk
w, =1- 1_[ w; et Vke[2;p], w+ 1_[ w; = W + 1_[ Wi
2<i<p 2<i<p 1<i<p
izk

(:}w1=1—| |a)l- et Vke[2;p], (wg—wg) 1—| |wi =0
2<isp 2<i<p
i#k

S w =1- nwi et Vke€e([2;p], wi =wg

On en déduit que chacun des p réels (wx)1<k<p €st 'unique solution dans ]0; 1[ de I’équation (Ep). Par
conséquent : V k € [1;p], wyx = ap. Réciproquement, il est clair que le point £ dont toutes les
coordonnées sont égales a a,, est bien un point stationnaire de (2).

Etudions maintenant la stabilité de ce point stationnaire. Notons a cette fin :

. m) _  (m)
Vke[L;p]l, VmeN, v," —ukm

k —a

p
On a alors :

Vike[pl, vmeN, vi™V +a,=1- 1_[ (0™ + a)
1<i<p
i+k
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Le systéme récurrent linéarisé au voisinage de I’origine s’écrit donc :

vke[l;p], VmeN, vV =1— a, — a,P "t — Z a,P? vi(m)

k

C’est-a-dire, compte tenu de la définition de a, :

Vke[l;p], VmEN, v,EmH) = — Z ap
1<i<p
izk
La matrice de ce systéme linéaire est symétrique réelle, donc diagonalisable dans R. Son polynome
caractéristique s’écrit, en notant 8, = ocpp_z :

X IBP '827 ﬁp ﬁp X_Bp lgp lgp ﬁp ﬁp
By X - By By—X X - By
I I LA
By sl | [6,] 8,
Bo By Bp X ] 0 By Bp X ]
1 .Bp .Bp ﬁp ﬁp
-1 X - By
0 :
s L
: [Bp] By
0 By .. Box |
1 By Bp Bp Bp
0 X+pB, 2B 2y 2y
0o B X B, . B
ROl PO R B
: [Bp] X By
0 B - B B Xl
X+By, 2B, 2P, 2y
Bp X Bo - By
=X=B) B B v (Bl
: By
P P il Pv [p-1]

Puis, par une récurrence finie immédiate a partir des mémes opérations sur lignes et colonnes :
p-1 p-1
Am, = (X - ﬁp) |X + - 1),8p|[p_(p_1)] = (X - ,Bp) (X + - 1)ﬁp)

On en déduit la diagonalisée D,, = Diag ((1 —D)Bp By s ﬂp).

Or, puisque S, = ocpp‘z et0<a,<1l,ona:Vp=3, 0<p, <1 Montrons qu’on a de
plus:Vp >3, (1 —p)B, < —1.Soit 8, la fonction définie sur [0; 1] par : 8, (x) = xP~1 + x — 1. Elle
s’annule en a;, et on montre facilement qu’elle est strictement croissante. Or :
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vp=3, 0,(1-2) = (1= =150
p=5 ——)=\l-= -
AN P P
La démonstration du théoréme 3 suivie dans (Pouvreau, Bouis, 2018) a en effet déja établi que :
p—1
Vp=3 = >1
pPt

Et cette inégalité est clairement équivalente a celle annoncée. On en déduit :

Vp=3, a,<1 —%
Cette inégalité équivaut a son tour a :
Vp=3, (p—1DA—-a,) > aq,
C’est-a-dire aussi a :
Vp=3, (p—Da,, ' >a,

Et donc bien, en fin de compte, a :
Vp=3, (1-p)py,<-1

2m
Par conséquent, la suite extraite (((1 -p) ﬂp) ) diverge exponentiellement vers +oo et
meN

2m+1
la suite extraite (((1 - p)ﬂp) ) diverge exponentiellement vers —oo. Comme la suite
meN

(ﬁpm)meN converge vers 0, les éléments de réduction précédents montrent que les suites extraites
(Dp zm)mEN et (Dp2m+1)m€N divergent exponentiellement (dans des directions matricielles distinctes)

au sens d’une norme quelconque sur My, (R). On en déduit bien que 2 est exponentiellement instable.

2.2. Convergence exponentielle d’une suite duale vers le centre de gravité de A

Nous allons maintenant établir dans toute sa généralité le théoréme suivant :

Théoréme 2
Soit B une suite barypolygonale de A, avec Card(A) = p = 3.
La suite duale de B converge exponentiellement vers le centre de gravité de A.

Démonstration.

Par souci de clarté, nous découperons la démonstration au moyen de lemmes intermédiaires. Le
résultat étant acquis si B est réguliére, on supposera dans ce qui suit qu’elle ne I’est pas.

Comme dans le cas ou p = 3 (ou le théoréme est déja établi) et par le méme argument, on peut

supposer sans inconvénient que 0 < ugo) < ugo) < ugo) << ug") <1

Soit E une partie de I’ensemble [1; p]. Dans tout ce qui suit, nous conviendrons de noter

o= e-um™
1<r<p
T¢E

et, pour tout élément i de ’ensemble [0; p — Card(E)], de noter ai(;rg) la i-éme fonction symétrique

¢lémentaire du polynéme Q ém).
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Lemme (a)

VmeN, 0<u(m)<u(m)<u(m)< (m)<1

Vraie lorsque m = 0, cette propriété est héréditaire car pour tous k € [1;p — 1] etm € N :

™ g :/ <m>\ / §m)\
1<L<p 1<L<p
ik i#k+1
[ [ - ) ]

1<i<p 1<i<p 1<i<p
izk+1 i*k i#k;i+k+1
Lemme (b)
Pour tout (k; 1) € [1;p]? tel que k < [, la suite (ul(zq) /ul(ch)) est décroissante et minorée
geN

par 1, donc convergente vers un réel L,y = 1.

Commengons par observer que pour tout k € [1;p] ettoutm € N :

1<i<p 1<i<p 1<j<p
*k J#i

— ,,(m) —1\J oM

= Uk (1w’ Tp—2-j; {k}
0<j<p-2
ou :
Ty = | | uﬁm)
1<r<p

Ce qui revient aussi a dire qu’on a pour tout k € [1;p] :

1

(m+2) (m)

U, Uy (
m

(m) m)
o™ o~ Qo (”m))

On obtient alors pour tout (k; 1) € [1;p]?:

u]((m)u[(m+2) ul(m)ul({m+2)
m). (m) (1)) oM o™
=u, U 7Tm p2]{l} pzl{k}
0<j<p-2
() T
0<j<p-3

Il reste alors a observer qu’en posant y{(;n l)} = u,(cm)ul(m) ,ona:

1
(m) (m)
Z D ! 0,75 5 oy = y(m) 1= 1_[ a- V{k l}” )

0sjsp-3 (k13 1<rsp
re{k;l}
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Ce qui montre, puisque 0 < y{(k l)}u(m) < 1 pour tout r € [1; p]\{k; [}, que :
(DI’ 0™ iy > 0
0<jsp-3
On obtient ainsi, compte tenu du lemme (a) :

V(D) € [Lpl? (k<D= (vmeN, ulPu™? —u™u™ <o)

D’ou aussi :

u(m+2) (m)

u(m+2) (m)
v (k; 1) € [1;p]?, (k<z)=><VmeN 1< <l )
k

L’assertion du lemme (b) est ainsi établie.

Lemme (¢)
(m+2)

(m+2)
VmEN,

En reprenant les notations introduites précédemment, on pose d’abord, pour tout m € N :

Kn= | | (4™ =) = ~1PQED ()
1<r<p
et

g -1(mM)
+ (=DP 0 ()
Con —ugm) (m) E -1/, ng; i (up) = ugm)uz()m) Ip-2; {(1,p} {Lp}m

0<j<p-3

Tm

Remarquons que K, > 0 pour tout m € N en raison des définitions de Q{(1 )} de m,,, et du fait que

u,(cm) € ]0; 1[ pour tout (k; m) € [1; p] X N . Remarquons aussi que C,, > 0. En effet :

7w+ CO = [ ™= [ e -mo

2<j<p—-1 2<j<p-1
avec u]( m (u(m) — T,,) pour tout (j; m) € [1; p] X N. Observons alors que :
(WD =™ S O 0 )= Kl 4 G
VIEN $ i N (m (m
m m ] m
lup = Uy z -1m, o Oprjipy = Kmip +Cp
0<j<p-2

Ces deux relations permettent d’en déduire, 1’irrégularité supposée de la suite barypolygonale initiale
impliquant bien I’existence du premier rapport :

uém”) Kmuz(,m) +Cp 1
VmeN u§m+2) _ Knu (m)+Cm _ Kmugm) —1— Cm
meEw NORE Tk kd ™
_q mUy ~ +Cn miy  + Gy
<m> (m)
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Or, pour tout m € N :

) (m)
Kmulm +Cp 14 Kpui™

Cm Cm
avece .
K™ (— 1P, () e
C - o™ _ayp—1m)
m e %p-2ap T CDP 101y (Tm)
1 p T
1 (—1)PQ{, ()
g™ ")y~ (CDPQU, ()

P p—-2;{1;p} {Lp}

(m) (m)

Lm C DP Qi) (Tm) 0,75 (1,09
U )

Op-2; (1,9} — (=P Q{l:p}(”m)

(m) H2<]<p 1 u( X H2<]<p 1 (u](m) - T[m)
1
HZS]Sp—l u]( H2<]<p 1 (u](m) - ”m)

H2<J<p l(ul(m)) X H2<j<p—1 ( H1<l<p i#j u(m))

(m)
HZSjSp—l u]( H2<]<p 1 u( X H2<1<p 1 (1 H1<L<p i#j u(m))

- 1_[ u(m)>< H2<J<p 1(1 H1<l<p i#] u(m))

J
1<js<p-1 1- HZSjSp—l ( H1<L<p i*j u(m))
11 est donc déja clair que :
m
K. 1
VmEN,0<mC—1< 1_[ u](m)x )
1<j<p-1 1- stjsp—l( H1<l<p i#j u )

De plus, on a aussi lorsque p = 4 :

1
| | (m)
Uu: X
]
: 1- stjsp—l( l_[1<l<p i#j u(m))

1<j<p-1
1
- I1
1sjsp-1 ZlSjSp—Z (-1t (V{(rp)}) 0'("3 p}
1 1
i— m m
U 2sjsp- Zigjsp—z (D7 (y{l P}) 9 (wp)
Par conséquent, pour p = 4 :
(m) (m)
K,u 1
VmeN, 0< mcl (m) N
- (m) (m)
" U (m) Tisjep-2 (17 ()/{1 p}) % (1;p)
U,

Or, pour toutm € N :
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1 . j-1 1

- _nj-1(,,m) (m) _ _m) (m)

u(m) z =1 (y{l;P}) 95 {1p} = 1+ (u(m) y{l:p}) 'B{l;p}
2 1<jsp-2 2

avece

m) _ =1 (L YT )
ﬁ{l;p}_ Z =1 (y{l:p}) 9 (1;2:p)

1<j<p-3
Remarquons alors que :
1 p—4 1 1 p-3 1
(m) _ _(,,m (m) _ _(,,m (m)
Bam =~ (V{l;p}) w2y | "o | = e | L (V{l;p}) Cuzp | “om
Yiim) Yapy)  Yap (1;p)
Il reste finalement a observer que :
m P73 ,m) L) _(omm\P3 OB ()
(y{l;P}) Q{1:2;p} (m) _(y{l:z’}) (m) U; - (1 Yiipy Y )
Yi1,p) 3<j<p-1 \M1;p} 3<jsp-1

Ce qui implique :

m P73 m) 1
(y{l;p}) Q{l;Z;p} (m) <1
{1;p}

On peut en déduire : Vm € N, ,8{(;:2} > 0. Et donc aussi, puisque

1 1
<Vm EN, —5>1> V{l;p}> = (Vm €N, —& ~Yum > 0)
u, U,
que :

1 . j-1
- _1\j-1(,,0m (m)
VmeN, —5 Z =1 (V{l;p}) 9 (upy > 1
2 1<j=p-2
On obtient donc finalement :

Kmugm) ugm)

VmEN, , 0<

Chl ugn)
Il résulte alors du lemme (a) que :
(m)
K,u
vmeN, 0<-—1-<1
Cm
D’ou:
C 1
vmEeN, — >

Kmugm) +Cp 2

Puis en définitive les inégalités annoncées.

Lemme (d)
um

v (k;D) € [1;p]?, lim 1

_m =
e 3,0

(cette convergence étant de type exponentiel)

11 résulte en effet directement par récurrence du lemme (c) que :
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vaen o<t 1o (B (5
q ) - 5) \ o~
u§2q) 2 ugo)
D’ou L(y;py = 1. On en déduit ensuite par encadrement que pour tout (k; 1) € [1; p]? tel que k < I,

L,y = 1, les convergences étant la aussi de type exponentiel. On montre de méme que la suite

(ufzqﬂ) /u,({zqﬂ)) N converge exponentiellement vers 1 pour tout (k; 1) € [1;p]?. D’ou le résultat.
q€

Terme de la démonstration

Observons que :
vk €[L;p], VqeEN, t’((2q+1) _ 1_[ (1 _ ti(Zq)) _ 1_[ ul§2q)

1s<isp 1<is<p

izk izk

l(2q+1) u’(CZq)
. . 2 o ay o
v (k;D) € [1;p]? VqEN, @a+D) ~ @O

k l

Cette égalité implique :

Et donc d’aprés le lemme (d) :
¢(2a+1)
l

lim —=1
q—+o t]((2q+1)

La convergence étant de type exponentiel. On montre bien stir de méme que :

t(Zq)
lim +—=1
g+ t}({ZQ)

Avec la aussi une convergence de type exponentiel. Il en résulte finalement :
i
. T2 oL
VD EMPF, i =1

Avec dans tous les cas une convergence de type exponentiel. Ceci achéve d’établir le théoréme 2.

Les figures 1 a 4 illustrent successivement, en dimension 2 et dans un cas ou p = 5, les dérivées
d’ordre 0 a 3 d’une suite (0,3; 0,08; 0,06; 0,04; 0,01)-barypolygonale d’un ensemble A :

//Z
NS

Figure 2
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v

Figure 3 Figure 4

La superposition sur une méme figure d’une succession de suites barypolygonales dérivées
donne a voir une suite d’attracteurs convergeant vers le centre de gravité de A, mais la convergence de
type exponentiel rend difficile sa réalisation de maniére lisible. La figure 5 fournit une illustration avec
la superposition des deux suites dérivées d’ordre 0 et 1 lorsque t = (0,03;0,02;0,03;0,02; 0,01).

A\
il 1\\\\\\\\\\\
IS

Figure 5

2.3. Lieu des ¢éléments du systéme barypolygonal dérivé

On peut désormais généraliser 1’étude réalisée lorsque p = 3 concernant le lieu des termes d’un

p-uplet (uk )1sk5p par rapport au point stationnaire « répulsif » (ap)lS ksp -

Théoréme 3
Soit B une suite t-barypolygonale de A, avec Card(cA) = p = 3. Soit a, I'unique solution

dans [0; 1] de I’équation (Ep) : xP71 + x — 1 = 0. Il existe m, € N tel que pour tout ¢ € N :

(mp+2q) 1 p (mo+2q+1) B l »
(tk 0 )15kSP © ]O' ! O(p[ ot (tk ’ )1sksp € ]1 Xps 1[
ou
(mo+2q) 4P (my+2q+1) 4 p
(tk O )1sk5p €1 —apiif et (tk i )1sksp €]o1-q
Démonstration.

On reprend ici I’hypothése sans inconvénient selon laquelle

0<ul” <ul” <ul” < <ulV <1

10
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On a alors vu que :
vYvmeN, 0<u§m)sugm)gugm)s...Suz()m)<1

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, la suite (( ,((m)) . ) d’éléments du
1< <p
compact [0; 1]P admet une suite extraite ((u,(;p(m))) . ) convergeant vers un p-uplet (£4)1<k<p
1sk=p/ neN

de [0;1]?, quiesticitel que 0 < #; < -+ < £, < 1. Comme on a supposé le p-uplet initial ¢ distinct du

p-uplet (1 - ap)lsksp et puisque le point stationnaire (ocp) de (2') est exponenticllement instable

1<k<p

(théoréme 1), on a (£1)1<k<p # (ap) . Supposons que ¥; < ay,. Il résulte du théoreme 2 que :

1<k<p
(V)
Vke[L;p—1] TJLTWW =1
k+1

On en déduit que si £; = 0, alors €, = 0 pour tout k € [2; p]. Et que si £; > 0, alors on a encore
€, = £ pour tout k € [1; p]. Dans les deux cas, on peut donc écrire :

m (m) m
(hom) < M) o <y ()

Ve>0, IMeN vm=M, 0<u <t +e

.. ap_fl
En choisissant € =

, on obtient ainsi :

vm=M, O<u

(wem) o Wem) o ugw(m)) chtaw «,

2

L’existence d’un entier my = Y (M) satisfaisant la condition recherchée est de la sorte assurée.
On montre de méme I’existence d’un tel entier lorsqu’on suppose ¥; = a,, m, €étant cette fois

tel que ( (m")) € ]ap ; 1[p : il suffit alors d’utiliser le fait que nécessairement, @, < £, <1 et
1<k<p

d’en déduire des inégalités analogues a celles qui précédent sur I’intervalle ]ap ;1 [
On peut dés lors en déduire le résultat annoncé dans le théoréme 3. Supposons par exemple que

: p p ..
mo € N soit tel que (u,((mo)) S ]ap; 1[ . On montre alors par recurrence (avec ici encore deux
1<k<p

formes de justification) que pour tout k € [1; p] fixé ettoutq € N :

(u]((mo+2q))15ksp € ]ocp, 1[ ot ( (m0+2q+1))15ksp € ]0; a, [p

Cette propriété est initialisée. Compte tenu de 1 — app_l = @, on a en effet :

u,(cm°+1) =1- 1_[ u](m") =1- 1_[ ((u}m") — ap) + ap)

1<j<p 1sjsp
j#k j*k
— _ ( ) p—1—j
= ap Z ] {k} ap < ap
1<jsp-1

ou s( {3(} est, pour (k;m;j) € [1; p] X N X [0; p — 1], la j-éme fonction symétrique élémentaire de

(m) = Q{k})(X + a'p) = 1_[ (X — (uﬁm) — ap))

1<sr<p
r+k

11



Pouvreau D., Bouis V.  Systéme dérivé et duale d’une suite barypolygonale 2 Quadrature, 109, 2018, 26-34

11 est alors clair, compte tenu de (u,((m(’)) € ]ap ; 1[p et de a, > 0, que u,((m"ﬂ) < ay, pour tout
1<k<p

(mo+2q)

k € [1;p]. Soit maintenant q € N tel que (uk € ]ap; 1[p. On montre alors comme

)1sksp

précédemment que (u,((m°+2“1)) . €10;a, [p. De plus, pour tout k € [1; p] :
1<ksp

u}({m0+2q+2) =1— | | u}m0+2q+1)

1<j<p
j*k
Or, pour tout j € [1; p]\{k}, 0 < u}moﬂqﬂ) < a, ; ce qui implique :
(mo+2q+1) -1
0< 1_[ u; < ap?
1<j<p
j#k
et donc :
ap =1-— app—l <1-— 1_[ u}m.0+2q+1) <1
1<j<p
jzk
Par conséquent : u,((m°+2'”2) € ]ap ; 1[. On peut alors de nouveau établir comme dans le cas ou g = 0
que (u,((m°+2q+3)) S ]0; a, [p. Ceci achéve d’établir par récurrence la propriété annoncée.
1<k<p
De méme, s’il existe m, € N tel que (u(m")) € ]0; a [p, alors pour tout g € N :
ko Jisksp P
On0+2q)) 4 ( On0+2q+1)) (4
u €0;a et (u € |ay 1
( k 1<k<p ] p[ k 1<k<p ] p [

Toutes ces conclusions se transférent par « conjugaison » aux éléments du systéme dérivé (S).

2.4. Convergence des suites extraites des termes de rang pair et de rang impair
d’¢éléments du systeme dérivé

On peut désormais achever cette étude générale en démontrant la convergence des suites
extraites des termes de rang pair et de rang impair d’éléments du systéme dérivé :

Théoréme 4
Soit B une suite t-barypolygonale de A, avec Card(A) = p = 3. Les deux suites extraites

((t,&zm)) ) et ((t,&zmﬂ)) ) de ]0; 1[P convergent, I’une convergeant vers
1<k<p meN 1<k<p meN

(0)1<k<p et I'autre vers (1)1<x<p-

Démonstration.
L’étude réalisée au 2.3. montre qu’il suffit, sans perte de généralité, d’examiner le cas d’un

entier my € N tel que 0 < u§m°) < ugm") << uz(,mO) < @y ; ce cas impliquant que :

vm=mg, 0<u§m)Sugm) <---Suz(,m)<ap

Montrons alors que les p suites (u,(cm°+2q)) convergent vers 0, cependant que les p suites
(u,((moﬂqﬂ)) convergent vers 1.
geN

12



Pouvreau D., Bouis V.  Systéme dérivé et duale d’une suite barypolygonale 2 Quadrature, 109, 2018, 26-34

Considérons a cette fin la fonction f,, : x = 1 — xP~1. C’est une bijection décroissante de [0; 1]

dans [0; 1]. Si uimoﬂ) > fo (ul(,m")), onposeT = uz(,m") ; sinon, on pose T = fp_l(ugmoﬂ)). On définit

alors la suite (T, ) mam, par :

Ty =T
{Vm =My, Tpy1 = fp(Tm)

Montrons par récurrence que :

< u(m0+2q+1)‘

(mo+2q)
= Uy el Tmg+2q+1 S Uy

Pourtoutq €N, Ty, 424 2

Ces deux inégalités sont en effet vraies pour g = 0, par définition de 7. La premiére 1’est évidemment.
Quant a la seconde, elle découle du fait que

(™ > £, (™)) = (4™ > £,@) = £y (Tmy) = Tmgin)

et (™ < £, (u™)) = @™ = £, = Tge)

, 23 : (mo+2q) .
De plus, si on considere un entier g € N tel que T, 124 = Uy , alors :
(mo+2q+1) _ (-1 (mo+2q) (mo+2q) _
Uy = u; 2 fp (up 2 fp (Tmo+2q) = Tmy+2q+1

(mo+2q+3)

(mg+2q+2) .
u, » PUIS qU€ Ty 42q+3 < Ug

et on obtient de maniere similaire que Ty 12442 =
Donc la propriété annoncée est aussi héréditaire.

Or, d’aprés le théoréme 3 démontré dans (Pouvreau, Bouis, 2018), 1a suite (z5,,) converge vers
0 et la suite (T5,,41) converge vers 1. Donc par comparaison, on déduit de ce qui précede que :

lim u(2m+1) =1et lim u(zm) =0
m-—+oo m-—+oo p

Ce qui implique, 1a encore par comparaison, qu’on a aussi :

vkelzpl lim uf™ =1 et vielLip-1] lim uf™ =0

On obtient des résultats analogues si I’on suppose my tel que @, < u§m°) < ugm") << uz(,mO) <1

Le comportement du systeme (2) est ainsi déterminé dans tous les cas. Le résultat annoncé
concernant le systéme (S) s’en déduit alors immédiatement par « conjugaison ».

3. Conclusion

Cette étude a mis en évidence le caractére « régularisateur » de 1’algorithme de dérivation
d’une suite barypolygonale tel qu’il a été défini, en montrant que le centre de gravité du systéme de
points initial concerné A de cardinal p est un attracteur des suites dérivées lorsque p > 3.

On peut étre tenté d’affirmer que par dérivation, toute suite barypolygonale irréguliére tend
vers une suite barypolygonale réguliére. Il est plus correct d’affirmer que par dérivation, toute suite
barypolygonale irrégulicre engendre deux suites extraites complémentaires de suites dérivées dont I’une
converge vers la « pseudo-suite » réguliére 0-barypolygonale de A, et ’autre vers la « pseudo-suite »
réguliére 1-barypolygonale de A (ces deux « pseudo-suites » étant donc définies comme les deux
valeurs d’adhérence de la suite barypolygonale dérivée). Les convergences dont il est ici question étant
entendues au sens de la distance d (ou de toute distance équivalente) définie sur I’ensemble B 4 des
suites barypolygonales de A complété par ces deux « pseudo-suites » réguliéres par :

13
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¥ (B1;8,) € B", d(B1;B2) = SuPemyerupixn {|En — tom |}

B, étant la suite (t(l;l); t1;2)5 t(l;p))—barypolygonale de A et B, la suite (t(2;1)i t2;2)5 e t(z;p))—
barypolygonale de A, (t((ﬁ)k))nel\l et (t((;l;)k))nel\l désignant ici les suites de coefficients définissant les

termes successifs respectifs des suites B, et B, (notations utilisées dans (Pouvreau, Eupherte, 2016)).
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