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Systeme dérivé et suite duale d’une suite barypolygonale - Partie 1

Par David Pouvreau' et Vincent Bouis?

Résumé

La présente étude prolonge trois récents articles ayant défini les suites barypolygonales et établi leurs
propriétés de convergence. Une suite barypolygonale B quelconque d’un ensemble fini A de p = 2
points d’un espace affine de dimension finie quelconque étant donnée, on peut définir par récurrence
une certaine suite de suites barypolygonales initialisée en B. Cette suite (%(m))meN, appelée suite des

dérivées de B, est déterminée par des suites de réels solutions d’un systéme récurrent non linéaire (S) :
le systéme barypolygonal dérivé de B. Chaque terme de la suite (EB(m))mEN converge vers un point G,,.

La suite (Gp,)men est appelée la suite duale de B. La convergence de cette derniére suite et les propriétés
du systéme dérivé sont ici étudiées pour tout p si B est réguliére et dans tous les cas ou p € {2; 3}.

Mots clefs : Suites barypolygonales, Systémes dynamiques discrets

Abstract

This study continues three recent papers in which barypolygonal sequences have been defined and their
properties of convergence demonstrated. Any barypolygonal sequence B of a finite set A comprising
p = 2 points of any finite dimensional affine space can be used in order to define recurrently a definite

sequence of barypolygonal sequences starting with 8. This sequence (EB(m)) called sequence of

meN’
B’s derivatives, is determined by real sequences that are solutions of a non linear recurrent system (S) :

the barypolygonal derived system of B. Each term of the sequence (%(m))meN converges toward a point

G- The sequence (G,,)men 1s the dual sequence of B. The convergence of the latter and the properties
of the derived system are here investigated for any p if B is regular and in any case if p € {2; 3}.

Keywords : Barypolygonal sequences, Discrete dynamical systems

1. Introduction

Cet article prolonge les trois études récemment publiées qui concernent les suites
barypolygonales : (Pouvreau, 2016), (Pouvreau, Eupherte, 2016) et (Bouis, 2017). 1l convient au
préalable de renouveler la présentation des objets qui seront considérés ici.

Soit E un espace affine réel de dimension finie quelconque. Soit p € N\{0}. On considére une
famille ordonnée A de points distincts (Ay)1<k<p de E et une famille ordonnée t = (£ )q<x<p de réels
de ]0; 1[. On appelle « t-barypolygone » de A la famille ordonnée de points B = (By)1<k<p dont les
¢léments sont définis par les conditions barycentriques :

{\7’ k €[1;p—1], By =bar{(Ax;tr); (Ars1;1—t;)}
B, =bar {(A, ;tp) ; (A1 ;1 —tp)}

On appelle alors suite « t—barypolygonale » de A la suite B = (B,,) ey de familles ordonnées
de points définie par récurrence de la maniére suivante :

! Professeur agrégé de mathématiques et docteur en histoire des sciences. Centre Universitaire de Mayotte et
Institut Alexander Grothendieck (Université de Montpellier). Email : david_pouvreau@orange.fr
2 Etudiant a I’Ecole Normale Supérieure de Paris. Email : vbouis@clipper.ens.fr
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BO =A
vn €N, B,,, estlet-barypolygonede B,
Cette suite B est dite réguliere si t; = t; pour tout (i; j) € [1; p]%. On convient alors de noter ¢ la valeur
commune des parametres (£y)1<x<p- On dit que B est irréguliére sinon.

Le théoréme suivant (dit « de convergence barypolygonale ») a été démontré de deux manicéres
dans (Pouvreau, Eupherte, 2016) et d’une troisiéme maniére dans (Bouis, 2017)° :

Théoréme 1
Pour toute famille <A de points distincts et toute famille ordonnée t = (£ )1<k<p de réels de
]10; 1[, la suite « t—barypolygonale » B de A converge vers le point

1 \

G = bar {(Ak; T tk>}1sk5p = bar \Ak; 1_[ 1- tl-)/

1<k<p

La figure 1 illustre ce théoréme en dimension 2 dans le cas ou p =5, avec une suite

LI I i)—barypolygonzclle de A.

Figure 1

Cet article vise a mettre en évidence une propriété remarquable de « dualité » engendrée par
toute suite t-barypolygonale. Commencons par préciser ce qui est entendu de la sorte.

2. Systéme dérivé, et duale d’une suite barypolygonale : définitions

On suppose que p = 2. Notons alors :

vieltpl = [[a-e
1<i<p
i#k

Ona:Vkel[1p], t,(cl) € ]0; 1[. Notons t( la famille ordonnée t() = (t,(cl)) <’ On peut alors
1<k<p

aussi définir la suite « t (D-barypolygonale » de A, dite « suite dérivée premiére » de B et notée BN,

3 Ce théoréme ayant de plus été généralisé dans (Bouis, 2017) au cas des suites k-barypolygonales avec k = 2,
pour lesquelles le nombre de points consécutifs considérés dans les systémes barycentriques est k : le présent
article est exclusivement consacré aux suites 2-barypolygonales en ce sens.
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Soit (t(m))meN la suite de (]0; 1[P)N définie par :

t(o) =t
(5): {VymeN, t@mD = (t,im+1))1< ouVvke[1;p], t"Y = 1_[ (1-¢™)
skes 1<isp
ik

On appellera (S) le « systéme barypolygonal dérivé » de B (ou de la famille t). Pour tout m € N, on
peut définir au moyen de t™ la « suite dérivée m-iéme » de B , que I’on note B, par :

Pour tout m € N, 8™ est la suite t ™ -barypolygonale de A.

Pour chaque m € N, la suite B a un point limite que I’on notera G,,, déterminé par le
théoréme de convergence barypolygonale. On appelle suite duale de B la suite (Gy,)men-

3. Les deux problémes : énoncés, résultats préliminaires et conjectures
Deux problémes sont naturellement posés dans le prolongement de ces définitions :

(1) Quelle est la dynamique du systéme dérivé d’une suite barypolygonale ?
(2) Quel est le comportement asymptotique de sa suite duale ?

Deux cas peuvent d’emblée étre résolus. D’abord celui ou p = 2, dont la preuve est évidente.

Théoréme 2

Soit B une suite t-barypolygonale de A avec Card(A) = 2 et t = (tq; t3).
Sit, =1 —tq, le systéme dérivé et la duale de la suite B sont stationnaires.
Sity # 1 —tq, le systéme dérivé et la duale de la suite B sont 2-périodiques.

Le cas des suites t-barypolygonale régulieres lorsque p = 3 peut également étre d’ores et déja
considéré. La démonstration du théoréme suivant s’avérera par la suite utile dans 1’é¢tude du cas général :

Théoréme 3
Soit B une suite t-barypolygonale réguli¢re de A, avec Card(A) = p = 3. Alors la suite
duale de B converge vers le centre de gravite G de A. De plus, a;, constituant I’'unique solution

dans [0; 1] de I’équation (Ep) : xP71 + x — 1 = 0, le systéme barypolygonal dérivé de B :
(1) est stationnaire sit = 1 — a,, , au vecteur de RP de coordonnées égalesa 1 — @, ;

(2m)

(i1) diverge sit # 1 — ay, les p suites extraites identiques (tk

) convergeant avec
1<ks<p

la méme monotonie vers 0 ou 1, et les p suites extraites identiques (t’£2m+1))
1<k<p

(2m)

convergeant vers 1 ou 0 et avec une variation contraire de celle des suites (tk

)1sk5p'
Démonstration.

Compte tenu de I’identité de tous les t,gm) pour chaque m € N et du théoréme de convergence

barypolygonale, il est immédiat que la suite duale est stationnaire, son licu étant le point G.
Considérons maintenant le systéme dérivé. Notons, en tenant compte de 1’identité des ¢ :

Vke[l;p], VmeN, um=1—t,(cm)

Alorsug=1—tet:VmEeN, upyq =1 —u,P 1. Soit f,, définie sur [0; 1] par: f,(x) = 1 —xP~1.
C’est une bijection décroissante de [0; 1] sur lui-méme. Ona:Vm € N, U1 = f, (). On montre
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facilement que la fonction x = f,(x) — x est une bijection de [0; 1] sur [—1; 1]. Donc f, admet pour
unique point fixe dans [0; 1] la solution a,, dans cet intervalle de I’équation (Ep) cxP 1y x—1=0.
fp étant continue sur [0; 1], la suite (u,,), si elle converge, ne peut donc avoir pour limite que a,,.

Si ug = ap, la suite (u,,) est stationnaire. Supposons que uy # a,. La fonction f,, décroit
strictement, donc g, = f, ° f, est une bijection strictement croissante de [0; 1] sur [0; 1]. Il en résulte

par récurrence que les suites (Uyp,) et (Upm4q) sont monotones. Etant bornées, elles convergent vers
une solution dans [0; 1] de I’équation hy,(x) = 0, ou h,, est la fonction définie sur [0; 1] par :

hy(x) = gp(x) —x =1—x — (1 —xP~1)P~1

0, 1 et a, sont solutions de cette équation. Ce sont les seules. En effet, on montre facilement que hp'

est négative en 0 et en 1, et qu’elle a un maximum en 6, = (1 /p)Y @1 qui vaut :
p
p—1
wp)=(—=| -1
pp-1
On peut alors établir par étude de variations classique que : V p € N\{0; 1; 2}, u(p) > 0.
D’ou I’existence d’exactement deux annulations de hp' sur [0; 1], I'une en un réel B, € ]O; ap [, I’autre

enun réel y, € ]ap ; 1[ ; de sorte que le tableau de variation de hy, est :

x |0 By @ ¥ 1
hy'(x) - 0 + 0 -
0 hy (Bp)
hy \ /o/v \
hy (Bp) 0

On en déduit le résultat annoncé concernant les annulations de h,, ainsi que son signe.
Si 0 < uy < ap, alors on montre par récurrence au moyen de la fonction f,, que :

VmeEN, (0< uy, <ap) et (ap <uzppi <1)

Il résulte alors de I’étude du signe de hy, que (uyy,) est strictement décroissante et que (Uzpm4q1) est
strictement croissante. La seule possibilité étant que la premicre suite converge vers 0 et que la seconde
converge vers 1. Les résultats sont les mémes a permutation prés des roles si @, < uy < 1.

Les figures 2 a 7 illustrent successivement, en dimension 2 et dans un cas ou p = 4, les dérivées
d’ordre 0 a 5 d’une suite barypolygonale réguliére d’un ensemble A, le paramétre choisi étant ici 0,2 :

Figure 2 Figure 3
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Figure 7

11 découle des considérations précédentes que les problémes ne demeurent désormais posés que
lorsque p = 3 et dans le cas des suites barypolygonales irrégulieres. On se placera donc toujours dans
cette hypothése dans le reste de cette étude, sauf mention contraire.

L’examen de quelques cas particuliers s’avere utile pour comprendre dans ces cas le

comportement des p suites de coefficients (tfm)) N (tz(,m)) N ainsi que celui de la suite duale.
me me

Le lecteur pourra vérifier que ces examens conduisent a la double conjecture suivante, que cet article va
mettre a ’épreuve. Sip = 3, alors :

(1) Les suites (t,((m)) y (ou k €[1;p]) solutions du systéme dérivé d’une suite
me

barypolygonale donnée ne convergent que si cette suite est réguliére et de paramétre
(1 — ap), ou a,, est I'unique solution dans [0; 1] de I’équation (Ep) :xPl4x—1=0.
Ces p suites sont alors stationnaires. Sinon, elles ont exactement deux valeurs d’adhérence,
0 et 1, qui sont alternativement les limites des suites extraites des termes de rangs pairs ou
des suites extraites des termes de rangs impairs dans les p cas.

(2) La suite duale d’une suite barypolygonale quelconque de A converge toujours vers le centre
de gravité de A.

4. Dynamique des systémes barypolygonaux dérivés et convergence duale
lorsquep = 3

L’étude détaillée du cas général oup = 3, assez longue, fera I’objet d’une seconde partie publiée
dans un prochain numéro de Quadrature. Nous nous limiterons ici a étudier le cas ou p = 3, introduction
indispensable aux calculs assez techniques nécessaires a cette généralisation.
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On dispose alors de trois suites (tfm)), (tém)) et (tém)) d’éléments de ]0; 1[ qui sont les
solutions du systeme dérivé d’une suite t-barypolygonale B d’une famille ordonnée de points
A = (Ar)1<k<3, OU t estun triplet (t;; t,; t3) de ]0; 1[3 dont les éléments ne sont pas tous égaux.

Notons, pour toutm € N :

—¢m — M

; Wm=1—t§m)

U, =1 ; V=1

Les trois suites ainsi déterminées sont les solutions du systéme récurrent (dit « conjugué » de (S)) :

u,o=1_t1 5 v0=1_t2 5 W0=1_t3
7 Unt1 = 1= VWi

@): Tl
Um+1 = UmWmn

Wmir =1 — UpUn

C’est ce systeme que nous allons étudier, les conclusions concernant (S) et la suite duale de B s’en
déduisant immédiatement.

4.1. Points stationnaires du systéme dérivé

Supposons qu’un point stationnaire de (X)) existe et notons-le (a; b; ¢). C’est a priori un élément
de [0; 1]3, qui est solution du systéme d’équations algébriques :

a=1-bc
Z):{b=1-ac
c=1—ab

Supposons que 1’un des trois réels est égal a 1. On montre alors facilement que (1;0; 1),
(1;1;0) et (0;1; 1) sont les seules solutions. Supposons désormais qu’aucun des trois réels n’est égal a
1. Aucun n’est égal a 0. Il s’agit donc de résoudre (X") dans ]0; 1[3. On a alors :

a=1-bc a=1-bc =
(2')@{a+bc=b+ac®{(a—b)(1—c)=0=’{a_ -5
a+bc=c+ab (a=c)@A-=-b)=0
Les nombres a, b et ¢ sont donc I’unique solution a3 dans ]0; 1[ de 1’équation (E3) : x2+x—1=0:

_V5-1
2

La réciproque est claire. Est ainsi établie 1’existence de quatre points stationnaires pour (X),
seul le dernier étant dans ]0; 1[3 : (1;1; 0), (0; 1; 1), (1;0; 1) et (a; @; @), ot on note ici @ = a3. D’ou
quatre points stationnaires pour (S) : (1;0;0),(0;1;0),(0;0; Det(1 — ;1 —a; 1 — ).

estle nombre d’or.

. 1
as =¢p-—1, ougp=

4.2. Dynamique du systéme dérivé au voisinage de ses points stationnaires

Etudions maintenant la stabilité du systéme (2') au voisinage de ses points stationnaires.
Considérons le point (; a; @), le seul dont la considération va s’avérer importante. Pour tout
m € N, on notera désormais : @, = Uy, — & ; by =V —a ; Cp =W, —a.Onaalors :

Qi1 +a=1— (b, + a)(cyp, + @)
VmeEN, { bpi+a=1-(a,+a)(cy, +a)
cmita=1—-(a, +a)(b, +a)

Le systéme récurrent linéarisé au voisinage de (0; 0; 0) s’écrit donc, compte tenude 1 —a —a®> =0
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Amy1 = —aby — acy
vmeN, {bn1=—ab, —acy,
Cm+1 = —Aby — acy,

La matrice de ce systéme est réelle et symétrique, donc diagonalisable dans R. On obtient sans difficulté
que son polyndme caractéristique est yp = (X — @)?(X + 2a). Elle a donc pour diagonalisée

—2a 0 O
D= 0 a 0
0 0 «a

(=2a)™ O 0
( 0 a™ 0 ) diverge compte tenu du fait que
0 0 a™
a=¢p—1€]0;1[ et que —2a=2(1—¢)<—-1. Donc le point stationnaire (a;a;a) est
exponentiellement instable. Ces conclusions s’appliquent au point stationnaire de (S) correspondant.

Or, la suite de matrices de terme général D™ =

4.3. Convergence et limite de la suite duale
On peut toujours supposer, a symétrie pres des roles, que 0 < uy < vy < wy < 1. On a alors :
vmeN, O0<u,<v,<w,<l1
Cette propriété est initialisée. Supposons qu’il existem € Ntel que 0 < u,,, < v, <w,;, <1.0Ona:
Uns1 — Vme1 = (L —vpwy) — (1 — upWi) = Wy, (U, — V) <0

Donc u;,41 < Vppyq- De plus, il est clair que upyyq =1 — v,w,, > 0. On montre de méme que
Vms1 < Wiyeq < 1. Ceci établit I’hérédité de la propriété considérée, qui est donc vraie par récurrence.
Observons de plus que, toujours avec les conventions précédentes, on a pour tout m € N :

UmVm+2 — VmUm+2 = umvm(um + Wy — umvme) — UmUm (vm + Wy — um‘Ume)
= UV (U — V) <0
On en déduit, en tenant aussi compte de ce qui préceéde, que :

v (%
m+2Sm

Un+2 Um

VmeN, 1<

La suite (vzq /uzq)qu , décroissante et minorée par 1, converge vers un réel L > 1. De méme, les suites
r . r li 144
(wzq / vzq)qu et (qu /uzq)qu convergent en décroissant vers des réels L' > 1 et L” > 1.

Nous allons établir que L = L' = L"" = 1 en montrant au préalable le résultat suivant :

Witz 1
Um+2

vmeEN, Wi < >
um

Wagq 1\? (w,
etpourtoutg €N, 0 <——-1< (—) (—— 1)
Uzg 2 Ug
Posons, pour tout m € N, K;;, = v, — U, UypWy, €t Cpy = UpyyWyp. Ona K, > 0 et €y, > 0. On vérifie
que : Wpyo = Kpwy, + Cpy et Uy = Kpuy, + G On obtient alors, puisque Iirrégularité de la
suite barypolygonale initiale implique 1’existence du premier rapport (1’hypothése d’une régularité a un
rang donn¢ impliquant la régularité initiale par récurrence descendante) :
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Win+2 -1
Um+2 _ Kepum Cm
W _ Ky + C Ky + Cop
um
avec :
Cm U Wi 1729 1

Knum + C UnmWm + UV — U 2UmWiy Wiy + Uy — U U Wy, {1 + 20— U U
Wm

Egalité qui implique, puisque Uy, vy, > 0, que :

Cnm S 1
Kpum + Cp 1+v_m
m
On adonc:
v C 1
(VmEN, —mS1) :(VmEN, m —)
W, Kpunm + G, 2

On en déduit bien :

_1<_

Wm+2 1 (Wm )
Um+2 2

VvmeN, 0<

Puis la seconde inégalité annoncée par récurrence immeédiate.
D’ou la convergence exponentielle vers 1 de la suite (qu /uzq)qu. Ainsi, L' = 1. De plus :

v2q uzq

On en déduit par passage a la limite que L' = 1. Il en résulte aussi immédiatement que L = 1. Avec dans
les deux cas des convergences qui s’opérent aussi bien de maniére exponentielle.

, (W2q+1/172q+1) et

On démontre de méme que les suites (W2q+1/u2q+1) q€N

geN
(v2q+1 /uzq“)qu convergent exponenticllement vers 1. On peut dés lors en déduire que :

. Wm . Wm . vm
lim —= lim —= lim —=1
m—+oo um m—+oco Um m—+oo um

Observons enfin que pour tout g € N :
2q+1 2 2 2q+1 2 2
£ 20+ = (1—t§ q>)(1—t§ q)) = Vyq Wpq et tPTY = (1—t£ q>)(1—t§ q)) = Uyq Wag

Ce qui implique :
(2q+1)
t Vaq
VqgeN, e
Et donc d’aprés ce qui précéde :
¢(2a+D)
lim ——=1
q—+oo t§2q+1)

Le méme résultat peut étre établi pour les rapports analogues. D’ou résulte finalement :

y t(m) ) t(m) s tém) B
mlr-li’—loo tgm) - mlr-li’—loo tgm) - m-+oo tim) -

1
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On a ainsi montré que la duale de la suite barypolygonale B converge exponentiellement vers
le centre de gravité G de A. Ce résultat va permettre de préciser le comportement du systeme (2).

4.4. Lieu des ¢léments du systeme dérivé

Si les p réels du terme initial ¢ sont égaux a 1 — a, la suite t-barypolygonale initialisant la suite
de ses dérivées est réguliére : on a vu qu’alors (S) est stationnaire en (1 — a; 1 — @; 1 — ). Etudions
dans le cas contraire le comportement de (X) pour une position donnée des termes d’un triplet
(U Vims Wip) par rapport au point « répulsif » (a; @; a), en commencant par déterminer leur lieu.

Supposons d’abord qu’il existe my € N tel que (um0 } Umgs W O) € ]a; 1[3. On montre alors par

récurrence (en présentant ici deux formes de justification) que pour tout q € N :

(um0+2q; Umg+2q> Wm0+2q) €la;1[> et (um0+2q+1; Umg+2q+1 Wm0+2q+1) €]0;af?

Cette propriété est initialisée. Compte tenu de 1 — a? = @, on a en effet :
Upgs1 = 1 — VWi, = 1 — ((vmo - a) + a) ((Wm0 - a) + a)

=a-— a(vmo - a) - a(Wmo - a) - (vmo - (Z)(Wmo - a)
11 est alors clair, compte tenu de (umo; Vg Wmo) € Ja; 1[3 et de @ > 0, que Um,+1 < @. De méme,
VUmo+1 < @ €t Wy, 44 < @, de sorte que (um0+1; vm0+1;wm0+1) € ]0; a[3. Soit maintenant g € N tel
que (um0+2q S Vmg+2¢) Wm0+2q) €la;1[3. On  établit comme  précédemment  que

(um0+2q+1; Umg+2q+1 Wm0+2q+1) € 10;a[?. De plus :
Umg+2q+2 = 1- Umg+2q+1 Wmg+2q+1
Or:0 < Vp42q+1 < @et0 <wp 241 < @ impliquent 0 < vy 1241 Wmgt2g41 < a? et donc :
a=1-a’><1- Umg+2q+1 Wmg+2q+1 < 1

Par conséquent : Up, 12442 € ]@; 1[. De méme, vy 42442 € 1@ 1[ et Wy 42442 € ]a; 1[. On peut alors
Labli N g = . . !
de nouveau établir comme dans le cas ou g = 0 que (um0+2q+3 } Umg+2q+3 wm°+2q+3) € 10; a[>.
On établit bien sir de maniére similaire par récurrence que s’il existe my € N tel que
(Umy; Ving; Wm, ) € 10; a[3, alors pour tout g € N :

(um0+2q; Umg+2q> Wm0+2q) €10;al’ et (um0+2q+1; Umgo+2q+15 Wm°+2q+1) € Ja; 1[°

Reste alors a savoir si I’existence d’un entier m, satisfaisant I’une des deux hypothéses
examinées est bien toujours assurée. Montrons que la réponse est positive.
On reprend I’hypothése 0 < uy < vy < wy < 1. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass,

la suite (U} Vi Win)men d’éléments de [0; 1]® admet une suite extraite ((u¢(m)) ; (v¢(m)) ; (W¢(m)))

convergeant vers un triplet (a; b; ¢) de [0;1]3, icitel que 0 < a < b < ¢ < 1. Comme on a supposé t
distinct de (1 —a;1 —a;1 —a) et puisque le point stationnaire (a; a; @) est exponentiellement
instable, on a (a; b; ¢) # (a; a; a). Supposons que a < a. Il résulte du 4.3 que :

v
moEe Uym) e Wy (m)

On en déduitque sia = 0, alors b = ¢ = 0. Etque sia > 0, alors on a encore a = b = c. Dans les deux
cas, on peut donc écrire :

Ve>0, AMEeEN, Vvm=2M, 0<uUymm) < Vymm) < Wym) <a+e

9
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.. a—a . .
En choisissant € = — on obtient ainsi :

vm=M, 0< < < Lira
m ="M, Uyp(m) = Vyp(m) = Wy(m) 2 a

L’entier my = (M) satisfait alors la condition recherchée. Un tel entier existe aussi lorsque a = a, m,
¢tant cette fois tel que (umo; Vg Wmo) € Ja; 1[3 : il suffit d’utiliser le fait que @ < ¢ <1 et d’en
déduire des inégalités analogues aux précédentes sur I’intervalle |a; 1[.

On peut alors conclure de I’ensemble des considérations précédentes qu’il existe bien dans tous
les cas my € N tel que pour toutq € N :

((um0+2q; Umg+2q5 Wm0+2q) €10;af* et (um°+2q+1; Umg+2q+15 Wm0+2q+1) € la; 1[3)
ou
((um0+2q; Umg+2q5 Wm0+2q) €Ja; 1[° et (um°+2q+1; Umg+2q+15 Wm0+2q+1) € ]0; 0([3)

Ces conclusions se transférent bien siir par « conjugaison » au systéme dérivé (S).

4.5. Convergence des suites extraites des termes de rang pair et de rang impair
d’¢éléments du systeme dérivé

On peut désormais étudier la convergence des suites extraites des termes de rang pair et de rang
impair d’éléments du systéme dérivé.

Les discussions précédentes montrent qu’il suffit, sans perte de généralité, d’examiner le cas
d’un entier my € N tel que 0 < Uy, < Vi, < Wiy, < @, c€ qui implique que Uy, < 1y, < Wy, pour tout

m = mg. Montrons alors que les trois suites (um0+2q)qu , (vm0+2q)qu et (Wm0+2q)qu convergent

vers 0, et que les trois suites (umo+2‘I+1)qu’ (vm°+2q+1)qu et (Wm°+2‘I+1)qu convergent vers 1.
“ 1, . 2 .. . , . . . .
Considérons f : x = 1 — x*, bijection décroissante de [0; 1] dans [0; 1]. Si Uy 41 > f (Wi, ),

ON POSE T = Wy, ; sinon, on pose T = f ' (U, 11). On définit alors la suite (T;,)imzm, Par:

{ Tmy =T
Vvmz=my, Tymer = f(Tm)

Montrons par récurrence que :
POUI‘ toutq E N, Tm0+2q 2 Wm°+2q et Tm°+2q+1 S um0+2q+1.

Ces deux inégalités sont vraies pour g = 0, par définition de 7. La premiére I’est évidemment. Quant a
la seconde, elle découle du fait que

(um0+1 > f(Wmo)) = (um°+1 > f(T) = f(Tmo) = Tm°+1)

et (um0+1 =< f(WmO)) = (um0+1 =f(@) = Tm0+1)

De plus, si on considere un entier ¢ € N tel que Tpy 124 = Win 424 > alors :

Umy+2q+1 = f(\/vm0+2q Wm0+2q) = f( Wm0+2q) = f(Tm0+2q) = Tmo+2q+1

et obtient de méme que Tp 42g+2 = Wmg+2q+2> PUIS qQUE Ty 1243 S Umy+2q+3- Donc la propriété
annoncée est aussi héréditaire.

Or, d’aprés le théoréme 3, on sait que la suite (7,,,) converge vers 0 et que la suite (To,41)
converge vers 1. Donc par comparaison, on déduit de ce qui préceéde que :
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lim uype=1cet lim wy, =0
m—+oo m—+oo
Ce qui implique, la encore par comparaison, qu’on a aussi :

lim vy =1= lim wyyuy et lim uyy, =0= lim vy,
m—+oo m—+oo m—+oo m—+oo

Les résultats analogues (mais intervertis dans les roles) se montrent bien sir si I’on suppose que m,, est

tel que a@ < Uy, < Uy, < Wy, < 1. Le comportement de (X) est ainsi déterminé dans tous les cas.
On déduit par « conjugaison » des résultats obtenus aux 4.4 et 4.5 que les termes du systéme

dérivé (S) satisfont les mémes propriétés que celles établies pour (2), a inversion prés des roles.

5. Conclusion

Les problémes posés au 3. ont ainsi été entiérement résolus lorsque p = 3, les conjectures alors
émises ayant été corroborées. La seconde partie de cet article montrera que ces résultats sont conservés
lorsque p = 4, en généralisant la méthode employée dans la précédente étude.
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