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COURS D’ANALYSE DES DONNEES ET APPRENTISSAGE
Méthodes de classification non supervisée

Jean-Marie MONNEZ
Université de Lorraine, CNRS, Inria, Institut Elie Cartan de Lorraine, F-54000 Nancy, France

April 29, 2021

Soit un ensemble d’individus I = {1,--- ,n} munis de poids {p1, -+ ,pn} sur lesquels on a observé des
caractéres quantitatifs ou qualitatifs. Le but de la classification non supervisée (ou simplement classification)
est de constituer des classes d’éléments de I telles que :

1) chaque classe soit composée d’individus semblables vis-a-vis des caractéres (homogénéité intra-classes)
)
2) les classes soient hétérogenes entre elles vis-a-vis des caracteéres (hétérogénéité inter-classes).

De fagon générale :

Soit un ensemble d’objets I = {1,--- ,n} (individus, classes d’individus, modalités de caractéres quali-
tatifs, caractéres quantitatifs, points d’un espace euclidien,....).
Soit {p1,--- ,pn} = P un ensemble de poids attribués aux objets tels que :

n

0<pi<1l; Yy pi=1

i=1
Soit d une dissimilarité, application de I x I dans RT telle que :

- d(i1,12) = d(i2,41) (axiome de symétrie)

-d(i1,i1) =0 (axiome de séparation, partie directe)

On a la structure (I, P, d).
Le but de la classification est de construire des classes d’éléments de I homogeénes & lintérieur et
hétérogenes entre elles au sens de la dissimilarité d.

On va étudier trois familles de méthodes de classification :

1) des méthodes de construction d’une hiérarchie de parties de I en effectuant des regroupements successifs
de parties par 'algorithme de classification ascendante hiérarchique (CAH) ; on obtient a chaque pas de
I’algorithme une classification de I ;

2) des méthodes de partitionnement en un nombre fixé a priori de classes : méthodes des nuées dynamiques
(MND) ;

3) des méthodes basées sur 'utilisation de modéles probabilistes de mélange.



Premiere partie :
La classification ascendante hiérarchique (CAH)

1 Algorithme de CAH

1.1 Hiérarchie indicée et dendrogramme (arbre de classification)
Soit un ensemble I. Soit 7(I) 'ensemble des parties de I.

Définition Un sous-ensemble H de w(I) est appelé une hiérarchie si :
1) IeH

2) Viel {i}feH

3) VHH eH (HNH #0)=(HCH ouH' CH).

Exemple

I=1{1,2,3,4,5,6,7}

H = {{1},{2},{3}, {4}, {5}, {6},{7},{1,2,4},{3,5},{3,5,6},{3,5,6,7},{1,2,3,4,5,6,7}}.

Définition Une hiérarchie H de parties de I est dite indicée (respectivement indicée au sens large) s’il
existe une application f: H — RT appelée indice telle que :

1) f(H)=0&3iel:H=/{i}

2) VHH eH (HCH' H#H')= (f(H)< f(H) (resp. f(H) < f(H")).

Exemple
F{1}) = =f({Th =0
({1 2 4}) =2
F({3.5}) =1
({3 5, 6}) =1,5
({3 5,0, 7}) =3

F{1, 23456,7}):4

On peut représenter cette hiérarchie indicée par un dendrogramme ou arbre de classification.

1.2 Algorithme

Soit la structure (I, P,d). A partir de d, on définit une distance entre classes A ; on étudiera dans la suite
la définition de plusieurs distances entre classes.

On consideére alors le triplet (I, P, A).

1¢" pas : On considére la partition Py = {{1}, {2}, ..., {n}} On calcule, pour tous les couples (i1, i2)
d’éléments de I, A({i1},{i2}). On regroupe en une seule classe les deux classes {l} et {m} pour lesquelles

cette distance A est minimale.
On considére la partition Py = {{l,m},{1},...,{n}} & (n — 1) éléments.

sauf {l} et {m}

r'®™me pas : On part de la partition P._; 4 n — (r — 1) éléments. On calcule les distances A entre les

couples d’éléments de cette partition ; en fait, il ne reste a calculer que les distances entre la classe contituée
au pas (r — 1) par réunion de deux classes et les autres classes.

On regroupe les deux classes a distance minimale et on constitue ainsi la partition P, & (n—r+1)—1 =n—r
éléments.

(n —1)®™€ pas : On constitue la partition P,_; = {I}.

Notons I, la classe constituée au pas r de la CAH. L’ensemble des classes {{1},---,{n}, I,
Is,--- I, 1= I} est par construction une hiérarchie de parties de I.



1.3 Indice de la hiérarchie dans le cas de la réductibilité

Définition On dit que la distance entre classes A est réductible si, quelles que soient trois parties I, I3, I3
de I deuz & deux disjointes, quel que soit p > 0,

(A(I3,I1) > p, A(I3,12) > p, A(I1,I2) < p) = (A(I3,1, U I3) > p).

Proposition Si la distance entre classes A est réductible, les distances entre les classes de la partition
P, constituée au pas r de la CAH sont supérieures ou égales & la distance entre les classes réunies & ce pas.

Démonstration
Au pas 7, on part de la partition P,._; dont les éléments sont notés dans cette démonstration I, Io, I3, -+ , Iy py1.
Supposons que l'on réunisse I; et I en une classe pour constituer

Pr = {Il U 127]33 T 7In—r+1}~

Soit I et m > 2. On a A(I}, I,,) > A(I1, I3), car I et Is sont & distance minimale.

Considérons A(I;, I U I).

Prenons p = A(I1,12). On a A(I;, 1) > p, A(L;,13) > p, A(11,I2) = p, donc comme A est réductible,
A(Il,fl ] IQ) >p= A(Il,fz).

Conséquence
Dans ce cas, on peut prendre pour indice de la classe I; U I constituée au pas r de la CAH le nombre
A(I, 1), car la distance entre les classes réunies au pas r + 1 sera supérieure ou égale a A(Iy, I2).

2 Cas ot les objets sont représentés par des points d’un espace
euclidien

Cadre d’étude :
I1={1,2,---,n}
i— A; € (Rp’ M)
P = {plap% T 7pn}
d=dy
I est un ensemble d’objets, A; le point représentatif de 'objet ¢ dans RP, P un ensemble de poids attribués
aux objets, d la distance euclidienne associée & la métrique M.

2.1 Exemples d’application
2.1.1 Tableaux (individus x caractéres quantitatifs)

On a observé sur n individus numérotés de 1 & n des caractéres quantitatifs ', ..., 2P que l’on centre. On a
le tableau des mesures centrées des caractéres :

. o P
1
J
7 x;
n



a) Classification des individus.

[:{17 ,’I’L}
ZI—>A,(IE11, 7xf) € (RPaM)

(M peut étre par exemple la métrique de I’ACP normée ou de ’ACG ou de ’AFM).

b) Classification des caractéres.

I={z' --- 2P}, ensemble des caractéres centrés
Q= {ql, -+, 4"}, ensemble de poids attribués aux caractéres.
Le caractére @ est représenté par le point B7(x7,--- 27} € R”. Si on munit R" de la métrique D des

poids des individus, on a :

n
. . . .,
i i’y — E : (od _adN2 . 2 o 2
d(B 7B ) - pl(xi €; ) = Sgi_gi’ = \/Szj 28901327/ + smj"
=1

Si les caractéres sont réduits, on a :
d(B', B = \/2 =27 ;..
Dans ce cas :

=+1, d(B7,B) =0;
= -1, d(B/,B") =2.

S1 ij:vjl

S1 Tajjatj/

2.1.2 Tableaux de contingence

On a observé sur n individus deux caractéres qualitatifs z, de modalités aq, ..., a,, et y, de modalités by, ..., bs.
On a le tableau de contingence :

2Ny b . . by .. b
al . . . .
a; . . . Ty . . . ;.
Q. .
n.j n

On peut classifier les modalités de x ou de y :

I:{al’... ;ar}
a; — A; (?1]’]:1’ ,S) € R?
P:{fl‘v"' 7f7"}

d est la distance du khi-deux



2.1.3 Tableaux (individus x indicatrices de modalités de caractéres qualitatifs)

On a observé sur n individus numérotés de 1 & n des caractéres qualitatifs ', ...,2". On a le tableau des
valeurs des indicatrices des modalités des caracteéres :

.. gl ikt T
1
ik
1 ;L'i
n

On peut classifier les individus ou les modalités de caractéres qualitatifs en traitant formellement ce
tableau comme un tableau de contingence.

2.2 Critére de partitionnement basé sur l’inertie

Soit le cadre d’étude :
I={1,---,n}, ensemble d’objets partitionné en classes I1,--- , I,
i— A; € (Rp, M)
P={pi,--,pn}
d=dy

Notons Gy, le barycentre des points (A;,p;), @ € Ix. Notons Py = Z Di-
i€ly

Notons G le barycentre des points (4;,p;), @ € I.

On a la formule de HUYGENS :

S pid* (A, G) =)D pid*(Ai,Gi)+ Y Ped?*(Gy, G)

iel k=1i€ly k=1

inertie totale = inertie intra -+ inertie inter

Notons G ’ensemble des barycentres. La formule s’écrit :

T(@) = 3 T (C) + Te(@).

k=1
On peut définir le critére de partitionnement suivant : déterminer la partition en r classes d’inertie intra
minimale ou, de facon équivalente, d’inertie inter mazximale.

Ceci est en pratique irréalisable, car le nombre de partitions est en général trop élevé.
Notons P, le nombre de partitions en k classes d’un ensemble de n éléments. On a :

Pnk‘ = Pn—l,k—l + kPn—l,k~
En effet : soit ¢ un élément fixé de I ; deux cas sont possibles :
a) 4 constitue & lui seul une classe ; il y a P,,_; ,—1 partitions de ce type ;

b) i n’est pas seul dans une classe ; I — {3} est alors divisé en k classes : il y a P,,_1 j partitions de I — {i}
; or ¢ peut faire partie de n’importe laquelle de ces k classes : il y a donc kP, _1 ; partitions de ce type.
On démontre alors par récurrence que :

k

Foe = 20

Pour n=50et k=10, ona P, =2,61.10%.



2.3 La distance de WARD

Définition Soit I, et Is deux classes d’éléments de I, de poids respectifs P, et Py. Soit Gy et Go les
barycentres respectifs des points (A;,p;) pouri € Iy eti € Iy. Soit G192 le barycentre des points (A;, p;) pour
i€ 11 Uls. La distance entre classes de WARD est :

PP
AlL) = 5o (G Ga) (1)
= Pd*(G1,Gi2) + Pd*(Ga, Gy 2) (2)
= Jnun(Gi2) — I, (Gr) — J1,(G2) (3)

Démonstration

On démontre facilement que (1) = (2).

Montrons que (2) = (3).

Ecrivons la formule de Huygens pour I'ensemble I; U I5 :

TInon(Gi2) = I (G1) + Jr,(G) + Pid*(G1, G1.9) + Pad*(Ga, G 2) .

On en déduit que (2) = (3).1
Propriété Soit I, I, I3 trois classes d’éléments de I deux o deux disjointes. On a :

1
A(l;, [ UL) = m((a + PO)A(LL I) + (P + P3)A(Iz, I3) — PAA(LL I)).

On peut utiliser cette formule a chaque pas de la CAH pour calculer la distance entre une classe et la nouvelle
classe constituée par réunion de 2 classes.

Propriété La distance entre classes A est réductible.

Démonstration
Soit p > 0.

(A(I17]3) > P A(IQ)I3) > P A(IDIZ < P) =

1
= AL, LUDL)> ————((PL+ P3)p+ (Ps+ Py)p — Pyp) = p.B
(I3, [1 U I) P1+P2+P3((1 3)p + (P2 + P3)p — Psp) = p

On prend alors pour indice de la classe I1 U5 obtenue par réunion de deux classes a un pas de I'algorithme
de CAH la distance A(I1, I5) entre ces deux classes.

Propriété d’optimalité de la distance de Ward

Soit la partition P, obtenue au pas r de la CAH ; on note :
P’I‘ = {117[27 e 7ITL7T}‘

On note Jg, (G) son inertie inter-classes.
On suppose qu’au pas (r + 1), ce sont les classes I et I qui sont réunies :

7D’F-‘y—l = {Il U I2al3) e aIn—’l‘}'

On note Jg, ., (G) l'inertie inter-classes de la partition P41 .

Proposition Soit A la distance de Ward. On a : Jg, (G) — Jg, .. (G) = A(I1, ).

Démonstration

On écrit la formule de Huygens :
Ji(G) = In(G)+Tn(G2)+ -+ T1,_ (Gnr) + Jg,(G) (pas )
Ji(G) = Jnun(Gi2) +Jn(Gs)+ -+ T, (Ghr) + Tg,., (G) (pasr+1)

= Jg,(G) — Tg,..(G) = Tnun(Gi2) — I, (G1) — Jr,(G2) = A(1, 1)1



Conséquence

Lorsqu’on utilise la distance de WARD comme distance entre classes, l'inertie inter-classes diminue de
fagon minimale du pas r au pas (r + 1) de la CAH.

La partition P, étant fixée, la partition P, obtenue par réunion de deuz classes est la meilleure au sens
du critére d’inertie inter classes maximale lorsqu’on utilise la distance de Ward.

2.4 Autres distances entre classes

P, P.
Ai(I, 1) = ﬁ d*(G1,G2) = Tr,un,(G12) — Jr, (G1) — T1,(G2)

Al(IlaIQ)

Ay(Iy, I,) = 2rin12)
o(Ih, I2) Pt By

A3(I1, Iz) = Jnur,(Gi2)

o AS(IlaIZ)

Ay(I1, 1) = P 1 P2

As(I1,I2) = d(G1,Gs)

3 Cas général ot ’on a une dissimilarité entre objets

Soit la structure (I, P,d). Soit le tableau de dissimilarités :

Tr . . . 3 . . . n
1
i . . d(i,g)
n

3.1 Définition de distances entre classes
1) Distance du lien minimal (single linkage)
Ay (I, Ip) = min (d(i1,42), @1 € I, iz € )
2) Distance du lien mazimal (complete linkage)
As(Iy, I) = max (d(i1,42), i1 € I1, iz € I3)
3) Distance du lien moyen (average linkage)

1 .
As(l, ) = PP > pipiyd(in,ia)

1€l i2€l2

3.2 Calcul de A(Ig, Il U [2)

On démontre facilement que :

Ay(I3, 1y UL) = min(Ay(I3,1), A (I3, 1)) ;
Ag(Ig,.hUIQ) = nax (AQ(Ig,Il),AQ(I3,IQ)) )
1
As(Is, 1 UI = ———(P1As(I5, ] PyAs(13,15)).
3(I3, 11 U I2) P1—|—P2(1 3(I3,11) + PaAs(I3 2))



Propriété Les trois distances entre classes définies sont réductibles.

4 Ultramétrique associée a une hiérarchie indicée.

4.1 Définition d’une distance ultramétrique

Définition On appelle distance ultramétrique toute application u : I x I — RY telle que :
1) u(i1,ia) = ulie,i1) (axiome de symétrie)
2) u(i1,i2) =0 iy =1ia  (axiome de séparation)
8) u(iy,iz) < max (u(i1,i3),u(is,iz))  (inégalité ultramétrique).

Remarque Une ultramétrique est une distance :

u(il,’ig) < max (u(il,ig),i(ig,ig)) < u(il,’ig) + u(ig, ZQ)

Propriété Tout triangle (i1,i2,13) est isocéle et le troisieéme coté est au plus égal aur deux cotés égaux.

Démonstration
Soit w(i1,12) le plus petit des trois cotés.

U(il, 13) S max (U(ih ig), U(ig, Zg)) (ig, 23)

=1Uu
U(ig,ig) § max (U(ig,il),u(il,ig)) = u(il,’ig)

Donc : wu(iy,i3) = u(ia,i3) > u(ir,i2).H

4.2 Bijection entre ultramétrique et hiérarchie indicée
4.2.1 Construction d’une hiérarchie indicée a partir d’une ultramétrique

On utilise 'algorithme de CAH pour construire une hiérarchie indicée.

Au premier pas de la CAH, on a Py = {{1}, ..., {n}} . On définit la distance entre classes A({i1}, {iz}) =
u(il, ig).

Montrons par récurrence sur r que, étant donné deux classes I; et Is obtenues par 'algorithme de CAH,
la distance entre un élément de I; et un élément de I5 est toujours la méme : on prend alors cette valeur
commune pour définir A(Iq, I2).

Soit la partition P, = {I1, I, -+, I,—} ; on suppose I'hypothése de récurrence vérifiée pour P,..

Soit la partition Pryq = {1 UIs, I3, -+, I,—}. Montrons que la distance entre un point de I; U I7 et un
point de I;, [ > 2, est toujours la méme.

Soit 41 € I1,i9 € Io,4; € I;. Considérons le triangle (i1, i2,%;).

Par hypothése de récurrence :

u(in,i2) = A(I, I2) 5 u(in, i) = A(L, 1) 5 uliz, i) = A(la, ).
Or:
A(Il,lg) S A(Il,Il) y A(Il,lg) S A(IQ,I[).

Donc : u(iy,i2) < u(ir, i) = u(ia, ;).
Par conséquent :
A(L, T) = A(Is, I).

On définit alors A(Il U IQ,IZ) = A(Il,fl) = A(IQ,II) Z A(Il,fg).
On peut prendre pour indice de la classe Iy U I la distance A(Iq, I3).

On note g 'application qui associe a 'ultramétrique u la hiérarchie indicée (H, f).



4.2.2 Construction d’une ultramétrique a partir d’une hiérarchie indicée

Soit une hiérarchie indicée (H, f) de parties de I. Soit H (i1,12) la plus petite partie de la hiérarchie contenant
il et ig.
On deéfinit u(iy, i2) = f(H(i1,42)).
Montrons que u est une ultramétrique.
1) On a: H(iy,i) = H(ia,11) ; donc u(iy, i) = u(iz, 7).
2) wu(i1,iz) =0= f(H(i17i2)) < H(i1,i2) a un seul élément < i1 = is.
3) Soit 41,142,143 trois éléments de I. On considére les classes H (iy,42), H(i1,13) et H(i2,13).
- Supposons que : H(iy,42) C H(i1,13)
On a alors : H(ig,ig) = H(il,ig)
Donc : H(il, Zg) C H(il, 23) = H(’iz, 23)
J(H{(iy,i2)) < f(H(ir,i3)) = f(H (i2,i3))
u(i1, o) < u(i1,iz) = u(iz, i)
u(il, ’ig) < max (u(il, ig), u(ig, 22))
- Supposons que : H(iy,i3) C H(i1,12)
Alors : H(ig, Z3) = H(ig, Zl)
H(i1,i3) C H(i1,12) = H(ig,13)
S(H{(iv,is)) < f(H(i1,i2)) = f(H (i2,i3))
u(i1, i3) < u(i1,iz) = u(iz, i)
u(iy, iz) = max (u(i, i3), u(is, i2)) .M
On établit le théoréme suivant :
Théoréme L’application g est une bijection de l’ensemble des ultramétriques sur I dans l’ensemble des

hiérarchies indicées de parties de I.

Conclusion

Lorsqu’on dispose d’une distance ultramétrique entre éléments de I et que 'on utilise ’algorithme de
CAH, le choix de la distance A entre classes est naturel : c’est la distance commune entre un élément d’une
classe et un élément d’une autre classe. Lorsque 'on dispose d’une dissimilarité, on peut définir différentes
distances entre classes ; on peut alors poser le probléme suivant : déterminer I'ultramétrique "la plus proche"
en un certain sens de la dissimilarité donnée.

4.3 Propriété d’optimalité des distances du lien minimal et du lien maximal

4.3.1 Cas de la distance du lien minimal
Al(Il,IQ) = min (d(il,ig),il € lh,is € Ig)

En utilisant Palgorithme de CAH, on construit une hiérarchie indicée (H1, f1). A cette hiérarchie indicée
est associée par la bijection ¢g~! définie dans le paragraphe précédent une ultramétrique u.
H(i1,1i2), plus petite partie contenant i, et ia, est la réunion d’une classe I; contenant i et d’une classe

I5 contenant 5.

Al [ — (H17f1) U
u(iniz) = fi(H(in i) = iU L) (i € I iz € I)
= Ai(I1, 1) <d(i1,12)

Donc uy < d. On établit la proposition suivante :

Proposition L ultramétrique uy est ’enveloppe supérieure des ultramétriques inférieures ou égales a d :

uy(i1,42) = sup (u(il,ig), u < d).

C’est donc "ultramétrique la plus proche inférieurement de la dissimilarité d.



4.3.2 Cas de la distance du lien maximal

AQ(I17I2) = max (d(il,ig), 7:1 611,7:2 612)
A2 — (H27f2) U2
up(in,iz) = fa(H(ix,i2)) = f2(I1 U L) = Ag(Iy, 1) > d(in,ia).

Donc : us > d. On établit la proposition suivante :

Proposition L’utramétrique us est un élément minimal dans l’ensemble des ultramétriques supérieures
ou égales a d.

Remarque Il peut exister plusieurs éléments minimaux dans ’ensemble des ultramétriques supérieures
ou égales a une dissimilarité d. Par exemple :

I ={a,b,c} ; d(a,b) =3 ; d(a,c) =2 ; d(b,c) =1.

Il y a deux éléments minimaux u; et us dans ’ensemble des ultramétriques supérieures ou égales a d :
ui(a,b) =3 ; u1(a,c) =2 ; ui(b,c) =3;

uz(a,b) =3 ; uz(a,c) =3 ; uz(b,c) = 1.1

5 Algorithme accéléré pour grands tableaux : la méthode des
voisinages réductibles

On suppose la distance entre classes A réductible.
Lorsqu’on effectue une CAH, le nombre de calculs & effectuer peut étre trés important. On cherche par
un algorithme accéléré & diminuer ce nombre.

Algorithme

e 1°7¢ &tape :

On fixe un nombre p;.

1¢" pas : On considere ’ensemble Py(p;) des classes & un élément telles qu'il existe au moins une autre

classe a une distance inférieure a p, (propriété (a)). On regroupe les deux classes les plus proches et on
constitue ’ensemble Py (p;).

2¢m¢ pas : On élimine de Py (p;) les classes qui ne vérifient plus (a). On regroupe les deux classes les
plus proches et on constitue 'ensemble Pa(p;).

etc ..., jusqu’a ce que I’ensemble des classes soit vide.

e 2¢€ étape :

On fixe un nombre py > p;.

On utilise le méme algorithme que dans la premiére étape en constituant Py(p,) & partir de 'ensemble
de toutes les classes éliminées a la premiére étape.

e etc ..., jusqu’a la construction de la classe 1.1

On établit la proposition suivante :

Proposition Lorsque la distance entre classes A est réductible, la hiérarchie obtenue par cet algorithme
est la méme que celle obtenue par l’algorithme habituel.

Le nombre de calculs & effectuer est moins important, car on élimine a chaque étape des classes pour
lesquelles on ne fait aucun calcul ultérieur dans cette étape.
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6 Partition en classes et stabilité

A partir d’une hiérarchie indicée, on peut obtenir une partition de I en coupant & un certain niveau le
dendrogramme (ce qui revient & retenir une partition obtenue a un pas de I’algorithme). Une régle empirique
est de retenir une partition obtenue & un pas précédant une croissance forte de I'indice.

Dans le logiciel SPAD, 'aide a l'interprétation des classes permet d’en définir les caractéristiques (procé-
dure DECLA). Par exemple, soit des classes d’individus sur lesquels on a mesuré des caractéres quantitatifs
; on dispose alors pour chaque classe d’une liste des caractéres dont la moyenne dans la classe s’écarte
beaucoup au sens d’un certain critére de la moyenne générale.

Pour vérifier si ’ensemble de données dont on dispose se préte effectivement & une classification, on
peut procéder a plusieurs classifications en utilisant différentes distances entre classes. Si les données sont
effectivement classifiables, il ne doit pas y avoir trop de différences entre les partitions & petit nombre de
classes. Les objets toujours classés ensemble constituent les parties vraiment homogénes de I.
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Deuxiéme partie :
La méthode des nuées dynamiques (MND)

7 Meéthode d’agrégation autour de centres mobiles

7.1 Cadre d’étude

I={1,---,n}

i— Ai(z;) € (RP,M)
P = {pla"' 7pn}
d=dy

I est un ensemble d’objets, A; le point représentatif de ’objet ¢ dans RP, P un ensemble de poids attibués
aux objets, d la distance euclidienne associée a la métrique M.

L’objectif de la méthode est de faire une partition de I en r classes (r est fixé a priori).

7.2 Algorithme

Initialisation :

On choisit r points de R? (par exemple, au hasard parmi les points A;) : g7, - -- ,gg.

Autour de ces points, on constitue r classes en affectant chaque objet a la classe correspondant au point
dont il est le plus proche :

pour k=1,---,r, Igz{iEI:Vj:L...,r, d(@,gi)gd(gi,gg)}.

(en cas d’égalité, on prend une convention d’affectation).

Remarque L’initialisation peut étre une partition de I.

1€ pas :

On détermine les barycentres des classes I,ljl constituées au pas précédent : gll, Sy gi .

Autour de ces points, on constitue 7 classes en utilisant la régle d’affectation précédente : It ---  IL.
Convergence :

,
On montre qu’a chaque pas, l'inertie intra-classes Z Z p; d*(z;, gi@) décroit ; donc, elle converge vers

k=1eri=t
un minimum local qui dépend de Q(l), e ’QS‘ En outre, la suite des partitions de I, ({I{7 e ,Iﬁ}), converge
vers une forme stable qui dépend du choix de g‘l), cee g?

Remarque Minimiser Iinertie intra équivaut & maximiser 'inertie inter. Cet algorithme donne donc une
solution locale au probléme de la recherche d’une partition d’inertie inter maximale.

Remarque On peut utiliser cet algorithme pour améliorer (on dit également "consolider") une partition
obtenue par coupure d’un dendrogramme obtenu par une CAH : & partir de cette partition, on construit par
l’algorithme une partition d’inertie intra plus faible. C’est ce que fait le logiciel SPAD.

7.3 Les formes fortes

On peut appliquer plusieurs fois cet algorithme en faisant différentes initialisations.
Les objets toujours classés ensemble constituent les parties vraiment homogénes de I : on les appelle les
formes fortes.
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8 Meéthode des nuées dynamiques.

8.1 Cadre d’étude

Dans l'algorithme des centres mobiles, on constate que :

1) les éléments de I ont une représentation euclidienne ;

2) on représente une classe d’objets par un point (le barycentre des points représentatifs des objets de la
classe).

Dans I'algorithme des nuées dynamiques :

1) On considére la structure générale (I, P,d) (d : dissimilarité) ;

2) une classe d’éléments de I est représentée par un noyau, comme par exemple :
- pour des données euclidiennes : un point, un sous-espace affine ;

- pour des données quelconques : un sous-ensemble de ¢ éléments de la classe.

8.2 Critére a optimiser

8.2.1 Structure de représentation de classe

Définition : C’est la donnée d’un ensemble L appelé espace de représentation, dont les éléments sont
appelés noyauz, et d'une application D' de I x L. dans RT appelée mesure de dissemblance d’un objet a une
représentation.

Exemples

1) Agrégation autour de centres mobiles

L’objet i est représenté par le point A;(z;) € (R?, M) ; L =RP”.
Un noyau est un point L(1).
La mesure de dissemblance D’ est définie par : D'(i, L) = p; d*(z;, 1)

2) Analyse factorielle typologique

L’objet i est représenté par le point A;(z;) € (R, M)
Un noyau L représentant une classe est un sous-espace affine de dimension ¢ fixée de RP.

Soit ITy, l'opérateur de projection orthogonale sur L. La mesure de dissemblance D’ est définie par :
D'(i, L) = p; d*(z;, ;).

3) Soit la structure (I, P,d). On suppose que 1'on dispose d'un tableau de dissimilarités entre les objets.
On peut définir comme noyau représentant une classe un sous-ensemble L = (iq,--- ,i,) de ¢ éléments
de cette classe.
On peut définir la mesure de dissemblance D’ par : D'(i, L) = p; Zt}zl pi;d(i;,i).H
8.2.2 Mesure de dissemblance d’une partie de I a une représentation

Définition C’est une application D : P(I) x L dans R™ telle que pour toute partie P de I et toute représen-
tation L, D(P,L) = _,.p D'(i, L).

Exemple
Dans la méthode des centres mobiles :

D(P,L) = Zpi d*(z;,1) (inertie des points de P par rapport au point L).H
ieP
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8.2.3 Définition du critére

Considérons un r-uplet de parties de I constituant une partition de I :
P= (PP ,P)
Considérons un r-uplet de représentations :
L= (Li,La,-+-,L,)
On définit :

L) =7 D(Py,Ly)
k=1

Remarque Soit k; le numéro de la classe a laquelle appartient I'objet 7. On a :
ZZD (i, Ly ZD’(i,Lki).
k=11€P}, =1

Exemple
Dans la méthode des centres mobiles :

=Y Y ndt)m

k=11i€ Py

On pose le probléeme d’optimisation suivant :

Déterminer P* et L* tels que W (P, L) soit minimal pour P =P* et L = L*.

8.3 Algorithme des nuées dynamiques
8.3.1 Fonction d’affectation
Définition C’est une application f: L = (L1,La,--+ ,L.)— P = (P, Py,---, P,.) (partition de I) telle que

Pp={iel :pourj=1,2,---,r, D'(i,Ly) <D'(i,L;)}.

En cas d’égalité, on prend une convention d’affectation.
Proposition Comme W(P,L) =>"", D'(i,Ly,), P = f(L) rend W(P, L) minimal o L fizé.

Exemple
Dans la méthode des centres mobiles :

D'(i, L) = p; d*(z;,1)
P, = {z €l : pourj=1,2,---,r, d(z;l) < d(xz,lj)}

8.3.2 Fonction de représentation

Définition C’est une application g : P = (P1, P+, P;) — L= (Ly,La,---,L,) telle que, pour k =
1,2,--+,r, Ly rende minimale D(Py, L).

Hypothése On suppose lexistence et l'unicité de Ly.

Proposition Comme W (P, L) ZD Py, L), L= g(P) rend W(P, L) minimal & P fixé.
Exemple
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Dans la methode des centreb mobiles :
D(Py, L z i d ) est minimale pour [ = g, barycentre de la classe Py. En effet, D(P, L) est
1€ Py,
Iinertie Jp, (I) par rapport a L de ensemble des points A; pour i € Py et :

Ip, () = Tr.(g,) + ar d*(L,g,) (gx poids de Py,). W

8.3.3 Algorithme

C’est un algorithme d’optimisation alternée.

Initialisation : £°

PO = F()
ler pas : L1 = g(P?)
P = 5(2)

1°m¢ pas : L! = g(P!~1)
P! = f(L)

Théoréme

1) On a W(PL L2 > WP LY > W(PLLY) > W(PL LY. Les suites (W(P'71,LY) et
(W(Pl,ﬁl)) convergent en décroissant vers une limite qui dépend de L°.

2) La suite ((Pl,ﬁl)) est stationnaire & partir d’un certain rang, la limite dépendant de L°.

Démonstrati(l)n ( l 1)
L =g(PT
1) Ona Pl:f(,cl)

L' rend W(P!=1, £) minimal ; donc W (P!=1, £1=1) > W(P=L, Lh.

P! rend W (P, £') minimal ; donc W(P=L, L) > W (P!, LY.

On a W(P=1 LY > W(PL LY > W(P!, L) ; la suite (w) = (W (P!, L)) est décroissante minorée.
Donc elle converge.

W (PI=L, L) > W(PL L) ; a suite v, = (W(P!, L)) est décroissante minorée. Donc elle converge.

2) La suite (W (P'~1, L") converge.
WP L) = W(PH g(PY).
Or I'ensemble des partitions de I en r classes est fini.
W (P!, g(P'"1)) ne peut avoir qu’un ensemble fini de valeurs. Donc, la limite de la suite (W (P'~1, L))
est atteinte. Soit N le rang a partir duquel elle est atteinte :

(sz—l’ﬁN) — W(PN,,CN+1) —

Donc d’aprés 1), W(PN, LN) = W(PN, LN+,
Or, LN qui rend minimal W (P¥, L) est unique.
) LN = N+
Par conséquent, on a : { PN — f(LN) = pN+1 .

Exemple
Dans la méthode des centres mobiles :

W(P—t Ll = Z Z p; d*(z;, gk ) est l'inertie intra-classes de la partition P!~! ; donc, la suite des
k= 1LEIl 1

inerties intra-classes converge en décroissant vers un minimum local et la suite des partitions de I converge
vers une forme stable qui dépend de (g(l), e ,gg).l
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Troisiéme partie :
Modeles probabilistes en classification

9 Modéle de mélange

9.1 Cadre d’étude

12{1727“'3”}

Z'HA( ;) € (RP, M)

P={L ... 1} poids uniformes
d=dy

I est un ensemble d’individus, A; le point représentatif de 'individu 7 dans R?, P ’ensemble des poids
uniformes attribués aux individus, d la distance euclidienne associée & la métrique M.

9.2 Modélisation probabiliste

On fait 'hypothése que I'ensemble des vecteurs d’observations (zq,---,z,) est un échantillon i.i.d. d'un

yp

vecteur aléatoire X dans RP défini sur un espace probabilisé (2, A, P) partitionné en classes 1, Qg,- -+, Q.

On suppose que la densité de probabilité conditionnelle de X dans la classe Q0 appartient & une famille
paramétrée de densités F = {f(-; a), a € R*} ; dans le cas ou X est discret, f(z; a;,) = P(X = z|y).

Notons P(2) = pk.

La densité de X est g(z; aq, - ,q,) = Zpkf(g ; ap) 1 C’est une densité de mélange.

10 Estimation des paramétres du modéle et classification par la
méthode du maximum de vraisemblance classifiante

10.1 Critére du maximum de vraisemblance classifiante
Considérons un échantillon P, issu de la classe Q. On définit la vraisemblance de cet échantillon :
Pk: 3 ak H f L, 5 Ap
i€ Py,

On définit la vraisemblance classifiante :

L(Py,-+ P ay,--ha,) = [[ TPk 5 ) HHf T 5 ay,
k=1

k=1i€Py,

On pose le probléme suivant :
déterminer une partition P* = {Pf,--- ,P*} et un r-uplet de paramétres L* = {aj, -+ ,al} qui rendent

la vraisemblance L(Py, -+ ,P.; aq,--- ,a,) mazimale.

10.2 Algorithme des nuées dynamiques

On a & maximiser

InL = ZZzn ;5 a

k=1i€Py

On définit pour mettre en oeuvre I'algorithme les fonctions d’affectation et de représentation.

1) Fonction d’affectation f
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Elle est définie par :
f:‘C:(Ql""a T)HP (P17"'3PT’)

avec P, ={i €l : pourj=1,---,r, f(z;,a,) > flz;; 7])}
2) Fonction de représentation g
Elle est définie par :
g;P: (Pl,... 7P'r‘)'_>£: (al’... ’aT)

telle que pour k =1,--- , 7, a; rende maximale Z In f(z;; a).
1€Py
a;, est donc 'estimation du paramétre ¢ au sens du maximum de vraisemblance & partir de I’échantillon

Py..

3) Algorithme
, . ) : L= g(P'=1)
Au pas [ de lalgorithme, on détermine { Pl (L))

10.3 Cas particulier d’un mélange de lois multinormales

Dans ce cas, la densité conditionnelle de X dans € est

1 —L(z—m, )2 Y z—m
f(g’ Qk)zm 7 (2—m,)' S (z *k),gk:(mkyzk)
On a a maximiser Y, > ,cp In f(z; ;_a;) (1).

1 1
In f(z;; a,) = —7 In det By — g In2m — o (z; — my.) Sy (2 — my)

1) <= > > (Indet Sy + (z; — my)'S; (z; — my)) min
k=14i€Py

On obtient une régle quadratique.

Plagons-nous dans le cas particulier : ¥ =--- = ¥, = 3.
T

Le critére s’écrit alors : Z Z (z; —my)' Yz, —my,) Z Z ||z; — my||%-1 min.

k=1icP; k=1i€Py
On suppose la matrice de covariance ¥ connue. Pour déterminer un minimum local, on utilise I’algorithme

des nuées dynamiques avec les fonctions d’affectation et de représentation suivantes.
Fonction d’affectation
fiL=(my,- m)—P= (P, P)
P, = {z el :pourj=1,---,r, flx;,,my) > f(z; ; m])}
— il pourj =1 e - myllss < Il - mylls o}

Fonction de représentation
g:P: (P17"' aPT)'_)‘C: (ml;"' ,mr)

r, my, rend minimale g ||lz; — m||§_1 ; my, est le centre de gravité des points (xi, n)

1€ Py,

Pour k=1, -,

pour ¢ € P.
Algorithme
oo ctormine - 4 £L=9(P'™)

Au pas [ de lalgorithme, on détermine : { Pl = F(C])

On retrouve I'algorithme des centres mobiles.
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11 Estimation des paramétres du modéle par la méthode du max-
imum de vraisemblance et classification

Q) est partitionné en classes €1, ---,£2,.. D’apres le théoréme de Bayes, on a :
P(S%) f(z; ; ax)
T

> P f(z;; ay)
j=1

POy X = z;) =

11.1 Equations de la vraisemblance
La densité de X est g(z ; aq, -+ ,q,) = Zpkf(g; a)-
Soit (x4, ,z,) un échantillon i.i.d. de X. Sa vraisemblance est :

n T
L(zy, 2y s Proce yPry Qpye e 5 0,) = H (Zpk flz; s ak)>
k=1

InL = Zln (Zpkf (z;5 ai) )
i=1

On recherche pg etgg, k=1,---,r qui rendent maximale [nL. On note ay; la ji®me composante de ay,
7=1,..,s

Proposition Le systéme des équations de la vraisemblance s’écrit :

ZP WlX =z;), k=1,---,r

ZPQ\Xf )%ﬁf’*k):o, k=1,.,r j=1,..5
J

Démonstration
On a A& maximiser

r

Zln (Zpk flz; 5 ag ) sous la contrainte Zpk =1.
=1

k=1

On utilise pour cela la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Soit la fonction

D(pr,--+\Pr s gy 4Gy Zln<2pkf ;5 a )—/\<Zpk—1>-
i=1 k=1

apk g T ) ) 9
> o fzoa)
1=1
C L oo flaa)
Zpkaizzkzrl——)\Zpk:n—)\:O;donc,)\:n.

P o £ —
k=1 SN flas ) R
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apr

8ak- :
’ =t szf z;iq) T > oiflas )
=1

0% me%f,z_) "ok e a) “Hamay

= ZP(QHX =x;) —Inf(z; ; a;,) = 0.1
i=1 aa’“j

11.2 Algorithme EM

On utilise une méthode itérative de résolution du systéme des équations de la vraisemblance.

Au pas m, on obtient une estimation pj* de py, et a}* de a;,, kK =1,--- ,7. Au pas m+1, on effectue deux
étapes :
1) Etape E (estimation)

On estime P(Qi|X =z;) = f(Qk)f@L ) par

Y P (a5 @)
=1

i flz, 5 ap
t}f(zi): k (1’ k) )
Zpl z; 5 ")
7
On estime py, par p’”'|r1 Zt?(gl), k=1,---,r.
2) Etape M (mazimisation)
On résout, pour k =1,--- 7, le systéme d’équations :

= ol ¥
St BB L) o

i=1 Oay;

On obtient alors aZ‘H

Cas particulier : mélange de lois multinormales

On a dans ce cas g, = (g, , k).

n
thl<§i)§i Ztk 7"1-"_1)(&1 _ 'ukm-‘rl)

m+1 _ i=1 m+1 _ =1
n ’Ek -

2 n
S () >t ()
i=1 =1
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11.3 Convergence

Cet algorithme converge vers un maximum local de la vraisemblance sous certaines conditions. FEn pra-
tique, on le lance plusieurs fois & partir d’initialisations différentes et on retient la solution qui donne la
vraisemblance la plus grande.

11.4 Classification

On affecte 'individu ¢ & la classe Qy, telle que Pestimation de la probabilité conditionnelle P(Q;|X = z;) soit
maximale.

12 Algorithme des k-means séquentiel de MacQueen

12.1 Critére de classification

1siw e Qy
On note I}, la variable aléatoire indicatrice de la classe Q, : I (w) = .
0 sinon
On définit le critére de partitionnement de €2 suivant :
,
déterminer une partition (Qq,--- ,Q,.) de Q et un r-uplet de points (31’ e ,gr) tels que E Z I||I X — gk||2
k=1

soit minimale.

Sigr,--- ; g, sont déterminés, alors, pour k =1,...,7 :

Qp = {weQ: HK(w)—QkH < Hg(w)—g.

=J

’, j:1,...,r} ,

T
donc : F ZI’“HX_Q;JF =FE [mkinHX—ngz} .
k=1
On cherche alors g ,g,,--+ g, qui rendent £ [mkin [|X — ngQ} minimale.

Pour estimer une solution locale de ce probléme, on peut utiliser un algorithme séquentiel d’approximation
stochastique : au pas [, on introduit une observation z; de X et on actualise I’estimation gﬁf de 94 k=
1,0,

Remarque Un algorithme d’approximation stochastique est récursif. Un exemple élémentaire est le
suivant. Soit un échantillon i.i.d. (z1,---,Zn, --) d’une variable aléatoire réelle X. On estime P’espérance
E [X] a partir des n premiéres observations par

1 +2xo+ -+ Ty

n =

n
et & partir des n + 1 premiéres observations par
T S e e T N (O L S
et n+1 n+1"" n+1 el
_ T
= Tp — m(xn - xn—i—l)-

On a ainsi défini un algorithme récursif d’approximation stochastique de I'espérance de X .H
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12.2 Algorithme

Initialisation :
On choisit r points g7, - - ,QE de RP.
1" pas :
On introduit z;.
On calcule d(gl,gg), k=1,---,r.
Soit kg la valeur de k pour laquelle cette distance est minimale. On définit :

! 1 0 0
wkd = Q,Qko = gkg — @(gko _£1)7
0
0
RS B gko T
ona:g, =-—5—
wy = l,gllC :gg, pour k # ky.

1*™m€ pas

On mntroduit z,.

On calcule d(z;, g"), k=1,---,7.

Soit kg la valeur de k pour laquelle cette distance est minimale. On définit :

1
A I -1 -1 _
wy, = wi+1lg, =g, al (9, — )
0
l -1 1 -1
wy = w9, =6, pour k # kq.

Remarques

1) ¢! n’est autre que le barycentre des points affectés a la k¢ classe jusqu’au 1" pas.

2) A chaque pas, on affecte une seule observation a une classe. Dans la méthode des centres mobiles (ou
algorithme des k-means non séquentiel), on affecte & chaque pas chacune des observations a une classe.

12.3 Convergence

On démontre que, sous certaines hypothéses, F [ mkin [|I X —QZ | \2] converge vers un minimum local de F [ mkin || X—
2
Une fois la convergence obtenue, on dispose d’estimations des points g 199900 g, On constitue r classes

en réaffectant chaque point z,, & la classe correspondant au point 9y de D'estimation duquel il est le plus
proche.
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