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ESAIM: PROCEEDINGS, July 2007, Vol.18, 181-215
Jean-Frédéric Gerbeau & Stéphane Labbé, Editors

UNE INTRODUCTION AU SCHEMA DE BOLTZMANN SUR RESEAU *

FrANcCoOIS DUBOIS!

Abstract. We propose an elementary introduction to the lattice Boltzmann scheme. We recall
the physical (Boltzmann equation) and algorithmic (cellular automata) origins of this numerical
method. For a one-dimensional example, we present in detail the two characteristic steps of
the algorithm: the nonlinear collision step, local in space and the linear propagation phase with
the neighbouring vertices, explicit in time. We then propose a generic Taylor-type development
with the so-called equivalent partial differential equation. We obtain in this way formally a
so-called Chapman-Enskog development where the small parameter is the discretization step
of the scheme. At order zero, the lattice Boltzmann scheme satisfies a local thermodynamical
equilibrium. At first order, it satisfies the Euler equations of gas dynamics and at second order
the Navier-Stokes equations. Then we detail the classical case of the nine velocities model on a

square lattice.

Résumé. Nous proposons une introduction élémentaire au schéma de Boltzmann sur réseau.
Nous rappelons les origines physiques (équation de Boltzmann) et algorithmiques (automates
cellulaires) de cette méthode numérique. Pour un exemple monodimensionnel, nous présentons
en détail les étapes caractéristiques de l'algorithme : phase de collision, locale en espace et non
linéaire et phase de propagation avec les proches voisins, explicite en temps et linéaire. Nous
proposons ensuite un développement de Taylor générique a ’aide de la méthode de ’équation aux
dérivées partielles équivalente. Nous obtenons ainsi de maniere formelle un développement “de
type Chapman-Enskog” du schéma ot le petit parametre est simplement le pas de discrétisation.
A Tordre zéro, le gaz sur réseau est a ’équilibre thermodynamique, & 'ordre un, il vérifie les
équations d’Euler de la dynamique des gaz et a l'ordre deux les équations de Navier Stokes.

Enfin, nous détaillons le cas classique du modeéle a neuf vitesses sur une grille carrée.

* Ces notes rédigées sont, a des variantes minimes prés, la présentation effectuée lors d’un “mini-cours” les 22 et
28 avril 2005, dans le cadre du “Groupe de Travail Numérique” de l’équipe “Analyse Numérique el FEquations auzx
Dérivées Partielles” de I’Université Paris-Sud, animé par Stéphane Labbé. Le contenu scientifique de ce travail est issu
de facon plus qu’essentielle de conversations approfondies avec Pierre Lallemand. L’auteur est heureux de lui rendre
ici hommage et lui témoigner toute son amitié. L’auteur remercie également Antoinette Barbot pour sa prise en charge
mageure de la dactylographie en janvier 2006. Enfin, les remarques pertinentes du Rapporteur ont permis d’améliorer
le texte a plusieurs reprises. [Versailles, 21 novembre 2006].
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03 et Université Paris Sud, Laboratoire de Mathématique, Analyse Numérique et Equations aux Dérivées Partielles,
Batiment 425, 91405 Orsay, France.
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INTRODUCTION

a) Thermodynamique des gaz

e Ala fin du XIXi®™e siecle, les travaux sur la théorie cinétique des gaz de Maxwell [1860] et Boltzmann
[1872] ont permis de préciser la loi de répartition des vitesses d'un gaz & I’équilibre thermodynamique.
Dans cette approche, on considere qu’en un “point” x et a l'instant ¢ coexiste un continuum de vitesses
possibles pour les molécules du gaz. Plus précisément, au point x a dz pres et pour une vitesse v a dv

pres, la masse de gaz présente vaut
dm = fo(v)dzdv. (0.1)

La répartition de Maxwell-Boltzmann précise la fonction fy ; elle est paramétrée par la densité p, la
vitesse moyenne du gaz u et le parametre (3, relié simplement a la température T, a la masse p d’une

molécule et la constante k& de Boltzmann wia la relation classique

I
=L 0.2
5=t 02)
La loi de répartition des vitesses s’écrit dans le cas de trois dimensions d’espace :
3/2
folv) = p(%) exp ( - g v — u|2) . (0.3)

e Des calculs élémentaires d’intégrales gaussiennes (voir par exemple I’Annexe) montrent que
p= [ fowao 04)
R3
pu= / v fo(v) dv (0.5)
R3
et I’énergie totale spécifique du gaz F satisfait également a la relation
1
pE= [ 510 o) do. (0.6)
R3

e La distribution précédente correspond au cas idéal d'un équilibre a priori indépendant de ’espace et
du temps. Dans le cas ou une évolution dynamique a lieu, la répartition des vitesses f est une fonction
de Vespace x, du temps ¢ et des vitesses v ; elle suit 1’équation de Boltzmann [1872]

%ﬂ-vzf:cg(f), z€R’, veR’, t>0. (0.7)

Dans cette équation, le terme de gauche 0; + veV correspond & un transport libre a la vitesse v, alors
que le terme de droite Q(f) décrit les collisions au sein du gaz. Dans le modele le plus classique pour un
gaz dilué, on ne prend en compte que les collisions “a deux points” et Q(f) est une fonction quadratique
de la distribution f.

e Une analyse microscopique des collisions moléculaires montre que la masse, 'impulsion et 1’énergie
sont conservés lors de chaque interaction. La conséquence a ’échelle macroscopique qui nous intéresse ici

est que le noyau de collision Q(fo) a une intégrale nulle quand on le teste devant 1, v et 3 [v]? :

1 t
[ Uo(1o 3 1oP) v =o. 08)
R3 2
e Quand on injecte cette hypothese dans ’équation de Boltzmann (0.7), les grandeurs conservées

W =(p,q=pu,c= pE)t = (Wo, W, VV4)t (0.9)
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sont des fonctions de I'espace et du temps qui satisfont aux équations d’Euler de la dynamique des gaz :

%—‘f +div F(W) = 0. (0.10)

Le tenseur F' a trois composantes spatiales, une scalaire (pour la densité), une vectorielle (pour I'impulsion)

et une derniere scalaire pour I’énergie. On a :

Foa = /R3 Vo fo(v) dv (0.11)
Fop = /R3 Vo 03 fo(v) dv (0.12)
Fyo = /]RS % [v|? va fo(v) dv (0.13)

avec la convention d’utiliser les indices grecs pour les parametres spatiaux.

e La situation d’un équilibre thermodynamique parfait n’est qu’'une premiere approximation. En
introduisant des parametres thermodynamiques tels que le libre parcours moyen entre deux collisions ou
le temps moyen entre deux collisions, on peut considérer des distributions f “peu éloignées” de 1’équilibre.
On introduit un “petit parametre” ¢ tel que :

libre parcours moyen

- : : . (0.14)
dimension macroscopique typique

et on cherche f sous la forme d’un développement asymptotique en ¢ :

f) = fo(v) +¢ fi(v) + €% fo(v) + - - (0.15)

o fo(e) est la maxwellienne (0.3). Le développement au second ordre, dit de Chapman-Enskog (1915)
permet de retrouver les équations de Navier-Stokes. Nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage classique de
Chapman et Cooling [CC39] ou au traité plus récent de Diu et al [DGLRS9].

b) Quelques approximations classiques

e L’une des difficultés dans I’étude de I’équation de Boltzmann est de relier la dynamique collisionnelle
et I'obtention de 'équilibre fy. Avec 'approximation “BGK” (de ses auteurs Bhatnagar, Gross et Krook
[BGK54]), on injecte a priori une représentation de 1'équilibre fo(v) et I'opérateur de collision modélise

I'interaction de f avec un champ moyen. On a donc :

Qpck(f) =S (f = fo(v)). (0.16)

L’effet des collisions est de “ramener” la distribution f vers un équilibre de référence, paramétré par les

grandeurs conservées W (voir les relations (0.4) & (0.6) et (0.9)).

o  Une autre difficulté est 'introduction d’un espace de parametres “gigantesque” avec I’espace R? pour
toutes les vitesses. Les modeles de Carleman [Ca57] ou de Broadwell [Br64], généralisés ensuite par Renée
Gatignol [Ga75], tout en gardant un espace-temps continu, ne considérent qu'un ensemble fini de vitesses
possibles. On obtient ainsi un ensemble d’équations aux dérivées partielles couplées dont I’étude est une
difficulté en soi.

¢) Automates cellulaires

e Au lieu de rechercher des modeles mathématiques, le développement des outils informatiques a

conduit & I'idée de simulateurs discrets faciles & programmer. Dans une telle approche, 'espace, le temps,
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les vitesses, le nombre de molécules présentes a un instant donné en un point donné sont discrets. Le

développement de ces automates cellulaires a connu trois temps forts.

e La premiere idée consiste a utiliser un réseau carré a deux dimensions d’espace. L’état du réseau
(les entiers de Gauss) est défini par un champ de variables binaires valant 0 ou 1. La valeur 0 indique
que le site (7, j) est libre et la valeur 1 qu’il est occupé. L’évolution du réseau est décrite par les vitesses
discretes liant un sommet (4,5) & ses quatre voisins (i £ 1,5 = 1). Avec un pas d’espace unité et un
pas de temps unité, les vitesses possibles prennent donc leurs valeurs dans ’ensemble {e1, —ej, ea, —ea},
avec e; = (1,0) et e = (0,1). Chaque particule (ou site occupé) a 'une des quatre vitesses proposées
plus haut. Il reste a définir les regles de collision lorsqu’il y a conflit pour occuper un site a un instant
ultérieur. Sans décrire en détail ici le modele de Hardy, de Pazzis et Pomeau [HPP76], il faut construire
des regles de collision qui respectent la conservation de la masse, de 'impulsion et de I’énergie tout en
prenant en compte un temps et un espace discrets. La Figure 1 décrit la dynamique dans le cas d’une
collision frontale. On note que durant le temps intermédiaire ¢t + 1, deux molécules sont présentes en

méme temps sur un méme nceud du réseau.

°
e —-0-—o @ (T)
.

t t+1 t+2

Figure 1. Dynamique d’une collision frontale dans le modeéle [HPP76].

e Un point remarquable dans I’étude des automates cellulaires est qu’on peut (au moins formellement),
passer a la limite. On constitue des blocs de plus en plus grands, ce qui permet de définir une densité
macroscopique p (rapport du nombre de sites occupés au nombre de sites de ’échantillon) et une impulsion
macroscopique ¢. On introduit une échelle de temps “grande” devant le pas de temps élémentaire (égal
a 1) ainsi qu'une échelle spatiale “grande” devant le pas du réseau (toujours égal & 11). A Daide de ces

variables continues, les équations limites prennent la forme

dp .
En +divg=0 (0.17)
9% +div P(p,q) =0. (0.18)

ot

On a donc conservation de la masse et de 'impulsion. Par contre le tenseur des pressions P (voir aussi

(1.12)) n’est pas isotrope.

e Afin de remédier a ce défaut d’isotropie, Frisch, Haslacher et Pomeau [FHP86] ont proposé d’utiliser
un réseau hexagonal, i.e. les points de la forme a + bj, avec a,b € Z et 1 + j + j2 = 0. L’espace
contient plus de directions en vitesse et la dynamique des collisions est aussi plus complexe (Figure 2) ;
un tirage au hasard est nécessaire pour décrire ’état aval d’une collision frontale. Cette fois, la limite

hydrodynamique est isotrope, donc recevable physiquement. L’extension a trois dimensions d’espace a
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été réalisée peu apres par D’Humieres, Lallemand et Frisch [DLF86] & 'aide d’un modele & 24 vitesses

sur un réseau cubique a faces centrées.

e—-0—e ® /o o\

t t+1 i t+2 i
Figure 2. Collision frontale dans le modele [FHP&6].

e Les automates cellulaires souffrent cependant de plusieurs défauts qui ont limité leur développement :
bruit intrinseque, valeur imposée a la limite des coefficients de transport et non respect de l'invariance
de Galilée.

d) Gaz de Boltzmann sur réseau

e L’idée nouvelle, proposée par Mac Namara et Zanetti [MZ88], consiste & garder un réseau discret,
mais a chercher une variable continue f qui décrit la population moyenne sur un site donné du réseau,
ayant une vitesse discrete imposée par la géométrie. Si on note x l'espace, ¢ le temps et (v;)o<;<p les
vitesses discretes associées au réseau, on peut écrire une forme discrete de I’équation de Boltzmann (0.7)
en introduisant un opérateur de collision discret. Dans Papproche de Higuera, Succi et Benzi [HSB89],
on dispose d'une distribution d’équilibre f;%(z,t) et d'une matrice de collision S;; qui permet d’écrire le

i®me terme de l'opérateur de collision Q;(f) sous la forme
b
Qi(f):ZSij (fi = 157 (0.19)
=0

L’évolution discrete entre les instants ¢ et ¢ + 1 (la communauté des physiciens a gardé des automates

cellulaires emploi d’un pas de temps unité) prend alors la forme :

fi(:v—i—vi,t—i-l) Zfi(l',t)+Qi(f)($,t) (020)
ol x désigne un site du réseau.

e La difficulté de cette approche est la détermination de la distribution d’équilibre f; T0<j<b)et
de la matrice de collision S;; (0 <4,j <b). Ces parametres contiennent la physique des invariants et la
dynamique de 1’évolution vers 1’état d’équilibre, en suivant ’ansatz de type BGK. De plus, 'invariance
de Galilée des équations de la dynamique des gaz est encore en défaut ; la loi de pression p(p) prend la
forme typique
2 Jul?

p(p) = €2 (1= g(p) o ) (0.21)
ol p désigne la densité, £ la célérité des ondes sonores, u la vitesse du gaz et g(p) est un facteur correctif
du modele, dit “de Galilée”.

e Dans le cas de plusieurs modeles discrets, Qian, D’Humiéres et Lallemand [QDL92] proposent une loi
de distribution polynomiale en vitesse pour la distribution d’équilibre f°? et un opérateur de relaxation
S;; diagonal. Cette approche est enrichie par D’Humieres [DH92] qui propose que cet opérateur soit

diagonal dans des variables transformées linéairement a partir des f, dites “moments”. Nous détaillons
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dans la suite cette approche de I’équation de Boltzmann sur réseau, dite “Lattice Boltzmann Equation”

(“LBE”) dans cette communauté.

1. UN MODELE UNIDIMENSIONNEL

a) Présentation générale

e  On dispose d’une grille réelle de pas Ax, d'un pas de temps At, et on suppose fixée la vitesse de grille
Az
A= —. 1.1
v (1.1)
Au point z; = j Az (j € Z) et al'instant t" = n At (n € N), on cherche (fo)7, (f+)} et (f-)7. Lanotation
(fo)} (respectivement (f1)7, (f-)7) décrit le nombre moyen de particules au repos (respectivement

animées de la vitesse +X, —\) a l'instant ¢ et pour la position z;.

AX
(@) (@) (@)
N 'fo /: At
(] (] ®
-1 j j+1

Figure 3. Transport libre pour le modele a trois vitesses.

e Un pas de temps se compose de deux phases : transport libre et collision. Au cours du transport

libre, on résout 1’équation d’advection

of  0f

- — =0 1.2

ot ta ox (12)
pour les trois vitesses a € {—X,0, A} et les champs inconnus f € {f_, fo, f+} avec la relation (1.1) entre
le pas d’espace et le pas de temps qui garantit que la méthode des caractéristiques est alors exacte. On

note fla valeur des différents champs apres cette phase de propagation. On a donc (voir la Figure 3)

(f=)j—1=(f2)] (1.3)
(fo)j = (fo)} (1.4)
(fo)j+1 = (f+)7 - (1.5)

e La phase de collision est locale en espace. On omet donc les indices j et n pour alléger I’écriture.
On dispose donc du champ f = (f—, fo, f) calculé a l'issue de I'étape précédente. On introduit d’abord

les variables conservées W de densité p et d’impulsion ¢ :
p=F+fo+ 1y (1.6)

q=-M_+\+ (1.7)



ESAIM: PROCEEDINGS 187

uisque la vitesse nulle ne donne aucune contribution a 'impulsion. On pose ensuite
puisq p 1%

W = (p,q) variables conservées. (1.8)
e On introduit ensuite un état d’équilibre f°1 = ¢ = (¢_, ¢o, ¢+ ) qui n’est fonction que des variables
conserveées :
[h=0o(W). (1.9)
L’état final f* est alors une combinaison de fet de I'état d’équilibre ¢(W) :
;=7 =S8~ oW) (1.10)

ou l'opérateur de collision S doit étre déterminé et étre tel que les nouvelles variables conservées W* =

(p*, q*), définies par I'analogue de (1.6) et (1.7), c’est a dire
=LA (1.11)
q =N+ AT
sont invariantes dans la phase de collision :
wr=Ww. (1.12)
e Le schéma {f"} — {f""1} se décompose d’une premiere étape d’advection A puis d'une seconde
étape de collision C. On a d’abord
f=Aef" (1.13)

avec f donné en fonction de f™ par les relations (1.3) & (1.5). On a ensuite

= = C(f). (1.14)
Le passage du temps prend donc la forme "' = C(Aef").

e Comme la phase de collision est locale en espace, on peut aussi considérer qu'un pas de temps se
compose d’une phase de collision, suivie d’une phase d’advection. La collision f — f* = C(f) est non
linéaire alors que 'advection f — Aef est linéaire. La collision est locale en espace alors que 1'advection

couple les points voisins. Le schéma s’écrit alors

= A«C(f) (1.15)
soit compte tenu de (1.3), (1.4), (1.5) qui décrit la phase d’advection :
(f)57 = () (1.16)
(fo)j ™ = (f3)} (1.17)
()7 = (D7 (1.18)

La seule différence entre les approches (1.14) et (1.15) porte sur le choix des conditions initiales :
commence-t-on par un pas d’advection ou par un pas de collision ? Par ailleurs, la mesure des échanges
particulaires differe a priori selon que 'on mesure “f” (avant 1’étape de collision) ou “f*”(aprés la

collision).
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b) Relaxation de ’énergie

e Compte tenu de la définition (1.6), (1.7) de la densité et de I'impulsion, il est “naturel” d’introduire
Pénergie (cinétique) selon
A2 A2
=—f-4+—=f+. 1.19
€= f-+ 5 [+ (1.19)
Au cours de I’étape de collision, I’énergie relaxe vers une valeur d’équilibre £°4 qui n’est fonction que des

variables conservées W :
el =yp(W). (1.20)
Le schéma de Boltzmann écrit cette relaxation € — &* sous la forme
ef=e—s(e —yp(W)) (1.21)
ou s est le parametre de relaxation.

e Au cours de 'étape de collision, on fait un pas de temps d’un schéma d’Euler explicite pour intégrer

I’équation différentielle de relaxation de I’écart a 1’équilibre :

e~ g W)+~ (e~ p(W) =0, (122)

On a donc

B0 L ) —wiw) =0

At
car 1 ne dépend pas du temps. D’olt en posant £* = ¢(At) et e = £(0), la relation (1.21), avec le choix
At
§=— (1.23)
T

qui mesure le rapport entre le pas de temps et la constante de temps du processus. On sait que pour un

systeme dynamique tel que (1.22), la condition de stabilité du schéma s’écrit
0<s<2 (1.24)

relation retrouvée par les approches classiques du gaz de Boltzmann sur réseau.

c) Espace des moments

e Onregroupe (p, ¢,e) en un vecteur, dit de moments, depuis le travail fondateur de D’Humiéres [DH92].

m= (p,q,s)t. (1.25)
La représentation en moments est reliée a la distribution initiale f,
f=(fforfs) (1.26)
a 'aide d’une matrice M :
m=Mf. (1.27)
e Compte tenu des relations (1.6), (1.7) et (1.19), on a facilement
1 1 1 0 —% %
M = j\? 0 ; , M'=11 o0 —fé (1.28)
7 05 0 = -

[N} |

>~

>~
V)
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Au cours de la collision, les variables conservées p et ¢ sont inchangées, ainsi que l'exprime (1.12) :
Pr=p, ¢ =q (1.29)
alors que Iénergie relaxe vers I’équilibre e°1 = (W)
e*=(1-s)e+sp(W), (1.30)
ce qui définit le vecteur m* des moments apres la collision :
m* = (p*.,q" ,5*)t . (1.31)
L’état f* post-collision vaut simplement
fF=M"1m*. (1.32)

e Le schéma de Boltzmann est donc défini par les ingrédients suivants :

(i) choix des variables conservées W, ou “moments a ’équilibre” de la distribution f,
(i) matrice M de passage entre la distribution f et les moments m,
(iii) valeurs d’équilibre 15 (W) des moments qui ne sont pas a I’équilibre,
(iv) rapport si entre le pas de temps d’évolution physique At et la constante de temps 7 car-

actéristique du retour a I’équilibre du £'°™° moment.

d) Equations équivalentes

e Nous détaillons dans ce qui suit le modele a trois vitesses, ou 1’énergie £ définie a la relation (1.19)

relaxe vers une énergie d’équilibre 1 (p, ¢) donnée par :
/\2
Z (1.33)

U(p,q) = o 5

ol \ = % est la vitesse numérique de référence (fixée) et a une constante strictement positive.

e Nous nous donnons au temps discret " et & la position x; un champ f = (f_, fo, f+). Nous pouvons

passer dans I’espace des moments, ce qui permet d’écrire :

Py = (f-+ fo+ f+)}
q; = —A(2)7 + AT (1.34)
er =3 (f)" 43 (f4)7

compte tenu du choix de la matrice M explicité & la relation (1.28). La phase de collision peut s’exprimer

tres simplement dans 'espace des moments :
p p

(p*)} = pf}

@) =g (1.35)

(5*)3‘ =(1-2s) el + S(dJ(W))?
avec s €]0, 2] fixé et ¢(W) donné a la relation (1.33). L’état f* & I'instant t" et a la position z; est donné

grace a la matrice M1 (relation (1.28)) :

(f2)f = (=55 0"+ 5 ¢")
(F5); = (" =52 ¢")
( +xe);

~ J
! (1.36)
Le

>
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Compte tenu de (1.35) et (1.16) a (1.19), nous en déduisons 'itération du schéma numérique :
n+1 __ 1 1 _x\"
(f—)j _(_ﬁq+ﬁ‘€)j+1
(fo)j ™ = (=52 €"); (1.37)
(F+); ™ = (G a+ =€)y

On peut utiliser ces valeurs pour en déduire l'itération dans I’espace des moments :

ijrl = pj — —2)\ (qurl - qul) + ﬁ(ﬁjJrl — 2€j + €j+1) (138)
¢t = B (@1 + a51) — X(EjJrl —€j-1) (1.39)
eftt = 5 (G +ejon)" = 7 (@ — i) (1.40)

e Dans les pages qui suivent, nous utilisons la méthode de I’équation équivalente pour construire petit
a petit I’équation aux dérivées partielles “la mieux simulée par le schéma” a un ordre d’approximation
donné (par rapport & Az pour fixer les idées). On regarde formellement les équations aux dérivées
partielles équivalentes, en suivant I’approche classique proposée par Lerat-Peyret [LP74]) et Warming-
Hyett [WHT74] (voir aussi la these de Lerat [Le81]). Nous avons d’abord la :

Proposition 1.  Equilibre.

L’énergie est a 1’équilibre, au premier ordre pres :

ef = ¥(pj) + O(Ax). (1.41)

J
Preuve de la Proposition 1.
e Nous tirons de (1.40) : E?H = ¢} + O(Ax), soit compte tenu de (1.21) et de la formule de Taylor en
temps :

g7 + O(At) = (1 = s) e} + s(p}) + O(Ax)
dont on déduit immédiatement (1.41) aprés soustraction de g} puis division par s, suppos¢ non nul.
O

Proposition 2.  Modele fluide.
Au premier ordre pres, la densité et 'impulsion sont solutions du systeme de 1'acoustique relativement a

une loi de pression p(p) donnée par :

p(p) =cgp, co=al, (1.42)
dp  0q
? + ? — 0(Az), (1.43)
q  Op _
ST+ S - o). (1.44)

Preuve de la Proposition 2.

e  On utilise sans vergogne la dérivation des développements limités, ce qui permet un calcul formel,
mais suppose a priori des approximations dans des espaces fonctionnels “tres réguliers”. Nous déduisons
de (1.41) et (1.21)

(€7 = ¥(p}) + O(Az), (1.45)

relation que nous dérivons deux fois par rapport & lespace (!) :

(‘22;*)? :a2§(%)j+O(Ax). (1.46)
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e Nous avons par ailleurs :

1 n __ 6(] " 3
5 (61— ¢j-1)" = (8_35)] Az + O(Az?) (1.47)
O%e*\n
* * * n 2 4
Nous déduisons donc de la relation (1.38) et des développements précédents :
n ap " 2\ _ n 6(] " 2
P +At(8t)j +O(AP) = o At(ax)j +0(Az?)

ce qui prouve la relation (1.43). Nous procédons de méme pour 1’équation de I'impulsion (1.39) :

g + At(@): LOAR) = ¢ 1 1 (62(1)“&52 24 (ai)n +0(Az?)

ot 2 \022/; A \oz/;
A2 1 Op\™
— N 27 (27 2
= qj — 2Atex 5 (8x)j + O(Az?)
ce qui établit (1.44) et la loi de pression p = a?\?p, soit (1.42). a

Proposition 3.  Fluide visqueux.
Au second ordre pres, la densité et 'impulsion sont solutions d’un systéme de l'acoustique diffusive

dp  Oq

L4+ =2 =0(A2? 14
5 T 5, — O(Az7) (1.49)
dq , dp ay(1 1\ 9%q _ >
E—F%—)\Aaj(l—a)(g—i)@—O(A:c) (1.50)
avec une loi de pression donnée en (1.42).
e Nous notons que la condition 0 < s < 2 garantit que :
1 1
Z_2>0. 1.51
ST 5> (1.51)

Preuve de la Proposition 3.

e  Pour établir (1.49), on part de (1.38), en poussant la formule de Taylor un cran plus loin, ¢’est-a-dire

au second ordre :

dp  At? 9%p Az 0q Ax? 9%e*
At — + — —— AP =p - == = Ax?) 4+ — —— Az?
prAt—+— 8t2+0( )=p 3 6w+0( r7) + 2 6;c2+0( z%)
et
dp  Oq At %o Ax? a? 9%p 9
% o T T2 o T ar 2 aaz T OB
_ A >p 2,2 O 2y _ 2
_—T(W—QAW)+O(A35)_O(A:C)

car la densité p est solution de I’équation d’onde obtenue par dérivation par rapport au temps de ’équation

(1.43), a laquelle on retranche la dérivation par rapport a I’espace de I’équation (1.44).

e Pour I'impulsion, on commence par développer I’énergie € un cran plus loin. Nous repartons de la
relation (1.40), sachant que (1.41) exprime que I'énergie € est & I’équilibre au premier ordre pres :

e+ At% +O(At?) =& + % %2;* Ax? — %A:z: % + O(Az?)
:(1—3)5+s¢—%Am%+O(Aw2).
Donc
s(a_¢):_m‘2—f_g x%—l—O(Aﬁ):—/\%“(QQ%+%)+O(A$2)
- _A2A_Sx( 2%+%)+0(m2). (1.52)
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Nous avons ensuite e* = (1 — s)e + 51/), d’ou

( ‘;f + %) +O(Az?).

(1.53)

e On développe enfin les deux membres de la relation (1.39) en explicitant les termes d’ordre deux :

dq  At? 9% 3 Az? 9%q 2Ax Oe* 3
PN s A S TON ST L oarty - 22F A
9+ 8t+ 5 6t2+0( )=a+ =5 a2+0( Y- = 3. TOd
0%q dp 0/ ,0p 0Oq
. - 2__ 2 2_ 2 il ~q 2
_q+2m 4 - AtNa agﬁ - * A ax( -+ o )+O(A:z:).

On en déduit apres division par At :

94
ot

et la relation (2.50)

zAz@__£@+L“ﬁ+(1_l)AA aa( L 9p

dr 2 ot 2 Oz ot

At 02 , 0%¢  ANAz 9%q 1 9 0%q
St o o (——1))\Aa:(—a “)WJFO
11 82
/\A:c(l—a)(§+——1)ag+O(A 2)
1 0%q
AAxu_a?)(g )ax2+O(A )

est établie.

2. UN DEVELOPPEMENT GENERAL

a) Hypothéses et notations

_+_

e On se propose de définir un réseau £ du plan R2. Celui-ci est a priori un complexe cellulaire (voir par

exemple Godbillon [Go71]) composé d'un ensemble £° de sommets qui sont des éléments géométriques

de dimension zéro et d’un ensemble £! d’arétes, objets géométriques de dimension un. L’ensemble £!

est un graphe symétrique construit & partir de ’ensemble £°.

e On suppose qu’il existe un entier J, des vecteurs eg, ey, ...

ey du plan R? et un parametre Az > 0

destiné a tendre vers zéro de sorte que les voisins du sommet x, c’est-a-dire les sommets y € £° tels que

(7,7) est une aréte du réseau (le couple (z,y) appartient & £1) forment un ensemble fini de cardinal J +1.

ieme

Le j

voisin y;j(x) du sommet z € £° est donné par la relation

yj(x)=r+e; Az, 0<j<J, zel’.

AX
2 5

NI/

SN,

Figure 4. Vecteurs de liaisons (e;)o<j<s pour le réseau Dy Qg.

(2.1)
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e  On suppose que le maillage est structuré, c’est-a-dire que la famille de vecteurs (e;)o<j<.; ne dépend

pas du sommet x et qu’on a une propriété de symétrie par rapport a l'origine :
ep =10 (2.2)
Vjie{0,...,J}, 3o(y) €10,...,J} es) = —¢;. (2.3)
L’exemple classique des gaz sur réseaux est le réseau appelé Da Qg pour lequel on a (Figure 4) :
(e;)=1(0,1,4,—1,—4,1+4,—-1+4,—-1—4,1—1), (2.4)
avec i = —1 et i € R2.

e  On introduit un pas de temps At de sorte que la vitesse de référence A définie par
Az
T At

reste constante dans toute I’étude. On introduit ensuite les vitesses discretes v; (0 < j < J) grace a

(2.5)

la relation

Ax )
Vi =€ Ay 0<j<J. (2.6)
Le j®™e voisin y;(z) est donc donné par
yj(@) =z +uv;At, 0<j<J, wel’. (2.7)

b) Gaz de particules sur le réseau
e  On cherche a faire évoluer une distribution de “particules” f;(x)
filx)eR, 0<j<J, zeL° (2.8)

de linstant nA¢ a l'instant (n+1) At (n € N). On définit d’abord les variables conservées W composées

de la densité p et de I'impulsion ¢ :

J
p(zr)=> filx), zeL, (2.9)
J 7=0
¢“(z) =Y 0 fi(x), 1<a<2, zeL (2.10)
7=0

ol v§ sont les composantes cartésiennes des vitesses discretes du réseau. On a alors

W(x) = (p.q",¢*)" € R, (2.11)
ot la notation R3! rappelle que le vecteur W est une colonne de trois nombres réels, a distinguer de R?,
ou les trois réels forment une ligne.

e On se donne une distribution d’équilibre G(W) pour chaque vecteur W des variables conservées :

fU=G;(W), 0<j<J, WeR. (2.12)

J
La lettre G rappelle que dans le cas d’un continuum de vitesses, la distribution d’équilibre est représentée
par la Gaussienne, voir la relation (0.3). La fonction j — G, (W) est une “Gaussienne discréte” qui sera
détaillée dans le cas du modele D2@Qg au paragraphe suivant.

e Lidée force de D. D’Humitres [DH92] est d’étendre le vecteur W en un vecteur m € R de

moments dont les trois premieres composantes sont identiques au vecteur W :

mg=Wi, 0<k<2 (2.13)
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et les dernitres sont dites “hors équilibre”. Le vecteur m est obtenu & partir du vecteur f € R DU e

la. distribution
f=(f)osj<s € RUTVE (2.14)

par une simple transformation linéaire de matrice M

m=Mef € RUDY (2.15)
J

me =Y Myfi, 0<k<.J. (2.16)
j=0

e Le choix de la matrice M, carrée a (J + 1) lignes et colonnes, caractérise le choix de la distribution
de chaque composante du moment. Afin d’avoir une cohérence entre les définitions (2.9)-(2.10) du vecteur

W et la contrainte (2.13) pour le choix des premiéres composantes, on a clairement

Myj=1, 0<j<J (2.17)

Maj =0y, 0<j<J, 1<a<2. (2.18)

e Lorsque f est égal a la distribution d’équilibre G(W) (relation (2.12)), le moment correspondant m

est dit a I’équilibre ; on le note m*©9 :

mpl =3 My f{7=Y Mg G;(W), 0<k<.J. (2.19)
J J

On a par construction-méme
mzq:Wk, 0<k<2. (2.20)

e L’évolution de f(t) & f(t + At) via le passage d’un instant discret At comporte deux étapes :
I’étape de collision qui est locale en espace mais couple les diverses composantes du vecteur f et ’étape
d’advection, qui autorise le transport découplé des diverses composantes de f vers les différents voisins.

c) Etape de collision
e On définit dans ce paragraphe un opérateur local C' de R(’ +D% dans lui-méme :
RU+DE 5 fs fr=Cfc R(JJrl)t, (2.21)
dit opérateur de collision. Il s’exprime simplement dans I’espace des moments :
RUFDE s s m* = MC M ~'m e RUHDE, (2.22)

e D’une part, les moments correspondants aux variables conservées sont invariants dans la transfor-

mation m — m* :
mp=mp=my =Wy, 0<k<2. (2.23)

D’autre part, les moments non-conservés relaxent vers la valeur d’équilibre m;? = Gp(W) avec une
constante de temps 7, > 0 :
dmk 1

_ _ &) — >
T —i—Tk(m;C my) =0, k>3. (2.24)
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Quand on utilise un schéma explicite en temps pour la relaxation (2.24) avec un pas de temps At > 0,

on a :
At At
mi(At) = (1 - —) me(0) + = mS, k>3 (2.25)
Tk Tk
on pose
At
se="—, k>3. (2.26)
Tk

e La transformation m — m* est définie pour les moments d’indice > 3 comme diagonale. Le nombre

mj, est la valeur my(At) donnée par le schéma d’Euler explicite (2.25). On a donc
my = (1= sp)my +spmy?, k>3, (2.27)

On sait que le schéma d’Euler est stable pour 0 < f—: < 2. Ceci fournit naturellement une contrainte

pour le parametre de relaxation sy, :
0<sp <2, k>3. (2.28)

On exclut la valeur s = 0 car alors le moment correspondant serait conservé, ce qui revient a changer

de vecteur W pour les variables fluides W a ’équilibre thermodynamique.

d) Etape d’advection

e L’opérateur d’advection A est non local en espace. Il est défini de I'ensemble des applications de £°
a valeurs dans RUTDU dans lui-méme. Si fF=L02>z+— f*(x) € RUFDY egt une distribution spatiale
donnée de vitesse, (Aef*)(x) est une autre distribution spatiale de vitesse. L’opérateur de convection
consiste simplement & propager & la vitesse v; les particules présentes au sommet x € L% vers le jieme

voisin (Figure 5) :

(Af)j(a+vjAt) = fi(z), 0<j<J, zell. (2.29)
yi(x)
°
o)
X

Figure 5. Etape d’advection. En un pas de temps, le nombre de particules f; ()

est transféré du site z € L9 vers le site voisin y;(z) = x + v; At.

Compte tenu de la relation (2.3), on a de maniere équivalente
(Af9)j(x) = fjx—v;At), 0<j<J, zel’. (2.30)

e On peut interpréter facilement le schéma de transport (2.29) comme un schéma décentré amont pour

I’équation d’advection

%Jrvj.f:o, 0<j<J (2.31)

avec un nombre de Courant-Friedrichs-Lewy exactement égal a I'unité.



196 ESAIM: PROCEEDINGS

e Le schéma d’avancement en temps est la composée du schéma de collision (2.27) suivi de ’étape
d’advection (2.30). On a donc, avec la notation f;(z,t) pour le nombre de particules présentes au point

z € L0 alinstant ¢ € AtN et avec la vitesse v; :

t
fi(x,t+ At) = (AeCof)j(z,t), 0<ji<J, xe€l’, ~ <N (2.32)
On écrit classiquement ce schéma sous la forme
t
filw+vj At t+ At) = fr(z,t), 0<j<J, zel’, ~ €N (2.33)
e Nous préférons I’écriture issue de la relation (2.30) :
t
filmt+At) = fi(z—v; At,t), 0<j<J, xzel’, ~ €N (2.34)

Rappelons que dans le membre de droite de (2.34), f(y,t) désigne la j ieme composante de la distribution

f* au sommet y a l'issue de I’étape de collision relative a I'instant t.

e) Etude asymptotique & ’ordre zéro

e Dans les paragraphes qui suivent, nous suivons notre contribution [Du06]. Le schéma de Boltzmann
défini a la relation (2.34) dépend du réseau £, du pas d’espace Az, de la matrice M qui relie (relation
(2.15)) la distribution des vitesses f au vecteur des moments m, du choix de trois moments conservés
formant le vecteur W, de la fonction G(e) qui définit la distribution & I’équilibre, du pas de temps At et

des rapports s entre le pas de temps et les temps de relaxation des collisions.

e Dans la suite, on garde fixe la topologie du réseau, et en particulier "ensemble v; des (J 4 1) vitesses,
on fixe la matrice M et la fonction de distribution G(e) & I’équilibre, on garde fixe le rapport A = Ax /At
ainsi que les rapports sy introduits en (2.26) pour définir le schéma de collision (2.27) dans U'espace des
moments, ce qui est en soi une hypothese physiquement non triviale ! Alors ’ensemble du schéma de
Boltzmann (2.34) dépend de I'unique parametre réel A¢. 11 suffit d’appliquer la formule de Taylor pour

expliciter de proche en proche les équations aux dérivées partielles équivalentes.

Proposition 4. Développement a ’ordre zéro.

Pour un schéma de Boltzmann a deux dimensions d’espace défini par (2.34), on a :

Fi(,t) = f @, 1) + O(AL) (2.35)

Fi(,t) = [, 1) + O(AL) . (2.36)

J

e Rappelons que pour (f;)o<j<s donné, un ensemble W de variables conservées est donné par les
trois premiers moments (relations (2.9) et (2.10)) et les variables conservées définissent & leur tour une
distribution a Iéquilibre thermodynamique ;4 = G;(W) (relation (2.12)) des moments hors équilibre.
Puis on pose f* = M~'m*, état de la distribution f & l'issue de 1’étape de collision.
Preuve de la Proposition 4.
e  On développe les deux membres de la relation (2.34) relativement a At :
filz, t+ At) = fi(x,t) + O(At)
[i(x —v; At t) = f7(x,t) + O(AL).

Donc par sommation apres multiplication par Mj;
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mi(x,t) = ZM,U- £i(@,t) = my(2,t) + O(At)

mi(z,t) —my(e,0) = O(AD), 0<k<.J. (2.37)

Mais compte tenu de (2.27),
mi(x,t) — mg(z,t) = —sp(mp(x, t) — mii(x,t)), k>3 (2.38)

et bien entendu (cf. (2.23)),
my,(z,t) = mg(x, t) = mi(z, t) = Wi(x,t), k<2. (2.39)

e Comme s, > 0si k> 3, on tire de (2.38), (2.37) et (2.39) :

mp(x,t) —m(z,t) = O(At), 0<k<J (2.40)
d’ott la relation (2.35) par sommation & I’aide de M1 :
Fi=3 (M Yme, 0<j<J. (2.41)
k

e La conclusion (2.36) est une conséquence claire du point précédent, de la relation (2.37) et du passage
(2.41) vers la distribution f. O
f) Asymptotique d’ordre un : fluide parfait

e  On poursuit le développement pour At — 0 & un ordre supérieur. Nous introduisons pour cela le

tenseur d’ordre deux

Fod =Y ool 59, 1<a,p<2, (2.42)
J
0 . 1 L i
nous posons dg = Dos pour 3 = 1,2 et adoptons la convention de l'indice répété.
g
Proposition 5. Equation d’Euler de la dynamique des gaz.

Avec le schéma de Boltzmann (2.34), les variables conservées de densité p introduite en (2.9) et d’impulsion

q proposée en (2.10) et les flux d’ordre deux (2.42), on a :
op 0

L1 = =0t 2.4
9 +axﬁq O(At) (2.43)
d 0 eq
— g% + — F°1 = <a<?2. .
57 +axﬁ Fh=0(At), 1<a<?2 (2.44)

Preuve de la Proposition 5

e  On développe a l'ordre deux les deux membres de la relation (2.34) :
fi(z,t+ At) = fi(x,t) + At % +0(At?) =
= i@z —vj At t) = [ (x,t) — Atv;eV [ (z,t) + O(AL?).

Puis on prend le moment d’ordre k de cette identité

8mk * *
mi + At —5 + O(A#?) = m} — Atz My v 05 ff + O(At?) . (2.45)

j
On utilise les développements (2.35) et (2.36) pour les termes d’ordre un en temps :
omg?

mp —my = At(w

+) M o7 9 f;Q) LO(AR), 0<k<J. (2.46)
J
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e On choisit £ = 0 dans la relation (2.46). On en déduit (2.43) puisque mo = m{; = p(x,t). Puis on
prend k= a (1 < a < 2). On a alors my, = m*, = ¢ et compte tenu de (2.18), on a

> My} 0 £ = Zv%ﬁaﬁf‘l s Fe3,
J
ce qui établit la relation (2.44). O

e Il est alors naturel d’introduire le “défaut de conservation” Hk (x,t) par

ZMkJ( Yj Dz’ fcq) (2.47)

On a bien sur

O (z,t) = %karZMkj v osfit, 0<k<J, (2.48)

et la Proposition 5 montre que
0;(z,t) = O(At), 0<i<2. (2.49)

Pour les autres valeurs de k, on a le résultat technique suivant.

Proposition 6. Développement des moments hors équilibre.

Avec les notations précédentes,

my(z,t) = m M (x, t) — ?—: Op(z,t) + O(AL?), k>3 (2.50)
mi(,t) = mS(z, t) — (i - 1) AtOp(z,t) + O(AL2), k>3, (2.51)

Preuve de la Proposition 6

e  On rapproche d’abord les relations (2.38) et (2.46) :

1 At
my, —myt = —— (mj —my) = —— 0 + O(At?)
Sk Sk
et la relation (2.50) s’en déduit. On a alors, compte tenu de (2.38) :

At 1
my =my — o O — sk(m —mph) + O(A?) = my® + At(l - g) O + O(A?),

ce qui établit la relation (2.51). O

g) Asymptotique d’ordre deux : fluide visqueux

e Nous poursuivons la recherche de I'équation équivalente d’un schéma de Boltzmann en allant un
cran plus loin dans le développement par rapport a 'infiniment petit A¢. On définit le tenseur A par les

relations (2.52) et nous proposons de I'appeler “tenseur des moments-vitesses”.

AP = ZU%B Yk, 0<k<J, 1<a,pB<2. (2.52)

Théoréme 1. Equations de Navier-Stokes.
Avec les notations (2.42) pour le tenseur d’ordre deux F;%, (2.47) pour le défaut de conservation 6, et
(2.52) pour le tenseur des moments-vitesses Agﬁ ,on a le développement suivant du schéma de Boltzmann
(2.34) :

ap 0

= O(At? 2.
8t+6:v5q O(At7) (2.53)
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%q“ + %Fgg =AY (i - %) AGP %ek +O(A?), 1<a<2 (2.54)
k>3

e On retrouve la conservation de la masse, au second ordre au moins. Dans le membre de droite de

Iéquation (2.54), la dérivée g 0, est en fait un terme d’ordre deux puisque le défaut de conservation

0 fait déja apparaitre les dérivées du premier ordre. Nous expliciterons au paragraphe suivant pour le

cas particulier du modele D2Qg la forme algébrique des différents termes de diffusion.
Preuve du Théoréeme 1.

e On part du schéma (2.34), qu’on pousse cette fois a 'ordre deux :

of; A 3y _
o S+ o) =

* * * At2 *
= fi(x = v AL ) = f(x,1) = Atw] 05 7 + = v} 050, ] + O(AL?).

Puis on prend le moment d’ordre k£ de cette identité :

my —my = AtZM;W(% —i—vfaﬁ f;)—l—
J

filz,t+ At) = fi(x,t) + At

A2 , (2.55)
+ 5> My [02 15— o) ) 050, 7] + 0.
J

e Lorsque k = i € {0,1,2}, le membre de gauche de (2.55) est nul (¢f. (2.23)). On en déduit donc
apres division par At :
demi+ Y Mijv] 95 f; =

J
At (2.56)
= 7(—8t2mi+ZMijv?v;yaﬁa,yf;) +O(At2), 0<i<2.
J

Dans la relation précédente, on peut remplacer 97 m; par 0f mi® et dg 0, f; par 930, f;* sans changer
lordre en At dans le membre de droite. On peut aussi utilier le développement (2.51) pour évaluer g Ii:
1 —1 2
Do ;=05 f1= 3 (i - 1) At M, 9505 + O(AL) (2.57)
k>3
si ¢ <2, on a aussi m; =m;*. On en déduit :
1 B ar—1
0 0 Fit = Aty (= — 1) 37 My My 0 0+
A k>3 J
t 2 B 2 2.58
+5 (—atquJrZMijvj 0] 930, f%) + O(A), (2.58)
j
0<1<2.
e Nous particularisons encore et prenons ¢ = 0, ce qui indique que nous nous intéressons a la conserva-

tion de la masse. On a bien siir mg = p et Fog = ¢”. De plus My; = 1, vf = Mg;, donc
> Mol Myt =" Mg M~ 'jk =05, =0 car <2, k>3
J J

De plus
Otp = —-0,05¢" +O(At) = =050, ¢° + O(At)
= 050 Fg5 + O(At) compte tenu de (2.43)-(2.44)
= va v 0p 0, f;* + O(At) au vu de (2.42)
J
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et le dernier terme du membre de droite de ’égalité (2.58) est nul au second ordre pres. La relation (2.53)
est donc établie.

e Nous prenons maintenant i = a € {1,2} et réécrivons la relation (2.58) dans ce cas particulier :
a e a -1
0 q +3ﬁFa%:AtZ(——1){Z’0j v; Mjk}aﬁem—

J (2.59)
( o2 a+z ﬁv'yaﬁa fcq)—l-O(AtQ)

Nous reconnaissons le tenseur des moments-vitesses Agﬁ au membre de droite de (2.59). Il est aussi

possible de le faire apparaitre en modifiant ’écriture algébrique des deux derniers termes :

qHZv%%VaEa £ = 0,05 FS +Zva v 0] 050, f79 + O(At)

J

- aﬁ{ D205 o 00 £ 4 0] 0, £ |+ O(A)

J
= 3ﬁ{ Doy > M 9k} +O(A1) c.f. (2.47)
J k
- Z vy ’U.? Z Mk_jl (95 0k) + O(Al) au vu de (2.49)
j k>3
=> A (950k) + O(AL).
k>3

Nous déduisons du calcul précédent et de (2.59) :

0, 4" + 0 F<4 Atz (— 1+ )Aaﬂaﬁok +0(AR)
ce qui constitue la relation (2.54), & une variante prés dans P'écriture. O

e Nous avons montré que dans des conditions tres générales, I’équation équivalente pour les variables
hydrodynamiques (masse et impulsion) d’un schéma de Boltzmann correspond au systéme des équations
d’Euler pour 'ordre un, a celui de Navier-Stokes pour 'ordre deux. Une version discrete du développement
de Chapman-Enskog, en quelque sorte. Le développement qui précede, élaboré pour ce “mini-cours”, a
donné lieu & une version anglaise [Du06] en cours de publication.

3. MODELE BIDIMENSIONNEL A NEUF VITESSES

Un schéma de Boltzmann sur réseau contient beaucoup de parametres physiques a régler. Bien entendu,
cela exige un investissement assez lourd. Mais cette flexibilité permet aussi de simuler de nombreux
phénomenes physiques, ce qui fait toute la richesse du sujet. Nous explorons dans ce paragraphe le cas
particulier d'un modele classique pour un fluide newtonien.

a) Géométrie

e Le réseau du modele & neuf vitesses (noté, rappelons-le, D2Qg9 dans le vocabulaire des spécialistes du
gaz sur réseau) est carré et de pas Az >0 :

L0 = (AzZ) x (Az 7). (3.1)
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Les sites voisins d'un sommet donné z € £° sont d’'une part x lui-méme (avec le numéro 0) et d’autre

part les huit voisins représentés a la Figure 4 :

yi(x)=x+Aze;, 0<j<J=8 (3.2)
avec
{60—0,61'—1,62—2',6?——1,84——'2' . (3.3)
es=(1+i),e6 =(—1+1i),er=(-1—1i),eg=1—1.
e La donnée d’un pas de temps At permet de définir une échelle de vitesse :
A= % (3.4)

qu’on suppose fixée dans toute la suite.

e Les moments & 'équilibre W = (p, ¢', ¢*) = (mo, m1, m2) sont définis avec la méme convention qu’au

paragraphe 3 :

8
A
ma:Ze?‘—xfj, 1<a<?2 (3.6)

ou e sont les composantes cartésiennes des vecteurs e;. On a donc

miy = AN(f1 — fs+ fs — fo — fr+ [f3) (3.7)
me=A(fo—fa+fo+ o — f1— [s). (3.8)

b) Moments hors équilibre

e Nous suivons essentiellement le travail de Lallemand et Luo [LL2k], méme si nos notations peuvent

étre différentes. Les moments hors équilibre sont numérotés de 3 a 8.

e Le moment mg est lié a I’énergie cinétique ¢

1
e=3 > il £ (3.9)
J
ou
’Uj:)\ej, OS]SS (310)
t
qui est suposée relaxer avec une constante de temps —
s3
e"=(1—s3)e+ s3e%. (3.11)

Nous définissons plus loin Iénergie cinétique a I’équilibre £%4. Nous remarquons que ¢ définie par (3.9)
est une forme linéaire par rapport au vecteur f, tout comme la densité et les deux composantes de
Iimpulsion. Done toute combinaison linéaire mg de la forme pe — ap (on n’inclut pas I'impulsion car e

est un scalaire) relaxe selon une relation du type
mi = (1 — s3) ms + s3mg" (3.12)
puisque p est un moment conservé :

p*=p=p. (3.13)
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1
e On fixe p >~ 2 pour travailler avec une variable ms homogene a f (donc a la densité p) et « sans

dimension de sorte que les vecteurs ms et p soient orthogonaux.

Proposition 7.  Moment associé a 1’énergie cinétique.
Si on pose
6
my = y5€ - 4p (3.14)

alors les deux vecteurs lignes correspondants Ms; et My; de la matrice M telle que m = Mef sont
orthogonaux : Z Ms; Moy; = 0.

J
Preuve de la Proposition 7.

e Ona
1
Vil §(f1+f2+f3+f4) (fs+ fo+ fr+ fs), (3.15)
donc
€ 1 1 8
p—aP:—Oéfo-i-(i—Oé)ij-l-(l—a)z:fj
i=1 i=5
et
€ 1
A2 5 = - 5— —_— f— —
—ap, p a+4 a)+4(1—-a)=6—-9a
qui est nul pouraz%. O

e De facon générale, nous construisons une matrice M orthogonale dont l'inverse sera ensuite tres

facile a calculer et a manipuler algébriquement. Nous retenons
4 9
my=—4fo—) fi+2) f, (3.16)
j=1 j=5

2 . .
— — p de maniere a manipuler des nombres

en fixant le coefficient de proportionnalité entre ms et /\2 3

entiers tres simples.

e Le candidat suivant est le carré de 1’énergie cinétique y, défini par
X = Z RN (3.17)

et qui vérifie
;& 8
_szj—i_zfj' (3.18)
Jj=1 Jj=5

On cherche m,4 comme un scalaire formé a partir de y et des deux autres scalaires p et m3 déja construits,

donc my4 proportionnel a % X — ap — B mg de fagon que my soit orthogonal & p et & m3z. On a

4
(px—ap—ﬁms,p) =—a+4(1l-a)+4(4—-a)=20-9«

(%X—ap—ﬁmg,mg) = —4(48) — A(1 + B) + 8(4 — 23) = 28 — 36 3.

On choisit o = % et B = g. Donc

4 20 7 8
SX—op—mi=cfo—= > fi=m



ESAIM: PROCEEDINGS 203

et on a montré la :

Proposition 8. Moment associé au carré de I’énergie cinétique.

Si on pose 4 8
m4:4f0—22fj+2fj (319)
j=1 j=5
c’est-a-dire
18 7
m4zﬁx—10p—§m3, (3.20)

la ligne my des (My;)o<j<s est orthogonale aux lignes numéros 0 et 3. On note que les lignes et les
colonnes de la matrice M sont numérotées de 0 & 8, ce qui n’est pas usuel !

e On s’intéresse ensuite aux moments d’ordre trois associés au flux de chaleur :

<p=Z% ;1 v; (3.21)

soit J
o' =2 (fi— fo+2Ufs — fo— fr+ f¥) (3.22)
= 22— fat 25 + fo— J1 — F3)). (3.23)

On retranche & ! et & p? la bonne combinaison de ¢* et ¢? pour avoir un vecteur orthogonal & ¢ :

2 «
(E%’l—quaql):(1—a)—(1+a)+4(2—a):10—6a

et un vecteur orthogonal & ¢2 :

(%¢2_iq2,q2):2(1_§)_é+é:0,

3\ 3 3 3
e  On cherche donc mjs proportionnel &
2 . 5qt 2 1
P4 _§T—_g(fl_f3)+§(f5_f6_f7+f8)a
soit
6 qt
De méme, on choisit mg proportionnel a % ¢* — 2 % =—2(fo—fo)+i(fs+fo— fr— fs):
6 ¢
Proposition 9. Moments associés au flux de la chaleur.
Les moments ms et mg définis aux relations (3.24) et (3.25) vérifient
ms=-=2fi+2fs+fs—fo—fr+[s (3.26)
me=—=2fa+2fa+ fs+ fo— fr— Js. (3.27)

Ils sont orthogonaux & my et mgy respectivement, introduits en (3.7) et (3.8).

e Il reste a compléter les moments d’ordre deux. Pour “fermer” les équations du fluide parfait, nous

avons besoin des trois moments

Fag=)Y viulfj, 1<a<p<2 (3.28)
J



204 ESAIM: PROCEEDINGS

et nous avons

Fiu=XN(fi+ fs+ s+ fo+ fr+ [fs) (3.29)
F22:/\2(f2+f4+f5+f6+f7+f8) (3.30)
Fio=N(fs— fo+ fr— fs). (3.31)

Nous disposons déja de I’énergie cinétique ¢ introduite a la relation (3.9) (voir aussi (3.15)) et nous avons

clairement
1
€= 5 (F11 + FQQ) . (332)

Il est donc naturel de chercher un moment m7 proportionnel a Fi; — F52 et un moment mg proportionnel
a F12.

Proposition 10. Deux moments tensoriels d’ordre deux.

On pose
my = % (F11 — Fha) (3.33)
s — % Fio (3.34)
alors les deux lignes My, et Mg; de la matrice M sont données par
mr=fi—fotfs—fa (3.35)
mg = fs — fo+fr— fs. (3.36)

Elles sont orthogonales entre elles ainsi qu’a toutes les autres lignes de la matrice M.

e Les relations (3.5), (3.7), (3.8), (3.16), (3.19), (3.26), (3.27), (3.33) et (3.34) permettent de définir
une transformation f — m = Mef de la distribution f. La matrice M est donnée par

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 A 0 =X 0 XA =X =X A
0 0 A 0 =X A XA =X -\
-4 -1 -1 -1 -1 2 2 2
M=|4 -2 -2 -2 -2 1 1 1 1]. (3.37)
0 -2 0 2 0 1 -1 -1 1
o 0 -2 0 2 1 1 -1 -1
0 41 -1 1 —-1.0 0 0 0
o 0 0 0 0 1 -1 1 -1
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Proposition 11. Les lignes de la matrice M sont orthogonales.

L’inverse de la matrice M définie en (3.37) s’écrit:

1/9 0 0 —4/36  4/36 0 0 0 0
1/9  1/6A 0 —1/36 —2/36 —2/12 0 1/4 0
1/9 0 1/6A —1/36 —2/36 0 —2/12 —-1/4 0
1/9  —1/6X 0 -1/36 —2/36  2/12 0 1/4 0
Mt=1]1p 0 —1/6X —1/36 —2/36 0 2/12  —1/4 0 (3.38)
1/9  1/6A  1/6A  2/36  1/36  1/12  1/12 0 1/4
1/9 —1/6x 1/6x  2/36  1/36 —1/12 1/12 0 —1/4
1/9 —1/6x —1/6x 2/36  1/36 —1/12 —1/12 0 1/4
1/9 1/6x —1/6x 2/36  1/36  1/12  —1/12 0  —1/4
e La preuve est un exercice laissé au lecteur.
¢) Distribution d’équilibre
e Nous proposons dans ce paragraphe d’expliciter la distribution d’équilibre
[P=G;(W), 0<j<8 (3.39)

introduite a la relation (2.12) ; le vecteur W des variables conservées, introduit en (2.12), est donné pour
le gaz bidimensionnel & neuf vitesses par les relations (3.5), (3.7) et (3.8). Nous disposons donc des trois

premiers moments des neuf moments m;? (0 < k < 9) a I'équilibre thermique :
8
mt =" My G;(W) =md (W), 0<k<8. (3.40)
j=0

Rappelons que la matrice M du modeéle D2Qg a été explicitée a la relation (3.37). Nous précisons
d’abord le choix des m;! pour k > 3 (puisque les moments antérieurs pour k < 2 sont conservés), puis

nous reconstruisons la distribution G, (e) & I’équilibre.

e Le moment mg est donné a la relation (3.14) et dans le cas d’une distribution d’équilibre de Iénergie

cinétique € est donnée a partir de la relation (A.10) de I’Annexe :
1
et =gplul+&p (3.41)

ol |u| désigne le module de la vitesse et £ une échelle homogene au carré d’une vitesse. Compte tenu de
(A.10) et (A.11), la distribution d’équilibre du tenseur d’ordre deux 5 = 3~/ v vf f;* est donnée par

Foh = pu” U +EpSag . (3.42)

e  On reconnait bien entendu les flux d’impulsion des équations d’Euler de la dynamique des gaz, avec
une loi de pression linéaire en p, c’est-a-dire une linéarisation de la pression autour d’une densité de

référence

p—po=cglp—po)+O((p—po)?). (3.43)

Le rapprochement de (3.42) et (3.43) a montré que £ = ¢3. Afin de minimiser atténuation des modes
sonores en présence d’une vitesse d’advection, les concepteurs de la méthode (voir Lallemand-Luo [LL2k])

et les références incluses) ont proposé de choisir
Az

A=A

Co = (344)

A
\/g )
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pour la célérité des ondes sonores.

e Il reste maintenant a définir le membre de droite de (3.41) en fonction des variables conservées,

c’est-a-dire p et ¢. On a bien entendu la relation classique

q
u == 3.45
P (3.45)
qui conduit a
eq _ 1 lal?

e [’état de l'art actuel en matiere de gaz sur réseaux consiste a se restreindre a des moments a 1’équilibre
qui sont des polynémes par rapport aux variables conservées. Comme pour approximation (3.43) de
la pression, on suppose que la densité est voisine d’une valeur de référence py et I’énergie cinétique a
Péquilibre utilisée dans le modele D2Qg vaut finalement, compte tenu de (3.44) :

1 A2
U= —|q|* + % p. 3.47
vl e o (3.47)
e La valeur d’équilibre de mg est une conséquence directe de (3.14) et (3.47) :
3
§l=-2 ’. 3.48
my P+ 3z lal (3.48)

e Le moment suivant, my est lié au carré de I’énergie cinétique x et aux moments p = mg et ms via la

relation (3.20). On adopte pour x°? la relation (tres) approchée proposée & I’Annexe (relation (A.15)) :

5
Xt =2¢5p+ 7 cgplul’, (3.49)

soit avec les approximations précédentes concernant la densité et le choix (3.44) pour la célérité des ondes

sonores
5 A2
X =< Mo+ — =g (3.50)

Compte tenu de la relation (3.20), il vient

g 18,2 5 A2 7 3
m4q:F(§A4p+E%|ql2)—10p—5(—2p+/\2p0 |Q|2)

soit

3
po A2
e Pour le flux de chaleur ¢, la valeur a ’équilibre approchée pour une distribution Gaussienne corre-
spond a (cf. relations (A.13) et (A.14)) :

eq _
my =p—

lq|*. (3.51)

P =2c3q. (3.52)

Donc compte tenu des définitions (3.24) et (3.25) des moments ms et mg, on a pour 1’équilibre

met = 34 (3.53)
1
mgt = Y Q. (3.54)

e Les deux derniers moments my et mg sont définis aux relations (3.33) et (3.34) & partir de com-
binaisons de moments d’ordre deux. Or les moments a 1’équilibre sont calculés par la relation (3.42).
Compte tenu du choix d’une “super acoustique non linéaire”, on a

Fo— Lot X s (3.55)
O‘B_Poqq 3paﬁ- .
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e La valeur a I’équilibre de m7 est donc une conséquence directe de (3.33) et (3.55) :

e 1 2 2
mit = — () - ()" (3.56)
avec
G =q", q =q°. (3.57)
Pour msg, on déduit de (3.34) et (3.55) :
1
eq _ o G - 3.58
Proposition 12. @ Moments a I’équilibre.

Avec la matrice M proposée a la relation (3.37), le modele D2Qg a une distribution d’équilibre G (W)
telle que les composantes 3 & 8 de M«G(WW) sont données par les relations (3.48), (3.51), (3.53), (3.54),
(3.56) et (3.58).

Proposition 13.  Distribution d’équilibre.

Avec les choix faits plus haut, la distribution a 1’équilibre thermodynamique G; (W) s’écrit

3 9 9 9
Gj (W) = wj [p + X (ejoq) + 2p0—/\2 (ejoq) — 2p0 22 |q| (359)
avec (ej)o<;j<s donnés (dans cet ordre !) & la relation (3.3) et (w;)o<;<s tels que
4 . 1 . 1
Wo=gi WA wg=g; Wsdws= oo (3.60)

Preuve de la Proposition 13.

e  On explicite les neuf composantes de la distribution d’équilibre, puis on calcule les neuf moments a

l’aide de la matrice M.
4 2

Go(W) = Zp— 2
o(W) 9P 30 02 lg|”,
G (W)—l _i_i + 1 2 (2+ 2)
1 - gp 3N\ qx 2p0 AQ 9y 6p0)\2 9 qy )
1 1 1
Gi(W) == — 2 _ 27
1 1 1
Gy (W) == g — 2 2
2(W) 9p+3/\Qy 6po N2 qz+3p0)\2 qy
1 1 1 1
Gs(W)==p— —gqx 2 _ 2
1 1 1
G W = — _ — 2 2
1(W) 5P W 6p0A2q1+3p0A2qy,
1 1 1 1
G- (W) = — — (qn . 2 2 2
P 1 1 5 o 1
Gs(W) ==+ — (g, e
(W) 36 T 12) (g +ay) + 12p0 \2 (4 + ) + Ipo2 Qady
o 1 2 a1
Go(W) = 35+ T3 (0 T 0) + 153 (2 +0,) = 5 4wty
P 1 1 5 o 1
G (W)= — —(qq 0
"W) =35 = 13 (@ +90) + 15,57 (02 +0) + g 4oty
G(W)—ﬁ—f—i( _ )+ 1 (2+ 2)_ 1
¢ T 36 1) e T W 12p0 A2 Te Ty 12 qzqy -
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e ]l vient ensuite :

mo! = Go + G1 + G2+ G3 + G4+ G5 + G + Gr + Gs = p,
mit=XNG1 —G3+ G5 — Ge — Gr + Gs) = ¢, ,

my' = N(Ga — G+ Gs + G — Gr — Gs) = qy ,

mst = —4Go — (G1 + G2 + G3 + G4) + 2(G5 + G + G7 + Gg) ¢.f. (3.16),

— en accord avec (3.48),

m$t = 4Gy — 2(G1 + G + G + G4) + (G5 + G + G + Gg) c.f. (3.19),

=p— pog)\Q lq|?, en accord avec (3.51),

mgq = —2G1 4+ 2G5+ G5 — Gg — G7 + Gy c.f. (3.26),
1

=1 ce qui confirme (3.53),

mgt = —2G2 + 2G4 + G5 + G — G7 — Gy c.f. (3.27),
1

=3y en accord avec (3.54),

m7 =G — Gy +G3— Gy c.f. (335),
1

= (2 — qi) , déja trouvé en (3.56),

md = G5 — G + G7 — Gy c.f. (3.36),
1

= W Qx Gy en accord avec la relation (3.58).

La Proposition est donc établie. Ouf ! O

e La distribution d’équilibre (3.59)-(3.60) correspond & une distribution classique dans les modeles de
type BGK, ainsi que le signalent Lallemand et Luo [LL2k].

d) Termes visqueux

e Nous avons vu lors du développement asymptotique général que si on pousse I'analyse du schéma

équivalent & I'ordre deux en At, en introduisant le défaut de conservation @), du k®me

(2.48)), c’est-a-dire

moment (relation

0
Ok = 5. m +ZMka85fq' k>3, (3.61)

et le tenseur A} % des moments-vitesses (relation (2.52)), c’est-a-dire

(
AP = nguf Yk, 1<a,f<2, 0<k<2, (3.62)

alors on a les équations de Navier-Stokes suivantes :

)
a_f +divg = O(A) (3.63)

LA F°qut§j(i—3)Aaﬁa 0 +O(A), 1<a<2 (3.64)

ot B+ ap —~ Sk 2 k B ’ =% = :

comme équations équivalentes du schéma de Boltzmann & lordre deux. Dans la relation (3.64), les
coefficients de relaxation s; sont compris entre 0 et 2 et, compte tenu des relations (2.27) et celles qui

précedent, définissent le défaut d’équilibre my — mj, des moments non conservés.
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e Afin d’expliciter les coefficients s, qui définissent le schéma en fonction des viscosités de cisaillement

1 et de volume ( de sorte que a deux dimensions d’espace

o = L (Oad® + 0507 + LS (@ivg) 62, 1<aB <2, (3.65)
Po Po
nous écrivons les équations de Navier-Stokes dans ’approximation acoustique (3.43)
8 le%
i—l—@gFaﬁ:aﬁTaﬁEﬂAqo‘—l—iaa(divq), 1<a<2, (3.66)
ot Po Ho

nous calculons d’abord le tenseur des moments-vitesses, compte tenu de I'explicitation (3.38) de la matrice
M~

Proposition 14. Tenseur des moments-vitesses.

Avec le choix (3.38) pour M~" (i.e. (3.37) pour la matrice M) et les relations classiques Ma; = v$, on a

Ao = gv <(1) ?) (3.67)

Az = /\—2 (1 O) (3.68)
6 \0 1

A <1 0 ) (3.69)
2 \0 -1

0 1
Ag = N2 (1 0) (3.70)

A=A =A=A5=As=0. (3.71)
e La preuve de la Proposition 14 est un calcul algébrique a la fois long et facile qui peut se faire de
téte sans difficulté et demande simplement une bonne concentration sur I'expression (3.38) de la matrice
M1,
e  On explicite ensuite les défauts de conservation 03, 07 et fs, en ne conservant que les termes linéaires

par rapport a gq.

Proposition 15. Défauts de conservation.
Compte tenu de (3.61), (3.37) et (3.59), on a :

03 = 2divg + O(|q|*) + O(At) (3.72)
2

7 = g (6w qz — ay Qy) + O(|Q|2) (3'73)
1

Os = 3 (9o ay + 9y q.) + O(lql). (3.74)

Preuve de la Proposition 15.

e On calcule d’abord 63 et en particulier Zng v‘? fj. Pour 3=1,0na
J

> Msjvj fi = qp+Ams.
J
De méme pour 3 = 2,

ZM3jUJ2'fj zqy—i-/\mﬁ

J
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Compte tenu des valeurs (3.53) et (3.54) des moments ms et mg & 1’équilibre, il vient

Z Ms; ] f9 = (3.75)

Donc par linéarisation de (3.48),
03 = =20, + O(|q|*) = 2divg + O([g|*) + O(At)
ce qui montre (3.72).

e Les moments my7 et mg sont des fonctions d’ordre deux par rapport a U'impulsion. Il suffit donc de
regarder le second terme du membre de droite de la relation (3.61) pour capturer 'approximation linéaire.
On a d’abord

S Mrjul £y = A~ fi) et AGi—Ga) = 2 aa
i
> Mzvl fi =M—fa+ f1) et M—G2+Ga) = —; qy -
D’ou la relation (3.73). J
e Enfin,
3 My} fy = Mo+ o= fr = 0 = gt 2ms.
et

ZM&] Ui fi=Mfs = fo— fr+ fs) = QE+;\m5;

Les valeurs a ’équilibre de ces deux moments valent respectivement § gy et % qz, ce qui établit la relation
(3.74). D’oui la propriété. O

e Il ne reste plus qu’a regrouper les résultats issus des Propositions 14 et 15 pour aboutir au :
Théoréme 2. Equation équivalente au second ordre du modele D5Qg.
Sous I'hypothese

S7 = 88 (376)

I’équation équivalente au second ordre du modele D2Qg de gaz de Boltzmann sur réseau décrit dans cette
section, linéarisée en ce qui concerne les effets visqueux, s’écrit (3.63) pour la conservation de la masse

et (3.66) pour le transfert de 'impulsion, avec

MNMAt /11

H=po— (g—g) (3.77)
MAt /11

¢=po 3 (5—5) (3-78)

qui constituent les “relations de D’Humieres” [DH92].
Preuve du Théoreme 2.

e Il suffit d’expliciter le membre de droite de la relation (3.64). On a :

) 1 1\A2 (1 0\ [8.(2divg)
—q“+ 0 FL=At — =)=
ot ! 9 Fap {(53 2) 6 <O 1) < 0. (2 divq)

1 1\ A2 (1 [2( x Qz — yQy)]
+(;_§)7(0 —1)( [g( xQz_ y‘[yﬂ)
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11y o (0 1) (0:[4 00y +8yq.)]
*(g_i)A<1o><@§ﬁ%%+@%ﬂ>}

1 1\ A2 A1l Oy (0 gz — O 0y (Ox 0y x
ZAt{(———)—V(divq)—i——(———) (0z q y Qy) + Oy (O @y + Oy qz) }
53 273 3 \sg 2 _8y (81 Qx — ay Qy) + 0, (8ac qy + ay Qz)
NMAL 11 : NMAt 11
=5 (5 ) Vg + = (- 5) A
et le résultat est une conséquence immédiate du rapprochement entre la ligne qui précede et le membre
de droite de (3.66). O

4. EN GUISE DE CONCLUSION

e Tout d’abord, cette introduction n’est pas suffisante pour 'implémentation complete de la méthode.
Il faut bien entendu spécifier les parametres sy, s5, s¢ qui participent de la définition du schéma mais
n’apparaissent pas explicitement dans les équations limites a ’ordre deux. Nous renvoyons le lecteur a
larticle de Pierre Lallemand et Li Shi Luo [LL2k]. Nous n’avons pas traité non plus les conditions aux
limites ni les conditions initiales. La référence pour ces sujets est Bouzidi-Firdaouss-Lallemand [BFLO1].

e Nous pouvons noter que contrairement a la dénomination qui fait référence a 1’équation de Boltzmann,
un “schéma de Boltzmann” n’approche pas a priori la solution de 1’équation cinétique de Boltzmann.
Toutefois ’algorithme simule directement une dynamique typique de I’équation de Boltzmann et 1’on
peut parler de “méthode particulaire sur réseau”. Un schéma de Boltzmann permet d’approcher (au
sens de Iéquation équivalente au moins) le modele fluide obtenu en isolant les grandeurs & I’équilibre
thermodynamique. Toutefois, un schéma de Boltzmann est plus riche qu'une méthode de volumes finis
classique car il contient en plus des “moments a I’équilibre” des “moments hors équilibre” qui demeurent

oscillants méme si les variables conservées se stabilisent.

e Notons aussi qu'un schéma de Boltzmann ne possede pas a priori de propriété de positivité générale
et la stabilité de la méthode est en conséquence réduite aux “petites” perturbations autour d’une valeur
constante. Toutefois, le modele de gaz de Boltzmann sur réseau est un excellent modele numérique
de fluide de plus en plus utilisé dans diverses applications couplées, comme en témoignent les Actes
(a paraitre) du congres ICMMES qui a eu lieu en juillet 2005 & Hong Kong (voir par exemple Yu et
al [YGLO5]).

e Parmi les problemes ouverts, la modélisation a été volontairement limitée aux basses vitesses et une
sorte de “super acoustique” non linéaire est actuellement opérationnelle. Notons aussi qu’il ne s’agit
pas d’un modele incompressible car les ondes acoustiques, de vitesse finie, sont toujours présentes dans
la modélisation. Il conviendra a l'avenir de réfléchir au cas du fluide fortement compressible et des
écoulements transsoniques en particulier, ou les moments d’équilibre ne sont plus des polynomes des
variables conservées mais des fractions rationnelles. Avec I'introduction de conditions d’entropie (voir a
ce sujet les travaux de Karlin et ses collaborateurs [KGSB98] [KS099] [AKO02]), il devrait étre possible
de franchir le “mur des ondes soniques”.

e N’oublions pas la possibilité de régler les parametres du schéma par une méthodologie classique de

contrdle optimal et le travail pionnier réalisé par le groupe d’Orsay [TBDLO6] !



212 ESAIM: PROCEEDINGS

ANNEXE : INTEGRALES GAUSSIENNES

e Dans le cas de deux dimensions d’espace, la distribution continue des vitesses fo(v) est donnée par

la relation (0.3), ¢’est-a-dire

fo(v)zp%exp(—§|v—u|2>, v € R?

(A.1)

ou (3 > 0 est homogene a I'inverse du carré d’une vitesse. Nous calculons dans cette Annexe les valeurs

de plusieurs moments my, de la forme
_ D a
Mpq = /2 vy v3 fo(v)dv.
R

e  On calcule d’abord des intégrales a une seule dimension d’espace, sachant que
e B o 2m
—0%)do= /=
/,oo oo (- E

On a bien str par antisymétrie

/jo oexp(—§92)d9:o
et on remarque que
oo (- 2)) =00 )

Donc

[ ey [ oalen(- ) -

_—%{Hexp(—%m) _Oo ﬁ/ dﬁexp(

/ 62 exp 692)d9—%\/%.

e Toujours grace a I'imparité, on a

On en déduit

70093exp(—%92)d6‘=0
et
e (=)= [~ o afen (- )]
__%[93exp(—6792)r; % 0:0926Xp(—%2)d9
L B[
BBYN B

/OO 94exp(—ﬁ—92)d9:3 .

— 00

e Le moment d’ordre zéro de fy(e) s’obtient sans difficulté :
fwydv=p.
R2
Pour le moment d’ordre 1, mig pour fixer les idées, on a :

mio =/ v1 fo(v) dv =
Rz

(A.2)
(A.3)

(A4)

w1
2 _ﬁ g
(A.5)

(A.6)
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o0

([ o e (=T5)a)(f

exp ( — g lvg — u2|2) dv)

oo

/ vj fo(v)dv = puj. (A.9)
R2
C’est classique . ..

e A l'ordre deux, on sépare le cas de msg de celui de mq1. On a :
3 [ _5_92 o _6|v2—u2|2
Mao :/ v? fo(v)dv = p_/ (up +6)*e 2 db e 2 dusg
R2 27T — 00

3 > g 2
_ B 5 2\ "o 27
= (/_Oo(u1+2u19+9)e d9> .

=+ 3) =+ 5).

27 I6]
/ 2 fo(v)dv = pu2 + 2. (A.10)
R2 g
m11=/ Ul’l)gfo(’l})d’u
R2
e
:%([m(u1+9)e 2 d9)([m(uQ+9)e 2 o)
—g(ul-l—())\/%(uz—i-())\/%—puluz
/vlvgfo(v)dv:pu1u2. (A.11)
R2

e Les moments d’ordre trois s’évaluent avec la méme approche :
2

50 po
mso = /R2 vt fo(v)dv = ﬁ(/ (u1 +9)3e_7d9) %T

2r\ J_ o
oo _6_62 2
= g (/ (U +3ut0+3u 02 +6%)e 2 d6‘) %
o (1 435) (F) = o (s +3)
= — 3 J— JE— = -
o o\ Tt g
3
/ V3 fo(v) dv = (B + u?) puj . (A.12)
R2
Pour I'approche discrete des gaz sur réseaux, on ne garde que le terme d’ordre le plus bas en u; :
3
/ vf— fo(w)dv ~ = pu;. (A.13)
R? B
mai :/ v vy fo(v) dv
R2
692 - 692

:[,%(/jo(uﬁo)?e_Tdo)(/ (uz +0) e Tdo)

o0 — 0o
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/]R? v3 vy fo(v)dv:p(u%—ké) Uz, (A.14)

e Le modele DyQ9 demande d’évaluer le moment du carré de I’énergie cinétique :

/Rz (5 1oP?) fo(w) dv =

1 1
=1 [0t fwrdo = [ of 420t +0d) fowyao

1pB () [ g D)
P —— T
—Z%{(/_Oo(u‘f+4u§9+6u%92—|—4u193—|—94)e 2 d0)>< 5
- p36* - po°
+2(/ (W2 +2u1 0+ 0% e 2 de)(/ (W2 +2us 0+ 0%) e 2 d9)
362
2m < 3 2 n2 3 a9
+ ?( (uf + 4030+ 6u30% + 4uz6° +6') e 2 do)

~2{(ut+ Gt s Z) +2(i s ) (3 1)+ (St 2))

_"r 4,8 2, 8
= T {lu* 4 Gl + 55}
e Pour le modele bidimensionnel & neuf vitesses, tout se passe (voir P. Lallemand et L.S Luo [LL2k])

comime si

/R2 (% Ivlz)2 fo (v)dv =~ g (% + % |u|2) ! (A.15)

On se réfere a la relation 64 = —18 (relation (54b)) de Lallemand-Luo [LL2k] page 6554 du volume 61,
numéro 6 de la “Physical Review E”.
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