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Résumé
On démontre un analogue du théorème de Liouville effectif valable

pour des points fermés sur une variété projective définie sur un corps de
nombres. Ce résultat est une version effective d’un théorème récent de
McKinnon et Roth. Une partie importante de cet article est consacrée à
la démonstration d’une version effective d’un cas particulier d’un théo-
rème remarquable de géométrie diophantienne dû à Faltings et Wüstholz.
Combiné à de nouvelles comparaisons explicites entre l’évaluation d’une
section d’un fibré en droites et une fonction distance donnée, ce résul-
tat entraîne le théorème principal. Nous présentons également une autre
approche, en montrant comment rendre effectifs les arguments de McKin-
non et Roth. Ces deux points de vue conduisent à des versions distinctes
du théorème principal, fournissant des majorations différentes de la hau-
teur des points satisfaisant une inégalité analogue à celle du théorème de
Liouville classique.

Abstract
We prove an effective analogue of Liouville’s theorem for closed points

on an arbitrary projective variety defined over a number field. Our result
can be interpreted as an effective version of a recent theorem proved by
McKinnon and Roth. A central part of the paper is dedicated to giving an
effective proof of a particular case of a powerful theorem in diophantine
geometry proved by Faltings and Wüstholz. This result, combined with
new explicit comparisons between evaluation of sections of a line bundle
and a given distance function, leads to the expected theorem. We also deal
with another approach, showing how to make the arguments of McKinnon
and Roth effective. These two points of view lead to distinct versions of
our main result, giving different upper bounds for the height of points
satisfying a Liouville type inequality.
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1 Introduction
Le théorème de Liouville (1844) affirme que si x est un nombre réel algébrique
de degré d ≥ 2 sur Q, alors pour tout ε > 0 il n’existe qu’un nombre fini de
solutions rationnelles p/q ∈ Q à l’inégalité∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1

qd+ε
.

Le théorème de Roth (voir par exemple [9, D.3]) affirme que ce résultat reste
valide en remplaçant l’exposant d par 2. Il existe également une version effective
du théorème de Liouville (voir [9, D.1.2.2]), qui fournit une constante explicite
c(x) > 0 telle que pour tout p/q ∈ Q, on ait∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ > c(x)

qd
. (1)

En revanche, aucune version effective du théorème de Roth n’existe à l’heure
actuelle. Dans cet article, on démontre un analogue de l’inégalité (1) valable
pour des points algébriques sur une variété projective définie sur un corps de
nombres.

Dans l’article [6], Faltings et Wüstholz démontrent une généralisation du
théorème de Roth. Considérons une variété projective X définie sur un corps de
nombres K et un fibré inversible très ample L sur X. Notons ΣK l’ensemble des
places de K. Le choix d’une base de H0(X,L ) munit le fibré L d’une métrique
(‖.‖v)v∈ΣK , définie à l’exemple 2.4. On note hL la hauteur logarithmique asso-
ciée sur les points de X(K) (voir le paragraphe 2.3 ; si X = PnK est un espace
projectif et L = O(1), alors hL est simplement la hauteur de Weil logarith-
mique sur Pn(K)). On considère une extension finie L de K et un ensemble
fini P de places de L. Pour toute place w ∈P, on munit le L-espace vectoriel
V = H0(X,L )⊗K L d’une R-filtration Fw, correspondant à un drapeau

V = V
(w)
0 ) V

(w)
1 ) · · · ) V (w)

ew ) V
(w)
ew+1 = {0}

et à une suite de nombres réels

0 ≤ cw,0 < cw,1 < · · · < cw,ew .

On considère une base (sw,j,l)l de V
(w)
j pour chaque place w ∈ P et chaque

0 ≤ j ≤ ew. On note µw(V ) les pentes des filtrations, définies par

µw(V ) =
1

dimV

ew∑
i=0

cw,i dim(V
(w)
i /V

(w)
i+1 ).

Pour tout sous-espace vectoriel non nul V ′ de V , on dispose de filtrations in-
duites sur V ′ et on définit µw(V ′) de la même façon pour chaque place w ∈P
(remarquons que µw(V ′) ≤ cw,ew). On note également

µP(V ′) =
∑
w∈P

[Lw : Qw]µw(V ′).

On note W le premier saut de la filtration de Harder-Narasimhan associée à la
fonction µP au sens de [6, partie 4]. C’est l’unique sous-espace vectoriel de V
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de dimension maximale vérifiant µP(W ) = max{µP(V ′) | 0 6= V ′ ⊆ V }. On
l’appelle le sous-espace déstabilisant associé à (Fw)w∈P .

Le théorème 9.1 de [6] s’énonce alors de la façon suivante.

Théorème 1.1 (Faltings et Wüstholz, 1994). Supposons que µP(W ) > [L : Q].
Il existe une sous-variété stricte Z de X telle que le nombre de points x ∈
(X \ Z)(K) vérifiant

‖sw,j,l(x)‖w ≤ exp(−cw,jhL (x)) ∀w ∈P, ∀j, l (2)

soit fini.

La sous-variété Z du théorème 1.1 est définie comme le lieu de base B(W )
du sous-espace déstabilisant W . Le théorème 9.1 de [6] donne donc une défi-
nition théorique explicite pour Z, bien que cette sous-variété soit très difficile
à exhiber en pratique. Dans le cas particulier où les filtrations (Fw)w∈P sont
conjointement semi-stables (au sens de [6, partie 4]), on a toutefois W = V et
Z = ∅.

Le théorème 1.1 implique le théorème de Roth de la façon suivante. Posons
K = Q, X = P1

Q, L = O(1). Considérons un nombre algébrique α ∈ R \ Q
et L une extension galoisienne de Q contenant α. Notons ΣL,∞ l’ensemble des
places infinies de L et fixons w0 ∈ ΣL,∞. Pour toute place w ∈ ΣL,∞, il existe
un élément γw du groupe de Galois Gal(L/Q) tel que |γ−1

w (x)|w0 = |x|w pour
tout x ∈ L. On pose sw = T0− γw(α)T1. On munit le fibré inversible L = O(1)
de la métrique de l’exemple 2.4, qui vérifie : pour tout x = (p : q) ∈ P1(Q) avec
p, q premiers entre eux,

‖sw0
(x)‖w0

=
|p− qα|w0

max(|p|, |q|)
et exphL ((p : q)) = max(|p|, |q|).

Pour tout x ∈ P1(Q), on a par ailleurs

‖sw(x)‖w = ‖γw(sw0
(x))‖w = ‖sw0

(x)‖w0
.

Posons P = ΣL,∞. Pour chaque place w ∈ P, on considère la filtration du L-
espace vectoriel V = H0(P1

L,O(1)) donnée par le drapeau V = V
(w)
0 ) V

(w)
1 =

VectL(sw) ) {0} et la suite de nombres réels cw,0 = 0 < cw,1 = 2+ε, où ε est un
nombre réel strictement positif. Dans ce cas µw(V ) = 1 + ε/2 pour toute place
w ∈ P et on peut vérifier que ces filtrations sont conjointement semi-stables.
On en conclut qu’il n’existe qu’un nombre fini de points p/q ∈ Q tels que∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣
w0

≤ 1

|q|max(|p|, |q|)1+ε
,

et on en déduit le théorème de Roth en remarquant que max(|p|, |q|) = O(|q|)
pour p/q proche de α.

McKinnon et Roth démontrent des généralisations du théorème de Roth et
du théorème de Liouville sur une variété projective de dimension quelconque
dans leurs articles [13] et [14] respectivement. L’article [13] utilise le théorème
de Faltings et Wüstholz, tandis que la démonstration de l’analogue du théorème
de Liouville repose sur des méthodes différentes (que nous rappellerons dans la
partie 3). Soit X une variété projective définie sur un corps de nombres K, x
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un point fermé algébrique de X et L un fibré inversible nef sur X auquel on
associe une fonction de hauteur hL sur les points deX(K). On note L le corps de
définition de x. On fixe une place v de L et une fonction distance dv surX donnée
par un plongement ϕ : X ↪→ PnK (voir le paragraphe 2.2). On note π : X̃ →
X ×K Spec(L) l’éclatement en x et E le diviseur exceptionnel. Le théorème 3.3
de [14] donne la généralisation suivante du théorème de Liouville, dans laquelle
intervient le lieu de base stable d’un fibré inversible (nos normalisations de la
hauteur et de la distance diffèrent de celles de [14]).

Théorème 1.2 (McKinnon et Roth, 2016). Soit γ > 0 un nombre rationnel tel
que Lγ := π∗L − γE soit dans le cône effectif de PicQ(X̃). On note B(Lγ) le
lieu de base stable de Lγ et B = π(B(Lγ)). Il existe une constante M ∈ R telle
que, pour tout point y ∈ (X \B)(K) distinct de x, on ait

log(dv(x, y)) ≥ −
(

[L : Q]

[Lv : Qv]γ

)
hL (y) +M.

Dans l’article [14], la constante M qui apparaît dans ce théorème n’est pas
effective. Dans la partie 3, nous verrons comment adapter les méthodes de [14]
afin de l’expliciter, pour obtenir une version effective du théorème 1.2 (théorème
3.1). Cette constante dépend de X, ϕ, L, L , x et γ, mais également d’un choix
de métriques sur le fibré inversible OX̃(E) associé au diviseur exceptionnel E
sur l’éclatement X̃. Dans un second temps, nous montrerons comment obtenir
des bornes qui ne dépendent pas d’un tel choix quand le point x est régulier.
Cette seconde approche repose sur des méthodes différentes, inspirées de [13].

Nous commencerons par démontrer des variantes effectives du théorème 1.1
de Faltings et Wüstholz. Soit L un fibré inversible nef sur X et (‖.‖v)v∈ΣK une
métrique adélique sur L (au sens de la définition 2.3). Nous obtiendrons par
exemple le théorème suivant (théorème 4.1).

Théorème 1.3. Soit F un sous-espace vectoriel non nul de H0(X,L ) ⊗K L
et soit (s1, . . . , sdimF

) une base de F . Soit P ⊂ ΣL un ensemble fini et soit
(tw)w∈P une famille de nombres réels telle que

δ :=
∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
tw > 1.

Alors tous les points y ∈ X(K) en dehors du lieu de base de F satisfaisant le
système d’inégalités

‖sj(y)‖w
‖sj‖w,sup

≤ exp(−twhL (y)), ∀ 1 ≤ j ≤ dimF, ∀ w ∈P (3)

vérifient

hL (y) ≤ 1

δ − 1
max

1≤j≤dimF
hL (sj).

En particulier, ces points sont en nombre fini si L est ample.

La démonstration du théorème 1.3 repose sur des comparaisons élémentaires
entre les normes de sections globales de L et la hauteur des points rationnels
de X vérifiant (3), rendues possibles par le formalisme adélique que nous utili-
sons. Nous présenterons plusieurs dérivés de ce théorème dans la partie 4 (voir
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notamment le corollaire 4.4 pour une formulation analogue à celle du théo-
rème 1.1). Dans le cas particulier où ∩w∈PVw,ew 6= {0} (par exemple lorsque
card(P) = 1), notre approche donne une preuve rapide du théorème 1.1 (en
prenant Z ( X égale au lieu de base de ∩w∈PVw,ew). En général, la condition
∩w∈PVw,ew 6= {0} n’est pas vérifiée avec les hypothèses du théorème 1.1 ; pour
cette raison, nos résultats du paragraphe 4 ne permettent pas de retrouver le
théorème de Roth. Le principal avantage de nos résultats est qu’ils sont effectifs :
ils fournissent une majoration explicite de la hauteur des solutions du système
d’inégalités considéré. Cette nouveauté sera le point clé qui nous permettra de
démontrer une nouvelle généralisation effective du théorème de Liouville dans
la partie 5. Le lieu de base B(F ) du théorème 1.3 est également explicite, et la
condition y /∈ B(F ) est facile à vérifier en pratique. En outre, le théorème 1.3
est valable pour un fibré inversible nef (non nécessairement très ample) muni
d’une métrique adélique quelconque.

Reprenons les notations introduites avant le théorème 1.2. Concrètement,
pour tout nombre rationnel γ > 0 nous donnerons une constante explicite
a(L , x, γ) et nous démontrerons le théorème suivant (théorème 5.3, corollaire
5.5 et remarque 5.6) :

Théorème 1.4. Supposons que le point x est régulier. Soit γ > 0 un nombre
rationnel tel que Lγ := π∗L − γE soit dans le cône effectif de PicQ(X̃). On
note B(Lγ) le lieu de base stable de Lγ et B = π(B(Lγ)). Alors pour tout
ε > 0, tous les points y ∈ (X \B)(K) distincts de x satisfaisant l’inégalité

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

[Lv : Qv]γ
+ ε

)
hL (y)

vérifient

hL (y) <
1

ε
a(L , x, γ).

Afin d’appliquer le théorème 1.3, nous devrons comparer les normes de sec-
tions de L et la fonction distance. Pour cela, nous démontrons un analogue
du lemme de Schwarz pour les sections globales d’un fibré inversible adélique
(lemme 5.2). Plus précisément, si s ∈ H0(X,L )\{0} s’annule à l’ordre r ∈ N\{0}
en x, on montre que pour tout point y ∈ X(Cv) tel que dv(x, y) < 1/2, on a

‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤
(

2dv(x, y)

ρx(L , ϕ)

)r
(4)

(on obtient un résultat plus précis dans la cas v - ∞, voir le lemme 5.2). La
quantité ρx(L , ϕ), introduite au paragraphe 5, contrôle la taille d’un voisinage
analytique de x dans X(Cv) sur lequel on peut utiliser un lemme de Schwarz
en plusieurs variables usuel. Nous obtenons la majoration (4) en choisissant soi-
gneusement une trivialisation de L autour de x grâce à des arguments d’inter-
polation. La constante a(L , x, γ) du théorème 1.4 dépend de L et fait intervenir
la quantité ρx(L , ϕ). Elle est indépendante d’un choix de métrique sur OX̃(E).

Notons εx(L ) la constante de Seshadri en x (définie à la partie 3). Le théo-
rème 1.4 permet de fournir une constante explicite b(x,L ) dans le corollaire
suivant. Ce résultat peut s’interpréter comme une version effective du corollaire
3.6 de [14] dans le sens où il donne une majoration explicite de la hauteur des
solutions.
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Corollaire 1.5. Si L est ample, alors pour tout ε > 0, tous les points y ∈ X(K)
distincts de x satisfaisant l’inégalité

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

[Lv : Qv]εx(L )
+ ε

)
hL (y)

vérifient

hL (y) ≤ 1

ε
b(L , x).

En particulier ces points sont en nombre fini.

Enfin, nous généraliserons l’inégalité (1) au cas de l’espace projectif PnK muni
du fibré O(1) (paragraphe 5.2). Dans le cas où n ≥ 2 et K 6= L, nous verrons
qu’il est possible d’améliorer l’exposant [L:Q]

[Lv:Qv] .

La partie 2 regroupe les définitions de distance sur une variété projective et
de métrique sur un fibré inversible, et inclut quelques résultats sur le minimum
absolu d’un fibré adélique. Dans la partie 3, nous montrons comment adapter les
arguments de [14] pour expliciter la constanteM du théorème 1.2. La partie 4 est
consacrée à la démonstration de variantes effectives du théorème de Faltings et
Wüstholz. Nous utiliserons ces résultats dans le cas d’une place (P = {v}) dans
la dernière partie pour démontrer le théorème 1.4, en obtenant une constante
indépendante d’un choix de métriques sur OX̃(E). Le cas particulier de l’espace
projectif PnK est traité dans le paragraphe 5.2.

Signalons que dans un travail récent [7], Carlo Gasbarri étudie les points
transcendants d’une variété projective définie sur un corps de nombres vérifiant
une inégalité similaire à l’inégalité de Liouville. Si le problème étudié ici est
différent, un outil commun avec [7] est la comparaison récurrente des normes de
sections d’un fibré inversible et de la hauteur de points d’une variété projective.
Cet outil, qui découle facilement des définitions, est très classique en approxi-
mation diophantienne et il est par exemple au coeur de la démonstration de
l’inégalité de Liouville classique ([9, D.3.3]).

Remerciements : Je souhaite exprimer toute ma gratitude à mes deux di-
recteurs de thèse, Huayi Chen et Éric Gaudron, pour leur soutien, leurs conseils
et leurs encouragements. Je suis très reconnaissant envers Huayi Chen pour
m’avoir suggéré ce problème de recherche, ainsi que pour son suivi précieux.
Je remercie également le Laboratoire de Mathématiques Blaise Pascal de l’Uni-
versité Clermont Auvergne et le Beijing International Center for Mathematical
Research de Peking University pour les excellentes conditions de travail qu’ils
m’ont offertes.
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5 Le théorème de Liouville effectif : seconde approche 18

2 Préliminaires
Soit K un corps de nombres.

2.1 Valeurs absolues et hauteur d’un point projectif.
On note ΣK,f l’ensemble des places finies de K, ΣK,∞ l’ensemble de ses places
infinies, et ΣK = ΣK,f ∪ ΣK,∞. Si v ∈ ΣK , on note Kv le complété de K en v
et Cv le complété d’une clôture algébrique de Kv. Pour toute place v ∈ ΣK , on
note |.|v la valeur absolue surK étendant la valeur absolue |.|v sur Q : |p|v = p−1

si v est une place finie au dessus de p et la restriction de |.|v à Q est la valeur
absolue usuelle si v est archimédienne. On désigne par Qv le corps Qp, R ou
C selon le caractère p-adique, réel ou complexe non réel de v. On peut alors
énoncer la formule du produit : pour tout x ∈ K \ {0},∏

v∈ΣK

|x|[Kv:Qv]
v = 1.

Cette formule permet de définir la notion de hauteur d’un point projectif :
si x = (x0 : . . . : xn) ∈ PnK(K) est un point fermé, dont les coordonnées
appartiennent à une extension finie L de K, on définit sa hauteur (absolue) par

h(x) =
∑
v∈ΣL

[Lv : Qv]
[L : Q]

log(max{|x0|v, . . . , |xn|v}),

où (x0, . . . , xn) est un représentant quelconque de x. La hauteur d’un point
fermé projectif ne dépend pas du choix du corps L. On dispose ainsi d’une
notion de hauteur pour tout point x ∈ Pn(K). On rencontre fréquemment la
définition alternative suivante pour la hauteur d’un point projectif. Pour tout
vecteur (z0, . . . , zn) ∈ Cn+1

v , on pose

|(z0, . . . , zn)|2,v :=

 (
n∑
i=0

|zi|2v)1/2 si v est archimédienne,

max{|z0|v, . . . , |zn|v} sinon.

Pour tout point x = (x0 : . . . : xn) ∈ PnK(L), on pose

h2(x) =
∑
v∈ΣL

[Lv : Qv]
[L : Q]

log |(x0, . . . , xn)|2,v.

De la même façon, h2(x) ne dépend ni du choix de L ni de celui de (x0, . . . , xn).
Nous définirons une notion de hauteur plus générale associée à un fibré adélique
au paragraphe 2.3.

2.2 Distance sur une variété projective.
On considère ici une variété projective X définie sur Spec(K) et un plongement
X ↪→ PnK . On fixe une place v0 de K et une extension de v0 à K, notée v. Si v0
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est archimédienne, on définit une fonction distance sur X(C)×X(C) en tirant
en arrière la fonction sur Pn(C)× Pn(C) donnée par

dv(x, y) =

(
1−

|
∑n
i=0 xiyi|2v

(
∑n
i=0 |xi|2v)(

∑n
i=0 |yi|2v)

)1/2

.

Si v0 est une place finie, on définit une fonction distance sur X(Cv)×X(Cv) en
tirant en arrière la fonction sur Pn(Cv)× Pn(Cv) définie par

dv(x, y) =
max0≤i<j≤n |xiyj − xjyi|v

max0≤i≤n |xi|v max0≤j≤n |yj |v
.

2.3 Métriques sur un fibré inversible
On considère une variété projectiveX définie surK. Pour toute place v deK, on
note Xan

v l’espace analytique associé au Cv-schéma XCv (au sens de Berkovich
si v est une place finie). Sans entrer dans les détails, mentionnons que Xan

v

est un espace topologique compact contenant X(Cv). La topologie induite sur
X(Cv) est plus fine que la topologie de Zariski, et l’on dispose d’un morphisme
d’espaces localement annelés jv : Xan

v → X dont la restriction de jv à X(Cv)
envoie chaque élément de X(Cv) sur son point correspondant dans X. Pour tout
point x de X, on note OX,x l’anneau local défini par x et Lx le OX,x-module
des germes de L en x.

Définition 2.1. Soit L un fibré inversible sur X. Une métrique sur L est
la donnée, pour chaque place v de K, d’une application qui associe à chaque
point x de X(Cv) une fonction ‖.‖v(x) : Lx⊗OX,x Cv → R≥0 telle que pour tout
ouvert U de X et toute section s ∈ H0(U,L )⊗K Cv,

1. l’application ‖s‖v : x 7→ ‖s‖v(x) s’étend en une fonction continue sur Uan
v

(pour la topologie induite par celle de Xan
v ),

2. pour toute fonction continue f ∈ OX(U)⊗ Cv et tout x ∈ U(Cv),

‖fs‖v(x) = |f(x)|v‖s‖v(x),

3. si x ∈ U(Cv) est tel que s(x) 6= 0, alors ‖s‖v(x) 6= 0.

Remarque 2.2. La condition de continuité 1 nous permettra de définir la
norme sup d’une section de L . Les conditions 2 et 3 impliquent que pour tout
point x de X(Cv), une métrique sur L définit une norme ‖.‖v(x) sur Lx ⊗ Cv
pour chaque place v de K (cette norme est ultramétrique si la place est finie).

On appelle modèle de (X,L ) un OK-schéma projectif et plat X muni d’un
fibré inversible L tel que X ∼= X ×OK Spec(K) et L ∼= L ⊗OK K. Soit v une
place finie de K ; on note Ôv l’anneau de valuation de Cv. Soit x ∈ X(Cv) et
x̂ ∈ X(Ôv) un point prolongeant x : x = x̂| SpecK . Si s ∈ Lx ⊗ Cv, on pose

‖s‖L,v(x) = inf{|t|v | t ∈ C×v , t−1s ∈ x̂∗L}.

Cette définition définit une application ‖.‖L,v qui satisfait aux conditions de la
définition 2.1.
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Définition 2.3. Soit L = (L , (‖.‖v)v∈ΣK ) la donnée d’un fibré inversible L
sur X muni d’une métrique (‖.‖v)v∈ΣK . On dit que L est un fibré inversible
adélique si la métrique satisfait aux conditions suivantes :

1. pour toute place v ∈ ΣK , ‖.‖v est invariante par l’action du groupe de
Galois Gal(Cv/Kv) ;

2. il existe un modèle (X,L) de (X,L ) tel que ‖.‖v = ‖.‖L,v pour toute place
v ∈ ΣK,f en dehors d’un nombre fini.

Une telle métrique est appelée métrique adélique. Dans la suite, on notera
‖s(x)‖v plutôt que ‖s‖v(x).

Exemple 2.4. Soit L un fibré inversible très ample sur X et soit (s1, . . . , s`)
une base de H0(X,L ). Pour toute place v deK, tout x ∈ X(Cv) et toute section
s ∈ H0(X,L ) \ {0} ne s’annulant pas en x, on pose

‖s(x)‖v =

(
max
0≤i≤`

∣∣∣∣si(x)

s(x)

∣∣∣∣
v

)−1

.

La métrique (‖.‖v)v∈ΣK ainsi définie est adélique.

Si (L1, (‖.‖1,v)v∈ΣK ) et (L2, (‖.‖2,v)v∈ΣK ) sont deux fibrés inversibles munis
de métriques sur X, il est possible de définir une métrique produit sur L1⊗L2

de la façon suivante. Pour toute place v ∈ ΣK , pour tout x ∈ X(Cv) et toutes
sections s1 de L1 ⊗ Cv et s2 de L2 ⊗ Cv définies au voisinage de x, on pose

‖s1 ⊗ s2(x)‖v = ‖s1(x)‖v‖s2(x)‖v.

Si de plus (‖.‖1,v)v∈ΣK et (‖.‖2,v)v∈ΣK sont adéliques, alors (‖.‖v)v∈ΣK est une
métrique adélique.

Définition 2.5. Soit L une extension de K et x un point de X(L). Soit L =
(L , (‖.‖v)v∈ΣL) un fibré inversible adélique et s une section locale de L telle
que s(x) 6= 0. On définit la hauteur (absolue) de x relativement à L comme

hL (x) = −
∑
v∈ΣL

[Lv : Qv]
[L : Q]

log ‖s(x)‖v.

Cette définition ne dépend pas de la section s choisie (par la formule du
produit) ni du corps L. En effet, si L′ est une extension finie de L, alors

hL (x) = −
∑
v∈ΣL

[Lv : Qv]
[L : Q]

log ‖s(x)‖v

= −
∑
v∈ΣL

∑
w∈Σ′L,w|v

[L′w : Lv][Lv : Qv]
[L′ : L][L : Q]

log ‖s(x)‖v

= −
∑
w∈Σ′L

[L′w : Qw]

[L′ : Q]
log ‖s(x)‖w.

Dans la suite, nous noterons hL au lieu de hL s’il n’y a pas d’ambiguïté sur le
choix de la structure adélique.
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Exemple 2.6. Soit (s0, . . . , sn) une base de H0(PnK ,O(1)) correspondant à un
choix de coordonnées homogènes. On munit le fibré O(1) de la métrique de
l’exemple 2.4 associée à cette base : pour toute place v de K, tout x ∈ Pn(Cv)
et toute section s ∈ H0(PnK ,O(1)) \ {0} ne s’annulant pas en x,

‖s(x)‖v =

(
max

0≤i≤n

∣∣∣∣si(x)

s(x)

∣∣∣∣
v

)−1

.

Alors pour tout point x = (x0 : · · · : xn) ∈ Pn(K),

hO(1)
(x) =

∑
v∈ΣK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log max{|x0|v, . . . , |xn|v} = h(x).

Si l’on considère la métrique donnée par

‖s(x)‖v =
(
| (si(x)/s(x))0≤i≤n |2,v

)−1

pour toute place v, alors

hO(1)
(x) =

∑
v∈ΣK

[Lv : Qv]
[L : Q]

log |(x0, . . . , xn)|2,v = h2(x).

On retrouve les hauteurs projectives définies au paragraphe 2.1.

Notons V = H0(X,L ) l’espace vectoriel des sections globales de L . La
structure de fibré inversible adélique de L induit une structure d’espace vectoriel
normé sur V ⊗K Cv pour toute place v ∈ ΣK en définissant la norme

‖s‖v,sup = sup
x∈X(Cv)

‖s(x)‖v

(V est même muni d’une structure de fibré vectoriel adélique, au sens de [8]).
Cette quantité est finie étant donné que X(Cv) est contenu dans le compact
Xan et que ‖s‖ : x 7→ ‖s(x)‖v est continue. On définit la hauteur d’une section
par rapport à cette norme :

hL (s) =
∑
v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s‖v,sup,

que nous noterons plus simplement h(s) s’il n’y a pas d’ambiguïté.

2.4 Minimum absolu et dernier minimum
Soit X une variété projective définie sur K.

Définition 2.7. Soit L un fibré inversible adélique sur X. On définit le dernier
minimum de L comme la quantité

λmax(L ) = min{max
i∈I

hL (si) | (si)i∈I est une base de H0(X,L )}.
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La quantité λmax(L ) est le logarithme du dernier minimum de H0(X,L )
au sens de Roy et Thunder [18].

Soit L = (L , (‖.‖v)v∈ΣK ) un fibré inversible adélique sur X. On note B(L )
le lieu de base stable de L , c’est-à-dire l’intersection des lieux de base B(mL )
des fibrés mL pour m ∈ N (cette définition s’étend naturellement aux éléments
de PicQ(X) = Pic(X)⊗Z Q, voir la remarque 2.1.24 de [11]). D’après la propo-
sition 2.1.21 de [11], il existe un entier m0 tel que pour tout entier m multiple
de m0, B(L ) = B(mL ). Soit z ∈ (X \B(L ))(Q) et soit (si)i∈I une base de
H0(X,m0L ). Comme z /∈ B(m0L ), il existe i ∈ I tel que si(z) 6= 0. On en
déduit que

hL (z) =
1

m0
hm0L (z) = − 1

m0

∑
v∈ΣK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖si(z)‖v

≥ − 1

m0
hm0L (si) ≥ −

1

m0
max
i∈I

hm0L (si).

Ce raisonnement est valable pour toute base de H0(X,m0L ) et tout z ∈ (X \
B(L ))(Q). On en déduit que la quantité

inf{hL (z) | z ∈ (X \B(L ))(Q)}

est finie. Si le fibré L est semi-ample (c’est-à-dire qu’il existe m0 ∈ N tel que
pour tout m ≥ m0, le fibré mL est engendré par ses sections globales), alors
B(L ) = ∅. Cette observation justifie la définition suivante.

Définition 2.8. Si L = (L , (‖.‖v)v∈ΣK ) est un fibré inversible adélique sur X
avec L semi-ample, on définit le minimum absolu de L comme le nombre réel

e(L ) = inf
z∈X(Q)

hL (z).

D’après les remarques précédentes, on a le lemme suivant.

Lemme 2.9. Soit L = (L , (‖.‖v)v∈ΣK ) un fibré inversible adélique sur X.
Alors pour tout m ∈ N \ {0} tel que B(L ) = B(mL ), on a

inf{hL (z) | z ∈ (X \B(L ))(Q)} ≥ − 1

m
λmax(mL ).

En particulier, si L est semi-ample alors pour tout m ∈ N \ {0} tel que mL
est engendré par ses sections globales, l’inégalité

e(L ) ≥ − 1

m
λmax(mL )

est vérifiée.

La proposition suivante est une conséquence d’un résultat classique de Zhang
[20] et permet de comparer le comportement asymptotique du dernier minimum
et le minimum absolu d’un fibré ample équipé d’une métrique semi-positive (au
sens de [16, § 1.12] et [20, § 1, (1.1)]).

Proposition 2.10. Soit L = (L , (‖.‖v)v∈ΣK ) un fibré inversible adélique sur
X. On suppose que la métrique sur L est semi-positive et que L est ample.
Alors

−e(L ) = lim
m→+∞

1

m
λmax(mL ).
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Démonstration : D’après le lemme 2.9, si m ∈ N est suffisamment grand on
a l’inégalité

e(L ) ≥ − 1

m
λmax(mL ).

On en déduit que

lim inf
m→+∞

1

m
λmax(mL ) ≥ −e(L ).

Soit ε > 0 et α = −e(L ) + ε. On définit une nouvelle structure de fibré adé-
lique L (α) = (L , (‖.‖α,v)v∈ΣK ) sur L en posant ‖.‖α,v = e−α‖.‖v si v est
archimédienne et ‖.‖α,v = ‖.‖v sinon. Pour tout z ∈ X(Q), on a ainsi

hL (−α)
(z) = hL (z) + α ≥ ε > 0.

D’après le théorème 0.2 de [17], l’hypothèse du corollaire 5.7 (2) de [20] est
satisfaite et on obtient : si m ∈ N est suffisamment grand il existe une base
(si)i∈I de H0(X,mL ) telle que pour tout i ∈ I,

hmL (α)(si) = hmL (si)−mα < 0.

On en déduit que

lim sup
m→+∞

1

m
λmax(mL ) ≤ α = −e(L ) + ε.

En faisant tendre ε vers 0, on en déduit que

lim inf
m→+∞

1

m
λmax(mL ) = lim sup

m→+∞

1

m
λmax(mL ) = −e(L ),

ce qui démontre la proposition.

�

3 L’approche de McKinnon et Roth
Dans cette partie, nous montrons comment adapter la démonstration du théo-
rème 3.3 de McKinnon et Roth présentée dans l’article [14] pour obtenir un
résultat effectif. Soit X une variété projective définie sur un corps de nombres
K, L une extension finie de K, v une place de L et x ∈ X(L) un point fermé.
Soit L un fibré inversible nef sur X. On note XL = X×K Spec(L), π : X̃ → XL

l’éclatement de XL en x et E le diviseur exceptionnel associé. Soit ϕ : X ↪→ PnK
un plongement et dv la distance associée (définie dans la partie 2.2). Rappelons
que la constante de Seshadri εx(L ), définie par Demailly en 1990 (voir [5, § 6]),
est égale à la quantité

εx(L ) = sup{γ ∈ Q | π∗L − γE est nef}.

Dans la suite, pour tout rationnel positif γ, on notera Lγ = π∗L − γE ∈
PicQ(X̃) = Pic(X̃)⊗ZQ. On peut associer à L une fonction de hauteur comme
dans le théorème B.3.2 de [9].

On note P̃nL ⊂ PnL×Pn−1
L l’éclatement de PnL en ϕ(x) et E′ le diviseur excep-

tionnel. Le fibré inversible OP̃nL
(E′) est la restriction de OPnL×P

n−1
L

(1,−1) à P̃nL.
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On munit OPnL(1) et OPn−1
L

(1) de métriques adéliques de sorte que hOPn (1)(α) =

h2(α) et hOPn−1 (1)(β) = h2(β) pour tous α ∈ PnL(K), β ∈ Pn−1
L (K) (voir

l’exemple 2.6). Ce choix induit une métrique sur OPnL×P
n−1
L

(1,−1) telle que

hO(1,−1)(α, β) = h2(α)− h2(β)

pour tout (α, β) ∈ (Pn × Pn−1)(K) = Pn(K) × Pn−1(K). Notons ϕ(x) = (x0 :

· · · : xn), et supposons que x0 6= 0. Avec ces notations, (P̃nL\E′)(L) est l’ensemble

{((α0 : · · · : αn); (x0α1 − x1α0 : · · · : x0αn − xnα0)) ∈ Pn(L)× Pn−1(L)}.

Par la propriété universelle de l’éclatement, il existe un morphisme ϕ̃ : X̃ → P̃nL
tel que OX̃(E) = ϕ̃∗OP̃nL

(E′). On obtient une métrique adélique sur OX̃(E) en

tirant en arrière celle de OPnL×P
n−1
L

(1,−1). Pour tout z ∈ (X̃ \ E)(L), on a

hE(z) := hO(E)
(z) =

∑
w∈ΣL

[Lw : Qw]

[L : Q]
log

(
|(z0, . . . , zn)|2,w

|(x0αj − xjα0)1≤j≤n|2,w

)
,

où ϕ(π(z)) = (z0 : · · · : zn). On en déduit que

hE(z) + h2(ϕ(x)) =
∑
w∈ΣL

[Lw : Qw]

[L : Q]
log

(
|(z0, . . . , zn)|2,w|(x0, . . . , xn)|2,w
|(x0αj − xjα0)1≤j≤n|2,w

)
≥ − [Lv : Qv]

[L : Q]
log dv(x, π(z)).

Soit γ un nombre rationnel strictement positif tel que Lγ soit dans le cône
effectif de PicQ(X̃). Soit m un entier non nul tel que mγ ∈ N. Considérons un
point y ∈ X \ (π(B(Lγ)))(K). D’après le théorème B.3.2 de [9] et la proposition
2.1.21 de [11], il existe une constante cγ telle que hmLγ

(y) ≥ cγ . Si y 6= x, on
a ainsi

cγ < hmLγ (y) = mhL (y)−mγhE(y)

≤ mhL (y) +mγ
[Lv : Qv]
[L : Q]

log dv(x, y) +mγh2(ϕ(x)),

d’où

log(dv(x, y)) >
[L : Q]

mγ[Lv : Qv]
cγ −

[L : Q]

[Lv : Qv]
h2(ϕ(x))− [L : Q]

γ[Lv : Qv]
hL (y),

ce qui démontre le théorème 1.2. Pour obtenir une version effective de ce théo-
rème, il suffit d’expliciter la constante cγ . Comme le souligne la remarque B.3.2.1
(ii) de [9], la constante cγ est en général difficile à minorer en pratique. Cepen-
dant, si le fibré L est adélique, on a l’inégalité hmLγ

(y) ≥ inf{hmLγ
(z) | z ∈

(X̃ \ B(Lγ)(K)} pour tout point y ∈ X \ (π(B(Lγ)))(K) et l’on peut donc
prendre

cγ = inf{hmLγ
(z) | z ∈ (X̃ \B(Lγ))(K)}

= m inf{hL (π(z))− γhE(z) | z ∈ (X̃ \B(Lγ))(K)}

(voir aussi la remarque 3.2 ci-dessous). Nous avons donc démontré le théorème
suivant.
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Théorème 3.1. Soit L un fibré inversible nef muni d’une métrique adélique et
γ > 0 un nombre rationnel tel que Lγ soit dans le cône effectif de PicQ(X̃). Pour
tout point y ∈ X(K) distinct de x tel que y /∈ π(B(Lγ)), l’inégalité suivante est
vérifiée :

log(dv(x, y)) ≥ [L : Q]

γ[Lv : Qv]
(Cγ − hL (y)),

où

Cγ = inf{hL (π(z))− γhE(z) | z ∈ (X̃ \B(Lγ))(K)} − γh2(ϕ(x)).

Ce théorème implique le corollaire 1.5 de la façon suivante. Si L est ample,
alors on sait que εx(L ) > 0 et pour tout nombre réel strictement positif γ <
εx(L ), Lγ est ample (voir la discussion qui suit la définition 2.9 de [14]). On
en déduit que le lieu de base stable B(Lγ) du théorème 3.1 est vide. Soit ε > 0
et soit y ∈ X(K) un point distinct de x. Si γ < εx(L ) est suffisamment proche
de εx(L ) et si hL (y) ≥ 0, on a l’implication

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

εx(L )[Lv : Qv]
+ ε

)
hL (y)

=⇒ log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+
ε

2

)
hL (y).

On obtient le corollaire 1.5 en posant

b(x,L ) = −2
[L : Q]

[Lv : Qv]
min {0, Cγ/γ} .

La propriété de Northcott (voir [16, théorème 9.11]) implique alors qu’il n’existe
qu’un nombre fini de points y ∈ X(K) distincts de x tels que

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

εx(L )[Lv : Qv]
+ ε

)
hL (y).

La minoration du théorème dépend fortement du choix de métrique sur E (à
cause du terme inf{hL (π(z))−γhE(z) | z ∈ (X̃ \B(Lγ))(K)}). L’objectif de la
suite du texte est d’obtenir des bornes indépendantes d’un tel choix. Nous allons
utiliser une autre approche, inspirée de celle de [13], où les auteurs utilisent le
théorème 1.1 de Faltings et Wüstholz rappelé dans l’introduction pour généra-
liser le théorème de Roth. Dans le cas où l’on ne s’intéresse qu’à une seule place
(card P = 1), nous verrons comment montrer facilement une version effective
de cet énoncé dans la partie 4. Nous appliquerons ce résultat pour obtenir une
version effective du théorème de Liouville, qui fournit une borne qui ne dépend
pas d’un choix de métriques sur E dans le cas où le point x est régulier.

Remarque 3.2. D’après le lemme 2.9, la quantité inf{hL (π(z))−γhE(z) | z ∈
(X̃ \B(Lγ))(K)} du théorème 3.1 est minorée par la quantité

−1

r
λmax(rLγ) = −1

r
min{max

1≤i≤t
hrLγ

(si) | (s1, . . . , st) base de H0(XL, rLγ)},
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où r est entier tel que rγ ∈ N \ {0} et tel que B(rLγ) = B(Lγ). Mais ici
la quantité 1

rλmax(rLγ) dépend encore du choix de métriques sur E. Dans la
partie 5, nous verrons comment remplacer cette quantité 1

rλmax(rLγ) par

1

r
min{max

i∈I
hL (si) | (si)i∈I base de Fr},

où Fr est le sous-espace vectoriel de H0(XL,L ) des sections s’annulant à l’ordre
rγ en x (corollaire 5.5).

4 Autour du théorème de Faltings et Wüstholz
Soit K ⊆ L deux corps de nombres et soit P un sous-ensemble fini de ΣL. On
considère une variété projective X sur SpecK munie d’un faisceau inversible
adélique L = (L , (‖.‖v)v∈ΣK ). Notons V = H0(X,L ) et VL = V ⊗ L. Soit F
un sous-espace vectoriel de VL. Pour chaque place w ∈ P, on fixe un nombre
réel tw. On considère le lieu de base de F défini par

B(F ) = {x ∈ X | s(x) = 0 ∀s ∈ F}

et on fixe (s1, . . . , sdimF ) une base de F .

Théorème 4.1. Pour chaque place w de P, soit Cw > 0 un nombre réel. Si
δ :=

∑
w∈P

[Lw:Qw]
[L:Q] tw > 1, alors tous les points x ∈ (X \B(F ))(K) satisfaisant

le système d’inégalités

‖sj(x)‖w
‖sj‖w,sup

≤ Cw exp(−twhL (x)), ∀ 1 ≤ j ≤ dimF, ∀ w ∈P (5)

vérifient

hL (x) ≤ 1

δ − 1

(∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
log(Cw) + max

1≤j≤dimF
h(sj)

)
.

En particulier, ces points sont en nombre fini si L est ample.

Démonstration : Soit x ∈ (X \B(F ))(K) vérifiant (5). Il existe un entier i,
1 ≤ i ≤ dimF tel que si(x) 6= 0 (car sinon x ∈ B(F )). Pour toute place v de L,

‖si(x)‖v/‖si‖v,sup ≤ 1

et par hypothèse
‖si(x)‖w
‖si‖w,sup

≤ Cw exp(−twhL (x))

pour toute place w ∈P. On en déduit que

−(hL (x) + h(si)) =
∑
v∈ΣL

[Lv : Qv]
[L : Q]

log

(
‖si(x)‖v
‖si‖v,sup

)
≤ −

∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
twhL (x) +

∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
log(Cw),
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d’où

(δ − 1)hL (x) ≤ max{h(sj) | 1 ≤ j ≤ dimF}+
∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
log(Cw).

On en déduit la majoration voulue grâce à l’hypothèse δ > 1. Si L est ample,
on en déduit que les points vérifiant (5) sont en nombre fini d’après la propriété
de Northcott (voir [16, théorème 9.11]).

�
On obtient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.2. Pour chaque place w de P, soit Cw > 0 un nombre réel. Si
δ :=

∑
w∈P

[Lw:Qw]
[L:Q] tw > 1, alors tous les points x ∈ (X \B(F ))(K) satisfaisant

le système d’inégalités

‖s(x)‖w
‖s‖w,sup

≤ Cw exp(−twhL (x)), ∀s ∈ F \ {0}, ∀w ∈P

vérifient

hL (x) ≤ 1

δ − 1

( ∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
log(Cw)

+ min{ max
1≤j≤dimF

h(sj) | (s1, . . . , sdimF ) base de F}

)
.

En particulier, ces points sont en nombre fini si L est ample.

Pour chaque place w de P, on considère une filtration séparée Fw de VL,
donnée par un drapeau

VL = V
(w)
0 ) V

(w)
1 ) . . . ) V (w)

ew ) {0}

et une suite finie de nombres réels

cw,0 < cw,1 < . . . < cw,ew

(voir par exemple [1]). Pour tout nombre réel t ∈ [cw,0, cw,ew ] on définit un
sous-espace vectoriel F t

wVL de VL en posant

F t
wVL =

⋃
0≤i≤ew
cw,i≥t

V
(w)
i .

Pour chaque place w ∈ P, on considère un nombre réel tw tel que cw,0 ≤
tw ≤ cw,ew . En appliquant le théorème 4.1 avec F =

⋂
w∈P

F tw
w VL, on obtient le

résultat suivant.

Corollaire 4.3. Pour chaque place w de P, soit Cw > 0 un nombre réel. Si
δ :=

∑
w∈P

[Lw:Qw]
[L:Q] tw > 1, alors tous les points x ∈ (X \B(F ))(K) satisfaisant

le système d’inégalités

‖s(x)‖w
‖s‖w,sup

≤ Cw exp(−twhL (x)), ∀s ∈ F tw
w VL \ {0}, ∀w ∈P
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vérifient

hL (x) ≤ 1

δ − 1

( ∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
log(Cw)

+ min{ max
1≤j≤dimF

h(sj) | (s1, . . . , sdimF ) base de F}

)
.

En particulier, ces points sont en nombre fini si L est ample.

On donne maintenant un énoncé avec des bases fixées. Soient w ∈ P et
kw ∈ {0, . . . , ew} un entier. Pour tout entier k tel que 0 ≤ k ≤ ew, on fixe une
base (sw,k,l)l de V

(w)
k .

Corollaire 4.4. Supposons que l’espace vectoriel

F =
⋂
w∈P

V
(w)
kw

=
⋂
w∈P

F
cw,kw
w VL

soit non nul. Si δ :=
∑
w∈P

[Lw:Qw]
[L:Q] cw,kw > 1, alors tous les points x ∈ (X \

B(F ))(K) satisfaisant le système d’inégalités

‖sw,kw,l(x)‖w ≤ exp(−cw,kwhL (x)), ∀ 1 ≤ l ≤ dim(V
(w)
kw

), ∀ w ∈P

vérifient

hL (x) ≤ 1

δ − 1

(
−
∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
log(τw) + max

1≤j≤dimF
h(sj)

)
,

où (s1, . . . , sdimF ) est une base quelconque de F et les τw sont des nombres réels
non nuls ne dépendant que de la base (sw,kw,l)l et du choix de métrique sur L .
Dans le cas particulier où P = {w} n’a qu’un élément, on a de plus

hL (x) ≤ 1

δ − 1

(
− [Lw : Qw]

[L : Q]
min
l

log(‖sw,kw,l‖w,sup) + max
l
h(sw,kw,l)

)
.

Démonstration : Soit x ∈ (X \B(F ))(K) vérifiant le système d’inégalités du
corollaire. Soit w ∈P. Si w est une place finie, soit αw ∈]0, 1] la borne supérieure
des nombres réels α ∈]0, 1[ tels que la base (sw,kw,l)l soit α-orthogonale pour w,
c’est à dire

‖
∑
l

alsw,kw,l‖w,sup ≥ αmax
l

(|al|w‖sw,kw,l‖w,sup)

pour tout
∑
l

alsw,kw,l ∈ VL. Si w est archimédienne, alors par équivalence des

normes il existe un nombre réel αw tel que

‖
∑
l

alsw,kw,l‖w,sup ≥ αw
∑
l

(|al|w‖sw,kw,l‖w,sup)
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pour tout
∑
l

alsw,kw,l ∈ VL. On a ainsi

‖
∑
l

alsw,kw,l‖w,sup ≥ αw
∑
l

(|al|w‖sw,kw,l‖w,sup)

≥ αw

(∑
l

|al|w

)
·min

l
‖sw,kw,l‖w,sup.

Considérons une section non nulle s =
∑
l

alsw,kw,l dans V
(w)
kw

; si w est finie, on

a alors

‖s(x)‖w = ‖
∑
l

alsw,kw,l(x)‖w ≤ max
l
|al|w · ‖sw,kw,l(x)‖w

≤ exp(−cw,kwhL (x)) max
l
|al|w.

On démontre de la même façon un résultat analogue si w|∞. En notant τw =
αw minl ‖sw,kw,l‖w,sup, le point x est aussi solution du système

‖s(x)‖w
‖s‖w,sup

≤ τ−1
w exp(−cw,kwhL (x)), ∀s ∈ V (w)

kw
\ {0}, ∀kw, ∀w ∈P.

En appliquant le corollaire 4.2, on obtient que

hL (x) ≤ 1

δ − 1

(
−
∑
w∈P

[Lw : Qw]

[L : Q]
log(τw) + max

1≤j≤dimF
h(sj)

)
,

où (s1, . . . , sdimF ) est une base quelconque de F . Si P = {w} n’a qu’un élément,
il suffit d’appliquer le théorème 4.1 avec Cw = (min

l
‖sw,kw,l‖w,sup)−1.

�
Dans le cas où l’ensemble P = {w} n’a qu’un élément, ce résultat implique

le théorème 1.1 de Faltings et Wüstholz ([6, théorème 9.1]). En effet, si on note
W le sous-espace déstabilisant de la filtration Fw, on a dans ce cas W = V

(w)
ew

et µw(W ) = cw,ew . Plus généralement, si F := ∩wVw,ew 6= {0}, le corollaire
4.4 redonne le théorème 1.1 avec Z = B(F ) ( X (en utilisant le fait que
cw,ew ≥ µw(W ) pour toute place w ∈ P). Cependant dans le cas général le
corollaire 4.4 n’implique pas le théorème 1.1 car l’ensemble B(F ) peut être égal
à X tout entier. L’intérêt des résultats de cette partie, en plus de fournir une
majoration explicite de la hauteur des solutions, est qu’ils donnent un lieu de
base facile à déterminer en dehors duquel se situent les points satisfaisant le
système d’inégalités. Ces nouveautés sont cruciales pour les applications que
nous avons en vue dans la partie 5. Nous utiliserons les résultats de cette partie
dans le cas particulier où P est un singleton.

5 Le théorème de Liouville effectif : seconde ap-
proche

Dans cette partie, nous démontrons le théorème 1.4 de l’introduction (dont le co-
rollaire 1.5 est une conséquence). Dans l’article [13], McKinnon et Roth utilisent
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le théorème 9.1 de l’article [6] pour établir une inégalité entre une constante d’ap-
proximation et la constante de Seshadri et démontrent ainsi une généralisation
du théorème de Roth. Nous reprenons ici ces idées en utilisant à la place le
théorème 4.1. Les constantes qui interviendront dans cette partie ont l’avantage
de ne pas dépendre d’un choix de métriques sur le diviseur exceptionnel, à la
différence de celles de la partie 3.

5.1 Cas général
Soit K un corps de nombres et X une variété projective de dimension d ≥ 1
sur Spec(K). On considère un fibré inversible adélique L = (L , (‖.‖v)v∈ΣK )
sur X avec L nef et un point régulier x ∈ X(K). On note L le corps de
définition de x, OX,x l’anneau local défini par x, Mx son idéal maximal, π : X̃ →
XL l’éclatement de XL = X ×K Spec(L) en x et E le diviseur exceptionnel
associé. Comme dans la partie 3, nous noterons Lγ = π∗L − γE pour tout
rationnel positif γ. Dans leurs articles [13] et [14], McKinnon et Roth utilisent
des méthodes asymptotiques pour démontrer des analogues des théorèmes de
Roth et de Liouville en dimension quelconque en considérant des suites de points
qui convergent vers x relativement à une distance. Pour cela ils comparent le
comportement asymptotique des générateurs de Mx et de la fonction distance
(voir la partie 2 de [13]). A cet effet ils n’ont pas besoin d’expliciter les constantes
qui interviennent. Le lemme 5.2 est le résultat clé qui nous permettra d’obtenir
des constantes explicites, puis une version effective du théorème de Liouville.
On peut l’interpréter comme un analogue du lemme de Schwarz valable pour les
sections globales de L . Dans la suite, on fixe une place v de L et un plongement
ϕ : X ↪→ PnK et on considère la distance dv associée à ce plongement. Nous
commençons par démontrer un résultat d’approximation des fonctions distances.

Lemme 5.1. Si v est archimédienne, alors pour tout x′ ∈ Pn(Cv) il existe
un plongement ϕ′ : X ↪→ PnCv envoyant x sur x′ et définissant une distance d′v
vérifiant : d′v(x, y) = dv(x, y) pour tout y ∈ X(Cv).

Si v est ultramétrique, alors pour tout x′ ∈ Pn(Cv) et pour tout ε > 0, il
existe un plongement ϕ′ε : X ↪→ PnCv envoyant x sur x′ et définissant une distance
d′v vérifiant

(1 + ε)−1dv(x, y) ≤ d′v(x, y) ≤ (1 + ε)dv(x, y)

pour tout y ∈ X(Cv).

Démonstration : Supposons que v est archimédienne ; alors ϕ(x) appartient à
Pn(C). On choisit un représentant x̃ de ϕ(x) dans Cn+1 \ {0} tel que |x̃|2,v = 1,
où la norme |.|2,v est définie par |(z0, . . . , zn)|2,v = (

∑
i |zi|2v)1/2, associée au

choix de coordonnées défini par ϕ). On construit une base orthonormée u =
(x, u1, . . . , un) de Cn+1 par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Soit x′ ∈ Cn+1 \ {0} tel que |x′|2,v = 1. De la même façon on construit une base
orthonormée v = (x′, v1, . . . , vn). Il existe un unique automorphisme unitaire T
de Cn+1 envoyant la base u sur v. Cet automorphisme induit un changement de
coordonnées φ sur PnC tel que φ(x) = x′. On note ϕ′ = φ ◦ ϕ et d′v la distance
associée. On a bien dv(x, y) = d′v(x, y) pour tout y ∈ X(Kv) puisque T est
unitaire.

Supposons maintenant que v est ultramétrique. Soit ε > 0 et ε′ tel que (1 +
ε)−1 ≤ (1−ε′)2. Soit x̃ un représentant de ϕ(x) dans Cn+1

v \{0} tel que |x̃|2,v = 1,
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x′ ∈ Cn+1 \ {0} tel que |x′|2,v = 1, et soit ε ∈ ]0, 1[. D’après la proposition
3.1 de [2], on peut construire des bases (x̃, u1, . . . , un) et (x′, u′1, . . . , u

′
n) de

Cn+1
v avec |ui|2,v = |u′i|2,v = 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n et telles que pour tout

(λ0, . . . , λn) ∈ Cnv ,

|λ0x̃+

n∑
i=1

λiui|2,v ≥ (1− ε′) max
0≤i≤n

|λi|v

et

|λ0x
′ +

n∑
i=1

λiu
′
i|2,v ≥ (1− ε′) max

0≤i≤n
|λi|v.

Soit Tε l’automorphisme de Cn+1
v tel que Tε(x̃) = x′ et Tε(ui) = u′i pour tout

1 ≤ i ≤ n. On note ϕ′ε = Tε ◦ ϕ : X → PnCv et d′v la distance associée. D’après le
théorème 3 de [4], on a l’inégalité

ηv(Tε)
−1dv(x, y) ≤ d′v(x, y) ≤ ηv(Tε)dv(x, y),

où ηv(Tε) = ‖Tε‖v‖T−1
ε ‖v. Ici ‖Tε‖v désigne la norme matricielle associée à

la norme |.|2,v : ‖Tε‖v = sup{|Tε(u)|2,v/|u|2,v | u ∈ Cn+1
v \ {0}}. On a les

majorations

‖Tε‖v ≤
1

1− ε′
et ‖T−1

ε ‖v ≤
1

1− ε′
,

d’où

dv(x, y)

(1 + ε)
≤ (1− ε′)2dv(x, y) ≤ d′v(x, y) ≤ dv(x, y)

(1− ε′)2
≤ (1 + ε)dv(x, y).

�
Afin de comparer les normes de sections de L avec la fonction distance, nous

allons utiliser l’inégalité de Cauchy dans le cas complexe et son analogue dans
le cas ultramétrique. Pour cela nous devrons travailler sur des disques de Cdv.
Pour tout nombre réel ρ > 0, on considère la boule

B(ρ, ϕ) = {z ∈ X(Cv) | dv(x, z) < ρ}.

Rappelons que le point x ∈ X(K) est supposé régulier. D’après le corollaire
6.2.11 de [12] (voir aussi la proposition 3.24 de [15]), il existe un ouvert U
de XL contenant x et sur lequel L est trivial ainsi qu’un morphisme étale
g : U → AdL. Il existe alors un polydisque D dans Cdv et un ouvert VD de U(Cv)
(pour la topologie v-adique) tels que g induise un isomorphisme entre VD et D.
On définit alors

ρx(L , ϕ, U, VD) = sup{ρ > 0 | B(ρ, ϕ) ⊂ VD}.

Enfin, nous définissons ρx(L , ϕ) comme la borne supérieure des ρx(L , ϕ, U, VD)
pour U et VD parcourant les ouverts satisfaisant les conditions précédentes.
Cette quantité dépend du plongement ϕ : X ↪→ Pn fixé. Dans la suite, s’il n’y a
pas d’ambiguïté nous noterons plus simplement ρx(L ) = ρx(L , ϕ) et B(ρ) =
B(ρ, ϕ). Remarquons que dans le cas où X = Pn et L = O(`) avec ` ∈ N \ {0},
alors ρx(L ) ≥ 1. En effet, si dv(x, y) < 1 alors il existe i0 tel que xi0yi0 6= 0
(pour un choix convenable de coordonnées homogènes) et donc B(1) est inclus
dans un ouvert satisfaisant les conditions précédentes.
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Dans la suite, nous noterons a(v) = 1 si v est archimédienne et a(v) = 0
sinon. L’énoncé suivant est au coeur de la démonstration du théorème 5.3. Il
permet de comparer la norme de l’évaluation d’une section en un point y ∈ X(K)
avec la distance dv(x, y). Cette technique est utilisée par McKinnon et Roth
sous une forme qui n’est pas effective dans l’article [13] (notamment dans la
démonstration de leur théorème 5.1) pour démontrer un analogue du théorème
de Roth. À notre connaissance, il n’existe pas de résultat similaire explicite dans
la littérature à l’heure actuelle.

Lemme 5.2. Soient r un entier naturel et s ∈ H0(X,L ) \ {0} une section
s’annulant à l’ordre r en x. Alors pour tout point y ∈ X(Cv) distinct de x tel
que dv(x, y) < 1/2a(v), l’inégalité suivante est satisfaite :

‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤
(

2a(v) dv(x, y)

ρx(L )

)r
.

Démonstration : On note T0, . . . , Tn les coordonnées homogènes sur Pn cor-
respondant à la distance dv. Supposons dans un premier temps que ϕ envoie
le point x sur (1 : 0 : · · · : 0) ∈ Pn. Considérons l’ouvert U0 de Pn défini par
T0 6= 0. Pour 1 ≤ i ≤ n, on note ui = Ti/T0 ∈ OPn(U0). On note encore ui la
restriction à ϕ−1(U0). D’après la preuve du lemme 2.5 de [13],

min{1,max(|u1(z)|v, . . . , |un(z)|v)} ≤ 2a(v)dv(x, z)

pour tout z ∈ ϕ−1(U0)(Cv). Soit y ∈ X(Cv) distinct de x tel que dv(x, y) <
1/2a(v) et s ∈ H0(X,L ⊗Mr

x)\{0}. Si dv(x, y) ≥ ρx(L ) alors le résultat découle
simplement de la majoration

‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤ 1.

Dans la suite, on suppose donc dv(x, y) < ρx(L ). Le point y appartient à
ϕ−1(U0) (car sinon dv(x, y) = 1) et donc

max(|u1(y)|v, . . . , |un(y)|v) ≤ 2a(v)dv(x, y).

Soit ρ un nombre réel tel que dv(x, y) < ρ < ρx(L ). Rappelons qu’il existe
un morphisme étale g : B(ρ, ϕ) ⊂ U → AdL où U est un ouvert de Zariski sur
lequel L est trivial : L|U = s0 ·OU . Quitte à renuméroter, on peut supposer que
u1, . . . , ud engendrent l’idéal Mx (rappelons que d = dimX). Il existe donc un
système de paramètres (ũ1, . . . , ũd) en g(x) tel que ũi(g(z)) = ui(z) au voisinage
de x. Nous allons montrer qu’il existe une trivialisation L|U = sε ·OU vérifiant

1− ε ≤ ‖sε(z)‖v ≤ 1 + ε

pour tout z ∈ B(ρ, ϕ). Pour tout z ∈ B(ρ, ϕ), soit un élément bv(z) ∈ Cv tel
que |bv(z)|v = ‖s0(z)‖−1

v . On considère l’application continue

ϕv : B(ρ, ϕ) → Cv
z 7→ bv(z).

Si v est ultramétrique, il existe un polynôme P tel que pour tout z ∈ B(ρ, ϕ),
|P (z)− ϕv(z)|v < ε/‖s0‖v,sup d’après le théorème d’interpolation de [3]. Consi-
dérons la section sε = s0 · P . Alors pour tout z ∈ B(ρ, ϕ),

‖sε(z)‖v = ‖s0(z)‖v|P (z)|v ≤ ‖s0(z)‖v|ϕv(z)|v + ε = 1 + ε.
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De même ‖sε(z)‖v ≥ 1− ε. Ainsi, pour tout z ∈ B(ρ, ϕ), on a

1− ε ≤ ‖sε(z)‖v ≤ 1 + ε.

Dans le cas archimédien, on procède de la même manière en appliquant le théo-
rème de Stone-Weierstrass à ϕv : B(ρ, ϕ)→ R, z 7→ ‖s0(z)‖−1

v .
Il existe donc une fonction f ∈ OX(U) telle que s = sε ·f . Il existe également

un polydisque D dans Cdv et un ouvert VD dans U(Cv) tels que g induise un
isomorphisme entre VD et D. La fonction f restreinte à VD s’identifie à une
fonction analytique f̃ sur le polydisque D. Par hypothèse, si dv(x, z) < ρ alors
g(z) ∈ D, et de plus |ũi(g(z))|v < ρ. Donc f̃ est analytique sur le polydisque
D′ = {z ∈ Cdv | max1≤i≤d |ũi(z)|v < ρ} via g. Supposons d’abord que v est
archimédienne. On note M = sup{|f̃(z)| | z ∈ D′}. D’après le théorème 3.4 de
[10], on en déduit que

‖s(y)‖v ≤ (1 + ε)|f̃(g(y))| ≤ (1 + ε)

(
max1≤i≤d |ũi(g(y))|

ρ

)r
M

≤ (1 + ε)

(
2
dv(x, y)

ρ

)r
M.

Par ailleurs, ‖s‖v,sup ≥ (1− ε)M . En faisant tendre ε vers 0 et ρ vers ρx(L , ϕ),
on obtient bien

‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤
(

2
dv(x, y)

ρx(L , ϕ)

)r
.

Considérons maintenant le cas où v est ultramétrique. La fonction f s’identifie à
une fonction analytique f̃ sur le polydisque D′ qui s’annule à un ordre supérieur
à r en g(x) et s’écrit

f̃ =
∑

r≤k1+···+kn

akũ
k1
1 · · · ũknn .

On a f(y) = f̃(g(y)) et on obtient

‖s(y)‖v = ‖sε(y)‖v|f(y)|v ≤ (1 + ε) max
k
{|ak|v

∏
1≤i≤n

|ũi(g(y))|kiv }

≤ (1 + ε) max
k

(|ak|vρ|k|−r)(dv(x, y))r.

D’après le lemme 15.1 de [19] appliqué sur le polydisque D′, on a de plus

‖s‖v,sup ≥ sup{‖s0(ν)‖v|f(ν)|v | ν ∈ B(ρx(L ), ϕ)}

≥ (1− ε) sup{|f̃(ν)|v | ν ∈ D′}
≥ (1− ε) max

k
(|ak|vρ|k|).

En faisant tendre ε vers 0 et ρ vers ρx(L , ϕ), on obtient

‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤
(
dv(x, y)

ρx(L , ϕ)

)r
.

Le lemme est donc démontré dans le cas où ϕ(x) = (1 : 0 : · · · : 0). Le cas d’un
plongement ϕ quelconque se déduit du lemme 5.1 de la façon suivante. Si v est
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ultramétrique, soit ε′ > 0. D’après le lemme 5.1, il existe un plongement ϕ′ tel
que ϕ′(x) = (1 : 0 : · · · : 0), définissant une distance d′v qui vérifie

(1 + ε′)−1dv(x, z) ≤ d′v(x, z) ≤ (1 + ε′)dv(x, z)

pour tout z ∈ X(Cv). On en déduit que

ρx(L , ϕ′) = (1 + ε′)−1ρx(L , ϕ).

Soit y ∈ X(Cv) distinct de x tel que dv(x, y) < min(1, ρx(L , ϕ)). On suppose
ε′ suffisamment petit pour avoir d′v(x, y) < min(1, ρx(L , ϕ′)). D’après le cas
précédent,

‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤
(

d′v(x, y)

ρx(L , ϕ′)

)r
,

donc
‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤
(

(1 + ε′)2 dv(x, y)

ρx(L , ϕ)

)r
.

On en déduit le résultat voulu en faisant tendre ε′ vers 0. Si v est archimédienne,
on conclut également avec le lemme 5.1.

�
Le résultat principal de cette partie est le théorème suivant, qui est une

conséquence du corollaire 4.2 et du lemme 5.2. Rappelons que l’on note a(v) = 1
si v est archimédienne et a(v) = 0 sinon.

Théorème 5.3. Soient γ > 0 un nombre rationnel et r un entier non nul tel
que rγ ∈ N. On note Fr le sous-espace vectoriel de H0(XL, rL ) des sections
qui s’annulent à l’ordre rγ en x. Alors pour tout ε > 0 et pour tout point
y ∈ (X \B(Fr))(K) distinct de x satisfaisant l’inégalité

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)
hL (y), (6)

la hauteur hL (y) est majorée par

max

{(
[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)−1

a(v) log 2,
1

ε
(c1(L , x) + c2(L , x, γ, r))

}
,

où
c1(L , x) = a(v) log 2− log(ρx(L )),

et

c2(L , x, γ, r) =
[L : Q]

rγ[Lv : Qv]
min{max

1≤i≤`
h(si) | (si)1≤i≤` base de Fr}.

En particulier, les points vérifiant (6) sont en nombre fini si L est ample.

Démonstration : On note nv = [L:Q]
[Lv :Qv ] . Soient ε un nombre réel strictement

positif et y ∈ (X \B(Fr))(K) un point distinct de x tel que

log(dv(x, y)) < −(nv/γ + ε)hL (y).
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Soit s ∈ Fr \ {0} ; cette section s’annule à l’ordre rγ en x. On peut supposer
que hL (y) > (nvγ + ε)−1a(v) log 2 ; ainsi l’hypothèse du lemme 5.2 est satisfaite
et on obtient

‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤
(

2a(v) dv(x, y)

ρx(L )

)rγ
.

On a alors

‖s(y)‖v
‖s‖v,sup

≤
(

2a(v) dv(x, y)

ρx(L )

)rγ
≤

(
2a(v) exp(−(nv/γ + ε)hL (y))

ρx(L )

)rγ
= (2a(v)/ρx(L ))rγ exp(−(nv + γε)hrL (y)).

En appliquant le corollaire 4.2 avec F = Fr, Cv = (2a(v)/ρx(L ))rγ et tv =
nv + γε > nv, on en déduit que

rhL (y) ≤ hrL (y) ≤ r

ε
log(2a(v)/ρx(L )) +

nv
εγ
c′(L , x),

où

c′(L , x) = min{max
1≤i≤r

h(si) | (si)1≤i≤r base de Fr)}.

Si L est ample, ces points sont en nombre fini d’après la propriété de Northcott.

�
Le lemme suivant nous permettra de faire le lien entre le théorème 5.3 et le

théorème 3.3 de [14].

Lemme 5.4. 1. Soit γ > 0 un nombre rationnel tel que Lγ appartienne au
cône effectif de PicQ(X̃) et soit r un entier tel que rγ ∈ N \ {0}. Notons
Fr le sous-espace vectoriel de H0(XL, rL ) des sections globales s’annulant
à l’ordre rγ en x. Pour toute section non nulle s̃ ∈ H0(X̃, rLγ), il existe
une section s ∈ Fr \ {0} telle que s̃|X̃\E = π∗(s|X\{x}).

2. On a l’inclusion B(Fr)\{x} ⊂ π(B(rLγ)), où B(rLγ) est le lieu de base
de rLγ .

Démonstration : Le faisceau correspondant à rLγ est

(π∗L )⊗r ⊗O
X̃

OX̃(rγ) = (π−1L )⊗r ⊗π−1OX OX̃ ⊗O
X̃

OX̃(rγ)

= (π−1L )⊗r ⊗π−1OX OX̃(rγ).

D’après la proposition 8.1.12 (e) de [12], on a OX̃(1) = Ix · OX̃ , où Ix est le
faisceau d’idéaux de OX associé à x. On en déduit que

rLγ = (π−1L )⊗r ⊗π−1OX (π−1Ix)⊗rγ ⊗π−1OX OX̃ . (7)

Si dimX = 1 alors le point x correspond à un diviseur de Cartier et l’écla-
tement π : X̃ → X est un isomorphisme et donc rLγ = π−1(L ⊗r ⊗OX I

⊗rγ
x ).
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Si dimX ≥ 2, l’éclatement π induit un isomorphisme entre X̃\E et XL\{x}.
Soit s̃ ∈ H0(X̃, rLγ) une section non nulle. D’après l’égalité (7), la restriction
de s̃ à X̃ \ E s’identifie à une section (non nulle) s de rL , définie sur X \ {x}.
Le point x est régulier, donc est contenu dans un ouvert régulier de Zariski U de
X. Le sous-schéma ouvert U est intègre et normal (car un anneau local régulier
est intègre et normal), donc dimU = dimX ≥ 2 et d’après le théorème 4.1.14
de [12], toute section de H0(XL \ {x},L ) se prolonge de façon unique en une
section globale de L . Ainsi s se prolonge en une section globale de rL ; cette
section s’annule à l’ordre rγ en x d’après l’égalité (7).

Pour montrer l’inclusion B(Fr) \ {x} ⊂ π(B(rLγ)), il suffit de remarquer
que si z 6= x, alors π−1(z) /∈ E et d’utiliser la première partie du lemme.

�
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème 5.3 et du

lemme 5.4.

Corollaire 5.5. Soit γ > 0 un nombre rationnel tel que Lγ soit dans le cône
effectif de PicQ(X̃). Soit r ∈ N \ {0} tel que rγ soit entier. On note B(rLγ) le
lieu de base de rLγ et B = π(B(rLγ)). On pose

c1(L , x) = a(v) log 2− log(ρx(L ))

et

c2(L , x, γ, r) =
[L : Q]

rγ[Lv : Qv]
min{max

1≤i≤`
h(si) | (si)1≤i≤` base de Fr},

où Fr est le sous-espace vectoriel de H0(XL, rL ) des sections qui s’annulent à
l’ordre rγ en x. Soit ε > 0.

1. Pour tout point y ∈ (X \B)(K) distinct de x satisfaisant l’inégalité

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)
hL (y), (8)

la hauteur hL (y) est majorée par

max

{(
[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)−1

a(v) log 2,
1

ε
(c1(L , x) + c2(L , x, γ, r))

}
.

En particulier, ces points sont en nombre fini si L est ample.

2. Si de plus x /∈ B, alors pour tout point y ∈ X(K) distinct de x satisfaisant
l’inégalité (8), la hauteur hL (y) est majorée par

max

{(
[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)−1

max{− log(dv(x,B)), a(v) log 2},

1

ε
(c1(L , x) + c2(L , x, γ, r))

}
,

où dv(x,B) = infz∈B dv(x, z). En particulier, ces points sont en nombre
fini si L est ample.
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Démonstration : D’après le lemme 5.4, les hypothèses y /∈ B et y 6= x
entraînent y /∈ B(Fr). Le premier point est alors une conséquence immédiate
du théorème 5.3. Supposons de plus que x /∈ B. Soit y ∈ X(K) un point distinct
de x satisfaisant l’inégalité (8). Si y /∈ B, le point 2 est une conséquence du point
1. Si y ∈ B, alors dv(x, y) ≥ dv(x,B), donc

hL (y) ≤ −
(

[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)−1

log(dv(x,B)).

�

Remarque 5.6. Le corollaire 5.5 implique le théorème 1.4 de la façon suivante.
Dans le théorème 1.4 intervient le lieu de base stable B(Lγ) de Lγ ∈ PicQ(X̃)
à la place de B(rLγ). Mais d’après la proposition 2.1.21 de [11], on peut choisir
r tel que B(Lγ) = B(rLγ). Il suffit alors d’appliquer le corollaire 5.5 avec ce
choix de r pour obtenir le théorème 1.4. En pratique, il peut cependant s’avérer
difficile de déterminer un entier r tel que B(Lγ) = B(rLγ). Cette difficulté est
atténuée par le fait que le théorème 5.3 et le corollaire 5.5 sont valables pour
tout entier r non nul tel que rγ ∈ N, pourvu que l’on ne considère que des points
y ∈ X(K) en dehors de B(Fr) et B(rLγ).

Nous allons maintenant voir que dans le cas où L est ample et γ < εx(L ),
il est possible de remplacer B par {x} sans considérer d’entier r arbitrairement
grand dans le corollaire 5.5, à condition que OX̃(E) soit muni de métriques
convenables au sens de la définition suivante.

Définition 5.7. Nous dirons qu’une métrique adélique sur OX̃(E) vérifie la
condition (A) si pour tout (p, q) ∈ (N \ {0})2 tel que p(π∗L )− qE soit ample,
la métrique induite sur pπ∗L − qE est semi-positive et vérifie : pour tout point
z ∈ (X̃ \E)(Cv) et pour toute section globale s̃ de p(π∗L )− qE ne s’annulant
pas en z, pour toute place v ∈ ΣL

‖s̃(z)‖v = ‖s(π(z))‖v,

où s est la section de rL associée à s̃ du lemme 5.4.

On obtient le théorème suivant, qui est à mettre en parallèle avec le théorème
3.1.

Théorème 5.8. Supposons que L est ample et que le fibré OX̃(E) est muni
d’une métrique vérifiant la condition (A). Soit 0 < γ < εx(L ) un nombre ration-
nel. Alors pour tout ε > 0, pour tout point y ∈ X(K) distinct de x satisfaisant
l’inégalité

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)
hL (y),

la hauteur hL (y) est majorée par

max

{(
[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)−1

a(v) log 2,
1

ε
(c1(L , x) + c3(L , x, γ))

}
,

où
c1(L , x) = a(v) log 2− log(ρx(L )),
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et

c3(L , x, γ) = − [L : Q]

γ[Lv : Qv]

(
e(L ) + γmin{0, inf

z∈E(Q)
hO(−E)(z)}

)
.

En particulier, ces points sont en nombre fini.

Remarquons que le fibré O(−E) = OX̃(1) est un fibré ample, donc la quantité
inf

z∈E(Q)
hO(−E)(z) est bien finie.

Démonstration : Comme γ < εx(L ), Lγ est ample. Soit m un entier non
nul tel que mγ ∈ N et soit r ∈ N tel que rmLγ soit très ample (en particulier
B(rmLγ)) = ∅). On note nv = [L:Q]

[Lv :Qv ] . Soient ε un nombre réel strictement
positif et y ∈ X(K) un point distinct de x tel que

log(dv(x, y)) < −(nv/γ + ε)hL (y).

Soit s̃ ∈ H0(X̃, rmLγ) \ {0}. D’après le lemme 5.4, il existe une section non
nulle s ∈ H0(X,L rm ⊗ Irmγx ) telle que s̃|X̃\E = π∗(s|X\{x}). On peut supposer
que hL (y) > (nvγ + ε)−1a(v) log 2 ; ainsi l’hypothèse du lemme 5.2 est satisfaite
et d’après la condition (A) on a

‖s̃(π−1(y))‖v = ‖s(y)‖v ≤
(

2a(v) dv(x, y)

ρx(L )

)rmγ
‖s‖v,sup

≤
(

2a(v) dv(x, y)

ρx(L )

)rmγ
‖s̃‖v,sup.

Par ailleurs,

hrmL (y) = −
∑
v∈ΣL

[Lv : Qv]
[L : Q]

log ‖s(y)‖v

= −
∑
v∈ΣL

[Lv : Qv]
[L : Q]

log ‖s̃(π−1(y))‖v = hrmLγ (π−1(y)).

On raisonne maintenant comme dans la preuve du théorème 5.3 en appliquant
le corollaire 4.2 à H0(X̃, rmLγ) au lieu de Fr. La constante c′(L , x) qui ap-
paraît à la fin de la démonstration du théorème 5.3 est alors remplacée par
1
mλmax(rmLγ). D’après la proposition 2.10, on a

lim
r→+∞

1

r
λmax(rmLγ) = −e(mLγ).

En utilisant à nouveau la condition (A), on obtient

e(mLγ) = inf{hmLγ
(z) | z ∈ X̃(Q)}

= mmin

 inf
a∈X(Q)
a 6=x

hL (a), hL (x) + γ inf{hO(−E)(z) | z ∈ E(Q)}


≥ me(L ) +mγmin{0, inf

z∈E(Q)
hO(−E)(z)},

ce qui achève la preuve.
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�

Voyons maintenant comment le corollaire 5.5 implique le corollaire 1.5. Ainsi
que nous l’avons rappelé dans la partie 3, si L est ample alors εx(L ) > 0. Consi-
dérons un nombre réel strictement positif γ < εx(L ) ; alors pour r suffisamment
grand, B(rLγ) = ∅. Soit ε > 0 et soit y ∈ X(K) un point distinct de x. Si γ
est suffisamment proche de εx(L ) et si hL (y) ≥ 0, on a l’implication

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

εx(L )[Lv : Qv]
+ ε

)
hL (y)

=⇒ log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+
ε

2

)
hL (y).

On obtient alors le corollaire 1.5 en posant

b(L , x) = ε

(
[L : Q]

γ[Lv : Qv]

)−1

a(v) log 2 + 2 max{0, c1(L , x) + c2(L , x, γ, r)},

où c1(L , x) et c2(L , x, γ, r) sont les constantes du corollaire 5.5. De plus,
si l’hypothèse du théorème 5.8 est satisfaite, on peut remplacer la constante
c2(L , x, γ, r) par la constante c3(L , x, γ). La propriété de Northcott implique
qu’il n’existe qu’un nombre fini de points y ∈ X(K) distincts de x tels que

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

εx(L )[Lv : Qv]
+ ε

)
hL (y).

Dans le cas où le point x n’est plus supposé régulier, les mêmes méthodes
permettent de majorer la hauteur des points vérifiant (8), mais dans ce cas la
constante qui intervient n’est plus explicite. L’inconvénient est que le lemme
5.2 ne s’applique pas et l’hypothèse du corollaire 4.2 n’est plus garantie. Nous
pouvons cependant utiliser le corollaire 4.4 ; expliquons maintenant comment
procéder. Soient γ un nombre rationnel et r un entier non nul tel que rγ ∈ N, ε
un nombre réel strictement positif et y ∈ (X \B)(K) (B désigne encore l’image
par π du lieu de base de rLγ) tel que

log(dv(x, y)) < −
(

[L : Q]

γ[Lv : Qv]
+ ε

)
hL (y).

On note V = H0(X, rL ) et Fr le sous-espace de V des sections s’annulant à
l’ordre rγ en x. On considère la filtration de V donnée par le drapeau

V ⊃ Fr ⊃ {0}

et les nombres réels c0 = 0 < c1 = [L:Q]
[Lv :Qv ] + γε/2. Il existe des générateurs

(u1, . . . , ut) de l’idéal maximal défini par x tels que si dv(x, z) est suffisamment
petite, alors

max(|u1(z)|v, . . . , |ut(z)|v) ≤ 2a(v)dv(x, z)

(on utilise ici les mêmes arguments qu’au début de la preuve du lemme 5.2 ainsi
que le lemme 5.1). On en déduit que si la hauteur de y est suffisamment grande,
|ui(y)|v ≤ 2a(v)dv(x, y) pour tout 1 ≤ i ≤ t. En considérant un recouvrement de
X̃ par des ouverts affines et l’égalité

rLγ = (π−1L )⊗r ⊗π−1OX (π−1Ix)⊗rγ ⊗π−1OX OX̃ ,
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(voir la preuve du lemme 5.4), on peut supposer que y n’appartient pas à B(Fr).
Soit U un ouvert de X contenant x et s0 ∈ H0(X, rL ) une section ne s’annulant
pas sur U . On choisit une base (s1, . . . , sdimF ) de Fr avec

si = s0 · fi
∑

αi1+···+αit=mrγ
α=(αi1,...,αit)

aαu
αi1
1 · · ·uαitr ,

où fi ∈ OX(U) et
‖s0 · fi‖v,sup

∑
α

|aα|v ≤ 1. (9)

Pour tout 1 ≤ i ≤ dimF , on a ainsi

‖si(y)‖v ≤ max
1≤j≤t

{|uj |v}rγ ≤ (2a(v)dv(x, y))rγ .

En raisonnant comme dans la preuve du corollaire 5.5 et en utilisant le corollaire
4.4, on majore ainsi la hauteur des points satisfaisant le système (8). Cette
majoration fait intervenir la constante du corollaire 4.4 (pour le cas particulier
d’une place) qui dépend malheureusement de la base (s1, . . . , sdimF ) choisie pour
obtenir (9). Ces méthodes redonnent ainsi une généralisation du théorème de
Liouville même dans le cas où le point x n’est pas régulier.

Le corollaire 5.5 entraîne la minoration αx(L ) ≥ 1
[L:K]εx(L ) du corollaire

3.4 de [14] (le facteur [Lv : Qv] qui apparaît dans le corollaire 5.5 provient
d’une différence de normalisation) et fournit une majoration pour la hauteur
des points qui ne dépend pas d’un choix de métriques sur E. Remarquons que
dans [13], les auteurs démontrent la minoration plus forte αx(L ) ≥ 1

2εx(L ), qui
généralise le théorème de Roth. Mais même dans le cas de la droite projective
X = P1

K , aucune version effective n’existe à l’heure actuelle pour le théorème
de Roth.

5.2 Le cas de Pn

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas où X = PnK et L = O(1). Dans le
cas où n ≥ 2 , l’exposant d’approximation du corollaire 5.5 peut être amélioré,
tout en conservant une majoration effective de la hauteur des solutions. Nous
proposons une généralisation de la version effective du théorème de Liouville,
analogue à (1). Soit x = (x0 : . . . : xn) un point de Pn(K) \ Pn(K) et soit v une
place de K. Par abus de notation, on note encore v la restriction de cette place
à des sous-corps de K. Sans perte de généralité, on peut supposer que x0 6= 0
et on note x = (1 : x̃1 : · · · : x̃n).

Théorème 5.9. On note

θ = min

{
[K(x̃i) : Q]

[K(x̃i)v : Qv]
| x̃i /∈ K

}
.

Pour tout point y = (y0 : . . . : yn) ∈ Pn(K) tel que y0 6= 0, on a

log(dv(x, y)) > −θ(h2(y) + h2(x)).
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Démonstration : Soit 1 ≤ i ≤ n tel que θ = [K(x̃i) : Q]/[K(x̃i)v : Qv] et
x̃i /∈ K. On note L = K(x̃i). Considérons la section

s = x̃iT0 − Ti ∈ H0(PnL,O(1)) \ {0}.

Soit y ∈ Pn(K) tel que y0 6= 0. Alors s(y) 6= 0 car x̃i /∈ K et y ∈ Pn(K). On
considère la métrique sur O(1) telle que hO(1)

(y) = h2(y) définie dans l’exemple
2.6. Supposons que la place v est finie. Alors

‖s(y)‖v =
|yi − y0x̃i|v

max0≤j≤n |yj |v
≤ max0≤k<l≤n |yl − ykx̃l|v

max0≤j≤n |yj |v
= dv(x, y) ·max{1, |x̃1|v, . . . , |x̃n|v}.

Dans le cas où v est archimédienne, on a de la même façon

‖s(y)‖v =
|yi − y0x̃i|v
|(y0, . . . , yn)|2,v

≤ |(yl − ykx̃l)0≤k<l≤n|2,v
|(y0, . . . , yn)|2,v

= dv(x, y) · |(1, x̃1, . . . , x̃n)|2,v.

Pour toute place w ∈ ΣL, on a par ailleurs

‖s(y)‖w ≤ ‖s‖w,sup ≤ |(1, x̃i)|2,w ≤ |(1, x̃1, . . . , x̃n)|2,w.

On en déduit que −h2(y) ≤ h2(x) + 1
θ log dv(x, y), ce qui achève la preuve.

�
Dans le cas où n = 1, l’exposant θ est égal à l’exposant [L:Q]

[Lv :Qv ] du corollaire
5.5, où L est le corps de définition de x. Cependant dès que n ≥ 2, l’exposant
du théorème 5.9 peut être strictement inférieur à [L:Q]

[Lv:Qv] . Remarquons que dans
l’article [13], les auteurs obtiennent un meilleur exposant ( m

m+1 , où m est la
dimension du plus petit sous-espace linéaire contenant x ∈ Pn(K)\Pn(K)). Une
fois de plus, l’intérêt du théorème 5.9 est qu’il donne une majoration explicite
de la hauteur des solutions.
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