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Résumé

On démontre un analogue du théoréme de Liouville effectif valable
pour des points fermés sur une variété projective définie sur un corps de
nombres. Ce résultat est une version effective d’un théoréme récent de
McKinnon et Roth. Une partie importante de cet article est consacrée a
la démonstration d’une version effective d’un cas particulier d’un théo-
réme remarquable de géométrie diophantienne da a Faltings et Wiistholz.
Combiné a de nouvelles comparaisons explicites entre ’évaluation d’une
section d’un fibré en droites et une fonction distance donnée, ce résul-
tat entraine le théoréme principal. Nous présentons également une autre
approche, en montrant comment rendre effectifs les arguments de McKin-
non et Roth. Ces deux points de vue conduisent & des versions distinctes
du théoréme principal, fournissant des majorations différentes de la hau-
teur des points satisfaisant une inégalité analogue & celle du théoréme de
Liouville classique.

Abstract
We prove an effective analogue of Liouville’s theorem for closed points
on an arbitrary projective variety defined over a number field. Our result
can be interpreted as an effective version of a recent theorem proved by
McKinnon and Roth. A central part of the paper is dedicated to giving an
effective proof of a particular case of a powerful theorem in diophantine
geometry proved by Faltings and Wiistholz. This result, combined with
new explicit comparisons between evaluation of sections of a line bundle
and a given distance function, leads to the expected theorem. We also deal
with another approach, showing how to make the arguments of McKinnon
and Roth effective. These two points of view lead to distinct versions of
our main result, giving different upper bounds for the height of points
satisfying a Liouville type inequality.
2010 Mathematics Subject Classification : Primary 14G05, Secondary 14G40,
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1 Introduction

Le théoréme de Liouville (1844) affirme que si  est un nombre réel algébrique
de degré d > 2 sur Q, alors pour tout € > 0 il n’existe qu'un nombre fini de
solutions rationnelles p/q € Q a l'inégalité

1
qd-‘rE :

Le théoréme de Roth (voir par exemple [9, D.3]) affirme que ce résultat reste
valide en remplagant ’exposant d par 2. Il existe également une version effective
du théoréme de Liouville (voir [9, D.1.2.2]), qui fournit une constante explicite
c(x) > 0 telle que pour tout p/q € Q, on ait

T —

p‘ > ﬁj) (1)
q q

En revanche, aucune version effective du théoréme de Roth n’existe & ’heure
actuelle. Dans cet article, on démontre un analogue de 'inégalité (1) valable
pour des points algébriques sur une variété projective définie sur un corps de
nombres.

Dans larticle [6], Faltings et Wiistholz démontrent une généralisation du
théoréme de Roth. Considérons une variété projective X définie sur un corps de
nombres K et un fibré inversible trés ample .Z sur X. Notons ¥ i ’ensemble des
places de K. Le choix d’une base de H(X, %) munit le fibré . d’une métrique
(I-ll)vesk , définie & Pexemple 2.4. On note h g la hauteur logarithmique asso-
ciée sur les points de X (K) (voir le paragraphe 2.3; si X = P est un espace
projectif et £ = O(1), alors hg est simplement la hauteur de Weil logarith-
mique sur P?(K)). On considére une extension finie L de K et un ensemble
fini & de places de L. Pour toute place w € &, on munit le L-espace vectoriel
V = H%(X, %) ®k L d'une R-filtration .%,,, correspondant 4 un drapeau

V=V 2V 2 2 v 2 v, = {0}
et 4 une suite de nombres réels
0 < cuo < cwi <+ < Cuey -

On considére une base (sy,;,); de Vj(w} pour chaque place w € & et chaque
0 < j < ew. On note py, (V) les pentes des filtrations, définies par

(w) jy7(w)
(V) = dlmVZCu”dlmV [Viit)-

Pour tout sous-espace vectoriel non nul V'’ de V, on dispose de filtrations in-
duites sur V' et on définit p,, (V') de la méme fagon pour chaque place w € &
(remarquons que f, (V') < ¢y e, ). On note également

N(@(V/) = Z [Lw : Qw]ﬂw(vl)'
weP

On note W le premier saut de la filtration de Harder-Narasimhan associée a la
fonction pg au sens de [6, partie 4]. C’est 'unique sous-espace vectoriel de V



de dimension maximale vérifiant pg(W) = max{ux (V') | 0 # V' C V}. On
Pappelle le sous-espace déstabilisant associé a (%, )we 2-
Le théoréme 9.1 de [6] s’énonce alors de la fagon suivante.

Théoréme 1.1 (Faltings et Wiistholz, 1994). Supposons que pge (W) > [L : Q).
Il existe une sous-variété stricte Z de X telle que le nombre de points © €

(X \ 2)(K) vérifiant
[8w,5.0 (@)l < exp(—cuw jhe(x)) Ywe P, Vjl (2)
soit fini.

La sous-variété Z du théoréme 1.1 est définie comme le lieu de base Z(W)
du sous-espace déstabilisant W. Le théoréme 9.1 de [6] donne donc une défi-
nition théorique explicite pour Z, bien que cette sous-variété soit trés difficile
a exhiber en pratique. Dans le cas particulier ou les filtrations (.%,,)wec sont
conjointement semi-stables (au sens de [6, partie 4]), on a toutefois W =V et
Z =10.

Le théoréme 1.1 implique le théoréme de Roth de la fagon suivante. Posons
K =Q, X = Pg, £ = 6(1). Considérons un nombre algébrique o € R\ Q
et L une extension galoisienne de QQ contenant a. Notons X1, o, I’ensemble des
places infinies de L et fixons wy € X, o. Pour toute place w € X, o, il existe
un élément v, du groupe de Galois Gal(L/Q) tel que |y, (2)|w, = |2|w pour
tout « € L. On pose s, = Ty — Y (@)Ty. On munit le fibré inversible £ = &(1)
de la métrique de I'exemple 2.4, qui vérifie : pour tout = = (p : q) € P}(Q) avec
P, ¢ premiers entre eux,

_|p—qalw,

180 (2)]lwo = e exphe((p: q)) = max(|pl, |q]).

max(|pl, |q|

Pour tout = € P}(Q), on a par ailleurs

18w (@) llw = (1720 (Swo (2)) lu = [[Swo () [lawy -

Posons & = ¥ . Pour chaque place w € &, on considére la filtration du L-
espace vectoriel V = HO(PL, ©(1)) donnée par le drapeau V = V™) 2 V") =
Vectr(sw) 2 {0} et la suite de nombres réels ¢, 0 = 0 < ¢y,1 = 2+¢, oll € est un
nombre réel strictement positif. Dans ce cas (V) = 1 + /2 pour toute place
w € & et on peut vérifier que ces filtrations sont conjointement semi-stables.
On en conclut qu’il n’existe qu’un nombre fini de points p/q € Q tels que

1
wo  lalmax(lpl,[gl)'*=’

p
a—=Z

q

et on en déduit le théoréme de Roth en remarquant que max(|p|, |q|) = O(lq|)
pour p/q proche de a.

McKinnon et Roth démontrent des généralisations du théoréme de Roth et
du théoréeme de Liouville sur une variété projective de dimension quelconque
dans leurs articles [13] et [14] respectivement. L article [13] utilise le théoréme
de Faltings et Wiistholz, tandis que la démonstration de I’analogue du théoréme
de Liouville repose sur des méthodes différentes (que nous rappellerons dans la
partie 3). Soit X une variété projective définie sur un corps de nombres K, x



un point fermé algébrique de X et . un fibré inversible nef sur X auquel on
associe une fonction de hauteur h ¢ sur les points de X (K). On note L le corps de
définition de . On fixe une place v de L et une fonction distance d,, sur X donnée
par un plongement ¢: X — P7 (voir le paragraphe 2.2). On note 7: X —
X x g Spec(L) Iéclatement en x et E le diviseur exceptionnel. Le théoréme 3.3
de [14] donne la généralisation suivante du théoréme de Liouville, dans laquelle
intervient le lieu de base stable d’un fibré inversible (nos normalisations de la

hauteur et de la distance différent de celles de [14]).

Théoréme 1.2 (McKinnon et Roth, 2016). Soit v > 0 un nombre rationnel tel
que Ly =1L — yE soit dans le cone effectif de PicQ(f(). On note B(.Z,) le
lieu de base stable de 2, et B =n(B(.Z,)). Il existe une constante M € R telle
que, pour tout point y € (X \ B)(K) distinct de x, on ait

[L: Q]
[Lv : Qv]7

Dans Dl'article [14], la constante M qui apparait dans ce théoréme n’est pas
effective. Dans la partie 3, nous verrons comment adapter les méthodes de [14]
afin de lexpliciter, pour obtenir une version effective du théoréme 1.2 (théoréme
3.1). Cette constante dépend de X, ¢, L, .Z, x et 7, mais également d’un choix
de métriques sur le fibré inversible &' (E) associé¢ au diviseur exceptionnel E

log(d,(z,y)) > — ( ) he(y) + M.

sur l'éclatement X. Dans un second temps, nous montrerons comment obtenir
des bornes qui ne dépendent pas d’un tel choix quand le point x est régulier.
Cette seconde approche repose sur des méthodes différentes, inspirées de [13].

Nous commencerons par démontrer des variantes effectives du théoréme 1.1
de Faltings et Wiistholz. Soit .£ un fibré¢ inversible nef sur X et (]|.||y)ves, une
métrique adélique sur ¥ (au sens de la définition 2.3). Nous obtiendrons par
exemple le théoréme suivant (théoréme 4.1).

Théoréme 1.3. Soit F un sous-espace vectoriel non nul de H(X, %) @ L
et soit (81,...,8dimp) une base de F. Soit & C X un ensemble fini et soit
(tw)wez une famille de nombres réels telle que

. (Lo : Qu]
0:= w;@ Wtw > 1.

Alors tous les points y € X(K) en dehors du lieu de base de F satisfaisant le
systeme d’inégalités

155 (9) |

I <exp(—twhe(y)), V1<j<dmF, VweP (3)
Sjllw,sup

vérifient
1

< ).
hely) < 5—1 15235;1th(5])

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

La démonstration du théoréme 1.3 repose sur des comparaisons élémentaires
entre les normes de sections globales de £ et la hauteur des points rationnels
de X vérifiant (3), rendues possibles par le formalisme adélique que nous utili-
sons. Nous présenterons plusieurs dérivés de ce théoréme dans la partie 4 (voir



notamment le corollaire 4.4 pour une formulation analogue & celle du théo-
réme 1.1). Dans le cas particulier out Nyes Ve, 7 {0} (par exemple lorsque
card(Z?) = 1), notre approche donne une preuve rapide du théoréme 1.1 (en
prenant Z C X égale au lieu de base de Nye g Vip,e,, ). En général, la condition
Nwe 2 Vi.e,, 7 {0} n’est pas vérifiée avec les hypothéses du théoréme 1.1; pour
cette raison, nos résultats du paragraphe 4 ne permettent pas de retrouver le
théoréme de Roth. Le principal avantage de nos résultats est qu’ils sont effectifs :
ils fournissent une majoration explicite de la hauteur des solutions du systéme
d’inégalités considéré. Cette nouveauté sera le point clé qui nous permettra de
démontrer une nouvelle généralisation effective du théoréme de Liouville dans
la partie 5. Le lieu de base Z(F') du théoréme 1.3 est également explicite, et la
condition y ¢ A(F') est facile a vérifier en pratique. En outre, le théoréme 1.3
est valable pour un fibré inversible nef (non nécessairement trés ample) muni
d’une métrique adélique quelconque.

Reprenons les notations introduites avant le théoréme 1.2. Concrétement,
pour tout nombre rationnel v > 0 nous donnerons une constante explicite
a(Z,x,7) et nous démontrerons le théoréme suivant (théoréme 5.3, corollaire
5.5 et remarque 5.6) :

Théoréme 1.4. Supposons que le point x est régulier. Soit v > 0 un nombre
rationnel tel que £y = 1*L — yE soit dans le cone effectif de Picg(X). On
note B(Z,) le lieu de base stable de £, et B = w(B(Z,)). Alors pour tout
€ >0, tous les points y € (X \ B)(K) distincts de x satisfaisant l'inégalité

log(dy(z,4)) < — ([L[L& ; ) he(y)

vérifient
1
he(y) < ga($7 x,7).

Afin d’appliquer le théoréme 1.3, nous devrons comparer les normes de sec-
tions de .Z et la fonction distance. Pour cela, nous démontrons un analogue
du lemme de Schwarz pour les sections globales d’un fibré inversible adélique
(lemme 5.2). Plus précisément, si s € H2(X, #)\{0} s’annule 4 Pordre r € N\{0}
en z, on montre que pour tout point y € X(C,) tel que d,(x,y) < 1/2, on a

sl (2dv(x,y) >
pz (L, p)

(on obtient un résultat plus précis dans la cas v 1 oo, voir le lemme 5.2). La
quantité p, (%, @), introduite au paragraphe 5, controle la taille d’un voisinage
analytique de = dans X(C,) sur lequel on peut utiliser un lemme de Schwarz
en plusieurs variables usuel. Nous obtenons la majoration (4) en choisissant soi-
gneusement une trivialisation de .Z autour de = grace a des arguments d’inter-
polation. La constante a(%Z, x,~y) du théoréme 1.4 dépend de L et fait intervenir
la quantité p, (-2, ¢). Elle est indépendante d'un choix de métrique sur 0’5 (E).

Notons €, (-Z) la constante de Seshadri en x (définie a la partie 3). Le théo-
réme 1.4 permet de fournir une constante explicite b(x,.¥) dans le corollaire
suivant. Ce résultat peut s’interpréter comme une version effective du corollaire
3.6 de [14] dans le sens ou il donne une majoration explicite de la hauteur des
solutions.

(4)

[[8llv,sup



Corollaire 1.5. Si % est ample, alors pour toute > 0, tous les pointsy € X(K)
distincts de x satisfaisant l'inégalité

gt (o) < — (e o +e) e

vérifient
1

En particulier ces points sont en nombre fini.

Enfin, nous généraliserons 'inégalité (1) au cas de I'espace projectif P% muni
du fibré &(1) (paragraphe 5.2). Dans le cas ou n > 2 et K # L, nous verrons

qu’il est possible d’améliorer ’exposant [ L[Lgl -

La partie 2 regroupe les définitions de distance sur une variété projective et
de métrique sur un fibré inversible, et inclut quelques résultats sur le minimum
absolu d’un fibré adélique. Dans la partie 3, nous montrons comment adapter les
arguments de [14] pour expliciter la constante M du théoréme 1.2. La partie 4 est
consacrée a la démonstration de variantes effectives du théoréme de Faltings et
Wiistholz. Nous utiliserons ces résultats dans le cas d’une place (& = {v}) dans
la derniére partie pour démontrer le théoréme 1.4, en obtenant une constante
indépendante d’un choix de métriques sur &' (E). Le cas particulier de 'espace
projectif P est traité dans le paragraphe 5.2.

Signalons que dans un travail récent [7|, Carlo Gasbarri étudie les points
transcendants d’une variété projective définie sur un corps de nombres vérifiant
une inégalité similaire a l'inégalité de Liouville. Si le probléme étudié ici est
différent, un outil commun avec [7] est la comparaison récurrente des normes de
sections d’un fibré inversible et de la hauteur de points d’une variété projective.
Cet outil, qui découle facilement des définitions, est trés classique en approxi-
mation diophantienne et il est par exemple au coeur de la démonstration de
I'inégalité de Liouville classique ([9, D.3.3]).
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2 Préliminaires

Soit K un corps de nombres.

2.1 Valeurs absolues et hauteur d’un point projectif.

On note Yk r 'ensemble des places finies de K, ¥k o 1'ensemble de ses places
infinies, et ¥ = Xk f U XK 00. Si v € Xk, on note K, le complété de K en v
et C, le complété d’une cloture algébrique de K,. Pour toute place v € ¥k, on
note |.|,, la valeur absolue sur K étendant la valeur absolue |.|, sur Q : |p|, = p~!
si v est une place finie au dessus de p et la restriction de |.|, & Q est la valeur
absolue usuelle si v est archimédienne. On désigne par Q, le corps Q,, R ou
C selon le caractére p-adique, réel ou complexe non réel de v. On peut alors
énoncer la formule du produit : pour tout « € K \ {0},

[T falfee) =1,

vEX K

Cette formule permet de définir la notion de hauteur d’un point projectif :

siz = (2o @ ... 1 ) € PL(K) est un point fermé, dont les coordonnées
appartiennent a une extension finie L de K, on définit sa hauteur (absolue) par

h(z) = ; [?Lg}] log(max{|zo|v, - - -, [Zn]v}),

ou (zg,...,x,) est un représentant quelconque de z. La hauteur d’un point
fermé projectif ne dépend pas du choix du corps L. On dispose ainsi d’une
notion de hauteur pour tout point x € P*(K). On rencontre fréquemment la
définition alternative suivante pour la hauteur d’un point projectif. Pour tout

vecteur (zo,...,2,) € CIT1 on pose

(3 |z:]?)1/? si v est archimédienne,
‘(Z07"'7Z7L) 20— i=0
max{|zoly, .., |2n|o} sinon.
Pour tout point = (z¢ : ... : z,) € P%(L), on pose
[Ly : Q]
ho(z) = ————log|(z0,...,Zn)|2,0-
W= 3 ‘g sl )
L
De la méme fagon, ha(x) ne dépend ni du choix de L ni de celui de (zg, ..., Z,).

Nous définirons une notion de hauteur plus générale associée a un fibré adélique
au paragraphe 2.3.

2.2 Distance sur une variété projective.

On considére ici une variété projective X définie sur Spec(K) et un plongement
X = P%. On fixe une place vy de K et une extension de vy & K, notée v. Si v



est archimédienne, on définit une fonction distance sur X (C) x X(C) en tirant
en arriére la fonction sur P (C) x P™*(C) donnée par

n — 1/2
| o 2iils ) ”
(o )i lwil?)

Si vg est une place finie, on définit une fonction distance sur X (C,) x X(C,) en
tirant en arriére la fonction sur P*(C,) x P"(C,) définie par

dy(2,y) = (1 -

maXop<i<j<n \Hiiyj - Ciji|v
maXxo<i;<n |$i|v maxop<;j<n |yj|v

dy(x,y) =

2.3 Meétriques sur un fibré inversible

On considére une variété projective X définie sur K. Pour toute place v de K, on
note X3" l'espace analytique associé au C,-schéma X¢, (au sens de Berkovich
si v est une place finie). Sans entrer dans les détails, mentionnons que X2"
est un espace topologique compact contenant X (C,). La topologie induite sur
X (C,) est plus fine que la topologie de Zariski, et ’on dispose d’un morphisme
d’espaces localement annelés j,: X3® — X dont la restriction de j, a X(C,)
envoie chaque élément de X (C,) sur son point correspondant dans X . Pour tout
point x de X, on note Ox , 'anneau local défini par x et £, le Ox ;-module
des germes de .Z en x.

Définition 2.1. Soit . un fibré inversible sur X. Une métrique sur £ est
la donnée, pour chaque place v de K, d’'une application qui associe a chaque
point x de X (C,) une fonction ||.||,(z): Zx ®ey , C» = Rxq telle que pour tout
ouvert U de X et toute section s € H(U, %) @k C,,

1. Papplication ||s||,:  +— ||s||»(z) s’étend en une fonction continue sur U2®
(pour la topologie induite par celle de X3"),

2. pour toute fonction continue f € Ox(U) ® C, et tout z € U(C,),
1fsllo(@) = 1f(@)]olls]lo(z),

3. stz € U(C,) est tel que s(z) # 0, alors ||s||,(z) # 0.

Remarque 2.2. La condition de continuité 1 nous permettra de définir la
norme sup d’une section de .%. Les conditions 2 et 3 impliquent que pour tout
point x de X(C,), une métrique sur .£ définit une norme ||.||,(z) sur .Z, ® C,
pour chaque place v de K (cette norme est ultramétrique si la place est finie).

On appelle modéle de (X,.%) un Ok-schéma projectif et plat X muni d’un
fibré inversible £ tel que X = X X g, Spec(K) et ¥ = £ ®g, K. Soit v une
place finie de K ; on note €, anneau de valuation de C,. Soit z € X(C,) et

~

r € X(0,) un point prolongeant x : & = Z|gpec k- Si 8 € £ ® C,, on pose
5]|¢.o(z) = inf{[t|, | t € CX, t s € 7*L}.

Cette définition définit une application ||.||¢, qui satisfait aux conditions de la
définition 2.1.



Définition 2.3. Soit .Z = (&, (||.|lv)vexy) la donnée d’un fibré inversible &
sur X muni d’une métrique (||.||y)vesy. On dit que £ est un fibré inversible
adélique si la métrique satisfait aux conditions suivantes :

1. pour toute place v € Yk, ||.||l» est invariante par 'action du groupe de
Galois Gal(C,/K,);

2. il existe un modéle (%, £) de (X, .Z) tel que |||, = ||.||l¢,» pour toute place
v € Yk, s en dehors d’'un nombre fini.

Une telle métrique est appelée métrique adélique. Dans la suite, on notera
Is(z)]|» plutot que || sy, ().

Exemple 2.4. Soit .Z un fibré inversible trés ample sur X et soit (si,. .., s¢)
une base de HY (X, .#). Pour toute place v de K, tout = € X (C,) et toute section
s € HY(X, %)\ {0} ne s’annulant pas en x, on pose

La métrique (||.||»)vexy ainsi définie est adélique.

Si (2, (Il w)vesk) et (L2, (|I-l2,0)ves ) ) sont deux fibrés inversibles munis
de métriques sur X, il est possible de définir une métrique produit sur £ ® %%
de la fagon suivante. Pour toute place v € X, pour tout z € X(C,) et toutes
sections s; de £ ® C,, et s de %% ® C,, définies au voisinage de x, on pose

Is1 @ s2(2) [l = [|s1(2) [l | s2(2)][o-

Si de plus (|]-||1,0)vexk €t (||-|2,0)vex, sont adéliques, alors (||.|ls)ves, est une
métrique adélique.

Définition 2.5. Soit L une extension de K et x un point de X (L). Soit .Z =
(Z, (I-ll)ves,,) un fibré inversible adélique et s une section locale de .Z telle
que s(x) # 0. On définit la hauteur (absolue) de z relativement & .2 comme

hte) = = 32 g s (@)l

Cette définition ne dépend pas de la section s choisie (par la formule du
produit) ni du corps L. En effet, si L’ est une extension finie de L, alors

i) =~ 3 gesls@l

[Liy : Lo][Ly : Q]
o Z Z [L/ . LHL . Q] IOg “S(aj)llv

vEXL weX] ,wlv

= - 7[14“:@1”]0 s(x
= w;L T osls@lhe.

Dans la suite, nous noterons h¢ au lieu de h- s’il n’y a pas d’ambiguité sur le
choix de la structure adélique.



Exemple 2.6. Soit (so,...,s,) une base de H(P%, (1)) correspondant a un
choix de coordonnées homogénes. On munit le fibré &(1) de la métrique de
lexemple 2.4 associée a cette base : pour toute place v de K, tout x € P"(C,)
et toute section s € H°(P%, (1)) \ {0} ne s’annulant pas en z,

Is(o)l = ( gux |20 )

Alors pour tout point z = (xg : -+ : x,) € P*(K),

h) = 2 m logmax{|olu, - rnlo} = ().

Si 'on considére la métrique donnée par

-1
Is@)llo = (1 (s:2)/5(2))o<in o)
pour toute place v, alors

hm(”) = vezz:;( [?zigf]log [(0, - -+ s Tn)|2w = ha(z).

On retrouve les hauteurs projectives définies au paragraphe 2.1.

Notons V' = HY(X,.%) l'espace vectoriel des sections globales de .. La
structure de fibré inversible adélique de . induit une structure d’espace vectoriel
normé sur V ® g C, pour toute place v € Xk en définissant la norme

[8[lo,sup = sup|[s(2)]l

zeX(C,

(V' est méme muni d’une structure de fibré vectoriel adélique, au sens de [8]).
Cette quantité est finie étant donné que X (C,) est contenu dans le compact
X2 et que ||s]|: z — ||s(x)]|, est continue. On définit la hauteur d’une section
par rapport a cette norme :

K, :Q,
he(s) = Z w10g||3||v,supa
vEMEK ’

que nous noterons plus simplement h(s) 8’il n’y a pas d’ambiguiteé.

2.4 Minimum absolu et dernier minimum

Soit X une variété projective définie sur K.

Définition 2.7. Soit Z un fibré inversible adélique sur X. On définit le dernier
minimum de . comme la quantité

Amax(-Z) = min{max h(s;) | (s;)icr est une base de H°(X,.2)}.

iel
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La quantité Apay(-Z) est le logarithme du dernier minimum de H°(X,.%)
au sens de Roy et Thunder [18].

Soit Z = (Z, (||.|ls)vesy ) un fibré inversible adélique sur X. On note B(.%)
le lieu de base stable de .Z, c’est-a-dire U'intersection des lieux de base (m.%)
des fibrés m.Z pour m € N (cette définition s’étend naturellement aux éléments
de Picg(X) = Pic(X) ®z Q, voir la remarque 2.1.24 de [11]). D’aprés la propo-
sition 2.1.21 de [11], il existe un entier my tel que pour tout entier m multiple
de mg, B(Z) = #(m.Z). Soit z € (X \ B(Z))(Q) et soit (s;);c; une base de
HY(X,mp%). Comme z ¢ B(mo.L), il existe i € I tel que s;(z) # 0. On en
déduit que

. o L o _L [Kv : Qv} .
h’f(z) - mohmoff(z) - mo U;;K [K : Q] 10g ||81(Z)H’U

1 1

Ce raisonnement est valable pour toute base de HO(X,m¢.%) et tout z € (X \

B(%))(Q). On en déduit que la quantité
inf{hz(2) | z € (X \ B(£))(Q)}

est finie. Si le fibré £ est semi-ample (c’est-a-dire qu'’il existe mg € N tel que
pour tout m > my, le fibré m.Z est engendré par ses sections globales), alors
B(%) = ). Cette observation justifie la définition suivante.

Définition 2.8. Si £ = (£, (||.|lv)ves, ) est un fibré inversible adélique sur X
avec .Z semi-ample, on définit le minimum absolu de . comme le nombre réel

e(Z) = zei)I(lf@) h—(2).

D’aprés les remarques précédentes, on a le lemme suivant.

Lemme 2.9. Soit £ = (L, (||-|lv)vesy) un fibré inversible adélique sur X.
Alors pour tout m € N\ {0} tel que B(ZL) = B(m.ZL), on a

int{hz(2) | = € (X\B(Z)@)} 2~ Anax (D).

En particulier, si £ est semi-ample alors pour tout m € N\ {0} tel que m.&
est engendré par ses sections globales, l'inégalité

_ 1 -
e(Z) > —E/\max(m.Z)

est vérifiée.

La proposition suivante est une conséquence d’un résultat classique de Zhang
[20] et permet de comparer le comportement asymptotique du dernier minimum
et le minimum absolu d’un fibré ample équipé d’une métrique semi-positive (au
sens de [16, § 1.12] et [20, § 1, (1.1)]).

Proposition 2.10. Soit Z = (&L, (||.|lv)ves,) un fibré inversible adélique sur
X. On suppose que la métriqgue sur £ est semi-positive et que £ est ample.
Alors

—e(Z) = lim i)\max(m.,iﬂ).

m——+oco m

11



Démonstration : D’aprés le lemme 2.9, si m € N est suffisamment grand on
a l'inégalité

On en déduit que

1 R
liminf —A\pax(mZ) > —e(Z).
m—+00 M

Soit € > 0 et @ = —e(.Z) + €. On définit une nouvelle structure de fibré adé-
lique Z(a) = (&, (|[lla.w)vesy) sur £ en posant ||.|a. = e[|, si v est
archimédienne et ||.||o,» = ||-|l» sinon. Pour tout z € X(Q), on a ainsi

D’aprés le théoréme 0.2 de [17], 'hypothése du corollaire 5.7 (2) de [20] est
satisfaite et on obtient : si m € N est suffisamment grand il existe une base
(si)ier de HY(X,m.%) telle que pour tout i € I,

P 2(0)(86) = hme(si) —ma < 0.

On en déduit que

1 —
lim sup E)\max(mf) <a=-eZ)+e

m—-+00

En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que

lim inf i)\max(m‘iﬂ) = limsup l)\max(m‘,%) = —e(¥),

m—+o00 M m—+o00

ce qui démontre la proposition.

3 L’approche de McKinnon et Roth

Dans cette partie, nous montrons comment adapter la démonstration du théo-
réme 3.3 de McKinnon et Roth présentée dans l’article [14] pour obtenir un
résultat effectif. Soit X une variété projective définie sur un corps de nombres
K, L une extension finie de K, v une place de L et € X (L) un point fermé.
Soit . un fibré inversible nef sur X. On note X, = X X i Spec(L), 7: X = X1
l’éclatement de X, en x et E le diviseur exceptionnel associé. Soit ¢: X — P}
un plongement et d, la distance associée (définie dans la partie 2.2). Rappelons
que la constante de Seshadri €, (), définie par Demailly en 1990 (voir [5, § 6]),
est égale & la quantité

(L) =sup{y € Q| 7°.L — vE est nef}.

Dans la suite, pour tout rationnel positif v, on notera &, = 7*.¢ — vE €
Picg(X) = Pic(X) ®z Q. On peut associer & .Z une fonction de hauteur comme
dans le théoréme B.3.2 de [9].

On note P} C P? x P7~! Péclatement de P} en ¢(z) et E’ le diviseur excep-

tionnel. Le fibré inversible ﬁﬁ% (E") est la restriction de Opn ypr—1 (1,—1) a P}.
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On munit Opr (1) et ﬁpz_l (1) de métriques adéliques de sorte que hg,, (1)(a) =

ha(a) et he,, ,1)(8) = ha2(B) pour tous a € Pr(K), 8 € Py Y(K) (voir
Pexemple 2.6). Ce choix induit une métrique sur &, n Bl (1,-1) telle que

ho@,-1)(a, B) = ha(a) — ha(B)

pour tout (e, 8) € (P* x P~ ')(K) = P*(K) x P"~(K). Notons ¢(z) = (2o :
Zn), et supposons que xg # 0. Avec ces notations, (IP’LL\E’ )(L) est ’ensemble

{((ag : -+ a); (o — 2109 @ -+ Toauy, — Tparg)) € P(L) x PPH(L)}.

Par la propriété universelle de I’éclatement, il existe un morphisme @: X - ﬁg
tel que 0% (E) = ¢* ﬁ~" (E"). On obtient une métrique adélique sur ¢ (E) en

tirant en arriére celle de ﬁnﬂm - 1(1,—1). Pour tout z € (X \ E)(L), on a

he(2) = by (z) = 3 Lo Sl 1og<|( [Gos s 2n) 2.0 )

o 1L:Q Toaj — Tj0) 1< <n 2
o p(m(z)) = (20 : -+ : zn). On en déduit que
_ [Lw . Qu}} <|(20a"'7Zn)|2,w|($03'"axn)|2,w>
hE(Z) + hQ(QO('I)) - w;L [L . Q] log |($Oaj _ xjaO)ISan 0
> [fgﬁgﬂmgdv(x,m)).

Soit v un nombre rationnel strictement positif tel que £, soit dans le cone

effectif de Picg(X ) Soit m un entier non nul tel que my € N. Considérons un
point y € X \ (7(B(Zy)))(K). D’apreés le théoréeme B.3.2 de [9] et la proposition
2.1.21 de [11], il existe une constante c, telle que A, (y) > ¢y . Siy # x, on
a ainsi

¢y < hme, (y) = mhe(y) — myhe(y)

< e (o) + ey 2 o, (0,0) + (),
d’ott
£:Q) £:Q) [
o) > L @ T el T e

ce qui démontre le théoréme 1.2. Pour obtenir une version effective de ce théo-
réme, il suffit d’expliciter la constante c,. Comme le souligne la remarque B.3.2.1
(ii) de [9], la constante c., est en général difficile & minorer en pratique. Cepen-
dant, si le fibré .2 est adélique, on a l'inégalité h,,« (y) > inf{hne (2) | 2z €
(X \ B(%,)(K)} pour tout point y € X \ (7(B(.Z,)))(K) et 'on peut donc
prendre

¢ = nf{hng, (2) | = € (X \ B(£))(K))
— minf{he (7()) — vhe(:) | 2 € (X \B(L))(K)}

(voir aussi la remarque 3.2 ci-dessous). Nous avons donc démontré le théoréme
suivant.
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Théoréme 3.1. Soit £ un fibré inversible nef muni d’une métrique adélique et

v > 0 un nombre rationnel tel que £, soit dans le cone effectif de Picg(X). Pour
tout point y € X(K) distinct de x tel que y ¢ m(B(Z,)), linégalité suivante est

vérifiée :
log(d 0, = — 2

m(cv —he(y)),

C, = int{hg(r(2)) = 7hp(2) | 2 € (X \B(L)(K)} - yha(o(x)).

Ce théoréme implique le corollaire 1.5 de la fagon suivante. Si .Z est ample,
alors on sait que €,(.Z) > 0 et pour tout nombre réel strictement positif v <
€x(L), £, est ample (voir la discussion qui suit la définition 2.9 de [14]). On
en déduit que le lieu de base stable B(.Z,) du théoréme 3.1 est vide. Soit € > 0
et soit y € X (K) un point distinct de z. Si v < €,(.%) est suffisamment proche
de €;(.Z) et si he(y) > 0, on a I'implication

log<dv<x,y>><—( L: Q) ]+a)h$<y>

€ (‘Z)[LU : Qv

— togld, (e) < — (0 4+ 5 ) ety

On obtient le corollaire 1.5 en posant

bz, L) = _2% min {0, C,, /v} .

La propriété de Northcott (voir [16, théoréme 9.11]) implique alors qu’il n’existe
qu’un nombre fini de points y € X (K) distincts de = tels que

L:Q] ] +e) ha (y).

log(dy(2,y)) < — <ML,QU

La minoration du théoréme dépend fortement du choix de métrique sur E (a
cause du terme inf{h o (7(z)) —vhpr(z) | z € (X\B(XV))(K)}) L’objectif de la
suite du texte est d’obtenir des bornes indépendantes d’un tel choix. Nous allons
utiliser une autre approche, inspirée de celle de [13], ou les auteurs utilisent le
théoréme 1.1 de Faltings et Wiistholz rappelé dans I'introduction pour généra-
liser le théoréme de Roth. Dans le cas ol I’'on ne s’intéresse qu’a une seule place
(card £ = 1), nous verrons comment montrer facilement une version effective
de cet énoncé dans la partie 4. Nous appliquerons ce résultat pour obtenir une
version effective du théoréme de Liouville, qui fournit une borne qui ne dépend
pas d’un choix de métriques sur E dans le cas ot le point x est régulier.

Remarque 3.2. D’apres le lemme 2.9, la quantité inf{h ¢ (7(2)) —vhr(z) | z €
(X \B(Z,))(K)} du théoréme 3.1 est minorée par la quantité

1 — 1 .
—;)\max(r.,%,) =- mm{fg?é hre, (si) | (s1,...,s¢) base de H*(Xp,r %))},
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ou r est entier tel que ry € N\ {0} et tel que B(rZ,) = B(Z,). Mais ici
la quantité %/\max(rfv) dépend encore du choix de métriques sur E. Dans la

partie 5, nous verrons comment remplacer cette quantité %)\max(riﬂ,) par

1
—min{maxho(s;) | (si)icr base de F.},
T i€l
ott F, est le sous-espace vectoriel de HY(X 1, %) des sections s’annulant a I'ordre
rv en z (corollaire 5.5).

4 Autour du théoréme de Faltings et Wiistholz

Soit K C L deux corps de nombres et soit & un sous-ensemble fini de ¥ ;. On
considére une variété projective X sur Spec K munie d’un faisceau inversible
adélique .Z = (&, (||-|lo)vesy )- Notons V = HY(X, #) et V;, = V ® L. Soit F
un sous-espace vectoriel de V. Pour chaque place w € &, on fixe un nombre
réel t,,. On considére le lieu de base de F' défini par

B(F)={zeX|s(x)=0Vse F}
et on fixe (s1,...,Sdim r) une base de F.

Théoréme 4.1. Pour chaque place w de &2, soit Cy, > 0 un nombre réel. Si

§ = ;@ [L[lzig]“’}tw > 1, alors tous les points x € (X \ B(F))(K) satisfaisant

le systéme d’inégalités

Isitolle < 6, exp(~tuhe(), V1<j<dmF Ywes ()

Hsj ||w,sup

vérifient

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

Démonstration : Soit x € (X \ B(F))(K) vérifiant (5). Il existe un entier 4,
1 <4 <dimF tel que s;(z) # 0 (car sinon z € B(F)). Pour toute place v de L,

18 (@)]w/ll$illv,sup < 1

et par hypothése
[[8(2)lw
[l i]

pour toute place w € . On en déduit que

~(hg(@) +h(s) = Y [?vagf] 10g<|||:|(x)llv>

< Oy exp(—twhe(x))

w,sup

vesy v,sup
e Qe i@
S0 2 Tl et 2 Tl e
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d’ou
(Lo : Qu)

(5= Dhar(w) < max{h(s;) | 1< < dimF) + 3 Sy

weP

log(Cly).

On en déduit la majoration voulue grace a I'hypothése § > 1. Si £ est ample,
on en déduit que les points vérifiant (5) sont en nombre fini d’aprés la propriété
de Northcott (voir [16, théoréme 9.11]).

O
On obtient immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.2. Pour chaque place w de P, soit Cy, > 0 un nombre réel. Si

J = ;@ [L[‘L S]W]t > 1, alors tous les points x € (X \ B(F))(K) satisfaisant

le systeme d’inégalités

lls(@) [l

[[E—

< Cyexp(—tyhg(x)), Vse F\{0}, Ywe &

vérifient

ha(e) < 5f1< > et ogcu)

weP

+m1n{1<j1223§th(sj) | ($1,...,5dimF) base de F})

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

Pour chaque place w de &2, on considére une filtration séparée %, de Vp,
donnée par un drapeau

V=V 2V 2 oV 2 {0}

Ew

et une suite finie de nombres réels
Cw,0 < Cw,1 <...< Cw, e,

(voir par exemple [1]). Pour tout nombre réel ¢t € [cy. 0, Cp.e,] On définit un
sous-espace vectoriel .Z!V;, de VI, en posant

Fztvi= 1) v

0<i<ew

Co,i 2t

Pour chaque place w € &7, on considére un nombre réel t,, tel que ¢, o <

tw < Cy.e,- En appliquant le théoréme 4.1 avec F' = (| ZL»Vy, on obtient le
weP
résultat suivant.

Corollaire 4.3. Pour chaque place w de P, soit Cy, > 0 un nombre réel. Si

§ = ;@ [L[zig]w}tw > 1, alors tous les points x € (X \ B(F))(K) satisfaisant

le systéme d’inégalités

ls (@)l < Cypexp(—tyhe(z)), Vse FLevp\{0}, Vwe &

[[E—
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vérifient

1 [Ly : Qu]
ha(w) < 5*(% v o)

+mm{1g}23ﬁa}vh(sj) | (s1,-..,SaimF) base de F}>

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

On donne maintenant un énoncé avec des bases fixées. Soient w € & et
kw € {0,... ey} un entier. Pour tout entier k tel que 0 < k < e, on fixe une

base (S k) de Vk(w).

Corollaire 4.4. Supposons que l’espace vectoriel

F= (V=) Ziw

weP we P
soit non nul. Si 6 = ezgz [L[zig]’”]cw,kw > 1, alors tous les points x € (X \
w

HB(F))(K) satisfaisant le systéme d’inégalités
18w e 1 ()|l < exp(—cuk, he(z), ¥V1<1<dm(V"), YVwe 2

vérifient

he(x) < 5_% < Z Mlog(m) +  max h(sﬂ) ,

et [L: Q] 1<j<dim F

0t (81, ..., 8dim F) est une base quelconque de F et les 7, sont des nombres réels
non nuls ne dépendant que de la base (s k, 1)1 et du choix de métrique sur L.
Dans le cas particulier o & = {w} n’a qu’un élément, on a de plus

1 [Ly : Qu
et < 55 (g

Démonstration : Soit x € (X \ Z(F))(K) vérifiant le systéme d’inégalités du
corollaire. Soit w € Z2. Siw est une place finie, soit «,, €]0, 1] la borne supérieure
des nombres réels a €]0, 1] tels que la base (sq £, 1)1 soit a-orthogonale pour w,
c’est a dire

1085 o) + 05 A50,.0))

1D @sw ko tllwsup > @ max(|aiuw [w e, llw,sup)
l

1 € V. Si w est archimédienne, alors par équivalence des

w

pour tout Y a;Swy k
1

normes il existe un nombre réel a,, tel que

1D arswenilwsu = aw Y (lathollswr,.
l l

w,sup)
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pour tout Y @1Sw, k0 € Vr. On a ainsi
I

w,sup)

” Zalsw,k‘w,l”w,sup > Qy Z(lal|w||5w,kw,l
l l

vy (ZI@W) ~1in [ oyl sup-
l

Considérons une section non nulle s = > a;Sy k,, 1 dans Vk(w) ; si w est finie, on
K, w
1

a alors
z)||lw = | Zalsw b () < max |al - [|$wk, 1 (2)]|w
< eXp(_Cw,kw hf(‘r)) mlax |al|w'

On démontre de la méme fagon un résultat analogue si w|oo. En notant 7, =
Oty NG || Sy ooy 1| w,sup, 1€ POINt = est aussi solution du systéme

|| |(| )Hw <T—1exp( Cw, ks hﬂ( ))7 Vsevk(iu)\{o}’ ka’ Vw e 2.
w,sup

En appliquant le corollaire 4.2, on obtient que

he(z) < ﬁ <— > [L[j’.ji%"]log(fw) + 1<;253§th(53')> ,

weP
ol (81, ..., Sdim ) est une base quelconque de F. Si & = {w} n’a qu’un élément,
il suffit d’appliquer le théoréme 4.1 avec Cy, = (mlin | S ke 1|0, up)
U

Dans le cas ot 'ensemble & = {w} n’a qu’un élément, ce résultat implique
le théoréme 1.1 de Faltings et Wiistholz (|6, théoréme 9.1]). En effet, si on note

W le sous-espace déstabilisant de la filtration .%,,, on a dans ce cas W = V(w)
et (W) = cye,- Plus généralement, si F := Ny, Vi, # {0}, le corollaire
4.4 redonne le théoréme 1.1 avec Z = B(F) C X (en utilisant le fait que
Cw,ery > Pw(W) pour toute place w € &). Cependant dans le cas général le
corollaire 4.4 n’implique pas le théoréme 1.1 car 'ensemble Z(F') peut étre égal
a X tout entier. L’intérét des résultats de cette partie, en plus de fournir une
majoration explicite de la hauteur des solutions, est qu’ils donnent un lieu de
base facile a déterminer en dehors duquel se situent les points satisfaisant le
systéme d’inégalités. Ces nouveautés sont cruciales pour les applications que
nous avons en vue dans la partie 5. Nous utiliserons les résultats de cette partie
dans le cas particulier ou & est un singleton.

5 Le théoréme de Liouville effectif : seconde ap-
proche

Dans cette partie, nous démontrons le théoréme 1.4 de I'introduction (dont le co-
rollaire 1.5 est une conséquence). Dans 1’article [13], McKinnon et Roth utilisent
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le théoréme 9.1 de article [6] pour établir une inégalité entre une constante d’ap-
proximation et la constante de Seshadri et démontrent ainsi une généralisation
du théoréme de Roth. Nous reprenons ici ces idées en utilisant a la place le
théoréme 4.1. Les constantes qui interviendront dans cette partie ont 'avantage
de ne pas dépendre d’un choix de métriques sur le diviseur exceptionnel, a la
différence de celles de la partie 3.

5.1 Cas général

Soit K un corps de nombres et X une variété projective de dimension d > 1
sur Spec(K). On considére un fibré inversible adélique .Z = (&, (||.|lv)vesy )
sur X avec .Z nef et un point régulier x € X(K). On note L le corps de
définition de z, Ox , 'anneau local défini par x, 91, son idéal maximal, 7: X =
Xy, Péclatement de X;, = X X Spec(L) en z et E le diviseur exceptionnel
associé. Comme dans la partie 3, nous noterons %, = 7*.% — «vFE pour tout
rationnel positif 4. Dans leurs articles [13] et [14], McKinnon et Roth utilisent
des méthodes asymptotiques pour démontrer des analogues des théorémes de
Roth et de Liouville en dimension quelconque en considérant des suites de points
qui convergent vers z relativement & une distance. Pour cela ils comparent le
comportement asymptotique des générateurs de 9, et de la fonction distance
(voir la partie 2 de [13]). A cet effet ils n’ont pas besoin d’expliciter les constantes
qui interviennent. Le lemme 5.2 est le résultat clé qui nous permettra d’obtenir
des constantes explicites, puis une version effective du théoréme de Liouville.
On peut l'interpréter comme un analogue du lemme de Schwarz valable pour les
sections globales de .Z. Dans la suite, on fixe une place v de L et un plongement
p: X — P% et on considére la distance d, associée a ce plongement. Nous
commencons par démontrer un résultat d’approximation des fonctions distances.

Lemme 5.1. Si v est archimédienne, alors pour tout x' € P"(C,) il existe
un plongement ¢': X — P¢  envoyant x sur x’ et définissant une distance d,
vérifiant : d, (z,y) = dy(z,y) pour tout y € X(C,).

Si v est ultramétrique, alors pour tout ' € P"(C,) et pour tout € > 0, il
existe un plongement ¢ : X — P¢, envoyant x sur x' et définissant une distance
d., vérifiant

(1+¢) "y (a,y) < dy(z,y) < (1+e)dy(2,y)

pour tout y € X (C,).

Démonstration : Supposons que v est archimédienne ; alors ¢(x) appartient a
P"(C). On choisit un représentant = de ¢(z) dans C"*1\ {0} tel que |Z]3, = 1,
ot la norme |.|o, est définie par |(zo,...,2n)]20 = (3;]2i|2)/?, associée au
choix de coordonnées défini par ¢). On construit une base orthonormée u =
(x,u1,...,u,) de C""1 par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Soit 2’ € C"*1\ {0} tel que |2’|5,,, = 1. De la méme fagon on construit une base
orthonormée v = (2/,vq,...,v,). Il existe un unique automorphisme unitaire 7'
de C™*! envoyant la base u sur v. Cet automorphisme induit un changement de
coordonnées ¢ sur P¢ tel que ¢(z) = 2’. On note ¢’ = ¢ o ¢ et d, la distance
associée. On a bien d,(x,y) = d,(x,y) pour tout y € X(K,) puisque T est
unitaire.

Supposons maintenant que v est ultramétrique. Soit € > 0 et €’ tel que (1 +
g)~! < (1—¢’)2. Soit & un représentant de () dans C?1\{0} tel que ||, = 1,
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2’ € C"1\ {0} tel que |2/|2, = 1, et soit € € ]0,1[. D’aprés la proposition
3.1 de [2], on peut construire des bases (Z,uq,...,un) et (z/,ul,...,ul) de
CrHtt avec |ug|e,, = |uf|2,n = 1 pour tout 1 < i < n et telles que pour tout
()\0;"")‘71) ecgv

n
|A05+ Z Aiui|2,v > (1 - 5/) OIgza‘SXn |>\i|1)

1=1 a
et
n
|/\0$/ + Z /\iu;|2,v > (1 — E/) max |)\i|v-

0<i<n
i=1 ==
Soit T. 'automorphisme de C**! tel que T.(z) = 2’ et T.(u;) = v pour tout
1<i<n.Onnote p. =T.op: X — IP’@U et d! la distance associée. D’apres le
théoréme 3 de [4], on a l'inégalité

nv(TE)ildv(may) < d;j(x,y) <nu(T2)dy (2, y),

ot Ny (Te) = || Te||l | T |- Tci ||T:||, désigne la norme matricielle associée a
la norme |.]2 : || Tt]l0 = sup{|T:(u)|2,p/|ul2n | w € C2FEN\ {0}}. On a les
majorations

1
1
1 Tello < 5 — o 172 lw < T—

d’ou

i =0 e)2dy(2,y) < di(z,y) < Aoy < 1+ @)

dy(z,y) dy(7,y)

1-¢)

|

Afin de comparer les normes de sections de . avec la fonction distance, nous

allons utiliser l'inégalité de Cauchy dans le cas complexe et son analogue dans

le cas ultramétrique. Pour cela nous devrons travailler sur des disques de C%.
Pour tout nombre réel p > 0, on considére la boule

B(p,p) ={z € X(Cy) | dv(z,2) < p}.

Rappelons que le point x € X(K) est supposé régulier. D’aprés le corollaire
6.2.11 de [12] (voir aussi la proposition 3.24 de [15]), il existe un ouvert U
de X contenant z et sur lequel .Z est trivial ainsi qu'un morphisme étale
g: U — A¢. 1l existe alors un polydisque D dans CZ et un ouvert Vp de U(C,)
(pour la topologie v-adique) tels que g induise un isomorphisme entre Vp et D.
On définit alors

pz(Z,p,U,Vp) =sup{p >0 | B(p,9) C Vp}.

Enfin, nous définissons p,(-%, ¢) comme la borne supérieure des p,. (&, ¢, U, Vp)
pour U et Vp parcourant les ouverts satisfaisant les conditions précédentes.
Cette quantité dépend du plongement ¢: X — P fixé. Dans la suite, s’il n’y a
pas d’ambiguité nous noterons plus simplement p, (%) = p.(Z,¢) et B(p) =
B(p, ¢). Remarquons que dans le cas o X =P" et £ = 0(¢) avec £ € N\ {0},
alors p, () > 1. En effet, si dy(x,y) < 1 alors il existe ig tel que z;,y;, # 0
(pour un choix convenable de coordonnées homogenes) et donc B(1) est inclus
dans un ouvert satisfaisant les conditions précédentes.
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Dans la suite, nous noterons a(v) = 1 si v est archimédienne et a(v) = 0
sinon. L’énoncé suivant est au coeur de la démonstration du théoréme 5.3. Il
permet de comparer la norme de I’évaluation d’une section en un point y € X (K)
avec la distance d,(z,y). Cette technique est utilisée par McKinnon et Roth
sous une forme qui n’est pas effective dans article [13] (notamment dans la
démonstration de leur théoréme 5.1) pour démontrer un analogue du théoréme
de Roth. A notre connaissance, il n’existe pas de résultat similaire explicite dans
la littérature a ’heure actuelle.

Lemme 5.2. Soient r un entier naturel et s € H°(X, %) \ {0} une section
s’annulant & Uordre r en x. Alors pour tout point y € X(C,) distinct de x tel
que d,(z,y) < 1/2¢W) | Vinégalité suivante est satisfaite :

Is@llo (Qa(v)du(r,y))r
pz(ZL)

Démonstration : On note Ty, ..., T, les coordonnées homogénes sur P™ cor-
respondant & la distance d,. Supposons dans un premier temps que ¢ envoie
le point & sur (1:0:---:0) € P". Considérons 'ouvert Uy de P™ défini par
Ty # 0. Pour 1 < i < n, on note u; = T;/Ty € Opn(Up). On note encore u; la
restriction a ¢~ (Up). D’aprés la preuve du lemme 2.5 de [13],

Isllo.sup ~

min{1, max(|u1(2) |y, ..., |un(2)]s)} < 2a(”)dv(a:, 2)

pour tout z € ¢ }(Up)(C,). Soit y € X(C,) distinct de = tel que d,(z,y) <
1/200) et s € HO(X, Z@M2)\{0}. Sid,(2,y) > p.(ZL) alors le résultat découle
simplement de la majoration

I5(y)ll

1Y)l .
5Tlosur

Dans la suite, on suppose donc d,(z,y) < p(-¥). Le point y appartient a

0 Y(Up) (car sinon d,(x,y) = 1) et donc

max(|ui (y)lo, - -, [un(y)l) < 2%y (2,y).

Soit p un nombre réel tel que dy(x,y) < p < p(-Z). Rappelons qu’il existe
un morphisme étale g: B(p,o) C U — A? ot U est un ouvert de Zariski sur
lequel & est trivial : Zj; = s¢- Oy . Quitte a renuméroter, on peut supposer que
uq,...,uq engendrent l'idéal M, (rappelons que d = dim X). Il existe donc un
systéme de parameétres (U1, ..., uq) en g(x) tel que w;(g(z)) = u;(2) au voisinage
de z. Nous allons montrer qu’il existe une trivialisation £y = s. - Oy vérifiant

L—e<|se(2)[lo <1+e¢

pour tout z € B(p, ). Pour tout z € B(p, p), soit un élément b,(z) € C, tel
que |b,(2)]s = ||s0(2)|l;t. On considére Iapplication continue

oo Blp,p) — C,
z = by(2).

Si v est ultramétrique, il existe un polynéme P tel que pour tout z € B(p, p),
|P(2) — ()]0 < €/|I50]|v,sup d’aprés le théoréme d’interpolation de [3]. Consi-
dérons la section s, = sg - P. Alors pour tout z € B(p, ¢),

Ise(2)llo = llso(2) [l P(2)]s < lIso(2)llwlpu(2)lo +&=1+e.
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De méme ||s.(z)|l, > 1 —e. Ainsi, pour tout z € B(p, ¢), on a
L—e<|lse(z)]lo <1 +e.

Dans le cas archimédien, on procéde de la méme maniére en appliquant le théo-
réeme de Stone-Weierstrass a ¢, : B(p,0) = R, 2z — |[so(2)]|,*-

Il existe donc une fonction f € Ox (U) telle que s = s.- f. Il existe également
un polydisque D dans C¢ et un ouvert Vp dans U(C,) tels que g induise un
isomorphisme entre Vp et D. La fonction f restreinte a Vp s’identifie a une
fonction analytique f sur le polydisque D. Par hypotheése, si d,(z,2) < p alors
g(z) € D, et de plus |u;(g(2))], < p. Donc f est analytique sur le polydisque
D' = {z € C¢ | maxi<i<a|ti(2)ls < p} via g. Supposons d’abord que v est
archimédienne. On note M = sup{|f(2)| | z € D'}. D’aprés le théoreme 3.4 de
[10], on en déduit que

Is(W)llo < (1+8)|flg(y)] < (1+¢) (maX1<i<¢;l'ﬁi(g(y))> o

<(l1+4¢) (2W)TM.

Par ailleurs, [|$]|y,sup > (1 —¢)M. En faisant tendre e vers 0 et p vers p,(Z, ¢),

on obtient bien .
Lls (o die) )
Pa:($7 90)

Considérons maintenant le cas ot v est ultramétrique. La fonction f s’identifie a
une fonction analytique f sur le polydisque D’ qui s’annule & un ordre supérieur
aren g(x) et s'écrit
F= > aab-ap
r<ki+-tkn

On a f(y) = f(g(y)) et on obtient

Is@)llo = llse @l FW)lo < 1+ ) max{laxle [T [a:(g())}

1<i<n

< (1+ &) max(|ag|op™! ") (do (2, )"

8llv,sup ~

D’aprés le lemme 15.1 de [19] appliqué sur le polydisque D’, on a de plus

[[8[lv.sup = sup{[lso(@)l[o[f ()] | v € B(px(£), 0)}

> (L—e)sup{|f(v)]o | v € D'}
> (1-e) mgX(\ak\vP‘k‘)

En faisant tendre e vers 0 et p vers p, (%, ¢), on obtient
sl ( dy(z,y) )'"
(L)

Le lemme est donc démontré dans le cas ot p(x) = (1:0:---:0). Le cas d'un
plongement ¢ quelconque se déduit du lemme 5.1 de la fagon suivante. Si v est

[[8llo.sup
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ultramétrique, soit &/ > 0. D’aprés le lemme 5.1, il existe un plongement ¢’ tel
que ¢'(z) = (1:0:---:0), définissant une distance d), qui vérifie

(14N dy(z,2) < d) (z,2) < (1 +€)dy(z, 2)
pour tout z € X(C,). On en déduit que
pa(ZL,¢') = (1 +) " pu( L, ).

Soit y € X(C,) distinct de x tel que dy(x,y) < min(l, p,(-Z,¥)). On suppose
¢’ suffisamment petit pour avoir d,(x,y) < min(1, p,(-Z,¢’)). D’aprés le cas

précédent,
Isllo ( dy(z,y) )
Isllo.sup = \pe(Z,¢") )

Il o () '
15losup (“*“‘) m(z,m)

On en déduit le résultat voulu en faisant tendre &’ vers 0. Si v est archimédienne,
on conclut également avec le lemme 5.1.

donc

|

Le résultat principal de cette partie est le théoréme suivant, qui est une

conséquence du corollaire 4.2 et du lemme 5.2. Rappelons que 1'on note a(v) =1
si v est archimédienne et a(v) = 0 sinon.

Théoréme 5.3. Soient v > 0 un nombre rationnel et r un entier non nul tel
que ry € N. On note F, le sous-espace vectoriel de H*(Xp,r.) des sections
qui s’annulent o lordre rv en x. Alors pour tout € > 0 et pour tout point
y € (X \ B(F,))(K) distinct de x satisfaisant l’inégalité

log(dy (1)) < —( [[L'@]

e heel), ©)

la hauteur ho(y) est majorée par

max { <[[LQ] + 5)_ a(v)log 2, é(cl(.ﬁf,x) + ca(f,x,%r))} ;

Ly 0 Q]
ou
ci(Z,x) = av)log 2 —log(p.(-£)),
et
(L xyy,r) = mmin{&lﬁé h(si) | (si)i<i<e base de F.}.

En particulier, les points vérifiant (6) sont en nombre fini si £ est ample.
Démonstration : On note n, = L[I; g]v] Soient € un nombre réel strictement

positif et y € (X \ Z(F;))(K) un point distinct de = tel que

log(dy(z,y)) < —(ny/v +e)he(y).

23



Soit s € F,. \ {0} ; cette section s’annule & l'ordre ry en z. On peut supposer
que he(y) > (2 + £)~ta(v)log2; ainsi 'hypothése du lemme 5.2 est satisfaite

et on obtient -y
e ¢ (el
pz(ZL)

l[sllo,sup —
On a alors

Hs(y)Hv (20,(11) dv(l‘vy))rV
Pz (L)

<2a(v) exp(— (/v +e)he(y)) ) "
pa(Z)

= (2°Y/po (L))" exp(=(ny + 78)hrz (y))-

18]l sup

IN

En appliquant le corollaire 4.2 avec F = F,., C, = (2°") /p (L))" et t, =
Ny + Y€ > Ny, on en déduit que

r ny
rhe(y) < hre(y) < - log(2"™/p.(£)) + pouly (L, ),

ou
d(Z,x) = min{lrilaéi h(s;) | (si)1<i<r base de F;)}.

Si .Z est ample, ces points sont en nombre fini d’aprés la propriété de Northcott.

O
Le lemme suivant nous permettra de faire le lien entre le théoréme 5.3 et le
théoréme 3.3 de [14].

Lemme 5.4. 1. Soit v > 0 un nombre rationnel tel que £, appartienne au

cone effectif de Picg(X) et soit r un entier tel que ry € N\ {0}. Notons
F, le sous-espace vectoriel de H*(Xp,,r.%) des sections globales s’annulant

a lordre rv en x. Pour toute section non nulle s € HO()?,T.,%,Y), il existe
une section s € F,. \ {0} telle que Sx\E = (81X \{x})-

2. On a Vinclusion B(F,)\{z} C n(#B(r L)), ot B(rZ,) est le lieu de base
der?,.

Démonstration : Le faisceau correspondant a r.Z, est

(m* L)% ®oy Ox(ry) = (n=tg)er Qr-10x O Roy Ox(r)
= (17 L)% @r10y Oz (7).

D’aprés la proposition 8.1.12 (e) de [12], on a O%(1) = I, - O%, ou I, est le
faisceau d’idéaux de Ox associé & x. On en déduit que

7“,,5,{Y = (ﬂ—1$)®r ®7rlﬁx (ﬂ_—l[w)®r’7 ®7T’1ﬁx ﬁ)?' (7)

Si dim X = 1 alors le point = correspond & un diviseur de Cartier et Iécla-
tement m: X — X est un isomorphisme et donc r.%, = 771 (L ®g, IE7).
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Sidim X > 2, I’éclatement 7 induit un isomorphisme entre )?\E et Xp\{z}.
Soit 5 € HO(X ,7Z,) une section non nulle. D’aprés I’égalité (7), la restriction
de 5 a X \ E s'identifie & une section (non nulle) s de r.%, définie sur X \ {z}.
Le point z est régulier, donc est contenu dans un ouvert régulier de Zariski U de
X. Le sous-schéma ouvert U est intégre et normal (car un anneau local régulier
est intégre et normal), donc dimU = dim X > 2 et d’aprés le théoréme 4.1.14
de [12], toute section de H(Xy \ {x},.%) se prolonge de fagon unique en une
section globale de .Z. Ainsi s se prolonge en une section globale de r.Z ; cette
section s’annule a Pordre ry en x d’aprés Pégalité (7).

Pour montrer l'inclusion #(F;) \ {z} C n(#(rZ,)), il suffit de remarquer
que si z # x, alors 771(z) ¢ E et d’utiliser la premiére partie du lemme.

O
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoréme 5.3 et du
lemme 5.4.

Corollaire 5.5. Soit v > 0 un nombre rationnel tel que £, soit dans le cone

effectif de Picg(X). Soit r € N\ {0} tel que v soit entier. On note #(r.Z,) le
lieu de base de r 2, et B = w(HB(rL,)). On pose

c1(Z,x) = a(v)log 2 —log(pz(£))

et

_ k9 N
(L x,y,r) = mmm{lngl?%(e h(s;) | (si)1<i<e base de F.},

ot F. est le sous-espace vectoriel de H*(X,,r.) des sections qui s’annulent a
Uordre ry en x. Soit € > 0.

1. Pour tout point y € (X \ B)(K) distinct de x satisfaisant l’inégalité

gy ) < — ({0 +e ) o) ®)

la hauteur ho(y) est majorée par

[L: Q] ! 1
max{(m—ﬁ-a) a(y)logQ,E(Cl(g,x)—l-Cg(g,J?,’)/,r))}-

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

2. Side plus x ¢ B, alors pour tout point y € X (K) distinct de x satisfaisant
Uinégalité (8), la hauteur h(y) est majorée par

7[11:@] 5 _lmaX—O T a(v) 10,
maX{(’Y[LuIQv} + ) {—log(d,(z, B)),a(v)log2},

(e (22) +c2<f7w,w>>}7

ot dy(x,B) = inf,cz d,(x,2). En particulier, ces points sont en nombre
fini si L est ample.
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Démonstration : D’aprés le lemme 5.4, les hypothéses y ¢ B et y # =z
entrainent y ¢ Z(F,.). Le premier point est alors une conséquence immédiate
du théoréme 5.3. Supposons de plus que x ¢ . Soit y € X (K) un point distinct
de x satisfaisant 'inégalité (8). Siy ¢ £, le point 2 est une conséquence du point
1. Siy € A, alors d,(z,y) > d,(x,B), donc

he(y) < — (% + e) . log(dy, (z, #)).

O

Remarque 5.6. Le corollaire 5.5 implique le théoréme 1.4 de la fagon suivante.
Dans le théoréme 1.4 intervient le lieu de base stable B(.Z,) de .Z, € Picg(X)
a la place de #(r.Z,). Mais d’aprés la proposition 2.1.21 de [11], on peut choisir
r tel que B(.Z,) = A(rZ,). 1l suffit alors d’appliquer le corollaire 5.5 avec ce
choix de r pour obtenir le théoréme 1.4. En pratique, il peut cependant s’avérer
difficile de déterminer un entier r tel que B(.Z,) = #A(rZ,). Cette difficulté est
atténuée par le fait que le théoréme 5.3 et le corollaire 5.5 sont valables pour
tout entier 7 non nul tel que ry € N, pourvu que I’on ne considére que des points
y € X(K) en dehors de #(F,) et B(r ).

Nous allons maintenant voir que dans le cas ot .Z est ample et v < ¢,(.%),
il est possible de remplacer & par {«} sans considérer d’entier r arbitrairement
grand dans le corollaire 5.5, & condition que Og(E) soit muni de métriques
convenables au sens de la définition suivante.

Définition 5.7. Nous dirons qu’une métrique adélique sur Og(FE) vérifie la
condition (A) si pour tout (p,q) € (N'\ {0})? tel que p(7*.%) — qE soit ample,
la métrique induite sur pr*.Z — qF est semi-positive et vérifie : pour tout point
z € (X \ E)(C,) et pour toute section globale § de p(7*.Z) — qE ne s’annulant
pas en z, pour toute place v € ¥,

[5(2)llv = lls(m(2)) |
ou s est la section de r.% associée a 5 du lemme 5.4.

On obtient le théoréme suivant, qui est & mettre en paralléle avec le théoréme
3.1.

Théoréme 5.8. Supposons que £ est ample et que le fibré Ox(E) est muni
d’une métrique vérifiant la condition (A). Soit 0 < v < €;(£) un nombre ration-
nel. Alors pour tout € > 0, pour tout point y € X (K) distinct de x satisfaisant
l'inégalité

(o)) <~ =gy +2) haeo)
la hauteur ho(y) est majorée par
[L: Q] -t 1
max { <M + 5) a(v)log 2, g(cl(.f,x) + @(.Z,x,fy))} ,

a(Z,z) = (l(’l)) log2 — IOg(pm("g))7
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et

_ Q) : ,
s(r2,7) = Y[Ly : Qo] <e($) ymin{0, zelgf@)

En particulier, ces points sont en nombre fini.

hﬁ(—E)(Z)}> ~

Remarquons que le fibré 0(—E) = 0';(1) est un fibré ample, donc la quantité
inf_ hg(—p)(2) est bien finie.
2€E(Q)
Démonstration : Comme v < €,(%), £, est ample. Soit m un entier non

nul tel que my € N et soit r € N tel que rm.Z, soit trés ample (en particulier

B(rmZ,)) = 0). On note n, = [L[ng]]. Soient & un nombre réel strictement
positif et y € X(K) un point distinct de z tel que

log(dy(2,y)) < —(nv/v +€)he(y)-
Soit § € HO(X,rm.%,) \ {0}. D’apreés le lemme 5.4, il existe une section non
nulle s € HO(X, £ @ I7™7) telle que 5 3\& = 7 (8)x\{z}). On peut supposer

que he(y) > (% +¢)~ta(v)log2; ainsi 'hypothése du lemme 5.2 est satisfaite
et d’aprés la condition (A) on a

15 )l = sl < (2“@%) sl

dy(z y))’”m” N
< 2’1(0)7’ 3
<(20%05)

v,sup

v,sup-

Par ailleurs,

Pz (@) = = 3 22 200 511

&, T
—— 3 o S ) = o (7 0)
VEX L '

On raisonne maintenant comme dans la preuve du théoréme 5.3 en appliquant
le corollaire 4.2 & HY(X,rm.%,) au lieu de F,. La constante ¢/(-Z,z) qui ap-
parait & la fin de la démonstration du théoréme 5.3 est alors remplacée par
%)\max(rmfy). D’aprés la proposition 2.10, on a

lim A () = —e(m 7).

r—+oo T

En utilisant a nouveau la condition (A), on obtient

e(mZy) = inf{hng, (2)|2e€X@Q)}

= mmin infﬁ) hy(a),hy(x) +vinf{hep)(2) | z € E(Q)}
aceX(Q
aFtz

me(Z) +mymin{0, inf hg_pg(2)},
z€E(Q)

Y%

ce qui achéve la preuve.

27



O

Voyons maintenant comment le corollaire 5.5 implique le corollaire 1.5. Ainsi
que nous avons rappelé dans la partie 3, si .Z est ample alors €, (%) > 0. Consi-
dérons un nombre réel strictement positif v < €,(.%) ; alors pour r suffisamment
grand, A(rZ,) = 0. Soit ¢ > 0 et soit y € X(K) un point distinct de z. Si
est suffisamment proche de €, (%) et si he(y) > 0, on a 'implication

_ [L: Q] .
log(d,(z,y)) < (Ex(-f)[Lu O] + ) he(y)
[L:Q] ¢
— tog(dufon)) < - (g 5 ) )
On obtient alors le corollaire 1.5 en posant
b(Z,x)=¢ <m> ) a(v)log2 + 2max{0,¢1 (L, x) + c2( L, x,v,7)},

ou ¢1(Z,xz) et (&L, x,y,7) sont les constantes du corollaire 5.5. De plus,
si 'hypothése du théoréme 5.8 est satisfaite, on peut remplacer la constante
co (&L, x,v,7) par la constante c3(-%, z,7). La propriété de Northcott implique
qu’il n’existe qu'un nombre fini de points y € X (K) distincts de z tels que

[L: Q]
690("%) [Lv : Qv]

Dans le cas ou le point = n’est plus supposé régulier, les mémes méthodes
permettent de majorer la hauteur des points vérifiant (8), mais dans ce cas la
constante qui intervient n’est plus explicite. L’inconvénient est que le lemme
5.2 ne s’applique pas et ’hypothése du corollaire 4.2 n’est plus garantie. Nous
pouvons cependant utiliser le corollaire 4.4 ; expliquons maintenant comment
procéder. Soient v un nombre rationnel et r un entier non nul tel que ry € N, ¢
un nombre réel strictement positif et y € (X \ B)(K) (£ désigne encore 'image
par 7 du lieu de base de r.Z,) tel que

1%@umwe(ﬁ3%h+ghﬂw

On note V = HY(X,r.%) et F, le sous-espace de V des sections s’annulant a
Pordre 77y en x. On considére la filtration de V' donnée par le drapeau

g ) < +e) holy)

V O F,. D {0}

et les nombres réels ¢cg = 0 < ¢ = [L[LES]] + ve/2. 1l existe des générateurs

(uq,...,us) de I'idéal maximal défini par z tels que si d,(z, z) est suffisamment
petite, alors
max([uy (2)]o, - - -, [ue(2)]) < 2°Cd, (2, 2)

(on utilise ici les mémes arguments qu’au début de la preuve du lemme 5.2 ainsi
que le lemme 5.1). On en déduit que si la hauteur de y est suffisamment grande,
lui(y)]» < 2% d,(2,y) pour tout 1 < i < t. En considérant un recouvrement de
X par des ouverts affines et I’égalité

T"g’Y = (ﬂ.—lg)@)r ®7r_1ﬁx (71—_1[30>®T’y ®‘n’_1ﬁx ﬁ)?
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(voir la preuve du lemme 5.4), on peut supposer que y n’appartient pas a Z(F;.).
Soit U un ouvert de X contenant x et so € H(X, r%’) une section ne s’annulant
pas sur U. On choisit une base (s1, ..., Sdim r) de F, avec

s; =350 fi E agug™ - uit,
Qi1+ Fage=mry
a=(aj1,..at)

ou fi € ﬁx(U) et
||50'fi||v,supZ|aa‘v S 1. (9)

Pour tout 1 <7 < dim F, on a ainsi

. < . ™ < a(v) Y
lsi(@llo < max {Ju;lo}™ < (27 dy (2, 9))

En raisonnant comme dans la preuve du corollaire 5.5 et en utilisant le corollaire
4.4, on majore ainsi la hauteur des points satisfaisant le systéme (8). Cette
majoration fait intervenir la constante du corollaire 4.4 (pour le cas particulier
d’une place) qui dépend malheureusement de la base (s1, . .., S4im ) choisie pour
obtenir (9). Ces méthodes redonnent ainsi une généralisation du théoréme de
Liouville méme dans le cas ot le point x n’est pas régulier.

Le corollaire 5.5 entraine la minoration a, (%) > ﬁew (%) du corollaire
3.4 de [14] (le facteur [L, : Q,] qui apparait dans le corollaire 5.5 provient
d’une différence de normalisation) et fournit une majoration pour la hauteur
des points qui ne dépend pas d’un choix de métriques sur E. Remarquons que
dans [13], les auteurs démontrent la minoration plus forte o, (£) > Z€,(%), qui
généralise le théoréme de Roth. Mais méme dans le cas de la droite projective
X = Py, aucune version effective n’existe a 'heure actuelle pour le théoréme

de Roth.

5.2 Le cas de P"

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas ou X =P} et £ = €(1). Dans le
cas olt n > 2 , I’exposant d’approximation du corollaire 5.5 peut étre amélioré,
tout en conservant une majoration effective de la hauteur des solutions. Nous
proposons une généralisation de la version effective du théoréme de Liouville,
analogue & (1). Soit x = (xg : ... : x,) un point de P"(K) \ P*"(K) et soit v une
place de K. Par abus de notation, on note encore v la restriction de cette place
a des sous-corps de K. Sans perte de généralité, on peut supposer que zg # 0

etonnotex = (1:21: - :Tp).

Théoréme 5.9. On note

e:min{mmw}.

Pour tout point y = (yo : ... : yn) € P?(K) tel que yo # 0, on a

log(dy(z,y)) > =0(h2(y) + ha(z)).
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Démonstration : Soit 1 < i < n tel que 8 = [K(Z;) : Q|/[K(Z;)y : Q] et
Z; ¢ K. On note L = K(Z;). Considérons la section

s =&;Ty — T; € H(P, (1)) \ {0}.

Soit y € P™(K) tel que yo # 0. Alors s(y) # 0 car 7; ¢ K et y € P*(K). On
consideére la métrique sur 0'(1) telle que hm(y) = hs(y) définie dans 'exemple
2.6. Supposons que la place v est finie. Alors

_ 1y —yoTile o maxock<icn [y — kTl
[s()llo = : — < _ _
maxo<;<n |Yjlv maxo<;<n |Yjlv
= dv(xa y) ' max{l, |'§51|Ua RN} |E"‘U}

Dans le cas ou v est archimédienne, on a de la méme fagon

[Yi — YoTilv < |(y1 — yrZ1)o<k<i<n|2,0
Yo, Yn)l2w (Y05 -+ YUn)|2,0
=dy(x,y) - (1,Z1,...,Tp)

Pour toute place w € Xr,, on a par ailleurs

s(¥)[lw < ||3Hw,suP <L 20) 2w < (L, Z1, 45 Zn) 2,0

I8yl = I

2v-

On en déduit que —ha(y) < hao(z) + %bg dy(x,y), ce qui achéve la preuve.

U

[ L[Lg] ] du corollaire

5.5, out L est le corps de définition de z. Cependant dés que n > 2, I'exposant
[L:Q]

[Lo:Qu] "

Particle [13], les auteurs obtiennent un meilleur exposant (

Dans le cas o n = 1, I'exposant 6 est égal & 'exposant

du théoréme 5.9 peut étre strictement inférieur a

Remarquons que dans

mL_H, ot m est la
dimension du plus petit sous-espace linéaire contenant x € P"(K)\P"(K)). Une
fois de plus, 'intérét du théoréme 5.9 est qu’il donne une majoration explicite

de la hauteur des solutions.
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