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Premiere partie

Collisions entre particules de DIRAC



| - Introduction

La notion de collision de particule a une place centrale dans 1’évolution de nos
connaissances de I’infiniment petit. Le seul procédé expérimental qui permet d’explorer la
composition des particules consiste a les projeter les unes contre les autres et a examiner les
morceaux qui jaillissent de cette rencontre. Plus le choc se produit avec une énergie
importante, plus on peut espérer observer de nouveaux détails dans la gerbe de particules
issues de la collision.

Deux collisions effectuées dans des préparations les plus identiques possibles
conduisent a des gerbes de particules différentes. Il s’ensuit que le traitement effectué est un
traitement statistique car on ne connait pas a I’avance le résultat d’une collision. Dans ce
domaine, les calculs relatifs aux sections efficaces et matrices de diffusion ont atteint une
maturité telle qu’ils constituent des piliers robustes, efficaces, et précis dans la modélisation
des collisions.

La collision en elle-méme est une boite noire qui n’est jamais décrite en physique. On
connait en général les particules qui entrent, celles qui sortent, et les régles de conservation de
I’énergie et de I’impulsion qu’elles doivent respecter. Ces regles sont issues de la relativité
restreinte et consistent globalement a écrire 1’égalité du quadrivecteur impulsion énergie en
entrée et en sortie.

Nous proposons dans ce document de décrire la collision en termes de solutions
exactes a I’équation de DIRAC, que nous appellerons particule de DIRAC. Cette description
contient plus d’informations que le traitement relativiste macroscopique de particules
ponctuelles. Elle contient en plus 1’état des bispineurs de DIRAC qui représentent les
particules avant et apres le choc.

On admettra que toute 'information sur chaque particule est contenue dans sa
représentation de DIRAC.

On espére alors pouvoir déduire d’une écriture globale de I’interaction, a la fois une
description macroscopique du phénomeéne, et une description microscopique qui conduit a
I’évaluation de I’amplitude de diffusion.

A ce jour, les graphes de FEYNMAN sont les outils majeurs qui permettent le calcul
de I’amplitude de diffusion d’une réaction. On tente dans ce document de montrer que ce
calcul peut étre abordé de maniére différente et complémentaire.

La vision globale de I’interaction qui est présentée est purement énergétique, et le
postulat de conservation de I’énergie y joue le role fondamental. C’est lui qui va créer les
conditions qui permettent la transformation et la diffusion des particules créées, en combinant
des échanges d’énergies trés complexes a des fréquences trés élevées.



Il — Collision entre particules
ponctuelles

Le traitement relativiste de la collision de particules ponctuelles est fondé sur la
représentation de la particule ponctuelle par son quadrivecteur impulsion-énergie.

On deésigne par i le numéro de la particule qui intervient dans la collision. On adopte
dans ce document la notation et représentation suivante pour le quadrivecteur associé a chaque
particule i :

P =(%,pix,piy,pizj (I-1)

Ei représente 1’énergie totale de la particule i, tandis que pix, piy, piz représentent ses
composantes d’impulsion suivant chaque axe x, y, z. On désigne par mio la masse au repos de
la particule i.

Sans changer de notation, ce quadrivecteur pourra étre multiplié par la vitesse de la
lumiere c lorsque cela sera utile pour lui donner une dimension énergétique.

Dans 1’espace-temps des quadri-vecteurs, aussi appelé espace de MINKOWSKI, on
peut définir un pseudo-produit scalaire analogue au produit scalaire des espaces vectoriels
classiques. Dans une métrique (+,-,-,-), le pseudo-produit scalaire de deux quadrivecteurs
indicés i et j est un scalaire obtenu par le calcul suivant :

E;

i = (?: Pix: Piy» pizj‘ o PixPjx —PiyPjy =PiPj (11-2)
Piy
pjz

ol

La quasi-totalité des outils de calculs utilisés pour 1’étude des collisions relativistes
repose sur la propriété suivante : a I’image du produit scalaire de deux vecteurs dans un espace
vectoriel ordinaire, le pseudo-produit scalaire de deux quadrivecteurs est une constante. Cette
constante ne dépend pas du référentiel dans lequel elle est calculée.

On peut par exemple choisir de calculer cette constante dans le référentiel (Ri) ou la
particule 1 est au repos. Dans ces conditions, ses composantes d’impulsion sont nulles et on
obtient :



-~ EE
Rp =L (11-3)

L’énergie totale de la particule i est alors égale a son énergie de masse :

E, = m ¢ (11-4)

Si on suppose que la vitesse relative de la particule j par rapport a la particule i est
¢gale a v, alors 1’énergie totale de la particule j, dans le référentiel (R;), est égale a :

(11-5)

On en déduit le pseudo produit scalaire a la valeur suivante, quel que soit le référentiel
dans lequel il est calculé :

~ ~ Ei EJ E|EJ ijC
PP =( PPy P Py Piye Pz [= =z~ PicP = PPy ~ PPy =Myl ——— (11-6)
1-7
C

Le cas i=j est un cas particulier trés important : dans cette situation, le pseudo produit
scalaire devient égal a la pseudo-norme au carré du quadrivecteur.

Aprés multiplication par c?, la pseudo-norme au carré du quadri-vecteur impulsion-

énergie devient une constante qui est égale a 1’énergie de masse au repos élevée au carré. Entre
les composantes du quadrivecteur, on a donc la relation énergétique suivante :

E —(cp, S - (Cpiy)2 ~(cp,, f = (mi0c2)2 (11-7)
Dans la suite de ce document, nous désignons 1’expression (11-7) par (pseudo-norme)?.
Nous proposons, tout au long de ce document, de traiter une collision typique faisant
intervenir deux particules entrantes indicées (a) et (b), et deux particules sortantes indicées (c)

et (d).

Avant le choc, le quadrivecteur impulsion-énergie 5e qui représente les deux particules
entrantes a pour expression :

l

Ea Eb
T = ?’pax!pay'paz + T’pbx’pby'pbz

E. E, +E,
e ?’pewpey’pez = c 1pax+pbx’pay+pby1paz+pbz

I
SOl

®

(11-8)

l

Ce nouveau quadrivecteur, indicé par la lettre e, vérifie I’équation de conservation de
I’énergie (11-7) :



Eezz - (Cpex )2 _(Cpey)2 Cpez :( eOC )2

(11-9)
(Ey + )~ (P + P — 2 (Pay + Poy f — (P + Py J = (M + g Jo2f

Apreés le choc, le quadrivecteur impulsion-énergie 55 qui représente les deux particules
sortantes a pour expression :

s = E E
P P Pd _( CC 1pcxvpcy’pcz)-"(%!pdxvpdy’pdzj
(11-10)
P

E, E, +E,
T: Psx psy’ Ps; T! Pex + PaxiPes + pdy! Pc; + Py,

Ce nouveau quadri-vecteur, indicé par la lettre s, vérifie 1’équation de conservation de
I’énergie (II-7) :

E52 - (Cpsx )2 - (Cpsy)2 Cpsz :( Mg,C )2

> 2 B 2( )2_ 2 2_( 2)2 (I-11)
(Ec + Ed) c (pcx + pdx) c pcy + pdy c (pcz + pdz) - (ch + me)C

Les changements opérés durant la collision sont régis par 1’égalité des quadrivecteurs
impulsion-énergie avant et apres le choc.

- - (1n-12)
=P, +

L o
+ |l
o I (n-Ul

I
o

Cette égalité, appliquée aux composantes de ces quadrivecteurs, implique la
conservation de 1’énergie totale, et de 1’énergie impulsionnelle suivant chaque direction de
I’espace

pax+pbx:pcx+pdx

pay + pby = pcy + pdy

paz + pbz = pcz + pdz

(11-13)

Les quadrivecteurs impulsion-énergie étant égaux avant et apres le choc, cela implique
I’égalité de leur (pseudo-norme)?, que 1’on pose en général égal a s :
S= Eg - (Cpex) (Cpey)2 (Cpez )2 = (Cpsx) (Cpsy)2 - (Cpsz )2
5=(E, +Ey ) — (P + P ) ( + Py f —¢(pa; + Py, ) (11-14)
5=(Eo +Ey ) —%(poc + Pox) — Py +Payf —(pcy +Pec )

A partir de I’égalité fondamentale (IT-12), on peut former une autre égalité de quadri-
vecteurs formee par différence :



P.-P.=P,-P, (11-15)

Il s’ensuit que 1’on peut écrire 1’égalité de leur (pseudo-norme)? que 1’on pose
géneralement égale at :

t

(Ea - Ec )2 - Cz(pax — Pex )2 - Cz(pay - pcy)2 - CZ (paz —Pe; )2

(11-16)
t=(Ey ~Eyf =€ (Pux — o} —*(Pay ~ Poy F —* (P ~ Pic
A partir de (11-12) on peut former un autre quadri-vecteur par différence :
B,—B,=P.-P, (11-17)
On en déduit une nouvelle (pseudo-norme)? désignée par u :
U=(E, ~Eaf ~C (P =Py ~¢*(Poy =Py f ¢ (P —Pecf (11-18)

u= (Ec - Eb)2 _Cz(pcx - pbx)2 - Cz(pcy - pby)2 - Cz(pcz - pbz)2

Les grandeurs s, t, u, portent I’appellation de variables de MANDELSTAM. Leur
intérét provient du fait que, en tant que (pseudo-norme)? elles sont indépendantes du
référentiel dans lequel elles sont calculées, par exemple référentiel du centre de masse, d’une
particule quelconque, ou du laboratoire.

La méthode se généralise sans difficultés. On peut par exemple utiliser 1’égalité des
quadri-vecteurs :

P.+P, —P, =P, (11-19)
On en éduit I’égalité de leur (pseudo-norme)?, désignée par v :

V=(Ey+Ey —E. = (Pax + Pox —Pex ) =€ (Pay + Poy — Py = €2 (Paz + Pz — Pz

11-20
V= Eczj - (dex)2 - (dey)2 - (dez)2 ( )

Ces outils vont étre utilisés dans les chapitres suivants, en relation avec le
quadrivecteur des courants de DIRAC.



11 — Le quadrivecteur impulsion-
energie quantigue pour des solutions
purement sinusoidales

Les idées développées dans ce document reposent essentiellement sur les propriétés
d’un quadrivecteur impulsion-énergie quantique qui est développé dans ce chapitre.

Ce quadrivecteur est celui qui est « naturellement » issu des solutions a I’équation de
DIRAC atravers les courants de DIRAC. C’est le seul quadrivecteur que 1’on peut construire
directement a partir des composantes des bispineurs.

Pour un bispineur de DIRAC v, ces courants sont donnés par la relation :
» =gty (I11-1)

Les y représentent les matrices de DIRAC et y représente le bispineur adjoint de v :

10 0 0
. .« . .01 0 0 e e e s
v= ) =lvo vl v 00 -1 0 = (w5 vivr-w3) (111-2)
00 0 -1

Quelques lignes de calcul permettent de présenter une expression développée de ces
courants :

3% =Yoo + Wiy, + VoW, + Wy, =,
I = WaWo + Wow, + Wiy, +yow, =J,
3% = jyawo — Jwows + W, — jwews =1,
P =yowo — Waus + Wou, — iy, =1,

(11-3)

Nous adoptons dans la suite les indices t, X, y, z qui rappellent que, dans une approche
énergétique, ces courants représentent respectivement la densité volumique d’énergie totale,
et la part de cette densité qui évolue dans les directions X, y, z.



Considérons une solution exacte a I’équation de DIRAC qui ne contient pas
d’exponentielle complexe : une telle solution sera désignée sous 1’appellation « purement
sinusoidale ».

h, vV, oV, . , vV, o Voo,
\.|10: TCOS 'Y(,OO t_C_ZX_C_Zy_C_ZZ —J h’Y(,l)OS|n 'Y(J)O t—FX—C—Zy—C—ZZ

y, =0
y, = —j% hyw, sin(ym{t - %X — %y - %ZD
VY, = % hyo, Sin(ymo(t - %X - %y — %ZJ] — j% hyo, sin(ym{t - %x - %y - %zn
(1-4)
L’énergie de masse au repos est représentée par la quantité :
o, = myc? (11-5)

Les composantes de vitesse de la particule sont vy, vy, V2, et y représente le facteur de
LORENTZ. Pour la solution examinée, 1’équation de conservation de I’énergie est équivalente
a I’expression du facteur de LORENTZ en fonction des composantes de la vitesse :

= (111-6)

Le calcul des courants de DIRAC est détaillé dans les lignes suivantes. Les paramétres
des fonctions sinusoidales ont été omis car ils sont tous identiques.

Premiére composante du guadrivecteur courant :

30 = WoWo + W1W1 + VoW, + Ways
2 2 2
L,V _, v L,V .
J = 9% o5+ Trye, Sin%+ —£ Ty Sin® + —- Fryay Sin %+ — Ty ooy sin® (111-7)
% c c c

22 2 2
J, = %{00524_ v2 sin2[1+v—;‘+—y+v—§} = %{cosﬁ v sin2[1+ V—Zj}
Y C C Y C

Deuxiéme composante du quadrivecteur courant :

o
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[
|

) = WalWo + WoWy + Wiy, + Yoy,

v
[—y fye, sin+ jox hycoosinJ( /@cos—j hyoaosinJ
c c y
X 7 v
+( "D cost j Tryoy, sinJ(—y hyoaosin—jﬁ Tryoy, sinj
\ v c c

(11-8)
Vy h - -VX h - .Vy h - 2 VX h - 2
—Y ha, Sin cos+ j—Xhw, Sin cos— j— ryay, Sin®+ —X Ay, sin
¢ c c c
X
\Y . .V . .V . v .
+—L hiv, Sin COS— j—= Tian, SIN COS+ j— Ty, SiN°+ — iy ey, SN
c c c c
v, . vV, .
J, = 2h(o0[—ysm Ccos+ y—xssz
c c
Troisiéme composante du quadrivecteur courant :
Jy = JWawo — iwaws + iwaw, — wows
\ .V . h . .
(—y hryoy Sin+ j—=/hiye, sm)( &cos—j hyo, sm]
¢ c \ v
Jy=1] .
. . \Y IV .
—( D cost j hyooosm}(—y frya, sin— j—= hymosm}
\ v c c
(1m-9)
v v
Y o Sin COSH X oy sin €OS— 2 Trya, SinZ+ % fryeap Sin®
3= ¢ c c c
y
v v
— Y oy sin €O+ X Fiong SiN COS— - Ay Sin? — X Tryc, sin?
c c c c

vV, . Vy .
J, = tho(——"sm cos+ y—ysmzj
c c

Quatrieme composante du quadrivecteur courant :

J, = WoWo —WaWs + WoWs — W1Vs
J, = (jﬁ Ty o, sinj{ /@ COS— Jy/fryay, sinJ +(— jﬁ hryo, sinj{ /h& COS+ Jy/fryay, sinJ
c Y c Y
3, = Y2 7oy Sin COS+ Y2 Trya, Sin?— V2 e, Sin COS+ 2 iy, Sin®
c c c c

J, = 2£hym0 sin®
C

(111-10)

En résumé, le quadrivecteur courant de DIRAC a pour expression :
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2
J, = hﬂ{cosﬁ v sin2[1+ V—ZJ}
y c

v
J, = tho(—ysin cos+ yv—xsian
¢ ¢ (111-12)

vV, . Vy .
J, = Zhwo(—?"sm cos+ y?yssz
v .
J, =22 hyw,sin®
c

On en déduit sa valeur moyenne dans le temps en remplacant les fonctions sinusoidales
au carré par leur moyenne temporelle, ¢’est-a-dire %2. On rappelle que le produit de deux
fonctions sinusoidales différentes a une moyenne temporelle nulle. On obtient :

<J, >=hyw, = ym,c* = mc?

v v
<, >=yho, ?X = ym,C ?X =yM,CV, = Mcv,

v, , Vy (1m-12)
<Jy >=yho, P ym,C re YMeCV,, = mcv,

v v
<, >= yho, ?Z = ym,c’ ?Z = yM,CV, = MCV,

La valeur moyenne du quadrivecteur impulsion-énergie de DIRAC est identique au
quadrivecteur impulsion-énergie que la relativité attribue a une particule ponctuelle.

Pour définir le quadrivecteur impulsion-énergie de DIRAC, nous avons utilisé
I’expression habituelle de la définition des courants de DIRAC, ce qui nous a imposé les
coefficients de la solution exacte examinée. Nous conserverons ce choix dans la suite de ce
document, mais il n’a rien d’absolu puisqu’il est défini & une constante multiplicative pres.

La remarque concernant la valeur moyenne du quadrivecteur impulsion-énergie de
DIRAC n’est pas spécifique a la solution examinée (I1I-4). Afin de vérifier cette propriéte,
nous écrivons cette solution de maniére abrégée :

Yo = /hﬂcos—j hmyy sin
Y

y; =0
(1-13)

Vv :
Y, =—]—= /gy sin
c
\ .V .
Y, = L Jhogy sin— j—=/fiogy sin
c c

On obtient une autre solution exacte en ajoutant une phase de m/2 a chacune des
fonctions sinusoidales (cos -> -sin et sin -> cos) :

12



Yo =— /msin—j hmyy cos
Y

y; =0

Y, = _j%\/ hiwgy COS
\ Y

VW, = 2 Jhoyy CoS— j—= . /him,y COS
c c

(11-14)

Les courants de DIRAC se déduisent de (I11-11), et il est apparent que leur valeur
moyenne est inchangée pour cette solution.

On peut examiner une solution dans laquelle les échanges entre énergie de masse et
énergie ondulatoire sont portés par la composante y1. On sait qu’une telle solution conduit a
une inversion du spin par rapport a la précédente. On obtient :

_ h(DO 2 2 ain2 VZ
vo =0 Ji = » {cos +y°sin®| 1+ 2
- hﬂcos—' Ao,y sin v v
Vamyy T e J, = 2heo| ~~Ysincos+y=sin’
c c 111-15)
Vy\/h_ R -VX\/h_ - (
=——Jlim,y sin— j—= \/-im,y Sin v
v, A oV J e oY J, = tho(v—xsin COoS+ y—ysinzj
c C

Y3 = jﬁ\/hwoy sin
C

\' .
J, = 2L hyw,sin®
C

La valeur moyenne du quadrivecteur courant est inchangée.

En dernier exemple, on peut considérer le cas de I’antiparticule, lorsque les échanges
entre énergie de masse et énergie ondulatoire sont portés par la composante y2 ou ys.

2
. v
v Jt:h& cosz+yzsm2(1+—2]
v, = j—24/hogy sin Y ¢
c
v v, .
v .Y : J = 2ho,| — —Lsin cos+ y—Xsin?
=Y Jhwgy sin+ = \/hoyy sin x 0 v
Y1 c oY J c oY c c (111-16)
vV, . vy, .
Wzﬂ/%cosﬂ haygy sin Jy=2h‘”o[?x5m005+v?y3m2]
Y3 =0

v :
J, =22 hyw,sin®
c

La valeur moyenne du quadrivecteur courant est inchangée.

Il apparait que la valeur moyenne de ce quadrivecteur reste identique, pour toute
solution purement sinusoidale associée a une méme phase de de BROGLIE.

Puisque les échanges d’énergie au cours d’une collision suivent les régles de
conservation de 1’énergie totale et de 1’énergie impulsionnelle relativistes détaillées au

13



chapitre II, il s’ensuit que pour les particules de DIRAC, ces régles s’appliquent a la valeur
moyenne du tenseur impulsion-énergie construit sur les courants de DIRAC.

Cette propriété a des conséquences.

Lorsque nous examinons une collision entre particules de DIRAC, il n’est pas
nécessaire de construire une égalité entre les fonctions d’onde somme des particules incidentes
et les fonctions d’onde somme des particules diffusées (une telle égalit¢ semble d’ailleurs
impossible a obtenir). Il suffit que les valeurs moyennes des courants de DIRAC pour les
particules mises en jeu obéissent aux régles de conservation relativistes.

En d’autres termes, si on est capable de construire un quadrivecteur courants de
DIRAC pour les particules incidentes, il suffira que les particules diffusées possedent, en
moyenne temporelle, un quadrivecteur courants de DIRAC identique aux particules
incidentes. Toutes les particules diffusées qui possedent cette propriété peuvent étre
potentiellement produites au cours de la collision.

La collision conduit a un brassage de modes extrémement complexe entre les
particules incidentes et diffusées, sur lequel nous essaierons de progresser dans la suite de ce
document. L’analyse de 1’évolution temporelle de ce brassage de modes au cours de la
collision semble, pour I’instant, hors de portée d’une description analytique.

Les particules diffusées peuvent étre des particules massives, des particules sans masse
ou les antiparticules correspondantes. Elles doivent respecter deux conditions : en régime libre
(apreés la collision), elles sont représentées par une solution exacte a 1’équation de DIRAC, et
le courant de DIRAC diffusé global doit étre identique, en valeur moyenne, au courant de
DIRAC incident global.

Les solutions purement sinusoidales mettent en évidence des mouvements d’énergie
trés rapides au voisinage des particules libres de DIRAC. Ce phénomeéne présente une grande
analogie avec la notion d’énergie réactive qui apparait en champ proche en
électromagnétisme.

Cette mise en évidence constitue une particularité qui est propre aux solutions
purement sinusoidales, et qui est masquée dans les solutions exponentielles. Sur ce point,

I’analogie est importante avec 1’¢électromagnétisme, et plus précisément avec le vecteur de
POYNTING.

Afin d’illustrer cette remarque, considérons un champ électromagnétique decrit par
ses deux vecteurs champ électrique et magnétique, supposés orthogonaux pour simplifier la
présentation :

Représentation instantanée Représentation complexe associée
E = E, cos(ot + ¢) E=E expj(ot+¢) (11-17)
H = H, cos(wt) H=H,expj(wt)

Le vecteur de POYNTING admet une représentation instantanée qui correspond a la
description réelle du phénomeéne, ou une représentation dans le formalisme complexe associé :
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P = EAF = [E,AR, Joos(ot + p)cos(ot) P :% EAR :%(EOAI:IO)exp(j(p)
(111-18)

On constate que le vecteur de POYNTING instantané fait apparaitre des fluctuations

temporelles de la densité surfacique d’énergie, alors que ces fluctuations sont masquées dans
le vecteur de POYNTING complexe.

Le vecteur de POYNTING instantané peut étre développeé :

P = = (E,AR, (cos(2et + )+ cos(p)) (111-19)

N |-

Et il apparait que c’est la valeur moyenne de cette expression qui correspond a la partie
réelle du vecteur de POYNTING complexe :

<P>= %(EOAFIO)cos(cp)z Re(E) (111-20)
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IV — Le quadrivecteur impulsion-
energie quantique pour des solutions
exponentielles

L’équation de DIRAC possede des solutions construites autour de fonctions
exponentielles complexes.

Nous recherchons dans ce chapitre la forme de ces solutions qui conduit a un
quadrivecteur impulsion-énergie correspondant a celui d’une particule ponctuelle en relativité
restreinte.

L’intérét de ces solutions apparait dans 1’expression des courants de DIRAC :

P =yrty (IV-1)

Si le bispineur y comporte une exponentielle complexe identique dans chacun de ses

membres, alors le bispineur adjoint y contient le conjugué de la méme exponentielle
complexe.

11 s’ensuit que les courants de DIRAC n’ont plus de dépendance temporelle ou spatiale,
et ils peuvent étre qualifiés de courants uniformes dans le temps et dans I’espace. Cela conduit
a une simplification significative de I’ensemble des calculs.

L’obtention des solutions exponentielles est détaillée dans de nombreux ouvrages, et
n’est pas reprise dans ce document.

Les solutions de 1’équation de DIRAC sont définies a un coefficient multiplicatif pres.
Sous réserve d’un choix pertinent de ce coefficient multiplicatif, on peut supposer que les
solutions exponentielles peuvent représenter une particule de DIRAC ayant les mémes
propriétés d’énergie-impulsion qu’une particule ponctuelle.

Nous adoptons une représentation du bispineur de DIRAC présentée dans les chapitres
précédents, qui fait appel aux composantes de vitesse de la particule, ainsi qu’au facteur de
LORENTZ.

Pour alléger la présentation, nous omettons I’énergie de masse au repos qui vient en
facteur de tous les termes :
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o, =m,c’ (IV-2)

Avec cette simplification d’écriture, nous adoptons la représentation suivante du
quadrivecteur impulsion énergie de la relativite restreinte :

P

(IV-3)

=

o |N< o |<< o |><< =
Il
=<

oo |<< o |><< =

=

Considérons alors une particule décrite a I’aide de la phase de 1’onde de de BROGLIE
suivante :

¢=ym0(t—v—;x—v—§y—v—§z} (Iv-4)
c c c

Il existe quatre solutions a 1I’équation de DIRAC qui sont associées a la phase (1V-4).
Ces solutions sont présentées ci-dessous avec un coefficient multiplicateur qui permet de
retrouver la premiére composante du quadrivecteur impulsion-énergie (1V-3) (les détails du
calcul sont présentés par la suite). Les raisons du choix de la notation pour ces solutions
apparaitront a la fin du chapitre.

y-1 0 -
ra Ji-t
0 Jo o
v - YV, et v = v Ve— vy feie (IV-5)
2(y-1) ¢ NECEE
Y Vy vy ~ YV,
\/Z(V—l) c 2(y—1 c
Y ﬁ Y Vy — JVy
Jaly+1) ¢ J2(y+1) c
v Vit ivy | Yy, _
v = \/2(y+1) c al¢ v = \/m c plt (|V_6)
y+1 0
2 y+1
0 J2

On admet que chaque solution est associée aux propriétés suivantes :

- v’® représente une particule avec un spin up.

- v’@ représente une particule avec un spin down.

- v représente une antiparticule avec un spin up.

- v représente une antiparticule avec un spin down.
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La notation exponentielle autorise une autre maniere de représenter les mémes
particules avec la méme onde de de BROGLIE en choisissant une phase opposeée a la
précédente :

v
_¢=_Y‘”o(t_c_§x__zy__zzzj (1V-7)

On obtient alors I’ensemble de solutions suivant, en changeant le signe de y dans les
solutions (IV-6) :

Jy+1 0 1
72 vt
0 V2
u® = YV, g u® = y Vy = vy gl (1V-8)
1/2‘}/+1i c \/2(y+1 c
y vy + vy B Y v,
\/2(y+1) C ,/2iy+li C
Y ﬁ Y Vy — ij
V2(y-1) ¢ va(r-1) ¢
y Vitlvy | YV, '
W=l oG-y ¢ e S NN (V-9)
Jr-1 0
E i1
0 J2

Comme précédemment, on admet que chaque solution est associée aux propriétés
suivantes :

- u® représente une particule avec un spin up.

- u@ représente une particule avec un spin down.

- u® représente une antiparticule avec un spin up.

- u’@ représente une antiparticule avec un spin down.

Pour chacune de ces 8 solutions on peut calculer les courants de DIRAC
correspondants et les comparer au quadrivecteur impulsion énergie d’une particule ponctuelle
que nous avons explicité en (1V-3).

Nous détaillons la vérification de cette proprieté sur les exemples particuliers des
particules représentées par v’ et u®,
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Ji=WoWo + WiV + VoW, + Yoy,

J;/'(l) —

Iy = WaWo + Wau; + Wiy, + Yoy,

e :[ v _ijJE "/_1]_'_( Y Vx +ijJ(\/mJ
©oWav-) o V2 ) \J2l-D) e

JU0 \/m Y vV, — vy + Y Vy + 1V \/m Vy
" J2 | J2(y+1) ¢ J2(y+1) ¢ 2 |7
Jy = JWaWo — JWows + iwi s — jWos

Vi) _ Y Vi 1Yy y-1) (Jy-1). v Vi vy _ Vy
Jy”“{m-n c I V2 J ( V2 I‘m—l) c j} c
u@ _ \/m Y Vi~ vy _ Y Vi vy \/m _ Vy
Jy()_J{ J2 }(\/Z(Hl) c J (\/2(y+1) c j( V2 J} s
3, = WaWo = WaWs + Yol — WiWs

o [y Ve [Nyl far-l v Vel Ve
ey e | V2 V2 \J2y-1) ¢ ) e

JU0 \/m v V.|, Y vV \/YTl _, Y

’ 2 200 c) \Jahsn e |\ v2 ) e

yx
c

N

<

ol e o -

1 v2 1 v2 1
W = 1P +y2 L= 1+ 2y +y2 1+ — |\ = 2vZ 4+ 2y (=
' 2(y+1){(Y+ J cz} 2(y+1){ ey { +CZJ} 2(y+1){y i Y} !

(IV-10)

(IV-11)

(IV-12)

(IV-13)

Toutes les solutions de forme exponentielle ont leurs courants de DIRAC qui

coincident avec le quadrivecteur impulsion énergie de la particule représentée.

Pour une description cohérente de I’interaction entre particules, ces solutions ne
peuvent pas étre choisies au hasard. 1l existe deux ensembles de solutions distincts : le premier
utilise le facteur (y - 1), et le second utilise le facteur (y + 1). Ces deux ensembles sont

équivalents, et le choix est arbitraire.

Nous adoptons dans la suite de ce document la représentation des bispineurs en
fonction de (y + 1). Les 4 bispineurs associés a cette représentation sont rappelés ci-dessous :
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-2
+
[N

u® =

v =| 2y +1)

Avec :

\Y \'%
¢=vwo(t——§><——y
C C

Y
oY%

u® =

v _

e_l¢

pit

(IV-14)

(IV-15)

(IV-16)

Conformément a cette représentation, les particules sont affectées d’une phase e,
tandis que les antiparticules sont affectées d’une phase e/® dans la suite de ce document.
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V — Relations de conservation entre
particules de DIRAC dans une collision

Lors d’une collision entre particules ponctuelles, les relations de conservation de
I’énergie totale et de 1’énergie impulsionnelle ont été établies au chapitre II.

Nous proposons dans ce chapitre d’établir les relations analogues, lorsque les
particules sont représentées par des bispineurs de DIRAC, et d’en vérifier la cohérence avec
la relation relativiste de conservation de 1’énergie et de I’impulsion pour les particules
ponctuelles.

Considérons deux particules incidentes (a) et (b) qui sont supposées indépendantes.

Comme nous allons nous intéresser aux valeurs moyennes des courants de DIRAC,
nous savons que nous pouvons choisir n’importe quelle représentation purement sinusoidale.

Pour avancer dans le détail du raisonnement, nous choisissons une représentation déja
utilisée dans un chapitre précédent.

Nous prenons comme point de départ le bispineur obtenu en sommant les bispineurs
relatifs aux particules (a) et (b) (voir relation 111-13).

Dans une notation abrégée, nous posons :

fhco fhoa . . .
Yo =Wao +Vpo :[ . 20 C0s, + y = COSb} - J(V hYa(DaO sin, + \/hYb(Dbo smb)
a b

Wi =Wyt =0

(v . v )
Yo =Wa t Wy = _J(?az\/h\(a@ao sin, + %\/ Ty, Smbj
v . Vi, i (v . v .
Y3 = WYa3 T Yz = [%\/ma@ao sin, + Ty\/m/b@bo S'an - J(?ﬁx\/h’}/awao Sin, + %\/h“/b(’)bo Smb]

(V-1)

La question a laquelle nous tentons de répondre est la suivante : Peut-on représenter
ce « bispineur somme » par un bispineur équivalent y qui serait associé a une particule de
DIRAC unique ?
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VY, = /hﬂcos—j hryo, Sin
Y

y; =0
vV . (V-2)
VY, = _J?Z Tryay, SIn

vy Y .
Yy =—=Jhyw, sin— = /hiye, Sin
c c

La cohérence avec le formalisme ponctuel de la relativité restreinte implique que les
courants de DIRAC doivent étre égaux, en valeur moyenne temporelle :

<Jp >=<Jaspy >
<y >=<Jaip)x > V-3)

<Jy >=<Jiaipy >

<J, >=<Jin); >

Pour la particule unique, ces valeurs moyennes ont déja été calculées dans les chapitres
précédents :

<J; >=yho,

v
<Jy >=yho, =~
c

v (V-4)
<, >= yhoy ?y

v
<], >=yhw, —+
c

Pour le « bispineur somme », on obtient en considérant que les particules sont
indépendantes :

<Jasbyt >= Y0y + Y p®pg

\Y) \Y
<J(asbyx >= 7,040 ?ax + 71y, ®pg %
v (V-5)

Va
_ y by
<J@asbyy >= 7,059 c + 71y 0y Y

Y A
<J(asbyz >=NY,0, ?az + 71y 09 TZ

L’égalité entre les relations (V-4) et (V-5) ci-dessus impose :

YW = Ya®s0 + Y Wpo
YOVy =Va®agVax T Vp®poVhx
YWOVy = Va®aoVay T Y ®poVpy

YOV, =VaWyapVa T YpWpoV,

(V-6)
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On en déduit les caractéristiques de la particule unique équivalente au « bispineur
somme » :

Y0 = Ya®a0 T VpDpo

Yawaovax + wabova
Ya®a0 + Yp®po

_ Yamaovay + YD(DbObe (V'Y)
Ya®a0 + Vp®po

Ya®a0Vaz T Vb ®poVhz
Ya®a0 t Y Dpo

V=

Vv, =

Une relation analogue peut étre établie pour les particules (c) et (d) qui sont diffusées
apres collision :

Y0 =Yc®Oco + Yd®do
— YC(DCOVCX + Ydmdovdx
YW Y yDyo
_ chcovcy + ’Yd('odovdy (V'8)
Ye®co + ¥ d®Dqo
— YC(DCOVCZ + Ydmdovdz
Yc®co Y g®Dyo

On en déduit la relation générale qui doit étre vérifiée entre les particules de DIRAC
entrantes et sortantes de la collision :

Ya®ag T Yp®po = VDo T VDo
Ya®aoVax T Y ®poVox = VcOcoVex +Ya®DdoVax
Ya®aoVay T VoOpoVoy = YcOcoVey T YdDgoVay

Ya®aoVaz T Yp®poVbz = YcOcoVez T 7dWdoVaz

(V-9)

Aprés avoir redimensionné tous les termes en énergie, il apparait que ces relations de

conservation sont I’image exacte des relations obtenues pour une particule ponctuelle
relativiste en (11-13) :

hYawaO + h’}/b(’obo = hYC(DcO + hyd(’)do

V V V V _
Try 0,0 ° —+ hmebO c =Ty W — B — Iy 4®q CX E.+E,=E . +Eq4

V V V Vv Cpax + Cpbx = Cpcx + dex (V-lO)
RON c — 4 Iy —> c =Ny Oc o — + Ity 40y Zy CPay + CPpy = CPRy + CPyy

V V V v Cpaz+cpbz:Cpcz+dez
hYa a0 c +hmeb0 c _hYC c0 c +hYdmd0

On en déduit les variables de MANDELSTAM associées aux particules de DIRAC :
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2
) v v
S= hz{(’YamaO +Vp®ho ) — (Ya(’)ao ?ax T Yp®po %) - (yawao

2
9 Y, Y]
S= hz{(ycmco + Yd(’)do) - (Yc@co % +Y4®qo %j - (Yc(’)co

2
2 \% \% v
t= hz{(YamaO - chco) - (’Yamao ?ax ~YcWco %j - [Ya(’oao T

2
2 2 Vv \Y
t=n {(Yd@do - Yb(’)bo) - [Ydmdo % ~Yb®no %J - (Ydmdo

2
2 V \Y
u=n* (Yc@co - Yb(ﬂbo) - (Yc(’%o % Y %) - [chco

2
) v v
u= hz{(Ya(’)aO ~Y40g0) — (Ya(ﬂao ?ax ~ Ya®do %j - (Va(’)ao

\

2 2
\% \Y) V
ay by az bz
— + YO0 | —| Ya®a0— TV, Opo —
c b*’b0 CJ (a a0 c b*b0 c

2 2
v, v v v
y dy cz dz
L Yy Ogo —= | —| Vo®eg —F + YO —=
c d*~do c ] ( c*’c0 c d*~do c ] }

(V-11)

v 2 2
\" \/

cy az cz

YO Tj - (’Yamao T YO T)

ay

2 2
V4 v v v
y by dz bz
— ~Yo®po—— | —| Yd®a0o— ~VpOpo—
C C C C

(V-12)

2 2
v, v v v
y dy az dz
— " YdOg0o — | —| Ya®a0 — ~Yd®g0 —
c c o c
\Y \Y 2 \Y] \Y 2
cy by cz bz
YO0 | 7| YO0 ~VuOpo
c c % e c

(V-13)
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VI — Collision entre particules de
DIRAC

Nous allons proposer dans ce chapitre une description de la collision de particules de
DIRAC qui regroupe a la fois les aspects relativistes entre particules ponctuelles, et les aspects
relativistes entre particules quantiques.

Pour illustrer cette description, nous traiterons le cas d’une collision avec 2 particules
entrantes notées (a) et (b), et deux particules sortantes notées (c) et (d).

Pour valider I’approche qui est proposée, nous aurons besoin de comparer nos résultats
avec I’amplitude de diffusion obtenue par les graphes de FEYNMAN. Cette amplitude est
calculée a partir de solutions exponentielles a 1’équation de DIRAC, et donc, ce sont les
solutions exponentielles qui vont étre utilisées dans la suite de ce document.

Il existe plusieurs maniéres de normaliser ces solutions. Dans I’objectif d’une
description physique des phénomeénes, nous allons utiliser une normalisation qui permet, pour
une particule indépendante, de faire en sorte que ses courants de DIRAC soient identiques au
quadrivecteur impulsion énergie de la relativité restreinte. Ce quadrivecteur est représenté
sous une forme utilisée dans les chapitres précédents, avec des composantes qui ont la
dimension d’une énergie (a une constante de PLANCK pres) :

Y@ 1
v, Vo Vi
p—=
c C
= 1 1
P= Vy [=reg| Vy Y= = (VI-1)
Oy — 2 2 2 2
¥y c c \/ Vi +Vy + V) \/1_v
ymoﬁ ﬁ C2 CZ
c C

La quantité swm, = m,c® représente 1’énergie de masse au repos.

| — Les courants d’interaction

Soit deux particules de DIRAC indépendantes notées (a) et (b). Chaque particule est
décrite par son bispineur :
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Vao Who
\lfa _ \Val \Vb — \Vbl (VI'Z)
Va2 Wh2

Va3 Whs

Ce chapitre utilise les propriétés d’une particule équivalente obtenue en sommant ces
deux bispineurs :

Yo WVao Who Wao + Who
+
v= Y1 —y, Fyy = Va1 + Voo |_| Ya T ¥n (VI-3)
) Va2 Wh2 Va2 T Wp2
V3 Va3 Vi3 Waz T W3

Les courants de DIRAC de la particule équivalente sont donnés par les relations
habituelles :

Jp = WoWo + WiWy + Wy, + Ways
3y = WaWo + WoWs + WiV, + WoW,
J, = iWaWo — iWowy + jwiw, — jwoews
J, = WoWo —WaW + WoW, — Wi ys

(VI-4)

Pour exprimer ces courants en fonction des courants des particules (a) et (b), on
effectue un développement, détaillé ci-dessous sur la composante Js :

3y = WoWo + WiV + Vo, + W3y

) {(\V;O Wi W0 + Woo )+ (W + Wi NWas + ) } V15)
+ (\l’;z + \V;z X\Vaz + sz)"‘ (\V;a + \VE3X\Va3 + \lfbs)

) - {\l’éo\lfao + \VEOWDO + WEoWao + \VEO\VbO + w;}wal + w%\vm + \vﬁi\val + \V:)l:Vbl }
VaoWaz T Va2Wp2 T WpaWaz T Wp2Wh2 T WazWaz T WasWps T WpaWas T+ WpsWhs

On y retrouve les courants relatifs a chacune des particules (a) et (b) :

Ja = \V;o\lfao + W:lWal + W:2\Va2 + W:S\Vas

N N N A (V1-6)
Jot = WooWoo T WinWor + WnaWoz + WoaWhs

Ainsi que les courants d’interaction entre les particules (a) et (b) :
Jaot = WaoWho + WarWes + VoW + WasWis VD)

Joat = WooWao + WetWay + WpoWas + WisWas

En procedant de maniére analogue pour chaque composante, les courants de la
particule équivalente apparaissent sous la forme :
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Jit = Jdat + Jot +Japt + Jpar
‘]ix =Jax+‘]bx+‘]abx+‘]bax (V|-8)

Jiy = Jay + be +‘]aby + Jbay

‘]iz :‘]az +‘]bz +‘]abz +‘]baz

L’indice i a été ajouté pour rappeler que les particules (a) et (b) représentent 1’état
initial du systéeme, avant la collision.

Les quadrivecteurs courants qui apparaissent a droite de 1’égalité ci-dessus sont
représentatifs des courants associés a la particule (a), a la particule (b), et a ’interaction entre
les particules (a) et (b).

‘]at ‘]bt ‘]abt + ‘]bat

- J ~ J ~ o~ J, +J

‘Ja — ax ‘]b _ bx Jab + ‘]ba — abx bax (Vl_g)
‘]ay ‘]by ‘]aby + ‘]bay
‘]az ‘]bz ‘]abz + ‘]baz

Nous savons, au vu lors des chapitres précédents, que pour des solutions exponentielles
convenablement choisies, les courants associés a la particule (a) et a la particule (b)
représentent le quadrivecteur impulsion énergie d’une particule ponctuelle :

Ya®a0 ¥b®po Ya= 1 = 1
\ Vy, 2 2 2 2
Va0 — VpOpo —2 1Yot Vay tVe g Vs
- c | - - c | - 2 2
‘]a = Vo |= J, = \ =P
y a b by b
Ya®ao — Yo®p0 — _ 1 _ 1
¢ ¢ Yo = 2 2 2 2
Vaz Vbz Vbx + Vb + Vbz Vb
Ya®Wao — Tb®npo 1- >y 2 1-—
e c c2 c?
(VI-10)

Le quadrivecteur courant de la particule équivalente aux particules (a) et (b) se présente
donc sous la forme :

J =P, +P, +J, +3, (VI-11)

On vy retrouve le quadrivecteur impulsion-énergie utilisé pour le traitement des
particules ponctuelles relativistes, qui est égal a la somme des quadrivecteurs associés aux
particules (a) et (b).

On y retrouve en plus un quadrivecteur d’interaction entre les particules (a) et (b), dont
la moyenne temporelle est nulle sauf dans un cas particulier que nous allons préciser. Dans
une approche énergétique, ce quadrivecteur est associé a une energie réactive qui entoure la
particule équivalente.

Le méme traitement peut étre développé pour les particules sortantes (c) et (d).

En ajoutant I’indice f pour rappeler que les particules (c) et (d) sont associées a I’état
final, on peut écrire :
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En termes de particules équivalentes associées aux etats initial et final, la réaction
produite lors de la collision peut étre schematisée de la maniére suivante :

(VI-13)

On sait que d’un point de vue relativiste, la somme des quadrivecteurs des particules
entrantes est égale a la somme des quadrivecteurs des particules sortantes :

B, +P, =P, +P, (VI-14)
On s’interroge alors sur le role des courants d’interactions.

Ces courants représentent des mouvements d’énergie oscillatoires extrémement
complexes et rapides dans le voisinage des particules d’entrée et des particules de sortie.

Il n’y a aucune raison pour que ces courants soient identiques dans la relation (VI-13)
ci-dessus, et c’est dans le mélange propre a la collision qu’il doit y avoir une évolution des
courants d’interactions d’entrée vers les courants d’interactions de sortie.

Nous conjecturons alors que cette évolution est en lien direct avec le produit scalaire
(au sens de MINKOWSKY) de ces courants.

En d’autres termes, I’amplitude de diffusion doit apparaitre de maniere proportionnelle
dans le produit scalaire M du courant d’interaction initial par le courant d’interaction final.

M = (T + 32 )(0g + Toc) (VI-15)

Ce produit scalaire représente en quelque sorte le degré de ressemblance entre les
courants d’interaction initiaux et finaux, ou dit autrement, la part des courants initiaux que
I’on peut retrouver dans les courants finaux. Il a un sens physique tout a fait analogue a celui
du produit scalaire d’une force par un déplacement qui quantifie la part de la force qui
contribue au travail réalisé.

On retrouve un sens physique équivalent dans d’autres domaines complétement
disjoints, par exemple pour estimer la direction d’arrivée d’un signal dans les méthodes dites
« haute résolution » (voir lien document pour plus de détails)

Il — Collisions entre particule et antiparticule

Chague particule ou antiparticule est représentée par une solution exacte de 1’équation
de DIRAC, sous une forme exponentielle. Le terme de phase inclus dans 1’exponentielle va
jouer un réle déterminant dans le processus qui va étre décrit. Pour cette raison, il est mis en
évidence dans les solutions de la maniére suivante :
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Va0 Uao Yo Upg

\ Uy | i v u ' j
y, =| Ve | o] Ve it _y gt e I e I TR
Va2 Uaz Vb2 Upz
Va3 Uas W3 Ups
(VI-16)
Yeo Uco Wao Udo
\V Uy | i v u ' j
w, = Vet 2] e fgrie Zy e yo=| =] " el = u el
VYe2 Uc, Va2 Uaz
Wes Ucs Was Has

Dans le respect des solutions exponentielles a I’équation de DIRAC qui ont été définies
au chapitre 1V, (a) et (c) représentent des particules, tandis que (b) et (d) représentent des
antiparticules.

On rappelle que les indices (a) et (b) représentent les particules entrantes dans la
réaction, et (c) et (d) les particules sortantes.

La phase représente une onde de de BROGLIE qui est exprimée en fonction des
caractéristiques de vitesse (vx, Vy, Vz) et de I’énergie au repos (wo) de chaque particule.

Vax Vay Vaz
¢aZYama0(t_ c2 X=—=¥Y-——1

Vix Viy Vbz
¢bZmeb0(t_ C2 X=—FY—-——71Z

C C
, (VI-17)
V \/
(I)c = ycmco(t—?x—c—?y—c—?zj
\/ \ V
dg = Y4®q0 t—%x—%y—%z
C C C

L’équation de conservation de 1’énergie pour des particules de DIRAC a été établie
dans un chapitre précédent :

Ya®ag T Yp®po = VDo + Ya®qgo
Ya®aoVax T Y6®poVox = VcOcoVex Va®doVax
Ya®a0Vay T Vo®hoVoy = Yc®coVey T Ya®PdoVay

Ya®aoVaz T Yp®poVbz = Yc®coVez T 7dWdoVa:

(VI-18)

Ces relations expriment le fait qu’a chaque instant t, et en chaque point de 1’espace (x,
Yy, 2), les phases de de BROGLIE doivent respecter les conditions :

(I)a +¢b = ¢c + (I)d (Vl'lg)

En notation abrégé, nous écrirons désormais cette relation :
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(I)a + (I)b = (I)ab d)ab = q)cd (V"ZO)
¢c+¢d =¢cd d)ab _(I)cd =0

La relation (VI1-20) ci-dessus joue un r6le fondamental dans le processus d’interaction
entre les particules entrantes (a) et (b), et les particules sortantes (c) et (d). Elle signifie que la
phase de I’onde de de BROGLIE ¢ab qui est associée a la somme des particules entrantes doit
étre égale a la phase de I’onde de de BROGLIE ¢cq associée a la somme des particules
sortantes.

Lorsqu’on examine les courants d’interaction de DIRAC (qui vont étre détaillés par la
suite), on constate que la phase du courant d’interaction a pour expression :

Pour les particules (a) et (b) : (da + db) 0oU - (da + b)
Pour les particules (c) et (d) : (¢c + ¢d) oU - (dc + ¢a)

Au cours de la réaction de diffusion, les interactions qui résultent du pseudo-produit
scalaire entre les particules entrantes (a)(b) et sortantes (c)(d) sont associées aux phases
suivantes :

~(da + ¢b) - (dc + ¢d)= - (dap + ed )

~(¢a + ¢b) + (¢c + ¢d) = - (¢pab-¢ea ) =0

(¢a+ db) - (¢c + ¢d) = Pab— dca = 0 (VI-21)
(¢a + ¢b) + (¢c + ¢d) = (¢ab + Ped )

Lorsqu’on introduit ces phases dans une exponentielle complexe, on obtient deux
phases qui sont conjuguées I’une de ’autre. Une de ces phase est associée a I’interaction de
(a)(b) vers (c)(d), I’autre a I’interaction de (c)(d) vers (a)(b). Le traitement symétrique qui est
effectué contient implicitement ces deux interactions.

D’une manicre générale, ces phases génerent des variations sinusoidales extrémement
rapides dont la valeur moyenne est nulle, sauf dans le cas particulier ou ces phases sont égales
ao.

Dans les deux cas ou les phases globales sont nulles (2éme ligne et 3éme ligne de VI-
21), les exponentielles de ces phases sont égales a 1, et le phénoméne d’interaction n’a plus
une valeur moyenne qui est nulle.

Nous proposons de détailler la forme des courants d’interaction, en nous plagant dans
les conditions que nous venons d’établir.

111 — Eléments de calcul pour ’amplitude de diffusion

Nous rappelons la représentation de DIRAC qui a été adoptée pour les particules et
les antiparticules qui vont interagir :
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\lla — — e J¢a — u e ]¢a \Vb — — e]¢b — ubejd)b
Va2 Ugso Yy Uy
Va3 Uas W3 Ups
(VI1-22)
Yeo Ueo Wdo Ugo
% u . s \j u . .
Y, = e T R ue ioc Yy = dbj_| Tl aibe udeJ¢d
Yeo U, Va2 Ugo
Yes Ues Y3 Ugs

Dans cet exemple, les bispineurs (a) et (c) représentent des particules, tandis que les
bispineurs (b) et (d) représentent des antiparticules

Les courants d’interaction entre (a) et (b) peuvent étre précisés. On obtient sur la
premiere composante (qui est indicée par la lettre t) :

Japt = \V;o\l’bo + \V:Nm + ‘Ifzz\lsz + \st\lfbs

Japt = (U;oubo + UgUpy + UgpUp, + Uzsubs)aj(¢a+¢b) = K"

Jpat = WpoWao + WerWar + Wo2Waz + WpaWas

Jpat = (Ugouao + UpyUyg + UpoUyp + UpgUg R Kpge 1 = K, e %

(VI-23)

On note que les courants Jant et Joat SONt conjugues, mais il est opportun pour I’instant
de les conserver dans leur forme ci-dessus.

Avec cette notation qui permet de laisser la phase de de BROGLIE apparente, les
courants d’interaction (a)(b) et (c)(d) sont résumés ci-dessous :

j -] _ it ~it
Japt T Jpat = Kamemh + Kpa€ Jo Jodt tdaat = Keg€™™ + K€
ida -j _ i —i
‘]abx + ‘]bax = Kabxe”) ° + Kbaxe W ‘]cdx + ‘]dcx - chxe @+ chxe « (Vl 24)
j -j _ e ~ide
‘]aby + ‘]bay = Ka\byem)ab + Kbaye Joa ‘]cdy + ‘]dcy - chye ? + chye !
— 104 - Jood ~ita
I, +dp, = K2 + K, e 10w Jogy i = Kegsf  + Ky it
Ou encore dans une notation plus concise :
Rabejd)ab + Rbaequ)ab — Rabejd)ab + R:be71¢ab RCdejd)cd + Rdcefjd’cd — RCdeJ¢m + deequ’cd
(VI1-25)

Il faut, pour terminer, effectuer le pseudo produit scalaire M des interactions (a)(b) et
(c)(d). Ce pseudo produit scalaire est symbolisé par un point (.). Il est relatif & une métrique

(+l Ty Ty -)-
M = (Rabejcbab LR, e i )(r(cdemm + Rdce7j¢0d)
M =K, e K e + K, el K, e + K e K el + K et K, et (VI-26)

M — Izab .deeJ(d)ab +¢cd ) + Rab .Rdcej(d)ab _¢cd ) + Rba-kcde_j(¢ab _¢Od ) + kbalkdcej(d)sb +¢Cd )
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Nous avons montré dans le paragraphe précédent que 1’interaction moyenne est nulle
sauf lorsque la condition de conservation de I’énergie est réalisée : ¢pab — Pcd = 0.

Nous en concluons que la valeur moyenne du pseudo produit scalaire est égal a la
quantité :

<M>= Kab'ch + Kba'ch = Kab'ch + K;b'K;C
<M>= (Kabthct - Kabedcx - Kabychy - Kaszdcz)+ (K:btK:;ct - K;be:;cx - K;byK:icy - K;bZKZCZ)
(VI1-27)

Pour une utilisation concrete de cette relation, les expressions des grandeurs K sont
rappelées ci-dessous :

Kot = UgoUpg + UygUpy + U Uy + UggUps = Ky
Kabx = UagUpo + UgpUpy + UggUpy + UgoUps = Kpgy (VI-28)
Kaby = JUagUpo — JUapUpy + JUggUpy — JUzoUps = Kbay

Kapz = UaaUpo — UggUpg + UggUpy —UyUps = Ky,

Les deux termes entre parenthéses dans la valeur moyenne du produit scalaire (V1-27)

sont conjugués. Le premier correspond a I’interaction de (a)(b) vers (c)(d), le second a
I’interaction de (c)(d) vers (a)(b).

Nous allons montrer que dans le cas de I’interaction électron-muon, le premier de ces

termes est directement proportionnel a I’amplitude de diffusion calculée a partir des graphes
de FEYNMAN.
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VIl — La diffusion électrons-muons

Le traitement général qui a été exposé dans le chapitre précédent va étre repris en détail
sur I’exemple particulier de la diffusion électrons-muons.

Il s’agit d’une réaction de diffusion classique qui permet d’introduire les graphes de
FEYNMAN. Dans ce type de réaction, la masse au repos n’est pas conservée entre les
particules entrantes et les particules sortantes. Il s’agit donc d’un processus différent d’une
diffusion élastique dans laquelle les particules, antiparticules ou photon conservent leur
structure d’origine : cet autre cas particulier sera traité dans un chapitre ultérieur.

En entrée, on trouve un électron noté (a) et un antiélectron noté (b) qui sont représentés
par les bispineurs suivants :

Opll+7,) Vo0 Vi
V2 2L+y,) ¢
_ 0 _ . Vb\/ﬁ)—bo Vi + JVy |
v, = uaeﬂ% — Yav®@a0 Vg oIt Wy = ube‘¢° — \/2(1+Yb) c gty
V2+y,) © Jon @7 (VII-1)
Ya ®a0 Vax -i-jVay T
J2@+y,) ¢ 0
¢a=Ya®ao(t—%X—\;—a§y—%Z] (I)b:Vb@bo(t_%x_%y_\;gz ZJ

Le coefficient multiplicatif de cette représentation a été déterminé pour que le
quadrivecteur impulsion énergie relativiste soit identique au quadrivecteur courant de DIRAC
de chaque particule.

En sortie de réaction, on trouve un muon noté (c) et un antimuon noté (d) qui sont
représentés par les bispineurs suivants :
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Ol + v, Yav®do Vg,
V2 1/2il+ydi c
0 deﬁ)do de+jvdy

Y, = uce‘”’c = YN Pco Vez e_j¢° Yy = Udej‘bd = \/2(1+Yd) C (i‘jq)d
J2i+y,) © =y (VII-2)
. ®go\L+ 7Yy
Yev®eo Vex T Jch T
J2+y,) 0
Y, Vey \ vV Vy vV
¢c=chc0(t_ Cczxx_c_zy_C_CZZZJ ¢d :ydme(t_ CdZXX—C—Zyy—?ZJ

Certaines simplifications d’écriture seraient possibles car les particules en entrée ont
une masse au repos identique (wa0 = o), de méme que les particules en sortie (wco = ®do).

Dans le référentiel attaché au centre de masse, les vitesses des particules qui entrent en
collision sont opposées, de méme que les vitesses des particules diffusées.

Nous conservons malgré tout une notation générale, car elle se révélera utile par la
suite.

| — Calcul de Pamplitude de diffusion par les courants de DIRAC

Ce calcul va étre effectué pour la particule (a) et antiparticule (b). 1l est en tout point
analogue pour la particule (c) et I’antiparticule(d) en sortie.
L’indice 1 rappelle que ces courants sont associés a I’état initial avant collision.

Le bispineur équivalent associé€ aux particules d’entrée s’écrit :

Yio Va0 Who WYao T Vo Uaoe_j(ba + Uboej(bb

Wi War | | Ve |_| War t War |_| U +upe®
e I A A T I = =l ey it (VII-3)

Yiz Yao Y2 Yar +Wpo U8 ™ +Up,e

Vi3 Va3 Y3 Yaz + Yy3 Uase_m)a + Ubsem)b

\/(DaozlJr Ya)e—j% + YoV ®po &ej%
\/E ,/2i1+ Yo ) C
Wio Tov @0 Vox + Viy ol
; 201+ c

v, = Wie | _ \/ L+7v,) (VII-4)

Wiz TaV@a0  Var o-it. Cl)bo(l*'?’b)ej%

Vis J201+ Ya ) ¢ J2
Ya \ ®a0 Vax + jvay e_J'q)a

\/2(1+ya) c

Le calcul des courants de DIRAC est sans difficultés, mais un peu laborieux. Il est
détaillé ci-dessous pour la premiere composante.
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it = VoW + W1W1 + WoW, + Yoy,

V(’)a0(1+ya e*J¢a+ "oV @00 Vs gity | 60(1+Va)eJ¢a YoV®b0  Vig oot
J2 2+7y,) C J2 Jfl+y,) ©
Yoy ®po  Vox T 1Vhy olts YoV ®so  Vox ~ IViy oIt
, W) e Ja+y,) e (VI1-5)
it
Yav Dao V;azefj¢a+\/03bo(1+3’b) Yav®@a0 Vg et . NP0 T Tb) (Dbo(lJrYb e itn |4
2+7v,) ¢ V2 2L+7v,) © 2
Yav Da0 Vax+jvay e_j¢a]( Ya Oa0 Vax_jvay ej¢a
JaAl+y,) ¢ JaAl+y,)  c
1+Ya Yb Vbz yb V1+ya [ i(9a+0p) i(4a+dp)
a0 TSy ) ¢ 2 ey, VRO ( el
Yo Vit Vi
] 2+y,)
it =
1+vy, Ya ;iz Y_a\/1+Vb [ o oz (o-i6a+ds) | aila+ts)
) 2+y,) c? ’ 1+y, 200 c( e ) (V1I-6)
2
Ya V +V
Pao0 2(1+ya) c?
oM 1+y J1+7, v
‘]it:{yamao+wab0+\/ a; bo{ jl : ngFme SZJCOS(%JF%)}

Les calculs pour les composantes spatiales s’effectuent de maniere analogue, et on
obtient les expressions suivantes.

J = " \/(’OaOO‘)bO \/1 TV V Vaz V1+ya Vbz ( i(¢a+0s) *j(¢a+¢b))
it =1Va®a0 T Vp®po + 7 € +e
2 \/1 c Jl+y, €
Viz Vax = Nay i, +4) , Vaz Vo ™ Moy o, 0,)
J. = Vax Vix Ya¥bV ©a0Pho C C C C
ix =1 Va®a0 T VpDpo — : ;
¢ ¢ 20+ v A ry)| | Vi Vox = Vi o i0a+ty) | Vor Yax ¥ Way (jp,+4,)
c c c c
Vi Vo = Vay o, 00,) _ Vaz Vot NVoy o, 0,)
] = Vay by : Ya¥Ybv®a0®ho c C C C
iy =1 Ya®a0 +Vp®p—+] . )
¢ 2Jlrr)atn)|, Ve Vbx ~ oy o-itoerar) _ Vor Yax T WNay o jlo,vay)
c c c
V,, Ja+ R1+ ) \ @yo® v - _j
YaOs0 +Yb(’3bo /—aO(DbO Ya Tb YaVb vV @Pa0®Pho Vg Vi, (ej(¢a+¢,,) ‘e J(¢a+(|)b))
S c T ¢ c
iz — . . .
YoV @a0®b0 [ Vax = Vay Vox + Woy o, ay) | Vot May Vox = WVoy g, +4,)
2@ +y, )1 +y,) c c c c
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(VII-7)

Ces résultats correspondent & la somme des quadrivecteurs suivants qui représente
I’état initial :

i =P, + P+ Jp + dpa (VII-8)
Avec
Ya®ag Y6 ®po
v A
Yac‘)ao?ax Yo Opo —
P — \Y; i5 = \Y} (VII-9)
a ay b by
YamaOT mebOT
Vaz Vbz
Ya®a0 — Yo®po —
a~a0 c b*¥b0 c

On y retrouve les quadrivecteurs impulsion-énergie associés aux particules ponctuelles
(a) et (b), ainsi que les courants d’interaction qui vont permettre de déterminer la probabilité
de la réaction qui est décrite.

En ce sens, la description du processus de collision peut étre considérée comme
complete car elle contient toute 1’information nécessaire a I’interprétation physique de la

collision.

Les courants relatifs aux particules sortantes (c) et (d) sont analogues. L’indice f
rappelle que ces courants sont relatifs a 1’état final.

J =P, +P,+J,+ 3, (VI1-10)

Le pseudo produit scalaire entre les courants d’interaction de 1’état initial et de 1’état
final est donné par la relation :

M = (T, + 3y )T + Toc) = (R + Roge 2 )(R e + Ko )

o -~ ~ =T ~ (VII-11)
M = Kab.KCdel(d)ab +eg ) + Kab-cheJ(% ~bea) + Kba_che—l(%b ~0ea) + Kba-che_J(% +ca )
La relation de conservation de I’énergie est rappelée pour mémoire :
¢ab - d)cd =0 (V| |-12)
On en déduit :
M = K K g "0 4 K Ky + Ky Ky + Ky K e 00 #8) (VI1-13)

< M >= Rab'lzdc + Rba.lzcd

La valeur moyenne de M est la somme de deux termes qui sont directement
proportionnels aux amplitudes de diffusion de (a)(b) vers (c)(d), et de (c)(d) vers (a)(b).
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<M >=Ma)(c) + Mica) s (an) (V1I-14)

La dimension de M est une énergie au carré. Pour construire un terme sans dimension
qui conduit a la probabilité de réaction, il convient de diviser la quantité M par le carré de
I’énergie qui participe a la réaction. Dans ce cas particulier, cette énergie est égale a 1’énergie
totale en entrée ou sortie de réaction : son carré est représenté par la variable MANDELSTAM
S.

Le terme qui apparait dans la probabilité de réaction est donc proportionnel a la
quantité :

M) (co) (V11-16)
S

Il — Calcul par les graphes de FEYNMAN

Avec les notations de ce chapitre, I’amplitude de diffusion Msi de 1’état final vers 1’état
initial peut étre calculée a I’aide des graphes de FEYNMAN. Elle a pour expression :

M = (— jez)_(];‘g”v [Ucy“udlubyvua] g : énergie totale en entrée ou sortie (VII-17)

Cette amplitude My est proportionnelle a la quantité Mk :

M =g, [0 uq [y u, J= [00°us Joy®u, |- [oartug Jogru, |- [oau, Jogru, |- fuodu, Jostu,
(VII-18)
Le choix des représentations de DIRAC qui interviennent dans ce calcul a été fait en

amont. Ce choix a été dicté par I’obligation d’une phase globale d’interaction qui est nulle, en
application de la reégle de conservation de 1’énergie.

On pourrait penser que les termes entre crochets ne représentent pas les courants de
DIRAC, car le terme de phase de I’exponentielle est absent, mais cette absence n’est qu’une
illusion.

Pour le montrer, on introduit les courants de DIRAC dans I’expression de FEYNMAN
en ajoutant la phase correspondante a chacun des termes :

M. = [UcYOUd }91.% [UbYOUa }971‘% - [Ucylud }3j¢w [Ubylua }94%
(VI1-19)

M = i, Jarou, |- [oertu, Jogrtu, |- [ua?ug Josu, - [osu, Ju,tu, Jetes o)

En appliquant la relation de conservation de 1’énergie ¢ab — ¢dca = 0, on obtient la
relation (V11-14) déduite des graphes de FEYNMAN.

La quantité Mr ci-dessus s’exprime en fonction des courants de DIRAC :
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MF = jba'jcd = Rbae_j¢ab .Rcdejq)w = Rba.lzcde_j(d)ah _¢°d) = kba'ch (VI I-ZO)

On fait le constat que MF est contenue dans la valeur moyenne de M (<M>) obtenue
en (VI1-13) et (VI1I-14), et plus précisément que Mr = Mcd->ab.

Ce résultat permet de montrer, au moins dans ce cas particulier fondamental, que le
raisonnement qui a été€ propos¢€ pour donner un sens physique a la notion d’amplitude de
diffusion est cohérent avec les résultats déduits du graphe de FEYNMAN.

Il est tentant d’essayer de prolonger ce formalisme pour décrire n’importe quelle
collision entre 2 particules entrantes et 2 particules sortantes, pourvu que ces particules soient
des particules de DIRAC.

On aimerait que le formalisme qui a été utilisé dans ce chapitre permette de traiter
également les diffusions élastiques. Un essai de généralisation en ce sens est proposé dans un
prochain chapitre.

Plusieurs réactions font intervenir une interaction avec des photons. Or un photon peut
étre considéré comme une particule de DIRAC, dans le sens ou les courants de DIRAC qui
sont issus de sa représentation sont égaux au quadrivecteur impulsion énergie associé a un
photon. Cette propriété justifie la tentative de généralisation qui va étre proposée dans la suite
de ce document.
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VI — Somme des spins

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes attachés a décrire I’interaction entre
deux particules ou antiparticules, chacune d’entre elle étant dans une configuration donnée.

Par exemple dans le chapitre VII, nous avons choisi de décrire I’interaction entre une
particule de spin « up » et une antiparticule de spin « up ». Ce choix est désigné par choix

N°1:

Choix N°1 :

J— 7j¢a —
\Va - uae -

e7j¢a

_ iy _
Yy =Ue™ =

Spin up

YoV @0 Vi,
1/2i1+ Yo ) c
Yo ®po  Vox + IVey

\/2(1+Yb) c
(Dbo(lJFYb)

V2

0

el (V111-1)

Lorsqu’on ne connait pas la nature du spin des particules incidentes, il existe 3 autres

choix possibles et donc 3 autres possibilités d’interaction :

Choix N°2:

J— 7j¢a —
\Va - uae -

Choix N°3:

Spin down

e’j¢a

_ iy _
Yy =Ue™ =

Spin up

YoV @0 Vi,
1/2i1+ Yo ) ¢
YoV @po  Vox +1Vby

\/2(1+Yb) c
(Dbo(lJFYb)

V2

0

el (V111-2)
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Spin up Spin down

0y0l1+7, YoV®ho  Vox — IVby
V2 J20+y,) ¢
0
. —— . ) Yo ®Opho Vi, )
W, = uae*J‘i)a — Yav ®Dao & e*N’a V= ubel¢h — —m c eJ¢h (V|||_3)
J2l+y,) © 0
Yav®a0  Vax + 1Vay oOpoL+ 7y
Jel+y,) ¢ 2
Choix N°4 :
Spin down Spin down

Q Yo/®ho  Vox — IVby

W, = uae*j‘ba — 'Yaﬂ(l)ao Vax - Jvay e*j¢a y, = Ubej% — —W c ej¢h (V|||_4)
b

J2+y,) c 0
_ Yay®a0 Vg po(l+ 7,
20+y,) C J2

D’un point de vue expérimental, c’est un flot de particules et d’antiparticules qui
entrent en collision. Si on suppose que ce flot contient une répartition équilibrée entre les 4
configurations ci-dessus, alors I’interaction qui va étre observée en entrée correspond a la
moyenne des interactions possibles.

Cette moyenne en entrée est obtenue en calculant chacune de ces interactions, en
faisant la somme, et en divisant par 4.

D’un point de vue informatique, il s’agit d’un traitement élémentaire qui consiste a
rentrer les variables ua et up qui sont les composantes des bispineurs des particules incidentes
dans une procédure de calcul convenablement programmée.

Il s’avére que ce calcul peut étre mené jusqu’au bout de maniere completement
analytique. Il s’agit d’un travail complexe et brillant, résultat des contributions de plusieurs
chercheurs.

La complexité du calcul tient essentiellement a la quantité¢ des indices que I’on doit
manipuler lorsqu’on souhaite synthétiser au maximum le déroulement du raisonnement et le
résultat obtenu.

Une approche pédagogique va étre tentée, en incluant quelques développements de
formules tensorielles, afin de favoriser la lecture des calculs.

Le point de départ correspond a la quantité Mr issue de la relation (VI1-17,18). On
rappelle que la notation tensorielle utilise la convention de sommation d’EINSTEIN :
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M =0, [Ty ug Jo,ru, |= [0 ug [osy°u, |- [3aru, [osriu, |- [ar2ug Josy?u, |- [Ordug oy,
u,v=0.4 g,,=0 pour TIERY
(VIII-5)

Cette quantité représente le pseudo produit scalaire des courants d’interaction entre les
particules entrantes (a) et (b), et les particules sortantes (c) et (d).

ME est un nombre complexe, U,,u, sont des bispineurs adjoints (matrices lignes a 4

¢léments), y* , v des matrices de DIRAC (matrices 4X4), ua et U, des bispineurs (matrices
colonnes a 4 éléments).

La premiére étape consiste a évaluer Mg~ qui représente le nombre complexe conjugué

de ME. Cette étape utilise un résultat intermédiaire concernant le courant conjugué d’un
courant de DIRAC.

[UcyuudI = [Udyuuc]

(VI11-6)
[UbYVUaT = [UaYVUb]

Cette propriété est directement apparente sur les composantes développées des
courants de DIRAC.

On en déduit I’expression de Mr

M = G [T u, Jo,vu, = [Bar°u, foreu, |- [oerue Joaru, - [BaPuc Joru, - [oeu. Josu,
(VHI-7)
Dans cette expression, la régle de sommation d’EINSTEIN s’applique en rappelant

une nouvelle fois que dans une métrique de MINKOWSKY, les seuls éléments non nuls de la
métrique sont les g,y tels que p =v.

oo =1 O =-1 922 =-1 933 =—1 (V111-8)

Le produit (Mg Mg") est directement proportionnel a la probabilité de la réaction (a)(b)
-> (¢)(d). C’est sur cette quantité que 1’on doit effectuer la somme des interactions entre des
spins différents.

MFMTZ = (gpv[Ucyuud :[Ubyvua]Xgpv[udypuc:[uayvub]) (VIII-9)

D’apparence simple, cette relation comporte déja un nombre important de termes,
lorsqu’elle est développée :
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[UCYOUd IUbYOUaIUdYOUCIUaYOUb]— [Uchud IUbYOUaIUleUcIUaYlUb]

- [Ucyoud IUbYOUa IUdYZUcIUaYZUb]_ [Ucyoud IUbYOUaIUdYgucIUaYSUb]
- [Ucylu p Iﬁbylu a IUdyou c IUayou b ] + [Ucylu p IUbylu a IUdylu c IUaylu b ]
+ [Ucylud IUbylua IUdyzucIUayzub ]+ [Ucylud IUbylua IUdy3uCIUay3ub]
- [Ucyzud IUbyzua IUdyoucIUayoub]+ [Ucyzud Iﬁbyzua IUdyluCIUaylub]
+ [Ucyzud IUbyzuaIUdyzucIUayzub]Jr [UcyzudIUbyzuaIUdy3ucIUay3ub]
- [Ucy3ud IUbyauaIUdyouCIUayoub ]+ [UCY3Ud IUbY3UaIUleUcIUaYlUb]
+ [Ucy3ud IUbysua IUdyzuCIUayzub]+ [Ucy3ud IUby3uaIUdy3uCIUay3ub]

(VI11-10)

Chaque terme entre crochets est une composante d’un courant d’interaction de
DIRAC, ¢’est-a-dire un nombre complexe qui dépend des 4+4=8 composantes des bispineurs
qui interagissent : on touche ici du doigt la complexité du calcul analytique qui consiste a
sommer la quantité MeMe sur les différentes possibilités de spin.

On peut modifier ’écriture de la quantité MeMg" afin de permettre la poursuite du
calcul.

Tous les gy sont nuls, sauf lorsque pu= v, ce qui permet 1’écriture suivante :
MeM: =0,9.. [0, Joru, Jagru. oy, (VIII-11)

Les gquantités entre crochets sont des nombres complexes, donc on peut commuter a
volonté ces quantités pour obtenir :

MFM; = gwgvv[ucy“ud IUdyvuc:[Uprua:[Uayvub] (VI ! |-12)

L’étape suivante consiste a sommer cette quantité sur toutes les possibilités
d’interaction. Ces possibilités ont été précisées en début de chapitre pour les particules
entrantes. Elles sont analogues pour les particules sortantes a une exception pres : il suffit de
faire la somme des possibilités d’interaction des particules sortantes sans faire de moyenne,
c’est-a-dire sans diviser par 4.

Pour écrire de maniére concise la somme de ces possibilités, nous devons introduire
de nouveaux indices.

Pour chaque particule, il existe deux états de spin qui vont étre repérés par les indices
(1) et (2). On peut par exemple associer I’indice (1) a un spin up, et I’indice (2) a un spin
down.

Les couples d’interaction possibles entre les particules entrantes sont les suivants :

a ; (VI11-13)
)
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Les couples d’interaction possibles entre les particules sortantes sont analogues :

(VIII-14)

Il existe donc globalement 16 maniéres d’interagir dans cette rencontre entre 2
particules entrantes et 2 particules sortantes. Ces possibilités sont listées ci-dessous de maniere
exhausitive.

)

ugl),ugl))

[
—
=
)
[
—~ o9
=
~—

—
=
=
c
—
N
=

\

uf

u® u®)— (L@, u®)
u® u®) - (0@ uf)
u®,u?) - (L@, uf)
208 .
u® u@) > (L u?)
U u®) - (L@, uP)
u® u?) - L@, uR)
u® u®) > (U@ u®)
u® u@)— (L2, uP)
U@ ,u®)— (L2, u®)
u?,u@) - (u®,u®)

)

(VI11-15)

)
~ N — —
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(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

u®, ugl))—> (uﬁz) ul@
ugl) u E)z) (u &2) , ugZ)
u® y® (

;

o= [y
[l [
OE OE
c <
QE QS
N S — —

Pour décrire les possibilités d’interaction de maniére plus concise, on choisit 4 indices
qui seront noteés (h), (i), (j), (K) dans ce document. Chaque indice peut prendre la valeur (1) ou
la valeur (2) suivant 1’état de spin de la particule ou antiparticule. Chaque indice est associé a
une particule ou antiparticule correspondante :

(h)y > ul™
i ()
(0%%_ (V111-16)
(i) —>u”

(k) > uf?

Dans ces conditions, la somme des interactions déecrites ci-dessus peut étre représentée
de la maniere suivante :
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SMMi= Y 9,0, 007 uf Jayu® [udyru® Ja®yug] (VIII-17)
.2

h,i,j,k=1.2 h,i,j k=1

Les coefficients de la métrique guu et gw sont utilisés pour abaisser les indices des
matrices de DIRAC dans les deux premiers crochets :

SMMi= Y [0y, [ugoy uf oy fudyrud | (V1I-18)

h.i,j.k=1.2 hi,jk=1.2
On notera que la somme sur les indices (h), (i), (j), (k) n’affecte pas les indices u et v.

Cette somme peut se décomposer en un produit de deux termes :

> MM [ Y [0y, [ 00] Y [as>y~ugh>lngh>wus>]j (Vill-19)

hoi,jk=1.2 jk=1.2 hi=1.2

L’étape suivante consiste en 1’évaluation de chacun de ces termes. Nous choisissons
celui qui est relatif aux particules (a) et (b) :

> [ayu® Jamyru® | (VI11-20)

h,i=1..2

Dans cette expression, les crochets ne sont 1a que pour rappeler que I’expression entre
crochets est un courant d’interaction de DIRAC. Ils peuvent donc étre enleves.

Chague terme de la somme a un caractére matriciel, et on sait que le produit de matrices
est toujours associatif. On en déduit :

—(i h)=(h i —(i h)—=(h i —(i 1)—=(1 2)—=(2 i
3 (a0 g - Y usw( Y ud >jyvus:> _ Y (@000 +u@a® )
h,i=1..2 i=1..2 h=1..2 i=1..2

—(i h)—=(h i —(1 1)—=(1 2)—(2 1 —(2 1—(1 2)—=(2 2
3 00 (T hruf - @ P80 + uPT hru s G 0T + 0T )
h,i=1..2

(VII1-21)

La suite du calcul utilise une propriété appelée relation de complétude. Pour un
bispineur u, solution exponentielle de 1’équation de DIRAC qui a ¢ét¢ adoptée dans ce
document, cette relation s’écrit :

3 uME® —yBg® 1 @G - %(y“pa + ol (VII1-22)

h=1.2

| représente la matrice identité. Le facteur %2 qui apparait par rapport a la formulation
habituelle est lié a la forme particuliére des solutions exponentielles qui ont été retenues.
L’indice muet o obéit a la régle de sommation d’EINSTEIN.

On rappelle que ces solutions ont été choisies car leurs courants de DIRAC sont
identiques au tenseur impulsion énergie de la particule.
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Le signe + s’applique lorsque le bispineur représente une particule, le signe — lorsque
le bispineur représente une antiparticule.

La démonstration générale est donnée dans tous les ouvrages spécialisée et n’est pas
reproduite. Par contre, la notation de ce document étant spécifique, il peut étre utile d’en
donner une illustration sur un exemple, et nous allons utiliser le bispineur ya propose au début
de ce chapitre.

Les détails sont donnes dans les lignes suivantes, encadrées par les lignes en pointillés.
IIs peuvent étre passés pour accéder directement a la suite du calcul de Iamplitude de
diffusion.

oL+
——E?E—JL V1+7, V1+7,
0 0 0
W _ v _ | @0 Ya Va |_ |0y Ya vy
e \/—% 2| v, © 2| n
Y \/_ \j +] Ta Vax+JVay /—Yﬂ (Vax+jvay)
\/2a(1+v0) c L1 ¢ L+,
a

(VI11-23)

Dans un souci d’allégement d’écriture, les composantes de vitesse normalisées par
rapport a la vitesse de la lumiere sont représentées par des lettres majuscules. On en déduit le
bispineur de spin opposé :

0
T

W@ = Qa0 T2 (v, —jv,) (VII1-24)

2 | J1+7,

__Ya vy
az

V1+7v,

Ainsi que les bispineurs adjoints :

GO _ [©Qa0| [ 0 ——Tta v __ Y2 (v _iv
Ua 2 [ +7, /—1+'Ya az /—1+’Ya( ax ay)
_(2): (Dao O (1 _ Ya V V Ya V
R [ e \/1+va( wt1Vy) J+y, ©

La relation de complétude se vérifie en calculant separément les deux termes de
I’égalité (VIII-22).

(VI11-25)

Premier terme :
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S ubu® 4O + D (VI11-26)
h=1..2

Ji+v,
0
O=@ _ Dag Ya__ vy Va Ya :
us’uy’ =—=2= 1+ 0 - V., - V., — |V,
PR ey T R e m(”‘ay)]
’y .
\/ﬁ(vaxﬂvay)
2 _ (VI11-27)
1+ Ya 0 - yaVaz ~Ya (Vax - JVay)
0 0 9 ) 0
_ Y Y :
ugl)ugl):% yaVaz 0 _1+ay Vazz _1+a Vaz(vax_JVay)
a a
2 2
. Ya . Ya 2 2
V., +1]V 0 - V_ V., +]V - V. +V,
Va( ax T ay) 11y, aZ( ax 1) ay) 1+Ya( ax ay)
0
V1+7,
@52 _ Qao| _Ya (V —'V) Va - Va
o = 22 J 0 Ji1+ — V., +]V, V,
a e 2 w/1+ya & v Ya 1/1+ya( & Jay) V1+7, &
__Ya_ vy
1/1+y &
’ (VI11-28)
0 0 0 0
0 1+7, ~7a (Vax + J'Vay) VYaVa
2 2
_ () . Y Y .
uf)ugz):TaO 0 v, (Viy+iVy) —21:% (V2 +v2) 1+aya VAL \VA V)
0 YaVaz 1Za V, (Vax+JV ) _112/ azz
a a
147, 0 -7,V 7o (Ve — iVyy )
0 1+ Ya —Ya (Vax + jVay) Yavaz
2
ugnugluug)af):% Vs, 1a(Vo iV, ) —1Y—a(vfx V2 +V2) 0
a
2
rlVatiVy) -1V 0 v \CRARA)
a
(V111-30)

On utilise la relation suivante pour simplifier les 2 derniers termes de la diagonale
principale :

1
Ya = /—1_\/612

RVarVErVE) AV e
- == == =1—Ya
1+7, 1+7, 1+v,

(VII1-31)
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On obtient au final la matrice suivante :

14y, 0 Ve 1V —iVy)
LOGY 4y @g®@ = Lao 0 L+, ~1alVau + Vs VaVar (V1-32)
e Tl v Ve +ivy,) 11—
YaVaz Ya\Vax T ay Ya
Ya (Vax + jvay) _Yavaz 0 1_Ya

Second terme :

1( . 1 1 o)
E(v D, +wol), = E(vopao —7"Pas 7Pz —1°Pas + Opal )= E(vopao —7"Pas —72Paz —7°Pas )+ 2°a '
(VI1-33)
Avec :
10 0 O 0 0 0 V,
0 01 0 0 . 0 0 V, O
Y Pao = Ya®oa 00 -1 0 Y Par = Ya®oa 0 _V 0 0
00 0 -1 -V,, 0 0 o0
0 0 0 -jV, O 0 VvV, 0
, 0 0 jv, 0 5 0 0 0 -V,
Y Paz =Ya®pa 0 JV 0 0 Y Paz = YaWoq _V 0 0 0
ay az
-jVy, 0 0 0 o V, 0 0
(VI11-34)
En sommant ces résultats partiels, on obtient successivement
Ya 0 (_ Yavaz ) —Ya (Vax - J
1 0 [ e _ g, 0 Ya —Ya Vax + jvay Yavaz
2 (Y paO Y pal Y pa2 Y pa3) 2 ,Yavaz Ya(vax _ jVay) _,Ya o
Ya (Vax + jVay) - YaVaZ 0 —Ya
Ya +1 0 - Yavaz —Ya
1o 1 2 3 o, Mo, 0 Va+1 —Ya (Vax + jVay)
~ a0 — Y Pa1 =7 Paz =Y Pa +—=1= .
Z(Y Pao =Y Pa =Y 277 3) 2 2 'Yavz Ya(vax _Jvay) —Ya +1
Ya (Vax + jVay) - YaVaZ 0
(VI111-35)

La relation de complétude est introduite dans la somme des spins :

(% (Yapa + C‘)ol)aj

a0 g = 3

i=1.2

= (i v (i 1 (i o v, (i
ugy g =22, 007" (1P, + ol |y Ul
-T2

(VI11-36)
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On notera que cette derniére somme est uniquement relative a I’indice (i).

L’indice a qui a été ajouté dans la parenthése signifie que I’impulsion P, et I’énergie
au repos mo sont relatifs a la particule (a). Le signe + a été retenu, car (a) représente, dans cet
exemple, une particule.

Pour les particules et antiparticule sortantes, on obtient de maniére analogue :

DI T R By Y AT DAY ST W)

jk=1..2 jk=1..2 jk=1.2
1 (VHI-37)

3 [0y, Juy,u@]== 3wy [y, — ool yv,u?

jk=1.2 2 j=1.2

Le signe — a été retenu dans la parenthese car (d) représente, dans cet exemple, une
antiparticule.

Pour poursuivre le calcul vers une solution analytique, 1’étape suivant utilise un

procédé désigné par astuce de CASIMIR. Cette astuce permet d’établir un lien entre la
derniere relation de sommation (V111-37) et la trace d’une matrice désignée par Tr.

Soit a évaluer le produit de trois matrices de nombres complexes A, B, et C. Ces
matrices ne sont pas quelconques : La premiére est une matrice ligne de rang N, la seconde
une matrice carré de rang NxN, et la derniére une matrice colonne de rang N. Chaque terme
de ces matrices est représenté par la lettre minuscule correspondante : a;, bjj, ¢j, les indices i
et j varient entre 1 et N.

Le résultat de ce produit matriciel est un nombre complexe.

Ce produit de matrice peut étre écrit en fonction des termes de chaque matrice :

1))

ABC=> abc; (V111-38)
ij

Puisque ai, bij et ¢j sont des nombres complexes, ils peuvent étre commutés :
ABC=> bica, (V111-39)
i
Le produit matriciel CA, ou C est une matrice colonne et A une matrice ligne donne
une matrice NxN. Dans ce cas particulier, la matrice produit s’exprime de maniere simple en
fonction des indicesietj:

[cA]; =cia; =(ca); (VI111-40)

Considérons le produit matriciel B(CA). Le résultat est une matrice NxN, dont chaque
terme, de ligne i et de colonne j, est donné par la relation :
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[BCA)], ZN: b, (ca (VIII-41)
k=1

Les termes de la diagonale principale de cette matrice sont les termes pour lesquels
i=j:
(VI11-42)

[B(CA)]. _Z b, (ca), i by (ca), Z bica;

=1

La trace de la matrice s’obtient en sommant les termes de la diagonale principale pour

chaque ligne :

Tr[B(CA)]:ZN: [B(CA)]. =ZN: [Z biC; J Z bicja (VI11-43)

i=1 i=1 i,j=1

On déduit de (V111-39) et (VI11-43) :

ABC =TH{B(CA)|= Z bicja = TH{(CA)B] (VIII-44)

i,j=1
On peut ainsi transformer, dans les conditions bien particuliéres qui ont été énoncees,
un produit de matrice en un calcul de trace de matrice : c’est ce résultat qui est appliqué dans
la suite du calcul.

Fin des détails sur la I’astuce de CASIMIR----

Dans la relation établie ci-dessus et rappelée pour mémoire :

Ug>y“(ugh>ug“>)wug> :% 3y (Y Pa+®o|) yud (VI111-45)

h,i=1..2 i=1..2

La matrice B est une matrice 4x4 qui correspond a la quantité :

B —1*(yp,, + ol 7" (VI11-46)

La somme (V111-45) ci-dessus devient ainsi :

~ S Ty (b, + oot vY)

S a0 fu) = wr, ool e =2
i=1.2

h,i=1..2 i=1.2 .
(VI11-47)

Le signe somme passe a travers la fonction trace :

Z US) ((h) (h))y u(') 2 ,[Z u(u) (-) (y P, + ol )Y

h,i=1..2 i=1.2

j (VI11-48)
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On peut & nouveau invoquer la relation de complétude qui s’utilise avec un signe — car
(b) est une antiparticule dans I’exemple traité. On obtient finalement :

3y (T yru® = -,-,((y D, — ol 7" (1P, + ol ) 7") (VI11-49)

h,i=1..2

Le méme traitement peut étre effectué pour la somme des spins des particules ou
antiparticules sortantes.

[ 0y o oy, u0]= TF((Y Do + 0ol )7, (1P — ol )74 ) (VI1-50)

jklZ

On rappelle que le facteur ¥ est du a la forme particuliere des solutions exponentielles
qui sont utilisées.

ZM I\/IF _[ Z [U(J) u(k)Iu(k) vu(J)] Z [U(I)Yuu(h)IUgh)Yvug)]J

h.i,j,k=1..2 j,k=1.2 h,i=1..2
3™, MF=—Tr((v P — ool 7 (r7p, + ooty JTllyp., + 0ol v, (7, — ol )
h,i,j,k=1..2
(V111-51)

Pour obtenir une moyenne sur les spins d’entrée, cette quantité doit encore étre divisée
par 4 :

< ZMFM;> 116 e, ool 1 (7P, + oot by Il + oo L1, (1P, — ot )7, )
h.i,jk=1.2 spins_entrée
p (V111-52)

La suite du calcul consiste a évaluer la trace des sommes et produits de matrices de
DIRAC ci-dessus et enfin a utiliser ces derniers résultats pour déterminer la section efficace
de diffusion.

Les détails sont souvent inclus dans les cours qui traitent de ces sujets. Ils ne présentent
pas d’intéréts particuliers dans le cadre de ce document et n’ont pas été repris.
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I X — La diffusion élastique

La diffusion électrons-muons qui a été traitée dans un chapitre précédent est une
diffusion inélastique, car une partie de 1’énergie cinétique des particules incidentes (électron
et antiélectron) est transformée en énergie de masse des particules diffusées (muon et
antimuon).

Au cours d’une rencontre entre particules lancées a grandes vitesse 1’une contre 1’autre,
il est possible que les deux particules passent 1’'une a coté¢ de 1’autre. Elles vont subir une
influence réciproque, mais leur masse au repos ne sera pas affectée par cette rencontre. Dans
cette situation, I’énergie cinétique est conservée, en ce sens que 1’énergie cinétique totale des
deux particules incidentes est €¢gale a 1’énergie cinétique totale des deux particules diffusées.
On parle alors de diffusion élastique.

La diffusion RUTHERFORD est un exemple de diffusion élastique.

Un autre exemple se rencontre dans la diffusion BHABHA. Cette diffusion met en
ceuvre un électron (a) et un positron (b) en entrée, et on recueille un électron (c) et un positron
(d) en sortie.

Deux processus sont susceptibles de participer a cette réaction.

Le premier consiste en une annihilation de I’électron et du positron entrant, puis a la
création d’un électron et positron sortant : ce processus est analogue a la diffusion électron-
muon.

Le second consiste en une diffusion élastique telle qu’elle a été décrite. Le processus
de diffusion complet comprend donc deux diagrammes de FEYNMAN correspondant a ces
deux processus.

La question se pose de savoir s’il est possible de décrire une diffusion élastique, dans
I’approche énergétique qui a été mise en ceuvre pour traiter la diffusion inélastique.

Pour traiter cette réaction, nous prenons en compte le fait que la seule énergie qui est
échangee est de I’énergie cinétique. C’est donc cette énergie, et seulement celle-1a qui va
participer au processus d’interaction.

Les phases de I’onde de de BROGLIE associées aux particules incidentes et diffusées

sont conservees dans une écriture tres génerale, qui ne tient pas compte des simplifications
possibles dans ce cas particulier :
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v v v o
Py = Vo 0p0| t——2x-—y-——27 Electron incident
c c
v v v : i
o, = ybcobo[t —?x —%y— C‘;Z z] Positron incident
y (IX-1)
v v S
e = VcOc| t— C—°2XX - C—°2yy —C—szzj Electron  diffusé
v v v : I
dg = VgOg| t——x ——Ly -8z Positron  diffusé
c c c

La conservation de I’énergie s’obtient par la relation présentée dans les chapitres
précédents :

(I)a +¢b = d)c + ¢d (IX_2)

Dans le cas d’une diffusion ¢élastique, la quantité d’énergie conservée qui va participer
a la diffusion suggére d’écrire cette relation sous la forme :

(I)a _d)c = d)d _(I)b (IX-3)

Puisque (a) et (c) (respectivement (b) et (d)) représentent la méme particule (ou
antiparticule) avec une énergie cinétique différente, les quantités de part et d’autre du signe
¢gal sont représentatives de 1’énergie cinétique échangée dans I’interaction.

Le traitement est analogue a celui de la collision inélastique, mais en considérant
uniquement 1’énergie d’interaction(1X-13) ci-dessus.

Ce constat conduit a considérer (a) et (c) comme des particules « entrantes », et (b) et
(d) comme des particules « sortantes ». Il est important de noter ce changement par rapport
a la description de la collision qui a été faite en (IX-1) en termes de particules incidentes et
diffusées. Le lien avec les graphes de FEYNMAN s’effectue en considérant que les particules
ou antiparticules qui interagissent sont celles qui arrivent a un vertex.

Les bispineurs de DIRAC qui participent a I’interaction sont désormais les suivants :

W, : électron « entrant » Yy : positron « sortant »
Y. : électron « entrant » Wq : positron « sortant »
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Va0 Uao Yo Upg

\ Uy | i v u j j
y, =| Ve | o] Ve it _y gt e I e I TR
Vo U, Wb Up,
Vs U,s W3 Ups
(1X-4)
Yeo Uco Wao Udo
\V Ug | i v u ' j
Ye = o= cl e Ioe — uce Je Wy = “ = o el¢d = udem)d
VYe2 Uc, Va2 Uaz
Yes Ues Was Has

On forme ensuite la particule équivalente qui correspond a 1’énergie d’interaction. On
obtient pour les particules « entrantes » :

Yo Vao Yeo WYao ~WVeo

y = \4 =y, —y, = Var _ Vel _ Var —Va (|X-5)
Vs, Va2 Weo Va2 = Ve
Vs Va3 Wes Waz = Vs

On calcule les courants de DIRAC correspondants :

3o = WoWo + WiWs + Wy, + Ways

3 =\v§:vo +w§uil+wiwi +\v3\v3* (1%-6)
Jy = JWaWo — IWows + JuiW, — jWows,

J, = WaWo — Wals + VoW, — WiVs

Pour exprimer ces courants en fonction des courants des particules (a) et (c), on
effectue un développement, détaillé ci-dessous sur la composante Js :

3o = WoWo + WiWs + Vo, + Wy,

) {(WZO o Wao = Weo)+ (Wi i Jwaa — i) } (1X-7)
Wiz =i Wae — v+ Wis = Wi s —weo)

3= {Wgo‘lfao - WEcho - WEOWaO + \VEO\VCO + \V%\Val - \V%\Vm - W:l*\l/al + WZl:Vcl }
WVa2Wa2 ~Wa2We2 =~ WeaVWaz T WeaWe2 T WasWas = VazWes = VesWas T WesWes

On y retrouve les courants relatifs a chacune des particules (a) et (c) :

Jat = WaoWao + WarWar + WazWaz + WasWas (1X-8)
Jot = WooWeo + WarWer + WeaWer + WeaWes

Ainsi que les courants d’interaction entre les particules (a) et (c) :
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Jaar =~ WioWeo + WiWar + WiaWez + WisWies) (1X-10)
Jea = ~(WioWao + WiaWar + WiaWaz + WigWas)

On peut mettre en évidence la phase de de BROGLIE dans ces courants d’interaction :

— * * * * J (I)a _(I)c — J ¢a _(I)c
‘]act - _(uaouco + Uz Uy +UgpUgp + UgsUes ( ) - _Kacte ( ) (lx_ll)

I * * * ~i(0a—tc) _ “i(0a—tc) — _p* ailda—tc)
‘]cat__(ucoua0+uclual+uc2ua2+uc3ua3 e __Kcate e __Kacte e

Un travail analogue sur les composantes spatiales permet de construire le
quadrivecteur d’interaction :

ac
acy

‘]act J

et ‘]acx et ‘]cax

o= et Ja=| ) (IX-12)
‘]acz J

Ce déroulement est repris a I’identique pour les particules « sortantes ». La composante
temporelle des courants d’interaction a pour expression :

_ * * * * =j(dp—0g) _ =i(dp—0
det—_(uboudo+Ub1Ud1+Ub2Ud2+Ub3”d3)9 (4 d)__Kbdte (bo=t) (1X-13)

I * * * i(dp—dg) _ (0p—0¢) _ _pe* ailop—0g)
Jdbt—_(udoubo+Ud1ub1+ud2ub2+Ud3“b3)9 P = —Kgp T =Ky

On calcule ensuite le pseudo produit scalaire d’interaction M entre les particules
« entrantes » et « sortantes » :

M = (’jac + 3, )(‘jbd + ‘jdb): (Racej(% ~0c) Rcae—i(daa—%))(Rbde—J’(%—%) n r(dbej(%—%))
M — Rac'kbdej(d)a _¢c_¢b +¢d) + Rac'kdbej(¢a_¢c+¢b_¢d) + Rca'kbde_j(d)a _¢c+¢b _¢d) + Rca'kdbe_j(‘ba _¢C_¢b+¢d)

(1X-14)
La conservation de 1’énergie impose :
(I)a _¢c+¢b _(I)d =0 (IX_15)
On en deduit :
M = Rac_lzbdei(% ~bc =5 +g) Koo Ky + Ko Koy + Rca_r(dbe—j(cba ~bc 0y +0g) (IX-16)

< M >= RaC'Rdb + Rca.kbd

Les deux termes qui composent la valeur moyenne de M sont conjugués, et sont
associés a I’amplitude de diffusion de (a)(c) vers (b)(d), et (b)(d) vers (a)(c).

Si on ne retient que le terme de diffusion de (a)(c) vers (b)(d) :

Mac—>db = Kachb = Kacthbt - Kacx dex - I‘(acydey - Kacz dez (IX']'?)
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Comme dans le cas de la diffusion inélastique, il convient de diviser la quantité M par
le carré de 1’énergie qui participe a la réaction pour construire un terme sans dimension qui
conduira a la probabilité de réaction. Dans ce cas particulier, cette énergie est égale a la
variation de I’énergie cinétique de chacune des particules ou antiparticules incidentes : son
carré est représenté par la variable MANDELSTAM t (V-12).

Le terme qui apparait dans la probabilité de réaction est donc proportionnel a la
quantité :

Mac—>db (IX-18)

Ce terme est effectivement présent dans le calcul du graphe de FEYNMAN
correspondant.

On notera que dans ce cas particulier la particule qui diffuse est de méme nature que

la particule incidente, ce qui indique que sa masse au repos est identique. Il s’ensuit que la
variable de MANDELSTAM t (V-12) prend nécessairement une valeur négative.
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X - Le Photon de DIRAC

Le formalisme d’interaction présenté dans les chapitres précédents permet de traiter
I’interaction entre particules et antiparticules.

Ce formalisme aurait une portée plus générale, s’il permettait de traiter également
I’interaction avec des photons, car il pourrait étre utilisé sans distinction entre particule
massive, antiparticule, et photon.

Nous conjecturons qu’une telle possibilité existe, si le photon peut étre considéré
comme une particule de DIRAC sans masse.

I1 est connu que le photon posséde une énergie et une impulsion, et donc qu’il peut étre
représenté par un quadrivecteur énergie-impulsion.

Nous admettrons qu’un photon peut étre considéré comme une particule de DIRAC
s’il vérifie les deux conditions suivantes :

- Il est représenté par une solution exacte a 1’équation de DIRAC.
- Laquadrivecteur des courants de DIRAC est identique au quadrivecteur impulsion
énergie de la relativité restreinte.

1
o Ve
_ |k, ¢
p=n * |=ho| Vy (X-1)
k,c
c
k,C Vv,
c

Pour un photon de pulsation o, les solutions sont recherchees sous la forme
d’exponentielles complexes ¢/® ou €7® avec une phase de de BROGLIE :

v
¢:(cot—kxx—kyy—kzz):(o(t—%x—c—;’y—%zj (X-2)

Ces solutions sont associées a la relation de conservation de I’énergie, qui dans ce cas
particulier représente uniquement de 1’énergie impulsionnelle :

ViV 4V =c? (X-3)
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Les bispineurs qui représentent le photon sont solutions de 1’équation de DIRAC
obtenue en enlevant le terme relatif a la masse :

O:ja\llo +j8w3+6w3+j5wz

oct) ~ox oy oz
0=j Oyy OV OV, .0Vs
o(ct) ox oy 0z
0=—] VY, _ja\lfl _ 0y, _ja\Vo
o(ct) “ox oy 0z
_ s 0y, +6\|10 +ja\V1
o(ct) ox oy 0z

(X-4)

On peut verifier que les expressions ci-dessous sont des solutions exactes du systeme
de DIRAC (X-4).

1 0 v, Vi — vy
0 1 C. c
2 o 2 c 2 c 2 c
Vx+jvy V, 1 0
c T c 0 1

Les courants de DIRAC sont identiques pour chacune des solutions ci-dessus. Un
calcul explicite est détaillé pour le premier €lément de (X-5) :

30 =WoWo + WiV + VoW, + Way,

10} \Y; 2 \Y; 2 \Y 2
Jy=— 1+(—Z] +(—Xj +{—VJ =ho
2 C C C
J, = WaWo + VoW + Wiy, + Woys

VvV, —jv, V, +]jV
g, = ol Y= Wy Vet Wy g Ve ek,
2 c c C (X-6)

J, = iWaWo — JWow, + Wiy, — jwows

V, —jV, V,+]jVv \Y
L e ik
2 C C C

J, =WoWo — WaWy + WoW, — Wiys

Jzzh_w[ﬁ+ﬁj=hm£:hckz
2\c c c

Au vu de ces résultats, nous admettons que le photon peut étre considéré comme une
particule de DIRAC. Sa représentation pourra étre 1’une quelconque des solutions (X-5) ci-
dessus. On notera que la phase de I’exponentielle peut étre indifféremment (+¢) ou (-¢).

D’autres éléments, basés sur une analyse énergétique modale et présentés dans le
chapitre XXXII de ce document, plaident également en faveur d’une représentation du photon
comme particule de DIRAC.
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Cette conception est en contradiction avec 1’idée couramment admise que les solutions
de I’équation de DIRAC ne représentent que des particules de spin %2. Nous poursuivons
malgreé tout, en prévenant le lecteur que sur ce point particulier, nous sommes a contre-courant
des idées majoritaires.

Cette démarche est hypothétique au sens de POINCARE. Qu’elle se révele valide ou
non, on peut espérer en tirer des enseignements sur les échanges d’énergie entre un photon et
une autre particule.

« Toute genéralisation est une hypothese ; [ ’hypothése a donc un réle nécessaire que
personne n’a jamais contesté. Seulement elle doit toujours étre, le plus tot possible et le plus
souvent possible, soumise a la vérification. Il va sans dire que, si elle ne supporte pas cette
épreuve, on doit [’abandonner sans arriere-pensée. C’est bien ce qu’on fait en général, mais
quelquefois avec une certaine mauvaise humeur.

Eh bien cette mauvaise humeur n’est méme pas justifiée ; le physicien qui vient de
renoncer a une de ses hypotheses devrait étre, au contraire, plein de joie, car il vient de
trouver une occasion inespérée de découverte. Son hypothése, j’imagine, n’avait pas été
adoptée a la légere, elle tenait compte de tous les facteurs connus qui semblaient pouvoir
intervenir dans le phénomene. Si la vérification ne se fait pas, c’est qu’il y a quelque chose
d’inattendu, d’extraordinaire ; ¢’est qu’on va trouver de I’inconnu et du nouveau ». Henri
POINCARE, la science et I’hypothéese, 1902

L’auteur a pensé dans un premier temps (voir les versions précédentes) que si le photon
est une particule de DIRAC, alors il doit participer aux réactions de diffusion de maniére
analogue aux particules et anti particules massives. Cette conception est erronée, au moins
dans le cas d’une interaction avec une particule chargée comme [’électron. Elle est
abandonnée car elle ne permet pas un calcul correct de I’amplitude de diffusion.

L’interaction d’un photon avec une particule chargée doit prendre en compte une
interaction électromagnétique qui n’est pas décrite par la représentation d’un photon sous la
forme d’un bispineur de DIRAC.

Cette interaction n’est pas clairement apparente dans les formulations qui traduisent
la diffusion de particules massives chargées (diffusion Moéller, Rutherford Bhabha ...), alors
qu’il y a nécessairement une interaction de nature électromagnétique. Lorsqu’on tente d’en
comprendre la raison d’un point de vue énergétique, on observe que |’énergie
électromagnétique mise en jeu dans ces phénomenes est intégralement transformée en énergie
de masse et énergie impulsionnelle. Puisque ces deux énergies sont traitées de maniére
quantique et relativiste par I’équation de DIRAC, les variations d’énergie électromagnétique
des particules mises en jeux sont effectivement prises en compte dans les bispineurs de
DIRAC qui décrivent les particules.

Il en va différemment pour le photon dont 1’énergie de masse est nulle. Puisqu’il ne
transporte que de 1’énergie impulsionnelle, il faut traiter de maniere spécifique son interaction
¢lectromagnétique avec des particules chargées. C’est le programme réussi par FEYNMAN
dans 1’¢laboration de la théorie quantique des champs.

Pour autant, la notion de photon de DIRAC n’est pas totalement dénuée de sens
physique. En attribuant un bispineur a un photon, on sait que son courant de DIRAC est égal,
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en valeur moyenne, au quadrivecteur impulsion énergie correct qui est utilisé dans I’écriture
de la conservation de 1’énergie entre les particules entrantes et sortantes.

Afin de confirmer cet aspect énergétique, nous examinons dans les paragraphes
suivants 1’équivalence énergétique entre le photon de DIRAC et le photon électromagnétique.

Pour montrer cette équivalence, nous allons étre amenés a normaliser le bispineur
représentant du photon par rapport a la racine carrée du volume qui contient son énergie. Cela
va permettre de comparer les propriétés énergétiques du photon de deux manieres : en le
construisant a partir de 1I’électromagnétisme, puis en le construisant a 1’aide d’un bispineur.

| — Le photon électromagnétique

Nous admettons que le photon peut étre représenté par un potentiel
¢lectromagnétique sous la forme d’un quadrivecteur A" :

A% (olc
1A
P R T (X-7)
A% A,
A’ (A

Le terme Ao = ¢ est souvent désigné par potentiel scalaire. Il est li¢ a la nature des
charges qui interviennent dans le phénomeéne électromagnétique. Dans le cas présent, aucune
charge n’intervient dans 1’évolution du photon, et ce potentiel scalaire est nul. Cette condition
est assimilable a une condition de jauge désignée par jauge de COULOMB.

Les termes A1 = Ax, A2 = Ay, As = A, sont les composantes spatiales d’un vecteur
souvent appelé potentiel vecteur :

Al
A=|A?|=
A3

X

(X-8)

y

> > >

z

Nous admettons qu’un photon peut ¢étre représenté par un  potentiel
électromagnétique de la forme :

AO 80
1 1
A" = A2 =g" 2 COSp = 82 21 CoS¢ (X-9)
A oVe, e” || Vg,
Al g

Dans cette représentation, " est identifié comme un vecteur de polarisation, car ses
composantes spatiales vont porter la direction du champ électrique du photon. La composante
&2 est nulle car le potentiel scalaire est nul.
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Dans cette expression, ® désigne la pulsation du photon, V le volume dans lequel
s’étend son énergie, et g représente la permittivité du vide.

Cette notation n’est pas treés heureuse, mais elle est a peu prés normalisée. En tout
état de cause, il convient de ne pas confondre € (indice 0 en bas = permittivité du vide) et €°
(indice 0 en haut = premier terme du vecteur de polarisation).

A partir du quadrivecteur &", on définit un vecteur spatial de polarisation :
€ €
=g |=]¢g, (X-10)
€ €

Ce vecteur est normé :
EE=¢; +e.+e. =1 (X-11)
L’amplitude de la fonction cosinus est représentée par le terme :

2n
®Vg,

(X-12)

L’expression de cette amplitude sera justifiée postérieurement par le calcul de
I’énergie associée a ce photon. La présence de la permittivité du vide o est essentiellement
liee au fait que nous décrivons tous les phénomeénes dans les unités du systeme Sl.

La fonction ¢ représente la phase de de BROGLIE :

v
¢=m(t—\é—gx—c—gy—\é—;zjzcot—kxx—kyy—kzz

Vi +Vi 4V =c? (X-13)
2 2 2 o’
kx + ky + kz =C—2

On obtient le champ électrique grace a la relation suivante déduite des équations de
MAXWELL :

E-ve- A OA_ 5|2 Q(cos<|>)= g |2 2cos(oat —kx—k,y—k,z)
ot ot oVeg, ot oVeg, ot

(X-14)

m
I
mi
2]
>
—_
e
—
I
=
x
x
|
=
<
<
=

Le photon de champ lointain est associé a une onde plane, pour lagquelle les champs
électrique et magnétique sont liés a la direction de propagation par la relation :
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E= \/M—T’(I:IAD) (X-15)

Il s’ensuit :

g2 =Hopy2 (X-16)

€
La densité volumique d’énergie Aw(X,y,z,t) associée a cette onde a pour expression :
1 2ho .
AW(X,y,z,1)= E(SOEZ + uon)z g,E? = vsmz(oot —kx—k,y— k,z) (X-17)

On obtient 1’énergie W associée au photon en intégrant cette densité volumique
d’¢énergie sur le volume V :

W = JAWX y,z, )V = _” —sm oot—k x—k,y -k z)ixdydz (X-18)

Sous cette forme, 1’intégrale n’est pas séparable en X,y,z. On peut malgré tout
progresser dans I’intégration en posant :

. SN2 - .
. e]d) _e_l¢ e21¢ +e_2J¢ _2
sin“¢ = Y =—

J 4
2j{t-k,x—k,y—k,z) N e—Zj(cut—kxx—kyy—kZz) 1 (X-19)
sinz(wt—kxx—kyy—kzz)z—( 1 ]Jr—
L’intégrale devient séparable, et on obtient :

—2jk x s 25Ky 2]k, 2j

m‘ ezj(cut—kxx—kyy—kzz)dxdydz _ ezjmtJ‘e72jkxdeJ'e—ZJ'kyydyJ.efﬂkdez — _ ot X gm By Y gmelK 2 _ g2i¢

8jk,K,K, 8jk, Kk K,
2jk x 2Jkyye2jkzz a2id

~2j{ot—k,x—kyy—k,z) _2jot [ A2jk,x 2jkyy 2jk,z 2jet €77°€ _
e dxdydz =e e " dx | e dy | e “dz =e =
m' J- I yI 8kakykZ 8jkxkykZ

(X-20)
Soit donc en résume :
2§ _ o-2i0
thﬂ[smz ot —k x—kyy—kzz)jxdydz= 2ho| & ¢ +Y
V | 32jk kK, 2
v (X-21)
W= hoy sin(2¢)
v 8kyk, Kk,

L’énergie W associée au photon est la somme de deux termes. Le premier correspond
a la valeur moyenne <W>, le second a une énergie réactive dont la valeur moyenne est nulle
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sur le volume V. C’est ce résultat que nous souhaitons atteindre en représentant un photon
sous la forme d’un bispineur.

Il — Le photon de DIRAC

Nous adoptons une solution de I’équation de DIRAC purement sinusoidale,
normalisée par rapport au volume V :

. 1
Vo 0 .
Vil /h—msincb Vo |=¢ /isincb
Y, \ c oV K,
V3 &4-]& kx+jky
c c

(X-22)
v
¢=u{t—%x—c—;’y—%zj=mt—kxx—kyy—kzz

2 2 2_ 2
Vi +Vy +V; =C

2

Q]

K +k2+kE=—
c

Le volume V est apparu dans le facteur de normalisation, car chaque composante du
bispineur doit avoir pour dimension la racine carrée d’une densité volumique d’énergie.

Dans ces conditions, les courants de DIRAC ont la dimension d’une densité
volumique d’énergie, et on sait qu’ils vérifient I’équation locale de conservation de I’énergie.

On obtient ;

Ji = WoWo + Wiy + Yoy, + Yoy,

2 2 2
vV, +V, +V
‘]t :h_(osinz(l) 1_}_# :2h_(05in2¢
Vv V

Iy = WaWo + Wou; + Wiy, + Wows

v v
3, = T0gnzgl Ve Yy Ve Yy ) R0 g Ve
Vv c C C C Vv C (X-23)
J, = iWaWo — IWowy + Jwiw, — jwoews
ho o, [V, LYy v, LV fio . \Y
J,=j—sin?¢ X —jL-x*x_jY|=2—sin?p-2L
Y (I{ ¢ ¢ ¢! cj v e c

J, = WoWo — VoW + WoW, — Wiyg
J, =h—msin2¢ £+ﬁj=2h—msin2¢ﬁ
V c C Vv c

L’¢énergie associée au photon s’obtient comme dans le paragraphe précédent. La
composante J; permet d’obtenir 1’énergie totale du photon, tandis que les composantes Jx, Jy,
Jz permettent de calculer I’énergie impulsionnelle du photon dans chacune des directions x, y
Z.
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J, = Aw(x,y,z,t)
J, =Aw,(x,y,2,1)

J, =Aw,(x,y,z,t)
J, = Aw,(x,y,z,1)

(X-24)

Les calculs sont analogues a ceux du paragraphe précedent. On obtient :

IJ V= ﬂ ZROsin? ot~k x — k,y ~ k2 xdlydz = ho h\‘/”;"(’fyd;)z
bk
Wy:IJVdVZHIMTmTVSi”Z( ~k,x —k,y — k,z}ixdydz = hco\;y ’i;"gsli':i((zyiz"_g

IJ av = fﬂ __5'” — kX — K,y — K,z pixdydz = ho-Z - %"’85;’:'((2? V_Cz

(X-25)

Dans cette représentation, ¢’est la valeur moyenne de I’énergie calculée qui est égale
au quadrivecteur impulsion-énergie. On retrouve ainsi une propriété déja évoquée dans les
chapitres précédents.

Comme de plus, I’énergie totale est égale a 1’énergie obtenue en utilisant les lois de
I’électromagnétisme, y compris dans la présence d’énergie réactive, le comportement
énergétique du photon de DIRAC semble cohérent avec le comportement énergétique du
photon déduit des équations de MAXWELL.

Pour terminer ce chapitre, nous revenons sur la notion de spin.

Nous avons avancé 1’idée que le photon pouvait étre considéré comme une particule
de DIRAC, au moins dans son comportement énergétique. Cette hypothése n’est pas reconnue
par la communauté scientifique, car il est admis que les solutions de I’équation de DIRAC ne
représentent que des particules de spin %.

Nous proposons de developper dans ce chapitre quelques éléments de réflexion
supplémentaires sur ce sujet.

On peut prendre comme point de départ, la notion de moment cinétique de la
mécanique classique (Voir chapitre 1V de ce document).

Pour étendre la notion de moment cinétique a des spineurs, les physiciens se sont
appuyés de manicre empirique sur I’analogie avec le moment cinétique de la mécanique

classique.

Pour une fonction d’onde v, cela conduit a une définition des opérateurs de moment
cinétique suivante :
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Ic.cf
[I:z1|:x:k\u):(|:z|:x _I:XI:ZXW)= Jhl:y(\lj) (X'26)
[ .

Toujours de maniére empirique, cette définition a été prolongée a un spineur ¢ sous
la forme :

5,8, Jo)= (8.5, -8,3, )o)= 78, (o)
5.8, J0)= (6.5, -8.5.f0)= i1, (o) (X-27)
5,5, J0)=(6,3, -85, o) = i18,(0)

S

Puisque le spineur ¢ contient deux fonctions d’onde, cela suppose que les opérateurs
Sxy,z Sont des opérateurs représentés par des matrices 2X2. Les matrices de PAULI possédent
exactement, a une constante multiplicative prés, la propriété (X-27) ci-dessus :

SRS A R
c, = G, =| . G, = (X-28)
10 j 0 0 -

On obtient en effet :

[ho,, 16, | = 2jh(hos)
[i5,,hi05] = 2j(ho,) (X-29)
[, 10, | = 2jh(ho,)

I1 s’ensuit que les opérateurs de spin recherchés dans la représentation (X-27) peuvent

s’écrire :
R h Af0 1
x —A01 =7
2 21 0
A N (0 —]
S = — = — X'30
PR 2(1' o] (X-30)
R f Aafl O
: = 703=5
2 2{0 -1

De la découle la notion de spin Y2, mis en évidence dans le facteur multiplicatif des
matrices de PAULLI pour assurer une définition cohérente du moment cinétique.

Il semble cependant que le raisonnement ci-dessus n’apporte pas la preuve que le spin

Y est le seul spin qui puisse étre decrit par les matrices de PAULI. Nous allons tenter de
développer quelques éléments de réflexion a ce sujet.

11l — Le moment cinétique d’ordre m
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Nous adoptons la définition du moment cinétique (X-27) qui repose sur les
commutateurs, et nous admettons qu’une définition plus générale du moment cinétique d’un
spineur peut dépendre d’un parametre m tel que :

A

l X 'éy k(P) = (éxéy - éyéx X(P) = jhméz ((P)
[A z ’éx k(p) = (A zéx - é><éz X(P) = jhméy ((P) (X'31)
5,.5.J0)-6,5.-8.8, o) = ihmS, (o)

Si on considere les opérateurs de moment cinétique suivants :

. 01
Sim =mhﬁ=mﬁ( j

2 " "2l1 0

N 0 —j

5, =m ﬁzmﬁt_ ‘j (X-32)
* 2 "Ml o

R 1 0
Szmzmhﬁzmﬁ
' 2 20 -

IV - Le spin dans les modes stationnaires sphérigues

Le spin des particules reste une notion abstraite, car sa définition repose sur les
propriétés d’un opérateur.

Il ne fait guére de doute pour autant que le spin doive représenter des propriétés
physiques clairement identifiables.

Dans une approche énergétique, ces propriétés physiques sont liées a la répartition et
a I’évolution de la densité volumique d’énergie.

Les solutions les plus pertinentes pour mettre en evidence théoriquement ces propriétés
physiques sont les solutions stationnaires. En considérant une énergie quantique confinée dans
une boite de forme déterminée, on doit voir apparaitre des propriétés qui confirment les
propriétés issues des opérateurs de spin.

Sur certains modes sphériques, on peut montrer que ces modes stationnaires dépendent
d’un paramétre n, et un exemple de solution est rappelé ci-dessous :
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v, =nf, (k,r)sin" 0e " sin(kx, )+ jk,f, (k,r)sin" e cos(k X, )
y; =0

v, = jcosBsin" e " sin(ktxt){ f,'(k.r)+ nf (K, r)} (X-34)
r

A :jsin(ktxt)sin“‘16e‘("‘1)j‘9{—sin2Gkrf '(k,r) - n(cos 6+1)]c o Kr r)}

Avec la notation : fy’ (ki) = dfa(ker)/d(kir).

Une analyse de ce bispineur (\Voir chapitre XX de ce document) montre que le mode
n=1 présente certaines propriétés analogues a celles du photon, tandis que le mode n=2
présente des propriétés analogues a celles de 1’¢électron. Pour le photon, on sait que le terme
relatif a I’énergie de masse dans o est nul. 1l peut cependant étre éventuellement conservé
dans la discussion qui suit.

Traduit en termes de spin, cela semble indiquer que le mode n=1 peut étre associé a
une particule de spin 1, tandis que le mode n=2 peut étre associé a une particule de spin 1/2.

Si on admet cette hypothese, alors il apparait que les solutions de I’équation de DIRAC
sont susceptibles de représenter de 1’énergie confinée sous la forme de spin 1 ou de spin 1/2.

Du point de vue physique, on connait les affinités du photon avec 1’électron : on sait
qu’un photon peut étre absorbé par un électron, ou qu’un électron peut émettre un photon.

Ces affinités sont apparentes dans les modes stationnaires relatifs aux modes n=1 et
n=2. En particulier, la dépendance en r de la fonction d’onde y> du mode n=1 est identique &
la dépendance en r de la fonction d’onde yo du mode n=2.

Les fonctions de BESSEL sphériques d’ordre 1 et 2 s’écrivent respectivement :

sin(k,r)  cos(k,r)

k== " *

(k) (k, r)- | o
f(kr)=-3 5 008(k;1) 3sm(krsr)_sm(krr)
(% (k) (k1)

La dépendance en r de la fonction d’onde y2 du mode n=1 est exprimée par le terme :

_krfl,(krr)Jrfl(krr):_kr{cos(krzr)_Zsin(krg)_(_sin(krr)_cos(krzr)J}Jr {sm(k ) cos(k,r)}
r (k") (k") kD) (kD) *kn? (k)
ket + fu(k,r) _ {_ %, cos(k,zr) Lok sin(krgr) K sin(k,f) ‘ sin(krsr) K cos(k,zr)}

r ) (k1) ) ) )
ket + fu(k,r) _ kr{_3cos(kr2r) +3sin(kr3r) ~ sin(krr)}

r (k) (k) (k1)

(X-36)
La dépendance en r de la fonction d’onde yo du mode n=2 est exprimée par le terme :
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_,c0s(k,r) +35in(krr) _sin(k,r)

fk)=-3 flkor)

Wy e S 0 (-317)

L’¢égalité¢ exprimée ci-dessus reléve d’une propriété plus générale qui relie les
fonctions de BESSEL sphériques et leurs dérivées.

Si on admet que les modes stationnaires n=1, et n=2 sont associés respectivement au

photon et a I’électron, on fait le constat que cela implique des relations importantes entre les
fonctions d’ondes associées aux bispineurs qui décrivent chacune de ces particules.

V - Le spin dans les modes stationnaires parallélépipédiques

Dans ce paragraphe, nous examinons le comportement d’un mode stationnaire solution
de I’équation de KLEIN- GORDON en coordonnés cartésiennes.

Pour un parallélépipede de dimensions X, Y, Z, une telle solution s’exprime comme
un produit de fonctions sinusoidales relatives au temps et a I’espace, par exemple :

n,m

w(t,x,y,2)= Asin(mnt)sin( n)x(n x]sin(% y]sin( nén zj (X-38)

Les nombres nx, Ny, Nz, sont en général des entiers qui fixent la répartition modale
suivant chacune des dimensions X, Y, Z.

L’équation de KLEIN-GORDON est rappelée pour mémoire :

10° &% &% o mac?
(‘ggﬁ“yﬂLWﬂLEJ(\W: ;2 (v)=1"(y) (X-39)

En introduisant la solution y représentée par le produit (X-38) dans cette équation, on
obtient :

0)2 T 2 T 2 T 2
n L2 BN PN I AL Y X-40
c? (nx x] (ny YJ (nz zj 1 ( )

Nous empruntons la démarche de DIRAC en recherchant les matrices yon, Y1.nx, Y2,ny,
v3,nz QUi permettent, pour des dimensions fixees X, Y, Z, de vérifier la relation suivante :

Yoo (EV (E)ee (EV] e (@Y 2 (22 (2Y .0 (5) _.2
Yon c Yin, X Y2, v Yan, Z Yon c Yin, X Y2,n, v Yan, Z n
(X-41)

Il est apparent que pour le mode fondamental nx = ny = n, =1, on retrouve les matrices
de DIRAC ordinaires :
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10 0 O 0 0 01 0 0 0 —j 0 01 O
o1 0 o o o 10/ 0o 0 joO |0 00 -1
oo -1 0] "o 100/ "o joo| ™®|-100 0
0 0 0 -1 -1 0 00 -j 00 O 0 10 O
(X-42)
Tandis que pour un mode ny, ny, nz quelcongue :
Yon =7o
Yin, = Ny¥
' ' (X-43)
Yoo, =MyY2
Yan, =N,Y3

z

On en déduit les matrices de PAULI qui servent a construire les matrices de DIRAC
sur un mode stationnaire quelconque :

cSl,nx = nxcl
Gon, =Ny02 (X-44)

G3n, =N,03

En particulier, pour nx = ny = n; = m, on retrouve des opérateurs S, .S, .S, qui
correspondent a la définition élargie du spin qui a été proposée au paragraphe 11 ci-dessus.
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X1 - Conclusion

La notion de diffusion de particules fait partie des sujets les plus complexes de la
physique contemporaine. Sa compréhension résulte des travaux de recherche et
d’expérimentation d’innombrables chercheurs, sur une période qui atteint désormais prés d’un
siécle.

Elle s’appuie sur la théorie quantique des champs et sur les graphes de FEYNMAN,
qui constituent un des outils les plus puissants inventés par I’homme pour effectuer des calculs
sur un phénomene physique.

Cet outil est quelquefois présenté comme un outil proche des techniques de
I’ingénieur : on admet sa validité démontrée a I’aide de théories complexes, et on 1’applique
en utilisant des régles rigoureuses, avec peu d’interrogation sur la physique qui est sous-
jacente a chacune de ses regles.

Dans une approche énergétique de la diffusion, on tente d’ouvrir une autre porte
d’entrée sur cet univers bien particulier. L’ouverture proposée est modeste, et fragile sur bien
des points, mais elle essaie de décrire les phénomeénes au plus prés des échanges qui
interviennent dans une vision énergétique de la physique. Elle ne rivalise en rien avec les
graphes de FEYNMAN qui ont une portée plus générale, mais elle semble apte a en simplifier
quelques éléments de calcul et de compréhension.

La cohérence de I’approche énergétique qui est présentée tient au fait qu’elle décrit
dans les mémes relations, a la fois les propriétés relativistes des particules supposées
ponctuelles, et les propriétés statistiques des particules quantiques.

En prenant les valeurs moyennes des courants de DIRAC, on obtient les quadrivecteurs
impulsions qui représentent les propriétés macroscopiques des particules.

En prenant la valeur moyenne du pseudo produit scalaire de ces courants, on obtient
les amplitudes de diffusion qui représentent les propriétés statistiques quantiques de ces
particules.

L’approche proposée peut étre résumée de la manicre suivante :

- On définit une particule equivalente en entrée. Cette phase nécessite une
analyse simple du systeme suivant le type de diffusion.

- On calcule les courants de DIRAC de cette particule équivalente. Ces courants
font apparaitre les quadrivecteurs impulsion-énergie de chacune des particules, plus des

courants d’interaction.

- On procede de méme pour les particules diffusées.
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- On fait le pseudo-produit scalaire M des courants d’interaction d’entrée et des
courants d’interaction de sortie. La valeur moyenne de M permet d’extraire le terme
représentatif de la diffusion entrée-sortie ou sortie-entrée en utilisant la relation de
conservation de ’énergie.

- On normalise ce terme par rapport a I’énergie totale qui a interagi dans la
diffusion.

Le résultat obtenu est proportionnel a I’amplitude de diffusion du cas particulier qui
est traité. Pour traiter une diffusion non polarisée, il faut ensuite faire la somme de tous les cas
de diffusion possibles, suivant les états de spins des particules d’entrée et de sortie, et enfin
faire la moyenne sur les spins d’entrée en divisant par le nombre de cas possibles en entrée.

La procédure proposee ne permet pas de traiter I’interaction avec un photon qui reléve
de I’interaction électromagnétique développée au chapitre XXIIIL.

La déemarche adoptée dans ce document est complétement déterministe et interroge sur
des principes pourtant souvent qualifiés de fondamentaux comme le principe de
complémentarité, et le principe de superposition.

Ces principes ont été adoptés dans les débuts de la mécanique quantique afin de
prendre en compte un ensemble de faits expérimentaux que les premiers éléments de théorie
ne permettaient pas d’expliquer.

D’un point de vue expérimental, la notion de gouttelettes marcheuses montre que ces
principes ne sont pas nécessaires pour expliquer les phénomeénes d’interférence et de
diffraction.

D’un point de vue théorique, la construction de plus en plus élaborée du monde
quantique ne repose a aucun moment sur ces principes.

Du point de vue de I’auteur, ils doivent étre abandonnés, car ils ne sont plus d’aucune
utilité dans la compréhension des phénomenes quantiques.

Cet abandon qui semble inéluctable a plus ou moins court terme aura des
conséquences. En particulier, le caractére déterministe qui émerge a la fois en théorie et
expérimentation indique qu’il n’est pas envisageable de construire des ordinateurs quantiques
sur la base du principe de superposition, qui est un principe non physique.

Pour autant, il est certain que les progres de la physique quantique permettront des
progres significatifs dans 1’informatique quantique, a la fois dans I’accroissement de la vitesse
des horloges de base, mais également, si on ne censure pas son imagination, dans la conception
de portes logiques photoniques, dans I’utilisation d’une base 4 (4 états de polarisation) au lieu
de 2, ...etc.
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Deuxieme partie

Désintégration de particules de DIRAC
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X1l — La matrice y°

L’équation de DIRAC s’applique a un bispineur vy, et nécessite la définition de 4
matrices désignées par v, v%, v, v°.

Mﬁ)*Yl@%j”{%j”{a‘iﬂ("’)z%(‘“) (XI1-1)

La forme standard de ces matrices est la suivante :

10 0 0 0 0 01 0 00 —j 0 01 0
o_[01 0 0 o 0 1ol L 00 0 000 -1
00 -1 0 0 100 0 j o o 100 0
00 0 -1 1.0 00 j0oo0 0 0 10 0
(X11-2)

La matrice construite en effectuant le produit de ces 4 matrices, puis multiplication par
j, est désignée par v°.

v =i (X11-3)
Cette matrice joue un role important dans les théories basées sur 1’équation de DIRAC.

Il semble que son appellation soit due a la notation originale des matrices de DIRAC qui
étaient numérotées de 1 a 4 (voir par exemple la publication de PAULLI).

Les multiplications successives donnent le résultat suivant :
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YoV1 =

o O O -

Yo¥1¥2 =

O O O
O r O O

YoV1Y2¥3 = 0

0

O O e-— O O O +— O

Ys = YoV1Y2Y3 =

o O O

|
Y
o
|
[y
o O - O

-

O - O O O O O Bk
o

-]

O O O
o O O -

0
1
0
0

o O —» O

O — O O

o O O -

(XI1-4)

Lorsque cette matrice est appliquée a un bispineur, elle provoque I’inversion de I’ordre
des deux spineurs qui construisent le bispineur :

TV =

(&2
o O O
= O O O

o O O -

o O +— O

L)
V3
Yo
V1

(XI1-5)

Considérons les 4 solutions standards de I’équation de DIRAC sous la forme

exponentielle :

u® =

<2
+
=

v =] 2l +1)

e_N) — Ule_]¢

u® =

v® =

e_J¢ — Uze_m)

(XI1-6)
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(XI1-7)

Avec une phase de de BROGLIE :
Vy

b= t- Yy x-Sy (x11-9
C C

Dans cette représentation, les particules sont affectées d’une phase e??, tandis que les
antiparticules sont affectées d’une phase e/®.

On a la propriété suivante entre les solutions exponentielles :

()pibd _ \(2p-i0 @ _ @

u e vve . u \ e
v it _ 4Bl soit encore v O _ 02 (X11-9)
v vWe e YoV e
YoV eIt — gt YOV = @20

La matrice y° est sa propre inverse, ce qui peut étre vérifié de la maniére suivante :

0 01 0o 0 10 1 000
0 00 1j0 0 01 0100
P = - (X11-10)
1 0001 00O 0 010
01 00/i01O00O0 0 001
Les relations (XI1-9) ci-dessus peuvent donc s’écrire également :
(@) _ .5/@)a-2i¢
u'? =y°vie
e (X11-11)
VO = 5y Wg2ie
V@) — 5y @2t

On peut définir des courants de DIRAC qui font intervenir la matrice y° de la maniére
suivante :

3(y) =y (X1-12)

Ces courants se comportent comme un quadrivecteur vis-a-vis de la transformation de
LORENTZ. lls seront désignés par courants axiaux dans la suite de ce document.

On en déduit les relations suivantes pour les courants relatifs aux solutions
exponentielles :
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— U(l)yuy5u(1) — U(l)yuv(l)e—zid) — Ul.YHVl

35(u® )= TPyrySu@ = TPy e 2 = U,y X11-13
745 (V(l)): v(l)ypysv(l) _ v(l).yuu(l)e21'¢ — VlyuUl ( - )

JH5 (V<2) = Yy Sy @ — gDy @g2it _ /iy,

Les relations ci-dessus montrent que les courants en y° peuvent étre interprétés comme
une forme d’interaction entre particule et antiparticule.

L’expression développée des courants de DIRAC en y° peut étre obtenue directement
a partir des courants de DIRAC ordinaires en utilisant le role de la matrice y° qui inverse les

deux spineurs qui composent le bispineur y dans I’expression (XII-12). On en déduit sans
calcul :

3y =WoWo + Wiy + VoW, + Ways Jis = Vo2 +Y1Vs + VoV VI

N A A A P VAT S "’;:"2 * "’;"13 " "’I\"i Vo _(XI1-14)
Jy = JWawo — iwows + wiv, — jwows Jys = IWaWo — JWoWs + JWiWo — JWov;

3, =W3Wo = WaWs + oW, — Wiyg Jus = WaWy — WaWs + WoWo — Wi Wy

Plus généralement, la matrice y° vient compléter harmonieusement 1’ensemble des 4
matrices de DIRAC. Cet ensemble possede de nombreuses propriétés qui sont détaillées dans
les cours et ouvrages relatifs a ce sujet. Ces propriétés ne sont pas utilisées dans la suite, et
n’ont pas été reprises dans ce document.
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X111 — Les courants axiaux

Les courants axiaux qui ont été définis au chapitre précédent a ’aide de la matrice y°
jouent un réle important dans la modélisation de 1’interaction électrofaible.

() =wryy (XI1-1)

Dans la suite de ce document, les composantes de ce courant seront notées de maniere
analogue aux courants ordinaires de DIRAC, en ajoutant I’indice 5 a chaque composante :

Js ) (wr°w WoWs + WiWs + WoWo + Way,

s [ D | _[ VYTV | Wawa +Wows i + Wow, (XI11-2)
Jys | [ WYY°w || iwaw, — iwows + Jwiv, — jwow,
Js) W'y VW, —WaWs + WoWo — Wiy,

| — Invariance des courants axiaux sous la transformation de LORENTZ

Les courants axiaux se transforment comme un quadri-vecteur vis-a-vis de la
transformation de LORENTZ.

Soit deux référentiels que nous désignerons par (R) et (R”). Le référentiel (R”) est
supposé en mouvement de translation a vitesse constante v par rapport au référentiel (R).

Les coordonnées d’espace-temps du référentiel (R’) sont reliées aux coordonnées
d’espace-temps du référentiel (R) par une transformation de LORENTZ.

Le bi-spineur y qui représente 1’état de la particule dans le référentiel (R) est représenté
dans le référentiel (R’) par un autre bi-spineur y’.

La difficulté d’une observation directe de cette invariance sur les composantes réside
dans ’obtention de la relation qui relie les composantes du bispineur y’ écrites dans le
référentiel (R’), aux composantes du bispineur y écrites dans le référentiel (R).

Cette observation directe va étre développée dans le cas d’une translation suivant
chacun des axes du référentiel. Dans chaque cas, la relation entre y’ et y sera donnée sans
démonstration. Davantage de détails peuvent étre consultés au chapitre (XXIX) de ce
document.

| — 1 Translation suivant Ox
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Si les courants axiaux se transforment suivant la transformation de LORENTZ entre
les référentiels (R”) et (R), ils doivent vérifier, pour une translation suivant Ox :

Jis= Y(Jts - B‘]xs)

Joe=v(J.: —BJ

s (s = Blis) avec y= 1 et B=X (XH1-3)
Jy5=\] V2 C

Nous admettons que, pour une translation suivant Ox, les composantes du bispineur se
transforment suivant la relation :

vy’ (v +Dwo —Brys
A 1| (r+Dy, —Brw,
)= - X111-4
(W) v, \/m _BYW1+(V+1)\|’2 ( )
vs' — By + (v + 1w,

On adopte comme point de départ les composantes du courant axial dans le référentiel
(R):
T = Wo Wt W Wty oty
Tes= V5 *\v'ﬁw"é Y’3+W'I \v;o+\|f'3 Vi (XI115)
Fys = W W =W Wi+ iw i Wio—ivo v
s = W W W Wty Wy v
Puis on exprime les composantes du bispineur y’ en fonction des composantes du
bispineur y (XIII-4).
T = W W r W Wty Wit vy
P {((v 0w = By - B+ G+ D)+ (v + 2w~ Brvi k- Brwo + (7 + 2w }
2y +2 | (- Byw; + Oy + D Ny + Lhwo — Brws)+ (B + -+ Dws Ny + Dw, — Brw,)
yoo b {((v 1P + 3272 vz +wivs + v + WEWI)} =B,
2y +2 [~ 28y(y + 1wiw, + Wows +viv +vaw) v
I = W W ot Wit Wity oy
I {(— Brvi + (r-+ w3 K- Brws + (v + D)+ (- By + (r+ D k- Brwe + v +1)\v3)+}
(6 + D =B X+ 2w — Brws)+ (7 + Dy — By v + Dy — B

;o1 {((v 1P + B whwa + wivs + v +WEW1)}_W py
x5 * * * * - 5 t5
2y+2 |- 2By +1)(\Ifo‘|/2 TV1V3 T WY, + \l’s‘Vl) '

(XI11-6)

77



5= W5 W= WativT wio—jvo vy
] {(— Brv + (r + 0w K- By + (7 + D)~ (- Brwi + (7 + D K- B + (v +1)w3)}
2y 2 | (v + Dl —Brws N+ Do — Brws) - (v + 2w — Brwis (v + v, — Brws,)
J

Yys= 2y+2 (6427 - B2 Jwiws - wiwa + wiwe - wiow )= 3y

zs—\l’z\l’z WsWs"’Wo‘Vo Wl\Vl

1 Bwl +(y+ 05 =By + (+ 2y, ) - va3+(v+1)\v§)(—ﬁv%+(v+1)\vs)}
27+ 2 |+ ((y + vy - By (v + Do — Brws)— (v + vl = Byws Ky + L - Brws,)

(v +1) BZVZX\VZWZ — W3V + YoV —\vle)}= Jss

25

2y+2
(XI-7)

| — 2 Translation suivant Oy

Si les courants axiaux se transforment suivant la transformation de LORENTZ entre
les référentiels (R’) et (R), ils doivent vérifier, pour une translation suivant Oy :

Jis= V(‘]ts - B‘]yS)

T =1

67 o avec y= et p= (XI11-7)
‘]yszY(Jys_B‘]ts) 1 v c
‘]'25: ‘]25 Cz

Nous admettons que, pour une translation suivant Oy, les composantes du bispineur se
transforment suivant la relation :

Vo' (Y +1)W0 + JByys
(% 1 (V+1)W1_jBY\V2
v')= == XI111-8
W=y | Tz v e, eai®)
vy’ — By, + (v + v,

On obtient alors, dans une démarche analogue a la précédente :

Y= WVt W Wt Wity vy

1 [(+ D — B KiBrws +(r +2hwo)+ (20w + iBrwis K= iBvwe + (1 + 1))
2y+2 L (= iBvvi + O+ Dwa Ky + 2w + iBrywa)+ (iBywy + (v + v Ny + D, - jBY\Vz)}
1 {((Y*‘l)z+BZY2X\VS\V2+WIW3+W;W0+W;W1)}: 00—pa.)
2y +2 |- 2By(y + Djwav, - iwaws + iwivo - ivow) e e
Tas = W3V U Uik Wi+ 'y

1 [(iBrv + O+ Dws XiByws + -+ Dw,)+ (- iByws + (v + s - B + (v + D)

2y +2 {+ (r+ 2w + Brus Ky + Do + iBrws)+ (v + Dy — iBrvia v + D — Brvs) }

Tys= T1+2 o+ 27 = B212 v + i+ wivo + wiows )= dss

t5—

t5

X5~
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(X111-9)

o5 = W5 W= ivo WtV vo-jvo v

g B + (e Dws KiBrw + (r + L) - = By + G+ 1w N iBywo + (v + L)
ys_m{+((v+l)\vi+J'va§)((v+1)wo+J'va3)—((v+1)\|f3—J'BWZ)((Hl)\vl—Jsz) }
:;{((ml)uﬁzyZijsz—j\v§w3+jwiwo—j\v3wl)}: (.. —p3)
P2y 12 |- 28y + Dwow + v + Wiwo + v Tye T

J5= \V; \I’Iz_‘l"; y's ‘HV'; V' _\V'I v
1 {(—jBWI+(v+1)\|f§)(ijw1+(v+1)\|/z)—(jl3vw3+(v+1)w§)(—jﬁv\vo+(v+1)\v3)}
27 +2 |+ ((y +Dw — iBywi (v + Do + iB1ws)— (v + 20w + 1By Ny + 10w — iBrws)

V5= T1+2 {((v +1f - BZYZX\V;\Vz — W3V + VoW — \vI\vl)}= Jss

z5

(XI11-10)

| — 3 Translation suivant Oz

Si les courants axiaux se transforment suivant la transformation de LORENTZ entre
les référentiels (R”) et (R), ils doivent vérifier, pour une translation suivant Oz :

Jis= Y(‘]ts _B\]zs)
Joe=1J
X576 avec y=—1 e p=V (X111-11)
Jys=dys 1 v2 C
I Y(st B‘]tS) c?

Nous admettons que, pour une translation suivant Oz, les composantes du bispineur se
transforment suivant la relation :

Vo' (Y+1)\Vo —Byy,
N 70 B 2 VYR T ]
(W)_ 7% - _BY\V0+(V+1)‘I’2 (x1ii-12)

W3 Bywy, + (V + 1)‘|’3

On obtient alors dans une déemarche analogue aux deux précédentes :
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Jis= VoW ry Wiy Wi Hy s v
1 {((HDWS—BWZX—BV%+(v+1)\v2)+((v+1)\vI+Bv\v§)(Bw1+(v+1)ws) }
5_ * * * *
T2y 42 [+ (B + (i N+ Do — B )+ (B + (v + i Ky + vy + Brws)
o1 (0 v + vivs e + i) (s —PL)
ts—ﬁ_ (* . . _*) =vUs —BJss
Y2 |- 289y + D\wow, — waws + Wouo — wivs

T s =Wy Wy yl o v
1 {(BY\VI (2 = Brwo + (7 + D)+ (- By + G-+ D KBy, + (v +1)\v3)}
T2y 2 |4 ((y+ Dl + By N+ Dwio — Brws) + (7 + Dy — By Ky + L + Brws)

Jys= Tiz {((v +17 + BZYZX\VZWZ +YoWs + Yo + W3W1)}= Jys

(XI11-13)

Tys= W5 W=V WV W iWo v
] {(BY\I/I +(r+ D B + (v +2hw,) - (- By + (v + D By + (1 +1)\v3)}
2y 2 [y 2w+ By K+ 2o — Brwa) — (v + 2o — Brwis Ky + D + Brws)
J

Yys= m{((v P17 — B2 i — Waws + Wivo — v )= dys

305 = VoW Wy Wy W
1 {(— B + (7 + s N Brwo + (v + Do)~ (B + (r + s KBrws + (v +1)\|/3)}
2y +2 |+ ((y + Lws — Brva Ky + Dwig —Byw,)— (v + s + By Ky + Dy + Brws)
_ 1 {((v +1F + B N ~ Wavs + vivo - \VIWl)} (- PL)
2y +2 |- 2y(y + waw, + wivs + Wawo + Wav,) e e

z5

z5

(XI11-14)

Il — Différence entre les courants ordinaires et les courants axiaux de
DIRAC

Le paragraphe précédent montre que ces deux sortes de courant se transforment de la
méme maniére sous une transformation de LORENTZ.

On pourrait penser qu’ils constituent des quadrivecteurs aux propriétés complétement
identiques. Nous allons montrer que ce n’est pas tout a fait le cas.

Considérons une solution exacte a I’équation de DIRAC, sous une forme exponentielle
qui utilise I’onde de de BROGLIE :
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y+1
Vo \/OE
. \Y;
Y1 = Y v, A avec ¢=yooo(t—v—;x——;'y—v—gzj (X11-15)
Y3 y vx+jvy
Jay+1) ¢

Les vitesses vy, Vy, Vz, sont associées a la vitesse de déplacement de la particule.

Pour une particule qui se déplace a une vitesse opposée, Vx, Vy, Vz changent de signe.
Les amplitudes complexes de y2 et y3 changent aussi de signe, alors que les amplitudes
complexes de yo et y1 restent inchangees.

Considérons les effets de ce changement sur les courants de DIRAC ordinaires :

3y = WoWo + WiV + VoW, + Waw,
e = WaWo + WoWs + W1, + WoVs (X111-16)
Jy = iwawo — ways + v, — iwows
J, = WaWo — WaWi + VoW, — Wiy
Dans une approche énergétique, la composante Ji de ce courant est associee a la densité

volumique d’énergie totale, tandis que les composantes Jy, Jy, J; sont associées au flux de la
densité volumique d’énergie suivant les axes X, y et z.

Si on inverse la vitesse de propagation de la particule, on s’attend a ce que la densité
volumique d’énergie reste identique, tandis que les flux suivant chacun des axes vont étre
OppOsés.

Puisque les amplitudes complexes de y2 et y3 changent de signe, c’est effectivement
ce qui est observe directement sur les expressions des courants ordinaires (XI11-16) ci-dessus.

Considérons maintenant les effets de ce changement sur les courants axiaux de
DIRAC :

Jis = WoW'a + WiV + WoWo + Way,
Jus = WaWa +WoWs + WiV + Wou,
Jys = j\l’;\lfz - jW;\Va + jWI\I’o - jW;Wl
Ju5 = WaWo = WalWs + WoWo — WiV

(XI11-17)

Il apparait que la composante temporelle change de signe, tandis que les composantes
spatiales restent identiques.

Les courants axiaux sont appelés ainsi par analogie avec les pseudo-vecteurs. Ces
derniers sont liés a une représentation axiale qui peut étre obtenue, entre autre, par un produit
vectoriel : si on prend les opposés des deux vecteurs qui sont impliqués dans un produit
vectoriel, on ne change pas le produit vectoriel.
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11 s’ensuit que les courants axiaux définis a I’aide de la matrice y° ne peuvent pas étre
considérés, stricto sensu, comme des quadrivecteurs.
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X1V — Approche énergétique de la
désintégration

L’objet de ce chapitre est de tenter de proposer un cadre pour une interprétation
énergétique de la désintégration.

En premiére partie, nous avons pu proposer un tel cadre dans le cas d’une interaction
qui met en ceuvre la rencontre entre deux particules. Le quadrivecteur des courants ordinaires
de DIRAC a permis d’établir une certaine cohérence entre les propriétés fondamentales de
conservation de 1’énergie, et les propriétés de diffusion des particules qui se rencontrent.

Le cas de la désintégration pose un probleme sensiblement différent.

Nous nous appuierons tout au long de cette partie sur 1’exemple fondamental de la
désintégration du neutron en un proton, un électron et un antineutrino électronique.

n—>p+e+v, (XIV-1)
Au cours de cette désintégration, le neutron et le proton peuvent étre considérés comme
immobiles dans le centre de masse de la réaction a cause de leur masse trés importante par

rapport a celle de I’¢électron et de I’antineutrino électronique.

Ce n’est donc pas I’énergie cinétique de translation du neutron qui va étre impliquée
dans la réaction. Ce ne peut étre que 1’énergie de rotation interne a cette particule.

Se pose alors la question de savoir de quelle maniére on peut avoir acces a cette énergie
interne en rotation.

Considérons une solution exacte a 1’équation de DIRAC, sous une forme
exponentielle qui utilise ’onde de de BROGLIE :

y+1
Yo \/OE
. Vv
Vil v V. ek avec ¢=ycoo(t—v—§x——§y—v—§zJ (XIV-2)
A& 2(y+1) c c c© ¢
Vs y vy + vy
Valy+1) ¢
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Les vitesses Vx, Vy, V2, représentent la vitesse de déplacement de la particule. Nous
savons que ces vitesses sont associées a la vitesse de groupe, et donc a une vitesse moyenne
de déplacement de I’énergie suivant les axes x, y et z. Dans le référentiel de la particule, ces
vitesses ont une valeur moyenne qui est nulle, mais une valeur instantanée qui est
nécessairement non nulle si on suppose qu’il y a de 1’énergie en rotation.

Considerons les courants de DIRAC ordinaires et axiaux relatifs & une telle particule.

Jy = WoWo + Wiy + Wou, + Wals Jis = WoWa + WiWs + WoWo + Yoy,

Iy = WaWo + Wous + Wiy, + Wows Jis = Wg:l’z + WZ\Iis + WI\VZ +Vou, (XIV-3)
3y = JWawo — JWows + Wi, — Jwews Jys = 1WaWo — JWoWs + JWiWo — iwow,

3, = W3V — VW + VoW, — Wi Ju5 = WaWo = WaWs + WoWo — Wiy,

Pour la particule (XIV-2) choisie en exemple, nous avons y1 = 0, et les courants ci-
dessus se réduisent aux expressions :

Jy = WoWo + WoWy + Wals Jis = VoW + W\

3o = VaWo + VoV I \V;il’z + W;\Iis (XIV-A)
‘]y = j\V;Wo - j‘l’;‘l’a Jys = W3y, — W,y

3, = VoW + VoW, 335 = WaW, = WaWs + WoWo

Dans une approche énergétique, Ji représente la densité volumique d’énergie totale,
tandis que J; représente la part de cette densité volumique qui évolue vers 1’axe des z. Le spin
étant porté par 1’axe des z, il s’ensuit que la part de la densité volumique d’énergie qui évolue
dans le plan xy est donnée par J; — J;.

Pour savoir comment cette densité volumique relative au plan xy évolue dans I’espace,
il nous faut construire un quadrivecteur dont la premiére composante a pour valeur (Jt - Jz ).

Au vu des relations (XIV-4) ci-dessus, on fait le constant que dans ce cas particulier,
Jz = JtS.

Le quadrivecteur dont la premiére composante a pour valeur ( Ji - J; ).peut donc étre
construit par différence des quadrivecteurs ordinaires et axiaux :

‘]t ‘]t5 ‘]t _‘]t5

'j_ "'5 _ jx _ jxs _ jx _jxs (XlV-S)
y y5 y y5
‘]z ‘]25 ‘]z _‘]25

En utilisant la définition de chacun de ces courants, cette différence s’exprime de la
maniere suivante :

-3 = (w) - () = W'y - ity = - (XIV-6)
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On sait que ce courant constitué par différence n’est pas un véritable quadrivecteur a
cause du quadrivecteur axial, mais il s’avere qu’il constitue une excellente approche de
I’interaction entre deux particules qui n’échangent pas d’énergie cinétique de translation. Il
s’agit d’un facteur clé des théories qui s’inscrivent dans le prolongement de la théorie de
FERMI.

Nous allons montrer au chapitre suivant qu’il existe une difficulté dans I’utilisation les
courants axiaux construits a ’aide de la matrice y°, et qu’ils doivent étre utilisés avec prudence
dans une approche énergétique.
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XV — Conservation locale de I’énergie

En plus de leur propriété d’invariance sous la transformation de LORENTZ, les
courants ordinaires de DIRAC vérifient une propriété fondamentale du point de vue
énergétique, a savoir 1’équation locale de conservation de I’énergie.

Cette équation résulte du postulat fondamental de toute approche énergétique :
I’énergie ne peut étre ni créée, ni detruite. 1l en résulte que dans un laps de temps donné, si la
quantité¢ d’énergie contenue dans un certain volume a varié, ¢’est que la variation a traversé
les parois de ce volume.

Cette propriété est exprimée mathématiquement par une divergence nulle :

X

o 8l A, Ay, 2],
— =L+ X4+ L+ L=
ox* ox, ox oy oz

(XV-1)

Nous proposons d’illustrer cette propriété dans deux cas particuliers représentatifs
d’une solution exacte a I’équation de DIRAC.

| — Conservation locale de I’énergie pour les courants ordinaires de DIRAC

| — 1 Solution exponentielle

Nous considérons dans ce paragraphe une solution exponentielle exprimée a 1’aide de
la phase de de BROGLIE.

Y+1 Vx V)’ Vz
Vo \/OE ¢=ym0[t—c—2x—c—2y—c—zzj
Vil YV, ekt avec 1 1 (XV-2)
A& 1/2‘}/+1i C_ Y:\/ V§+V§,+V§:\/ V2
Vs Yy VetV 1-—"—0—= 1-—=%
NECEEVI: i i

Nous calculons ensuite les courants de DIRAC ordinaires pour cette solution :

30 = WoWo + Wiy + Yoy, + Yoy,

1 Y o(vi v v
Jtza{(y+l)+0+ [—2+—Z+C—2

y+1
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Iy = WaWo + Vo + Wiy, + Yoy,
y Vi —JVy y Vv,
X~ 5 +5
2 C 2 C
3, = JWaWo — jwaws + Jwiv, — jwews
.(y Vi —ivy oy Yy +jvy]:yh

J

A
C

(XV-3)

3, =j X
Y J2 c 2 ¢ c
3, = Voo — VeV + VoW, — Wiy
Z

‘]z:'\/?

Les fonctions de x, y, z et t disparaissent dans les courants de DIRAC ordinaires, et la
divergence est donc nulle de maniére triviale.

Comme il a été indiqué en premiére partie, les courants relatifs aux solutions
exponentielles masquent les effets de I’énergie réactive qui entoure la particule. Cela se traduit
par une divergence nulle automatiquement vérifiée. Il n’en est pas de méme pour des solutions
sinusoidales dont les courants sont représentatifs de cette énergie réactive.

| — 2 Solution sinusoidale

Nous adoptons la solution sinusoidale non normalisée suivante :

v \Y; v .. v \Y \Y
Y, = co;[ymo(t——;x ——;y——gzn—jysm(y%[t——;x ——gy-—;zn
C C C C C C

y; =0

v, v. v, v (XV-4)
¥y =—jy=2sin| yo,| t— X -y -—27
C C C C

VvV, . \V; \' v .V, . \ \ \Y
y X y z X X y z
=v—=8In olt——3232XXx-—"2Vy——-%7 — —23In ol t——232X—-——"2Vy——-%7
Vs =7 c [’Y 0( CZ C2 y C2 J] Iy c ('Y 0( CZ C2 y C2 JJ

Avec cette solution, on obtient les courants de DIRAC ordinaires suivants, dans
lesquels la phase de de BROGLIE a été omise :

Jp = WoWo + WiV + Wou, + Ways
2
J, =cos’+y?sin+ yzsinzv—2
C
3o = WaWo + Wols + WiV, + VoW (XV-5)

v v
J = (y—ysin+ jyv—xsinj(cos— jysin)+ (cos+ jysin{y—ysin— jyv—xsin]
c c c c

vV, . vV, .
J = Z(y—ysm cos+ y? —Xsmzj
c c

87



Jy = Wawo — JWawi + iwaw, — jwows
- Vy - - VX - - - - - Vy - - VX -
J, = i{| y=Lsin+ jy—sin |(cos— jysin)—(cos+ jysin) y—sin— jy—<sin
c c c c
v
J, = 2£—y&sin COS+ yz—ysinzj (XV-6)
c c
3, = WaWo = WaVs + VoW, —WiVs

Vv, . . LV,
J, = (Jy—zsmj(cos— jysin)+ (cos+ Jysm)(— jy—ZSInj
c c

v, .
J, =2y* —Zsin®
c

Il apparait que ces courants dépendent explicitement des variables de temps et d’espace
a travers le paramétre des fonctions sinusoidales :

Vv

X V VZ
¢=vwo[t—cz X—C—ﬁy—C—ZZJ (XV-7)

L’équation de conservation locale de I’énergie utilise I’expression de chacune des
dérivées partielles :

2
2 2 ain2 2V 2
6(005 O+y°sin“d+y C—Zsm ¢j
t

2 2
A _ = 2% sinco —1+y2+yzv—2 =21%sinco 2y2v—2
X, a(ct) c c c c
v
" Z(yysin cos+y2VXsin2J y
c c v v, .
X =9 = —yo, —=| 2y—Lcos+ 4y* —Xsincos
X Ox 7 cz[ [ [ j
. vV, .
2| —yYxsincost y2 Y sin?
al, c c v, v, 2Vy
—=0 = —y®y — | — 2y —-COS+ 4y~ —=sincos
oy oy c c c
o y? Yz sin?
By oA S T Ve[ ay? Yegincos
oz oz 0 ¢c? c

(XV-8)

La vérification s’obtient en effectuant la somme des 4 termes calculés ci-dessus :

88



2 v
4Y% inco yzv—2 —yoaov—’z‘(Zy—ycos+ 4y? Y sin cos)
0dy , 9y | al, L% )¢ c c c c

ox, OX oy oz v v
t — Y0, —;’{— Zyﬁcos+ 4y* Ysin cosJ — Y, V—§(4y2 ﬁsin cos)
c c c c c

53 2 2 V2 2
9y +5J_X+_y+&=4ﬂsincos yzv_z - yzv—§ - YZ—Z - sz_ﬁ =0
x & ox oy a c ¢ ¢ ¢

Les deux vérifications qui ont été effectuées n’apportent rien de nouveau par rapport
a une propriété qui est démontrée de maniere trés générale.

Elles vont seulement servir de support pour une comparaison avec les mémes
veérifications relatives aux courants axiaux de DIRAC.

(XV-9)

|1 — Conservation locale de I’énergie pour les courants axiaux de DIRAC

Il — 1 Solution exponentielle

Nous utilisons la méme solution (XV-2) que celle du paragraphe précédent.

Jis = WoWo +WiWs + VoW, + Wy,
Vv

J.=y—%
tSYC

Jys = Wals +WoWs + W Yo +Woy;
P S\ Y Vel v Vv YVt ] vt vy,
2+ o W2 +D) ¢ ) (J20y+1) © ) J2(r D) ¢ y+1 ¢?

Jys = JWaWo — jWaWs + jWivo — jwoy,

b= Y Vel Yy V.l [y oy, VS R A
PO V2) ¢ \V2l+1) ¢ ) (J2y+1) ¢ | J2ly+1) ¢ y+1 c?
Jos = WaWo —WaWs +WoWo — WiV,

2
Y sz YZ (V)z(-l-Vf,)-i— ('Y"'l) 1+ ,YZ v, V,

2(y +1)c? 2 v+1 c?
(XV-10)

Comme les courants ordinaires, les courants axiaux ne dépendent pas des variables
temporelles et spatiales. On aboutit a une conclusion identique, a savoir que 1’équation de
conservation locale de I’énergie est automatiquement vérifiée. Il serait cependant illusoire de
penser qu’il s’agit d’une propriété générale des courants axiaux, comme cela va étre montré
dans le prochain paragraphe.

11 — 2 Solution sinusoidale

Nous adoptons la méme solution sinusoidale (XV-4) que la précédente.
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On en déduit I’expression des courants axiaux suivants :
Jis = VoW +WiWs +WoWo +Way,
. v, v, . 2V, o
J.s = (cos+ jysin ~jy=gsin |+ jy-rsin (cos—jysin)=2y ~sin
Jes = WaWa +WaWs + WiVo + Yoy

v, v,
s :(y sin+ jy—= sm}(— jyﬁsinj+(jyﬁsinj[y sin— jy—= sm} ZyZV"—;’Zs.in2
c c c c c

s = JWaW, — JWaWs + jwivo — jWow,

v v,V
5= [(y—sm+ jy—= smj(— jyﬁsinj—(jyﬁsinj[y—ysin— jyv—"sinD =2y’ L 2sin?
c c c c c

35 = WaW, — WaWs + WoWo — WiV

2
v, . Vy v Yy v . o
s =(y—zsm) —(y—ysm—Jy—Xst(y—yam jy—XSInJ+(COS— jysin)cos+ jysin)
c c c c c
2 2
v
stz(yﬁsinj —(yksinj —(y—ysinj
c c c

La dépendance spatiale et temporelle de ces expressions se trouve dans ’onde de de
BROGLIE associée a chaque fonction sinusoidale :

2

2

_ vi-viovi)
+c0S°+y2sin? = cos®+ y2(1+ ;}smz
c

(XV-11)

v v v
b= ym{t—c—x——: ——;ZJ (XV-12)

On en déduit les dérivées partielles suivantes :

8[2}/2 Ve sin 2]
05 c _ 4 Y%

v, . v, .
y? —Zsin cos = 4y°w, —sin cos
c c

X, alct) c
2y? Vi Zsm
ol ( c? v V.V, ) v, V2 .
X5 -5 = —fym, —%| y* =22 |sin cos = —4y°w, —= —%sin cos
OX OX c c c°c
V,V, |
. 2y? yzzsmzj )
c v vV, ) L v, V2
AR = —dyo, —| y* =5 [sin cos = —4y°w, —2 —~sin cos
oy oy c c czc
2 2
_ vi-vi-y
cos’+vy?sin?| 1+ — .
ol c v Vo=V =V
5 -9 = —2ym, —=| —1+y% +y? ———[sincos
0z 0z c c
2 2 .2 2
Al v v? V; =V =V v,
—2 = 2ymy 2| v’ 5+ ———2L |sincos = 4y’ w, —= L sin cos
0z c c c c? ¢?

(XV-13)
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La vérification s’effectue en reprenant les termes Ci-dessus :

2
v, . v, V2
(4y3m0 —Zsin cosj + [— 4y°w, —%—%sin cosj
c ¢’ c

a‘]tS +a‘]x5 +a‘]y5 +a‘]z5
oX, OX oy 0z

2 2
v, Vy v, V2
+| —4y%w, —Z—Lsin cos |- 4y3w, —Z—Zsin cos
0 2 2 0 2 2
ctc ctc

2 2 2

0l 0l Oy 8] v, . v Vy v v, .
B X5 4 T8 = Ay P, —Lsincos{l-—% — L — —L = dyw, —Zsin cos
c ¢t ¢ c

oX, oOx oy oz

(XV-14)

I apparait que 1’équation locale de conservation de 1I’énergie n’est pas vérifiée par les
courants axiaux construits a 1’aide de la matrice v°.

On peut montrer que la divergence des courants axiaux peut s’exprimer en fonction

d’un pseudo-scalaire invariant sous la transformation de LORENTZ (la constante dépend de
la normalisation du bispineur ):

01° s s Oys By _,

jhmo
ox* ox, ox oy oz c

> [@r'y) (XV-15)

Sa démonstration n’est pas reproduite car Cette propriété n’est pas utilisée par la suite.

On peut supposer que cette non conservation locale de 1’énergie va engendrer des
difficultés dans toute théorie construite sur la base des courants axiaux de DIRAC. On sait par
exemple que les théories qui reposent sur I’approche de FERMI divergent dans certaines
conditions et qu’elles ne sont pas renormalisables. D’un point de vue énergétique, il s’agit
d’une propriété incontournable pour construire une théorie cohérente.

On peut alors se demander comment il serait possible de contourner cette difficulté.
Quelques pistes de réflexion vont étre développees dans la suite de ce document.
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XVI1 — Le tenseur impulsion-énergie

Les améliorations successives de la théorie de FERMI de la désintégration reposent
sur la remarquable publication de PAULI concernant les invariants construits a partir des
bispineurs et des matrices de DIRAC.

Ces invariants ne font intervenir que les bispineurs et leurs adjoints.

La piste de réflexion qui est suggérée dans ce document consiste a considérer les
invariants qui dépendent des dérivées de ces bispineurs et de leurs adjoints. Parmi ces
invariants, le tenseur impulsion-énergie semble jouer un réle fondamental, car il vérifie par
définition 1’équation locale de conservation de I’énergie.

Nous allons utiliser la version de ce tenseur détaillée au chapitre XV1I de ce document.
T = jhcyy" (;Xﬂ = jhcyyHoy (XVI-1)

Il s’agit d’une version non symétrique, et nous savons que chaque vecteur colonne de
ce tenseur vérifie I’équation de conservation de 1’énergie :

L (XVI-2)

ox*

Cette relation n’est pas valable pour les vecteurs lignes, ¢’est-a-dire si on inverse les
indices p et v au numérateur de (XVI-2), & cause de la définition (XVI-1) qui n’est pas
symétrique en L et v.

| — Expression du tenseur impulsion-énergie pour une solution exponentielle

Nous adoptons une solution exponentielle normalisée et décrite a 1’aide d’une phase
de de BROGLIE :

92


http://www.numdam.org/item/AIHP_1936__6_2_109_0.pdf
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02425969v8
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02425969v8

y+1 v v
Wo V2 ¢ Y(Do( _;X_C_;y_c_ézj
0
Vil YV, i avec 1 1 (XVI-3)
A& 2y+y) c ' VZ4vigv ) V2
Vs Y Vi vy \/_ i \/1_(:2
V) c i

Les calculs de chacun des termes du tenseur impulsion-énergie viennent comme suit :

Premiére ligne du tenseur T% :

. « Oy « Oy « Oy « Oy
T% = jnc 04 L, 2 4 3
J (‘I’o ox, Vi ox, V2 ox, Vs ox,

1 'Yz VZ-{-VZ-i-V2 h'Y(D 2 V2
T = Trywp| o=+ Ty T s Y (1 g2 | = gy
! 0[ 2 2y+1)| & 2(y+1) r+1f +v" 7 | = hewy

- * * a
T = _Jhc(\lfo %+ \Vl a\Vl + \Ifz +y \Vsj

ox ax 3 ox

2 (V24242
TOl:hCY(DOV_)Z( y+1+ y X ;’ z :ho\)oyzk
cl 2 2y+1) c c

oy 0y, <Oy « Oy
__Jhc[\l’o ay°+\v1 Y +y; ayz +; ays

2 (2 4vZ4v? v
T% = hcyw, —;’ vl v I
cl 2 2y+1) c

YT dy, -0
TOSZ_JhC(Wo a\‘; Ty, Ty Ws)

oz oz ° oz
2 (viivZi4v?
T% hCymo v+l +— " |= hoyy? Ve (XVI-4)
c?l 2 2(y+1) c c

Deuxiéme ligne du tenseur T' :

93



\Y VvV, — |V, V,+]V V.,V
T12=hCy0)0—y%[ x T WVy Vit y)zhwoyz xVy
c

. « Oy « Oy « Oy « O
T =—jnc 04 Ly 2 4 S
J (\Va P P P WV, P Vo P
Ve —ivy Vet vy 2 V,V,
c T ¢ J‘ hoor 2 (XVI-5)

Troisiéme ligne du tenseur T :

« 0 *8
T2 hc[—% oy, +‘l/2 ~ Oy " \Vz \V3]
t t aX'(
vV, —jv, V +'v v
20:—]/‘1}/0)0%(— X CJ y | Yx CJ j hmoyz?
«O0Yy, =0y *a\u
T? = —hc| - + ! 2 +
( Vs ox V2 ox \Vl j
21 YV Vx_JVy Vx +JV 2 VxVy
= Jhicywy, =—| — + =ho
ey 0202( c c ¢
« 0 « 0 » 0 » 0
T =—hc(— Vs Yo + VY, e - V2 + Yy WSJ
oy oy oy oy
0y . a vx—jvy vx+jvy , VyVy
= Jicyw, =—| — + =hoyy —5—
J Y OZCZ( c c OY CZ
*6\|l *a\lf *Gw *(3\|l
T2 — _pdl — 0, 1 2 | 3
[ V3 e Y, P L4 P Yo oz
23 - YV, Vx_jvy Vx+jvy 2Vsz
= jhcym, ——=| — + =h
1% CZ( c ¢ O "2 (XV1-6)

Quatriéme ligne du tenseur T3 :




T = hwov(vﬁj =hoyy*—*
C C
oy « Oy « Oy « Oy
T3 _inc 0 1 2 3
J(Zax *ox Woax b ox
TSl — hCO)O _;(Y Vz J — hOJO'Y Vz\zlx
C C
0 « 0 « 0 «0
T3 = _jnc| ) \I/o_\v3 Y1 . Vo X Vs
0 oy oy oy
Vv v
T = hcw, —;[y—zj = hogy —>
C C

(XVI-7)

En résumé, le tenseur impulsion-énergie de DIRAC, pour la solution exponentielle
(XVI-3) ci-dessus, se presente sous la forme :

2

¢ ov, oV, oy,
2
hw, | CV \VAAY) V.,V Vv,V
pv Y 0 X xVx xVy xVz -
™=z CV, V.V, V.V, V.,V (XV1-8)
c y y X yuy y'z
CV, Vv, Vv, WV,

Ce tenseur est symétrique pour une solution exponentielle. Il est I’analogie parfaite du
tenseur impulsion-énergie d’une particule ponctuelle en relativité restreinte.

Il — Relation entre le tenseur impulsion-énerqie et le guadrivecteur courants
ordinaires de DIRAC

Pour la solution exponentielle (XVI-3), le quadrivecteur des courants ordinaires de
DIRAC a eteé calculé au chapitre XIV.

<

(XVI-9)

[y
1
(4 [ [ [
< x
1
—<
o |N< o |<< o |><< =

=<

A une constante multiplicative pres, il correspond a la premiere colonne du tenseur
impulsion-énergie :
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<
<
<

E, = ho, = M,C?
THO = Yho,

vE, (XVI-10)

-
o |N< o |<< o |><< =
Il

=<
<

E =yE, =mc?

e
=
=2

o |N< o |<< o |><< =
Il
m

o |N< o |<< o |><< =

La constante multiplicative est égale a 1’énergie totale de la particule libre. On a donc
la relation :

THO
T E

3 (XVI-11)

111 — Comparaison entre le tenseur impulsion-énergie et le quadrivecteur
courants axiaux de DIRAC

Pour la solution exponentielle (XVI-3), le quadrivecteur des courants axiaux de
DIRAC a été calculé au chapitre XIV.

VZ
s
‘]5'[ Yz vaz

~ |J +1 c?

b= = Vy_zﬂ (XVI-12)
J y+1 c?

AR
y+1 ¢?

a1
<

1+

Dans le tenseur impulsion-énergie, c’est la troisieéme ligne ou troisiéme colonne qui
porte les échanges d’énergie relatifs a I’axe des z.

Yﬁ Yﬁ
C C
1|
Ko _ — -
T = yho, v, _E o, (XVI-13)
Y 2 Y 2
V.,V V.,V
¥ ézz Y ézz

Les termes T% et Js; sont identiques a une constante multiplicative prés, ce qui suggére
que la densité volumique d’énergie totale portée par ces vecteurs est analogue. Mais elle n’est
pas répartie de la méme maniere dans le tenseur impulsion-énergie et dans le vecteur des
courants axiaux.

La répartition du tenseur impulsion-énergie est la seule qui respecte 1’équation de
conservation locale de 1’énergie :
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u3
T o (XVI-14)
oxt

Au chapitre XIII, nous avons interprété 1’énergie de rotation dans le plan xy comme
portée par la différence entre le quadrivecteur des courants ordinaires et le quadrivecteur des
courants axiaux :

t 5t

-J
‘]5x
| (XVI-15)
J

-
y Y5y
, -

N
J
13
‘] 5z

Ce quadrivecteur formé par différence ne respecte pas 1’équation de conservation
locale de I’énergie a cause des courants axiaux construits a 1’aide de la matrice y°.

Les éléments présentés ci-dessus suggerent de remplacer cette différence par une
différence entre les colonnes 0 et 3 du tenseur impulsion-énergie :

=L ) (XVI-16)

ot —

L’€quation locale de conservation de 1’énergie pour ce vecteur s’écrit :

u no u3
Oy 1T T (XVI-17)
ox* E| ox* ox*

Elle est vérifiée car chaque divergence a l’intérieur de la parenthése est nulle, par
construction du tenseur impulsion-énergie.

IV — Eléments de vérification de 1I’équation locale de conservation de
I’énergie

L’¢énergie réactive apparait dans le tenseur impulsion-énergie pour les solutions purement
sinusoidales.

Nous souhaitons Vérifier dans ce paragraphe que cette énergie réactive obéit a la relation
locale de conservation de I’énergie. Il s’agit d’une propriété fondamentale de toute approche
énergétique des phénomenes quantiques.

Nous considérons pour cela une solution purement sinusoidale, qui n’est pas normalisée
car cela n’influe pas sur la propriété étudiée.
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Yo =C0s— jysing

(1):'}’03 t__XX_hy_ﬁz

v, =0 0 2 2 2

v,

=—jy—2%sin 1 1

) ]y c ¢ y= _

\) _
\,,\,szy—ysimb—jy—vX sing \/1

C C

(XVI-18)

Le calcul du tenseur impulsion-énergie est detaillé au chapitre XV1I de ce document.

Si on ne retient que sa partie réactive, qui est aussi dans ce cas particulier sa partie
imaginaire, ce tenseur a I’expression suivante :

C c c C
\Y \) v
[y—yC+y2 xS [y—yC+y2V—XSJ& y—yC+y2&S 2 y2LC+y2 X
v ; c c C C C c c C c
Trzact = Jhogy v v v v
\Y \Y \" \ \"
(—y—XC+y2—ij (—y—XC+y2—ySJ—X (—y—XC+yz—yS]—y (—y—XCer
c c c c C C C C c
I
c C c c C

2
C c

(XVI-19)
Nous utilisons la notation simplifiée suivante :

S =sin(2¢)
C=cos(2¢)

(XVI1-20)
Pour une particule libre, la dépendance temporelle est spatiale de I’énergie réactive se
situe dans la phase de de BROGLIE :

(XVI-21)
c
On en déduit les dérivées partielles relatives a la premiére colonne :
aT(e):gct 1 2 V2
B =2yo,—| Y= IC
X, T T e
8Tr]égct ZYOJO—X(—“{&S+’Y2 kCJ
ox 2 c c
0 (XVI1-22)
aTreact —ZY & ,Yks_'_,YZ &C
el ¢ c
aTri(a)ct v ( 2 j
=-2 _Z —ZC
oz T 2|V

L’équation de conservation de I’énergie se vérifie en effectuant la somme :
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Ot , Tt , Ot , o ~ 2y,
8X t 8X ﬁy 62 V V \Vi
——V(Y?S 1 CJ = (v C (XVI1-23)

2
aTr(()egct a-I-rlegct a-I-rizagct aTr?égct =2 JAS C 2 Vz 2 V |2 h 2 Vg =0
Y 2 Y 2 Y 2 Y 2 -

OX4 OX oy 0z c c c c c

Le calcul est analogue pour chaque colonne du tenseur d’énergie réactive.

On fait le constat que 1’énergie réactive obéit correctement a 1’équation locale de

conservation de 1’énergie.
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XVII — Quelques proprietés des
vecteurs axiaux.

Notre point de départ est une solution exacte des équations de DIRAC qui utilise la phase
de de BROGLIE. On utilisera cet exemple comme support de réflexion tout au long de ce

chapitre.

y+1

Yo V2
0
V1 Y
V2 J2(y+1) ¢
Vs y o Vet
c

J2(y+1)

Ve

e_M’

avec

(XVII-1)

Des chapitres précédents, nous avons extraits deux types de vecteurs axiaux :

- Le vecteur axial construit a ’aide de la matrice y° :

VZ
v C
2
t5 Y vaz
y+1 ¢?
y5 _Zi_vyvz
y+1 ¢?
MR ARAZ
y+1 c?

(XVII-2)

- Le vecteur axial issu du tenseur énergie-impulsion :

Y
Vv

v, v,
c

<
><<<_>

N

Vv

x

4

Y

<I\J

T = yha,

<
< O
<I\J
Il
m
< O

N O
< N
N O
< N

(@]
(@]

=<

<
ool o le

P

~ Yo gz g

(XVI11-3)
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Nous proposons d’examiner quelques-unes des propriétés de ces deux vecteurs axiaux
afin d’évaluer leur intérét dans une approche énergétique.

| - Le vecteur axial construit a I’aide de la matrice y°

1.1 image par une transformation de LORENTZ

Il a été montré dans le chapitre XIIl que ce vecteur se transforme comme un
quadrivecteur.

1.2 parité

Par définition, appliquer un opérateur de parité a un objet mathématique revient a
examiner cet objet lorsqu’on a remplacé les coordonnées d’espace par des coordonnées
opposée, ce qu’on peut formaliser de la maniére suivante :

Soit la transformation :

X —X
P: y|—| -y (XVI1-4)
Z A

Alors, I’opérateur de parité appliqué a un vecteur ayant une composante temporelle, et
donc un vecteur a 4 dimensions, donne le résultat suivant :

ct ct

~ X —X

p: BN (XVII-5)
y| |-y
VA -7

Plus généralement, cet opérateur peut étre appliqué a un objet f (x,y,z,t) des
coordonnées d’espace et de temps, ce qu’on peut noter :

P(F(tx,y,2) = F(t,—x,-y,~2) (XV11-6)

Cet opérateur posséde des propriétés largement présentées dans les cours et documents
qui lui sont relatifs : en particulier, il est unitaire et hermitien. Ces propriétés ne sont pas
développées dans ce document.

Par dérivation temporelle (donc sans changement de signe), on en déduit qu’il
transforme les vitesses de la maniere suivante :

C

\\:X N _zx (XVI1-7)
17)-

VZ

>
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Cette propriété peut étre utilisée pour déterminer comment se transforme un bispineur de
DIRAC dans une opération de parité. Considérons par exemple un bispineur qui représente
une particule décrite a I’aide de I’onde de BROGLIE

y+1 v v v
_ y

¥o 2 b=ty
Vil YOV, ek avec 1 1 (XVI11-8)
V2 2(y+1) ¢ v= 2 2,02 2

. Vi V5 Vg v
Vs Y Vi vy \/ — > \/1_ <

V2y+1) e

Apres avoir remarqué que la phase de de BROGLIE est invariante sous 1’opérateur de
parité (car a la fois la position et la vitesse changent de signe), 1’application de cette
transformation fournit le résultat suivant :

y+1
Vo \/OE Yo
Vil v v, e | W (XV11-9)
) /2(74—1) c -V,
V) |y vty ~ Vs
Jaly+1) ¢

On en déduit la forme de 1’opérateur de parité, lorsqu’il est appliqué a un bispineur de
DIRAC :

Vo 10 0 0}y, Yo

V' _ 01 0 0w _| V1 (XVI11-10)
v 00 -1 0jvy, VY2

Vs 00 0 -1Avs ~Vs

Suite a ces généralités, on peut examiner plus en détail le comportement des vecteurs
Ju et Jus lorsqu’on leur applique I’opérateur de parité:

Y Y
VX VX
Y— Y
. . C C
P, )=P A a7 (XVI11-11)
C C
vy || oy
C C

Les coordonnées spatiales ont changé de signe, et le vecteur Ju respecte donc
I’opération de parité.
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(XVII-12)

On fait le constat que c’est la coordonnée temporelle qui a changé de signe. Ce vecteur
ne respecte donc pas la parité au sens ou nous 1’avons définie.

Considérons 2 particules de DIRAC (a) et (b) ayant respectivement pour vecteurs
axiaux :

Y Vi,

Ya T ) T
Yg Vaxvaz E‘]tS))a Y§ Vbvaz ((‘]ts ))b
Ya +1 C2 ‘]x5 a 1o +1 C2 ‘]x5 b

(Jus )a Ty Ve | (‘]yS)a (Jus )b o vV, |7 (‘]yS )b (XVII-13)
Va +1 ¢ (‘]25 )a Vb +1 ¢ (‘]25 )b
1+ Y§ Vazvaz 1+ yi Vbzvbz
y,+1 ¢? v, +1 ¢

Le produit scalaire de ces deux vecteurs, au sens de MINKOWSKY dans une métrique
(+,-,-,-), s’écrit :

(i) i)y = s s G o =5 ), Bys ), —(25), 05 )y (XVII-14)

L’opérateur de parité, appliqué a chacune des particules (a) et (b), change le signe de
la composante temporelle Jis. 11 s’ensuit que le produit scalaire ci-dessus est invariant sous
cette transformation.

1.3 pseudo-norme

La pseudo-norme au carré du vecteur J,, au sens de MINKOWSKY dans une métrique
(+,-,-,-), s’écrit :

2 V2 2
3, =y2—y2"—;—y2—§—y2"—2=y2(1—"—2}1 (XVII-15)
c c c C

Cette pseudo-norme est constante, et ne dépend pas du référentiel considéré.

La pseudo-norme au carré du vecteur axial Jus, au sens de MINKOWSKY dans une
métrique (+,-,-,-), s’écrit :
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v, ) 2 yv, Y 2 vy, ) 2 yv Y\
s =ly2| | Lo e gy T T oy (XV11-16)
c vy+1 ¢ vy+1 ¢ v+1 ¢
Cette pseudo-norme est constante, et ne dépend pas du référentiel considéré. Elle est,
dans ce cas particulier, purement imaginaire.
Le produit scalaire, au sens de MINKOWSKY, des vecteurs Jus et Jy s’écrit :

PO (UL MY B G T B G A I PO A
" c cly+1 c? cly+1 ¢? c y+1 ¢?

(XVII-17)

Il s’agit d’une propriété générale de ces deux vecteurs qui peut &tre montrée
directement a partir de leur représentation en fonction des composantes du bispineur
considéré.

On en déduit que ces deux vecteurs sont orthogonaux au sens de MINKOWSKY. D’un
point de vue énergétique, ces deux vecteurs n’échangent pas d’énergie.

On peut maintenant évaluer la pseudo-norme au carré attachée au produit scalaire qui
intervient dans les théories de FERMI :

(0, = 3,6 )0 —34%) =3 3 43,60 —3 3 —J (J* =1-1-0-0=0 (XVII-18)
Cette pseudo-norme au carré est nulle, et ne dépend pas du référentiel considéré.

1.4 Rupture de parité

On s’intéresse dans ce paragraphe a la parité du produit scalaire qui intervient dans les
théories de FERMI. Pour deux particules indicées (a) et (b), ce produit scalaire s’écrit :

(0, =3,6). 00 =3w2), = (,). (0% ), + (6). (0% ), ~ 3, ), (0%, =(@,5). (%), (XV11-19)

L’opérateur de parité étant linéaire, on en déduit :

0,26 =22 h =20, b+ s ), (000 1P, ) 00 Pl ), (0
P, —u5), 0t -0, J= 0, ) P | + P00 ), Pl ), ~2000, ), P)
Les deux premiers termes a droite de 1’égalité restent inchangés par ’opération de

parité, car les signes moins introduits dans les termes spatiaux pour J, et J* s’annulent par
multiplication, de méme que le signe moins introduit dans le terme temporel pour Jys et J*° :

Is{(‘]u)a(J ) }: ls(‘] ) P(Jp)b Z(Ju)a(“w)b
i) 05k f=Plose), P, = 0,6),(2°),

>

(XV11-20)

(XVI1-21)
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On dit alors que I’interaction réalisée a travers les courants Jy 0u Jys respecte la parite.

L’opérateur de parité agit sur le dernier terme a droite de 1’égalité en introduisant un
signe moins dans les termes spatiaux du courant J, et un signe moins dans le terme temporel
du courant Jys

pl,), (+2), }=P(, ), Bl*e), = —{0,), (2 (XV11-22)

On dit que I’interaction réalisée en mixant les courants Jy et Jus ne respecte pas la
parité.

Il s’ensuit que, d’'une maniére générale, le produit scalaire (.]H —Ju5)a .(J” —J“s)b ne

respecte pas la parité, car il n’est pas invariant sous une opération de parité.

I1 est apparu expérimentalement que 1’interaction faible ne respecte pas 1’opération de
parité, ce qui a conduit & une modélisation qui fait intervenir les courants Jys.

1.5 Conservation locale de I’énergie

Le vecteur Jus ne respecte pas, dans le cas général 1’équation locale de 1’énergie :

8\]“5 :a‘]t5+a‘]x5 +a‘]y5 +a‘]z5 i

0 (XVI11-23)
ox* ox, ox oy oz

Un seul contre-exemple suffit a en faire la preuve. On peut choisir pour cela une
solution exacte simple a 1’équation de DIRAC :

z . z
Y, =m, CO mt—sz — Josin cot—a)zg

o =0, +0) (XVI11-24)

Les courants axiaux Jus sont donnés par la relation :
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Jis VoW, + WiV +WoWo + ey, Vo, W,
] = s || WaWo +WoWs + Wiy tWoyy | 0
5= =l . o M ol =
" s JW3Wo = JWaWs + W1V — JWoeVs 0
Jzs VoW —WaWs +WoWo —VY1Y, VoW, Yoy
200, Sinz((ot—ooz Ej (XVI1-25)
c
0
Jys = X
o COSZ(O)t—(x)Z %)+ (co2 +l )Sinz[cot -, Ej

L’équation locale de conservation de 1’énergie appliquée a ces courants Jys s’écrit :

J o]
u5 _ a‘]ts i a‘]XS n y5 + 8‘125 (XV“'26)
ox*  ox, ox oy oz

Le calcul des termes non nuls donne :

2
0Jis 0 o,

=4 sin cos
Cc

t , , (XVI11-27)
oJ OO, . (co + )m )
=25 =20 Z 5incos— 2———2/"Z sincos

0z c c
On en déduit :

ol o’o, . 0o, . 0> +m° )

S _g Zsincos+ 2—2-2sin cos—2@sm coS
ox* c c c
ol 0’0, . 2o, . 020, .

kS — 22 72 sin cos+ 2—2—2 sin cOS— 2 —2—2 5in COS (XV11-28)
ox* c c c

2

A 5 )

@, .
—® =2Zsin cos(oa2 + 0 — o
c

®,0, .
): 4—="sincos
ox* c

Ce résultat étant différent de 0, il implique la non conservation locale de I’énergie pour
le vecteur Jys.

Nous proposons d’examiner dans le paragraphe suivant, les propriétés analogues du
vecteur T% issu du tenseur impulsion énergie.

Il - Le vecteur axial T issu du tenseur énergie-impulsion

On rappelle son expression exprimée en fonction de la phase de de BROGLIE, et déja
donnée au debut de ce chapitre :
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v v
vf vf Y
,Y VXVZ ,Y VXVZ ’YV_CX
2 2 \Y Vv Vv
3 C c 0
T = yhw, v, =E Vv, = E?Z Y& :?ZT“ = E?ZJ” (XVI11-29)
ey Y—> c
C c v
,Y VZVZ ,Y VZVZ 'Y?Z
2 2
c c

11.1 image par une transformation de LORENTZ

On sait que le vecteur J* est un vrai quadrivecteur. De la relation :

™ = EVTZJ“ (XV11-30)

On déduit que T*® ne se comporte pas en quadrivecteur, c’est-a-dire que ses

composantes ne se transforment pas suivant une transformation de LORENTZ lors d’un
changement de référentiel.

11.2 parité

De la relation :

=g C (XVI11-31)
yVz

On déduit que lorsque vx, Vy, V; changent de signe, seule la premiere composante
change de signe.

Du point de vue de la parite, il a le méme comportement que le vecteur Jys, et on en
tire les mémes conclusions.

11.3 pseudo-norme

De la relation déja rappelée ci-dessus en (XV1I1-30) :

T = EV?ZJ“ (XV11-31)

On déduit que la pseudo-norme du vecteur T n’est pas constante lors d’un
changement de référentiel.

1.4 Rupture de parité

107



Le comportement analogue sur la parité induit un comportement analogue a celui de
Jus sur la rupture de parité.

11.5 Conservation locale de I’énergie

Le vecteur T*3 vérifie par définition 1’équation locale de conservation de 1’énergie :

or*e  or® or® o1 o738
—_ + =

= + + 0
ox*  ox' ox oy oz

108



XVIII = Conclusion

L’équation de DIRAC est a ce jour I’équation qui fournit la meilleure description des
particules quantiques. Toutes les modélisations expérimentales reposent sur les solutions de
cette équation et sur les propriétés de ces solutions.

La premiére théorie qui a permis de modeliser convenablement la désintégration du
neutron est due a FERMI.

Cette théorie est fondée sur une interaction entre particules de DIRAC décrite par un
pseudo produit scalaire des courants d’interaction, associé a une constante de proportionnalité.

M = (0} (eg), (XVI1I-1)

La constante de FERMI est ici incluse dans la constante de proportionnalité a. Les
courants Jap et Jeg sont des courants d’interaction ordinaires de DIRAC.

Les améliorations successives de cette théorie ont consisté & donner aux courants Jap
et Jed les expressions les plus générales possibles.

GAMOV et TELLER ont propose une extension de cette théorie en incluant dans Jas et
Jed toutes les formes d’interaction suggérées par les invariants de DIRAC construits en

utilisant les bispineurs et leurs adjoints.

Il est apparu que dans ces invariants, le courant defini par le « quadrivecteur » axial joue
un role significatif.

I =yytyiy (XVI111-2)
La prise en compte de ces propriétés a conduit a élaborer des théories de FERMI
successives qui reposent a la fois sur les courants de DIRAC ordinaires et sur les courants

axiaux.

Le courant axial (XV111-2) présente un point faible qui interroge lorsqu’on considere une
approche énergétique car il ne respecte pas 1’équation locale de conservation de 1’énergie.

On peut supposer que ce point faible est a 1’origine des difficultés rencontrées par les
théories de FERMI qui divergent dans certaines conditions.
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Les idées développées dans cette partie conduisent a s’interroger sur 1’existence d’un
vecteur qui respecterait 1’équation locale de conservation de 1’énergie.

Nous avons exploré la piste des vecteurs issus du tenseur énergie-impulsion qui
semblaient en mesure de jouer ce role, ce qui suggérait la substitution :

o= (o) g = Lo )
E . (XVI11-3)
‘]urot =0y Jot = gEa (T(XO _Taa):E(TO _TS)

avrot T n

Malheureusement, les vecteurs issus du tenseur impulsion énergie ne sont pas invariants
par changement de référentiel : ¢’est le tenseur lui-méme qui est invariant. Il s’ensuit que cette
piste ne semble pas intéressante a poursuivre.

Aucune des deux approches évoquées dans ce document ne correspond a une théorie
completement satisfaisante d un point de vue énergétique.

Une théorie construite sur les courants Jus ne respecte pas 1’équation locale de
conservation de 1’énergie, et une théorie basée sur les vecteurs du tenseur énergie-impulsion
n’est pas invariante par changement de référentiel.

Une approche énergétique complétement satisfaisante des théories de FERMI doit
satisfaire a la fois 1’équation locale de conservation de 1’énergie, et 1’invariance sous une
transformation de LORENTZ.

On s’intéresse alors dans les chapitres suivants aux conditions dans lesquelles 1’équation
de conservation locale de 1’énergie peut étre conservée pour les courants Jus. Une de ces
conditions semble en accord avec les résultats expérimentaux : on peut effectivement trouver
des couples particules-antiparticules tels que pour le couple (et non plus pour la particule
isolée), cette équation locale soit vérifiée.
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Troisieme partie

Compléments

Dans la décomposition du neutron prise comme support de réflexion, le produit de
désintégration donne lieu a un proton, un électron, et un antineutrino électronique.

Lorsque cette désintégration est décrite dans le référentiel du neutron, ce dernier ne
posséde aucune énergie de translation. C’est donc de son énergie de masse au repos que sont
issus les particules émises.

Nous formulons I’hypothese que cette énergie de masse n’est pas inerte, mais évolue
dans le temps et dans I’espace de manicre a ce que sa valeur moyenne nous fournisse les
caractéristiques de la particule au repos.

Pour une particule de spin %2 comme le neutron, cette hypothése nous conduit a penser
que cette énergie est en rotation.

C’est de cette énergie en rotation que vont naitre des particules issues de la
désintégration. Elles possederont elles aussi de 1’énergie en rotation, mais également de

I’énergie en translation.

Dés lors, il peut sembler utile de tenter de mieux cerner comment ces deux types
d’énergie se combinent lors des interactions entre particules de DIRAC.
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XIX — Conservation locale de
I’énergie(2).

La partie précédente s’est terminée sur le constat que, pour une particule de DIRAC
libre, le quadrivecteur des courants axiaux Jus ne respectait pas 1’équation locale de
conservation de 1’énergie.

Pour évoluer vers une approche cohérente des phénomenes qui sont liés a 1’énergie en
rotation dans la particule, il nous faut rechercher des éléments qui permettent cette
conservation locale.

La premiére tentative faisant intervenir le tenseur énergie-impulsion ne permet pas une
approche satisfaisante.

Nous explorons dans cette partie une autre voie qui semble conduire a des résultats
plus pertinents.

Puisqu’une particule seule ne vérifie pas I’équation locale de conservation de 1’énergie,
on est amené a se demander s’il existe des systémes ou combinaisons de particules de DIRAC
qui vérifient globalement cette conservation.

La réponse a cette question est positive. Pour le montrer, nous allons exhiber

explicitement une combinaison de particules de DIRAC pour lesquelles le courant axial Jus
vérifie globalement la conservation de I’énergie.

| — Combinaison particule — antiparticule : version sinusoidale

Considérons une particule (a) et son antiparticule (b), décrites en fonctions purement
sinusoidales et en utilisant la phase de de BROGLIE :

Yao =COSO—jysing
V=0

.V, .V, \' \Y \Vj
Wao =—Jy-Fsing Wi =—Jy-7sing ¢=vwo(t—c—§><——§y—c—§Zj

- VX - Vy -
Wio = Jrosing +y=Ysing

Wy =0

Vv, . .V,
_ y — v X
a3 —Y—C sing— jy c sing W3 =COSO+ jysind

(XIX-1)

Les calculs des courants axiaux relatifs a la particule (a) ont été détaillés dans le
chapitre XV. Ils montrent que ces courants ne vérifient pas 1’équation locale de conservation
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de I’énergie. Il en va de méme pour I’antiparticule (b). Ainsi, aucun des courants axiaux de
(a) ou (b) ne vérifie séparément la conservation de 1’énergie.

Le systéme formé par la somme de ces 2 ¢léments s’écrit :

Yo Vao Who
\Vl _ \Val + Wbl (XIX'Z)
Vs Va2 Y2

V3 Va3 Whs

Il est solution exacte de 1’équation de DIRAC. Les courants axiaux sont donnés par les
relations :

Jis WoWs + WiV + VoW + Yoy,
I Ixs || WaWo +WoWs +WiWo + Yo,
5~ - . = . x . * . *
! Jys W3V, = JWoWs + JW W — JWoeW,
s WoWo —WaWs +WoWo — Wiy,
\Ifzo + \V;o;\l’az + ‘Vbz)"' W;l + WElX\VaS + Wb3)+ (\V;2 + W’Qz;‘l/ao + Wb0)+ 5“’:3 + WEaiWal + \lfbl)
J .= Va3 T Wpz AWar + Wb2)+ Waz T Wpo \Wa3 +\Vb3)+ (Wal T Wp \Wao + Wbo)+ Vao T Wpo A\War \I’bl)
5| . * * . * * . * * . * *
! JWas T Wiz \War \Isz)_ JWaz + Wi \Was +\Vb3)+ JWar + Wi \Wao + \Vbo)_ JWao + Wpo \War + \Vbl)
(\I’az + szX\VaZ + ‘I’bz)_ Vaz T Wpa \Waz + ‘I’bs)+ (\Vao + WbOXWaO + \I’bo)_ (\Val + WleWal + \lfbl)
(XIX-3)
Aprés développement, ces courants apparaissent sous la forme suivante :
‘Jt5 ‘]at5 ‘]bt5 ‘]abt5 ‘]bats
J J Jp Jap Jp
Js= st =Jaus + b5 + Jabs + Jpaus = JaXS ) 14 Ja e ] e (X1X-4)
y5 ay5 by5 aby5 bay5
‘]25 ‘]a25 ‘]bzs ‘]abZS ‘]ba25
On y retrouve les courants axiaux relatifs a chacune des particules (a) et (b) :
Jats \V;o\l’az + \lle‘l’as + \I’;z‘Vao + \V;S\Val
J _ ‘]ax5 _ WVasWaz T VaoWas T VarWao T VaoVa
aub — - . * . ox R -
. ‘]ay5 J\Vas\VaZ - J\VaZWaS + J\Val\VaO - J\VaO\Val
Jazs Wiz\lfaz _Wis\lfas +Wio‘|’a0 —\vil\val (XIX-5)
Jpts YioWh2 T WpiWhz + WpoWho + VbW
Joss = Joxs | WpsWp2 t WpaWha + Wi Who + WhoWhe
5~ - . = . * . % . *
" Jpys JWpsWho = JWpoWos T JWpiWoo ~ JWhoWh1
Jpzs WYipoWh2 = WpsWh3 T WpoWho ~ VWi

Ainsi que les courants axiaux d’interaction entre les particules (a) et (b) :
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‘]abt5

‘]abxs

‘]abp5 = =

‘]abys
‘]ab25

‘]bat5

‘]bax5

‘]bap5 = =

J bay5

‘]bazs

WaoWha + VarWs + WazWho + WasWi
WasWhz + Wa2Wos + WarWbo + WaoWin
IWasWo2 = IWaaWhs + IWaWho — iWaoWi
WaaWho = WasWhs + WaoWoo — VetV
WhoWaz + WorWas T We2Wao + WogWas
WhsWaz + WpaWas + WorWao + WhoWas
IWhaWaz = IWo2Was + IWetWao = WooWar
Vo2Waz = VoaWas + WpoWao — WinWar

(XIX-6)

Pour la particule (), les calculs détaillés au chapitre XV donnent les courants axiaux

suivants :

2yzﬁsin2¢
c
2y? %sinzq)

vV,
ZyZ%std)

V.V, .
1+2y° —22sin® ¢
c

(XIX-7)

Un calcul analogue pour I’antiparticule (b) donne des courants axiaux opposés a la

particule (a) :

‘]bt5
J _ ‘]bx5 _
bus — J -
bys

JbZS

v, .
—2y*~Zsin?¢
c
V.V, .
—ZyZ?stq)

vV,
—ZVZ%smzd)

—1-2y2 Y2z gin?g,
C

(XIX-8)

Le calcul des courants axiaux d’interaction entre la particule (a) et I’antiparticule (b)
viennent comme suit :
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Jabts = W;o\l’bz + \V;l\VbB + \V:z\l’bo + \V;3\Vbl = \I/;z\lfbo + \V:S\Vbl
VA OV, . v, . v, . LV, . LV

Japts = (Jy—zsm ¢j(]y—xsm o +y—2Lsin ¢j + (y—ysm O+ jy—=sin ¢j(— jy—2sin ¢] =0

c c c c c c
Jabxs = \V:3\Vb2 + \I’;z\l’bs + \V;\Vbo + W;o\lfm = \V;z\lfbs + \V;O\Vbl
Jis = (jyﬁsin ¢)(cos<|> + jysing)+ (cosd + jysin <|>)(— iy Yz sin <|>j =0

c C
‘]aby5 = j\VZS\VbZ - j\l’zz\l’bs + j\lf;1\|/bo - jWZon = _j\VZZ\Vb3 - j\V;o\l’bl = —j(\lf:z\l’bs + W;O\Ubl): 0
Jabzs = sz\lsz - \V:3\Vb3 + \V;o\l’bo —W;Nm = _\V;S\Vb3 + W;o\l’bo

Vy - - VX - - - - - - VX - Vy -
Jiows = —| Y—Lsind+ jy—=sin¢ |(cosd + jysin o)+ (coso + jysin o) jy—=sinp+y—Lsing |=0

c c c c

(XIX-9)

Les courants axiaux d’interaction entre la particule (a) et I’antiparticule (b) sont nuls.
Il s’ensuit que les courants axiaux relatifs a la solution somme (a) + (b) sont nuls :

(XIX-10)

0
0
=Jaus T Jous T dapus + Jbaus = 0
0

Ces résultats conduisent a une équation locale de conservation de 1’énergie
automatiquement vérifiée.

Ce raisonnement s’applique aux solutions exactes exponentielles de 1’équation de

DIRAC, ce qui permet d’identifier au moins 2 combinaisons de solutions qui vérifient la
conservation de 1’énergie.

Il — Combinaison particule — antiparticule : version exponentielle

11-1 : Combinaison particule spin up — antiparticule spin down

On considére dans ce paragraphe les deux solutions exponentielles suivantes, qui sont
attribuées respectivement a la particule (a) et I’antiparticule (b) :

y+1 Y Vi — vy
\Vao ‘/E \Ifbo \/2(Y+1) ¢
0 v vV, |
Var | _ Y v, o it bl |_| — ,—M o elt (XIX-11)

ve| | JED e :

Va3 Y vV, + ij Wps +

J2(y+1)

<2
|

Ny
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vV, V v,
¢:vwo[t—c—2x—c—§y—c—22J (X1X-12)

Le calcul des courants axiaux pour la particule (a) a été effectué au chapitre XV :

VZ
iy
Jas | | 70 Yy
Joxs y+1 c?
R P A (XX13)
s y+12 c?
1+’Y_ﬁ
y+1 ¢?

Le calcul des courants axiaux pour I’antiparticule (b) donne :

Jpis = \If;o\lsz + W:;1‘Vb3 + sz\l’bo + W:ﬂWbl = W;leS + W;S\Vbl

Jb“”:z[‘ \/2(;,+1)%J{\/zl/?]:_ N

Jpxs = \Vza\lsz + WZZWbS + \V;l\VbO + \If;o\lfbl = \V:}l\VbO + \VEO\Vbl

e :(_ NEieEs) %][JZ(J D : _cjvyHJz(Z D i }[‘ N VFJ - ‘ﬁvc_v

bes = J-\V;a\lsz - j\lfzz\lfbs + j\lle\lfbo - j\lj:JO\Vbl = jW;leO - jW:)O\Vbl

J :j[_ Y ﬁj( Y Vx_jvy]_j[ Y VX+ij ][_ Y ﬁ}z_i vV,
bys J2y+1) ¢ \J20y+1) ¢ J2y+1) 20 +1) ¢ 7+l &

Jpss = WEZ\VbZ - \Vza\lfbs + W;o\lfbo - W:Jl\ljbl = _\I’;3\|/b3 + \V:)o\lfbo - Wzl\Vbl

Jbﬁz‘(@f*(JzJu)ﬂVi;ViJ‘Lﬂ(ﬁﬂﬂg]

2 2 2,2 2
Y+1+ Yo VetV oV, - V,V,

I, =
bz 2 2y+1) ¢ y+1 c?

(XIX-14)

Les courants axiaux de 1’antiparticule (b) sont opposés aux courants axiaux de la
particule (a).

Il reste a évaluer les courants axiaux d’interaction entre la particule (a) et
I’antiparticule(b) :
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Jabts = W;O\I’bz + \v;\vbs + \sz\llbo + \V;3\|Ibl = \Ifzz\l/bo + \V;a\lfbl

e w ) %Lz& 5 - Jezw *(Jz(z =5 - J(— NS %]em ~0

Jabxs = WasWh2 + WaoWha T WarWho + WaoWb1 = VarWhs + WaoWir
e
\/2(y+1) c V2 V2 \/2(y+1) c
‘]aby5 = jW;S\VbZ - jWZszs + j\lf;1\l’bo - j\V;O\Vbl = —j\llzz\l’bs - jW;O\Vbl = —j(\l’;2‘lfb3 + \V;O\Vbl): 0
Janes = Va2Wo — WasWhs + WaoWho — WarWor = ~WagWhs + WaoWio

e _[Jz(z . ]M?Jem {\/://?](\/z(z 5 je”"’ -0

(XIX-15)
Les courants axiaux d’interaction entre la particule (a) et I’antiparticule (b) sont nuls.

Il s’ensuit que les courants axiaux de la combinaison particule(a) + antiparticule (b)
sont nuls.

Jis 0
Js 0
y5
J,s 0
11-2 : Combinaison particule spin down — antiparticule spin up
Ce cas de figure correspond aux solutions exponentielles suivantes :
0 Y V.
v Jy+1 v J2(y+1) ¢
Val |y vy ek Yool B R (XIX-17)
Vo | | 2y+1)  © Vo2 v+l
Was B YV, Whs 2
w/2(1(+1) C 0

Des calculs analogues a ceux du paragraphe précédent montrent que cette combinaison
conduit également a des courants axiaux globalement nuls.

111 — Conclusion

Il résulte de ce chapitre qu’il existe des combinaisons particules-antiparticules telles
que les courants axiaux sont nuls, et qui par conséquent vérifient 1’équation locale de
conservation de I’énergie. De telles combinaisons n’ont pas pu étre mises en évidence entre 2
particules de spin opposés ou 2 antiparticules de spin opposés.
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Du point de vue de la physique, nous allons admettre dans la suite de ce chapitre que
les courants axiaux sont représentatifs de 1’énergie en rotation au sein de la particule ou de
I’antiparticule.

Il découle des observations ci-dessus que si deux particules de DIRAC échangent de
I’énergie par I'intermédiaire des courants axiaux, alors la conservation locale de 1’énergie
relative aux courants axiaux impose une décomposition sous la forme d’une particule et d’une
antiparticule de spin opposé a la particule.
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XX — La conservation locale de
I’énergie pour des particules de nature
differente.

Le chapitre précédent a montré qu’il existe des solutions exactes a 1’équation de
DIRAC qui conduisent a des courants axiaux Jus qui sont nuls. Cette propriété implique de
fait la relation de conservation de 1’énergie pour les courants axiaux relatifs a ces solutions :

A5
ox*

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux conditions de conservation de 1’énergie
représentée par les courants axiaux dans le cas de deux particules de nature différente.

Nous reprenons en détail 1’une des configurations obtenues dans le chapitre
précédent, a savoir une particule (a) de spin up, et une anti particule (b) de spin down.

v, +1
WVao \/OE Uao
W, = War | _ Ya  Va oo lerite | Yat jg-i
. u
Particule (a) : Va2 Vo, +1) © a2 (XX-1)
Vas Ya Vax T IVyy Uas
J2y,+1) ¢
B v y .V
¢a_7awa0(t C%XX_C_zy_C_ZZZJ
Vb Vbx ijy
Who Vlry +1) ¢ Upo
T Ve . U |
Wy = Vo | 2(y, +1) ¢ el = ubl el
Anti-particule (b) : Vo2 0 b2 (XX-2)
Wh3 v, +1 Ups
J2
=y | t——2x — Yy by
Oy =7p bo[ 2 o2 y 2
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Dans une démarche analogue aux chapitres précédents, nous allons rechercher les

conditions pour lesquelles les courants axiaux Jus de la particule somme y = ya + yp satisfont
aux conditions de conservation de 1’énergie.

u5

us =

J 5=

u5

a5 =

‘]buS =

‘]abp5 =

‘]baus =

Les courants axiaux relatifs a cette somme sont notés de la maniére suivante :

Jis YoV, +WiWs + WoWo + Yy,
S | _| WaWa+WaWs +Wivo + oW
Jys || 1waw, — iwows + jwawo — jwow,
Jzs WoWo = WaWs + WoWo — Wi,

Voo + ‘V’k;o;\l’az )+ (Wi Wi Vs + wes)+ (W "'\I’;z;‘lfao + \vbo)+é\v’§3 + \vf,s;\val + Vi)
\st +\|’:>3 Va2 +\Vb2)+ \l’:2 + ‘lfzz Yas +\Vb3)+ (W:l +\lfit:jl Yao +\Vbo)+ \I’;o +W;O Yai +\Vb1)
HWis + Wia KWaz + Woa) = iWia + Wi KWas + Woa)+ (Wi + Wi W0 + Woo)— iWio + Who NWas + W)
(Wi + Wi Wz + Woz)— (Wia + Wos Was + Woa)+ (Wio + Who JWao + Woo)— (W + Wis N War + W)

(XX-3)
Ces courants peuvent étre décomposés sous la forme de 4 termes :
aus T 9pus T dapus T Jpaus (XX-4)
On y retrouve les courants axiaux relatifs a chacune des particules :
Jats VaoWaz2 + VarWas + Wa2Vao + VazVar UagUaz + UggUaz + UgaUag + Ugsly
‘]aXS — VasWaz2 T Wa2Waz T WaiWao T VaoWVar — ua3ua2 + uazua3 + ualuaO + uaOual
Jays JWaaVaz = WaaWas + 1WarWao — IWaoWar JUagUap = JUgpUag + JUggUg — JUgoUsy
‘]azs Vaz2Va2 = WVasWaz + VaoWao ~ VarVar UaoUap —UgaUaz + UggUag — UggUyg
Jots WooWo2 T VoW T Wh2Who + WosWn UpoUpz + UpyUpg + UpoUpg + UpgUpy
Jbxs _| WbsWo2 T WoaWos t WiWoo T WhoWbr | _|  UbaUbz T UpaUpg + UpgUpg + UpoUpy
Joys JWhaWho = 1WpaWes + IWmWeo — JWhoWh JUpgUpy — JUpaUps + JUpyUpg = JUpoUpg
Jbzs Wo2Wb2 = Wb3Wbs + WooWbo = VoW UpoUpz = UpgUpg + UpoUpg = UpgUps
(XX-5)
Ainsi que les courants axiaux d’interaction entre les 2 particules :
Japts VaoWh2 + WarWhs T Va2Who T VasWm UaoUpa + UggUpg + UgoUpg + UggUpy
Jaoxs | | WasWho + WaoWos + WarWho + WaoWen || UasUpa + Uaglpg + UggUpg + UzgUipy gil0a+on)
Janys JWasWoz = IWa2Ws + IWarWoo — [WaoWi JUagUpz = JUgpUpg + JUagUpo — JUaoUpy
Javzs Va2Wh2 = VasWos T WaoWbo = Va1V UaaUpp = UggUpg + UggUpg —UgUpy
Joas WVooWaz T WiWasz T WpoWao T VosWa UpoUaz + UpUag + UppUag + UpgUy
Jbaxs _| WbsWaz tWooWas + WeiWao + WooWar || Uoslaz ¥ UolUag +Upilao T UpoUar |, -i(o. +0)
Jbays JWpaWaz = IWo2Was + IWoWao — IWpoWar JUpgUaz — JUpoUag + JUpyUag — JUpoUsy
Joazs WYo2Wa2 = Wo3Waz T WboWao = VmWar UpoUap = Upglag +UpgUag = UpyUag
(XX-6)
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L’équation locale de conservation de 1’énergie s’écrit, dans une notation ou I’indice p
obéit a la convention d’EINSTEIN :

A5 _ s . s . Oays N paus o
ox*  ox* ox* ox* ox*

(XX-7)

Les termes Jaus et Jous ne dépendent pas des variables de temps et d’espace, et ont par
conséquent leurs dérivées temporelles et spatiales nulles.

Il reste a déterminer les conditions pour lesquelles les courants d’interactions Japus €t
Joaus vérifient la conservation de I’énergie. Ces courants sont conjugués 1’un de 1’autre.

Nous détaillons ci-dessous les calculs relatifs au courant axial d’interaction Japys :

Composante temporelle :

_(* * * * i(6,+0 )_( * * )ei(¢a+¢ )
Jabts = (Uaoubz + UgUps +UgoUpg + Uasubl)e 7= \UgoUpg + UggUpy ’

J bis = { Ya &J[ ) Vix — jvbyJ +[ Ya Vax ~ jVay J[_ Yo EJ ej(‘ba*%)
J20,+1) ¢ | 2y, +1) ¢ J20y,+1) ¢ J2(y, +1)

] _ { Ya¥b VazVox — VazVoy . Ya¥b VaxVbz = Vay Vi, }ej(% +0p)
abts —

2(y, + 1)y, +1) c? 2y, + 1)y, +1) c?

Jath = 2C2 \/('\/:/f]k_))(’yb N 1) (VaZVbX - Vavaz - j(VaZbe - Vayvbz)kj(‘taJrq)b)

(XX-8)

Composante spatiale suivant x :

_(i * * * i(0a+0 )_( * * )Ej(¢a+¢ )
Jabxs = (ua3ub2 + UgoUpg + UgUpg + Uaoum)E P7=\UgoUpg + UgoUpy ’

_ Ya Ve [NYo A1) [T tL) v Vi |{Litee) ]
Jabxs_{L\/z(ya+l) c JL \/5 }4—( \/E J( \/Z(yb_i_l) . \]}e ba+d (XX 9)
j _{Ya\/yb +1v Yb\/Ya‘*‘lh}ej(q)awb)

P2l +1) ¢ 2(,+1) ©

Composante spatiale suivanty :

_az
C

Japys = (JUasubz — JUgoUps + JUgyUpg —JUaoUbl): (—JUazubs —JUaoUm)

__ ,—[va_ V1ot vy todvatl m}emﬁ%) (XX-10)

Composante spatiale suivant z :
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_{ * * * i(0a+0 )_( * * )ej(¢a+¢)
Jabzs —(Uazubz _UamubsJruaoubo_Ualubl)e 7 =\=Ugglpg +UgoUpg ’

] _J_ Ya Vax _jvay \/Yb +1 + \/Ya +1 Yo Vix _jvby ej(¢a+¢b)
S I W oo B R s

o L_ Ya¥o +1 Vax —1Vyy 4 ovYa 1 Vi — [V Jej(%‘*"bb)
abz5 —

24y, +1 c 24y, +1 c
(XX-11)
La conservation locale de 1’énergie pour les courants d’interaction s’écrit :
a‘]abu5 _ a‘]abt5 + a‘]abxs + a‘]abyf’ + a‘]ab25 -0 (XX-lZ)

ox* X, OX oy 0z

Les variables temporelles et spatiales apparaissent dans 1’exponentielle relative a la
somme des phases de de BROGLIE :

Y Va Vy, Vix Vy,
¢a +¢b :Yamao(t_C;azxx_c_zyy_c_zzJ"’Yb(Dbo[t_c_bz C2 y b j (XX'13)

On en déduit que I’équation locale de conservation de 1’énergie doit vérifier (les
exponentielles en facteur ont été omises) :

a‘]abuS _i Ya¥b VazVix _ VaxVoz _j VaZbe _ VabeZ [.Y % +y %}
ox* 2\/ Ly, v € ¢’ c? ¢’ *c P

: ya\/ )4 +1 Vaz yb\/ +1 Vbz Vax Vbx
- - - Ya®Wao Ve + mebo_z
2|y, +1) ¢ 2(y,+1) ¢ c c ( )
XX-14
- 4 YavVp +1 Vaz Yo Va +1 Vbz Vay be
—J- - - ||| Ya%a0 2t Yo ®ho —5
2|y, +1) ¢ ZJ(vb +1) ¢ c c
2\/(Ya+1) c 2\/’Yb+1 c aad 2 b*’b0 CZ
Soit encore :
Nabys oy Ya¥b VarVox  VaxVbz iy VaVby  VayVie (y ®a0 +y %j -0
ox™ 2\/(Ya +1)(Yb+1) CZ C2 C2 CZ a c b c
(XX-15)

La condition imposée par la conservation locale de 1’énergie revient donc a annuler la
composante temporelle.

Puisque les y et  sont positifs, cela revient a imposer les conditions sur les vitesses :
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VazVox = VaxVbz = 0 (XX-16)
VazVoy = VoV, = 0

Soit encore :
Vo _ Yoy _Var (XX-17)
Vbx be Vbz

Il s’ensuit que le produit vectoriel des vitesses relatives a la particule (a) et
I’antiparticule (b) doit étre nul :

Vax Vix Vazvby - Vayvbz 0
Vay [A] Viy | = VaVix = VeV, | =| O (XX-18)
Va Vi, Vavay - Vayva 0

Conclusion :

Considérons un systeme isolé constitué par une particule de DIRAC en interaction
avec une antiparticule de DIRAC de spin opposé.

Lorsque ce systéme n’échange que de I’énergie en rotation, alors les deux particules
évoluent sur une trajectoire portée par une méme droite, car le produit vectoriel de leurs
vecteurs vitesses doit étre nul.

Formulé autrement, si la particule et I’antiparticule évoluent avec des vitesses
colinéaires, alors elles peuvent échanger de 1’énergie par I’intermédiaire des courants axiaux,
et cet échange peut respecter 1’équation locale de conservation de 1’énergie.
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XXI — La conservation globale de
I’énergie.

Ce chapitre reprend plus en détail la conservation de la somme des pseudo-normes
relatives aux courants ordinaires et courants axiaux de DIRAC (Chapitre XVII)

Nous connaissons une relation de conservation de 1’énergie pour des particules de
DIRAC en translation. Cette relation est obtenue en écrivant que la pseudo-norme du courant
ordinaire de cette particule ne dépend pas du référentiel considéré, et donc est égale a une
constante pour une particule libre.

Considerons les 4 solutions exponentielles utilisées dans ce document pour décrire
les particules et antiparticules de DIRAC :

Vy+1 0 I
2 A
o V2o
hog Y Vi ek ho, Y Vx = IVy |g 71
V+ c Vay+1) e
« TV ~ YV,
20y+1 c 2ly+1) C
e > V21 500D
Y Vv Y Vx—vy
V2 v+1 c J2ly+1) ¢
Y Vy +] Vy - B Y ﬁ -
Vhoo| 2y+1) ¢ f* Jheo) TG P
y+1 0
\/E y+1
0 J2
Avec la phase de de BROGLIE :
Vx Vy Vz
d):y(,l)o t_C_ZX_C_Zy_C_ZZ (XXI'Z)

La pseudo-norme des courants ordinaires de DIRAC est une constante indépendante
du référentiel dans lequel elle est calculée. Pour ces solutions exponentielles, cette constante
est égale a I’énergie de masse au repos, ¢levée au carré.

3 =002 22— 02 = (o, P = (mec?f (XXI-3)
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La pseudo-norme des courants axiaux est aussi indépendante du référentiel. Pour les
particules et antiparticules de DIRAC décrites ci-dessus, la pseudo- norme au carré des
courants axiaux est négative :

163" = 3 — 3% _Jf/s R LY _(mocz)2 (XXI-4)

Il résulte des deux relations ci-dessus qu’on peut écrire une relation générale de
conservation de 1’énergie qui relie les courants ordinaires de DIRAC et les courants axiaux de
DIRAC :

(0,9% +3,60)= (07 =32 =92 = 2)+ (0% — 02, 02, 0% )=0 (XXI-5)
Cette propriété a une portée plus genérale que les exemples qui ont été utilisés pour la
mettre en évidence d’une maniére simplifiée ; elle est valide pour toute particule représentée
par un bispineur solution de I’équation de DIRAC.
La relation (XXI-5) ne fait plus apparaitre explicitement la masse au repos. Elle peut
étre interprétée comme une possibilité d’échange entre 1’énergie de translation et I’énergie en

rotation.

Pour les solutions (XXI-1) ci-dessus, les composantes des courants de DIRAC J,, sont
égales a celles du quadrivecteur impulsion-énergie :

‘]tz = (tho )2

2
\
3= thoT"j
) v, (XXI-6)
Jy= 'Yh(x)o?
32 ={ yn szz
z = | YWy —
C

2 v Y
Jis— v ION szJ
y+1 c
) S Y (XXI-7)
)2 = X hw, —==
ys y+1 0 2
2 2
YAY;
2 =| hoy + —— h, ZZZJ
y+1 c

Pour les solutions examinées dans ce chapitre, on fait le constat que :
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2
V== [Yh(’)o %) (XXI1-8)

Il s’ensuit que la relation globale de conservation de I’énergie prend une forme
simplifiée :
(0,9% +3,60%)= (07 =92 = 02)— (02, + 92 + 3% )=0 (XX1-9)

On peut faire une vérification directe de cette relation pour les solutions examinées

dans ce chapitre. Cette vérification n’apporte aucune information supplémentaire, mais permet
de visualiser comment les termes de cette relation se compensent pour donner un résultat nul.

2 2 ) 2 ) 2 ) 2
(ho) )2 (y)z —[y&j _ yﬁ LYV Y ViV, 14 Yo oV,V, 0
’ C C y+1 c? y+1 c? y+1 c2

(XXI-10)
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XXII -La fonction de GREEN

La fonction de GREEN joue un rdle important dans la recherche des solutions a des
équations différentielles avec second membre. Nous consacrons ce chapitre a en présenter
quelques-unes de ses propriétés, en essayant de les rattacher aux propriétés physique du
systeme étudié. Son intérét va apparaitre de maniere évidente au chapitre suivant

| — L’impulsion de DIRAC a une dimension

L’impulsion de DIRAC a une dimension est notée par le symbole o(t) lorsqu’elle
représente une impulsion temporelle, 5(x) lorsqu’elle représente une impulsion spatiale a une
dimension.

Considérons, dans un exemple unidimensionnel, I’impulsion de DIRAC temporelle.
Cette impulsion peut étre définie dans les termes habituels qui définissent une fonction par les
propriétés suivantes :

01,7 ol

T §(t)dt =1

(XXII-1)

Cette définition montre que 6(t) n’est pas une fonction au sens habituel du terme, car
cette fonction est nulle presque partout. Les mathématiciens, parmi lesquels Laurent
SCHWARTZ a joué un rdle déterminant, ont montré qu’elle appartient a une famille d’objets
mathématiques appelée distribution. Nous admettrons que cette distribution posséde la
propriété suivante lorsqu’elle est associée a une fonction f{t) :

Jr(os(od = o =) (XX11-2)

Nous omettrons par la suite les bornes de I’intégrale lorsqu’elles s’étendent entre plus
ou moins 1’infini.

De la relation (XXI11-2) ci-dessus, on déduit que pour un instant t quelconque :

If(t—r)@(r)dr =j6(t—r)f(r)dr =f(t) (XXI11-3)
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Cette derniére relation exprime le fait qu’un signal quelconque f(t) peut étre
décomposé comme la somme de signaux ponctuels, on dira plutét impulsionnels, qui
composent ce signal.

D’un point de vue physique, cette somme peut étre interprétée comme la
juxtaposition de distributions de DIRAC a des instants T qui se succédent de maniére
infiniment proche, chaque distribution étant affectée d’une « amplitude » f(1).

Considérons alors un systeme physique représenté par une boite noire. On applique
a ’entrée un signal e(t), et on récupere en sortie un signal s(t) :

e(t) S s(t)

Nous imposons a ce systeme les deux conditions suivantes :

- Il doit étre linéaire, de sorte que le signal de sortie puisse étre considéré
comme la somme des réponses aux signaux appliqués a I’entrée.

- La réponse du systeme est invariante dans le temps, c’est-a-dire que quel
que soit I’instant, la réponse a deux signaux égaux est identique.

Si on applique une impulsion de DIRAC a I’entrée a I’instant t=0, on obtient en sortie
une réponse appelée réponse impulsionnelle ou fonction de GREEN G(t) :

d(t), ) G(t)

La connaissance de cette réponse impulsionnelle permet d’en déduire la réponse a
une attaque quelconque, en considérant que le signal d’entrée est représenté par une somme
d’impulsion de DIRAC décalées dans le temps. La réponse a cette attaque est constituée de la
somme des réponses a chacune de ces impulsions de DIRAC décalées dans le temps.

e(t)= IS(t —te(tldt + s(t)= IG(t —te(t)de

G(t) est appelée la fonction de GREEN du systeme. Lorsque cette fonction est
connue, le signal de sortie est obtenu en effectuant le produit de convolution de la fonction de
GREEN par le signal d’entrée.

Il arrive souvent que le signal de sortie soit relié au signal d’entrée par une équation

differentielle. L’utilisation de la fonction de GREEN permet de déterminer le signal de sortie
sans résoudre explicitement cette équation différentielle.

Il — L’impulsion de DIRAC 2a trois dimensions

La méthode décrite dans le paragraphe précédent s’applique tout aussi bien aux
variables spatiales, et la notation la plus fréquente est la suivante :

8°(x)=8(x)s(y)o(z) (XX11-4)
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La condition d’invariance dans le temps est remplacée par une condition d’invariance
dans I’espace.

Pour illustrer son utilisation, considérons I’équation des potentiels issue de
I’¢lectromagnétisme. Lorsqu’on se place en régime harmonique, a une fréquence donnée, les
exponentielles temporelles se simplifient, et il ne reste plus qu’une équation de propagation

portant sur les variables spatiales et le potentiel vecteur A. Si on désigne par J les courants a
I’origine des potentiels, nous avons :

(V2 + K2)A :(— AL kZJA — ,J avec k? = w?/c? (XXI1-5)
X Z

La fonction de GREEN a 3 dimensions G(x,y,z) est définie par la relation suivante :

(V2 + k2 Jo(x,y.2) = 8(x)o(y)o(2) (XX11-6)

Physiquement, un point de 1’espace représenté par une distribution spatiale a 3
dimensions rayonne de maniére sphérique lorsque 1’espace est isotrope, et ne dépend donc
que de la variable r :

r=yx*+y* +2° (XXI1-7)

En utilisant la relation :

62(%] =—473(r) (XXI11-8)

On obtient une fonction de GREEN de I’espace libre :

eij
Glr)=- XXII-9
M--5 (XXI1-9)

Chague élément volumique ponctuel de courant rayonne de maniére sphérique, avec
une décroissance en 1/r et un état de phase donné par le produit scalaire kf .

Les composantes vectorielles du potentiel sont alors déduites suivant la relation qui
met en ceuvre le produit de convolution :

Ai(x,Y.2) = G(x,y,2)* (- nodi (x.y,2)) = _Mo_[Ji (x,y,2)B(x—x',y—y',z—2')ix'dy'dz" (XXII-10)

On peut interpréter physiquement cette relation.

Les ¢éléments de courant sont situées aux points M’(x’,y’,z’) qui constituent le
volume V entourant les sources.

Le potentiel au point M(X,y,z) est obtenu en sommant les contributions de chaque
source « ponctuelle » qui a propagé son interaction du point M’ au point M.
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Dans ce cas particulier, chaque source « ponctuelle » rayonne de maniére sphérique.
Le décalage temporel du paragraphe précédent s’est transformé en décalage spatial.

Une telle interprétation avait été suggérée par FRESNEL sans aucun calcul, bien
avant que les lois de 1’¢électromagnétisme aient été établies.

111 — La fonction de GREEN de Popérateur de KLEIN-GORDON

On peut définir une fonction de GREEN pour un opérateur spatio-temporel a 4
dimensions.

Nous utilisons dans ce chapitre et les suivants la notation abrégée qui consiste a
poser :

hoc-1 (XX11-11)
de telle sorte que ces grandeurs n’apparaissent plus dans les relations.

L’équation de KLEIN-GORDON sans second membre s’écrit :
(———————+m0j(\y)=(aua“+m§Xw)=0 (XXI1-12)

La fonction de GREEN Gu de ’opérateur de KLEIN-GORDON répond a la
définition :

(a—@—jy—j— msJek. = (0,0 + m3 e, = 8(0B(x)B(y)5(2) = 3°(x) (XXI1-13)

La transformée de FOURIER est un outil utile pour obtenir la fonction de GREEN.
Nous adoptons la définition suivante pour une fonction a une variable :

f(l)= [ (xR ax

XXI1-14
f(x)= 2—1n G ( :

Une propriété intéressante concerne la transformée de FOURIER de la dérivée d’une
fonction (Sous réserve des bonnes propriétés de la fonction au voisinage de 1’infini). On obtient
en intégrant par parties :

[0 dx = ji [ F(x e = jikf (k) (XXI1-15)

D’une maniére générale, cette propriété transforme un opérateur différentiel (
supposé linéaire et a coefficients constants) appliqué a une fonction en un polynéme multiplié
par la transformée de FOURIER de la fonction. Les calculs dans I’espace de FOURIER s’en
trouvent grandement simplifiés, et une fois les calculs faits, il est commode de retrouver
I’espace d’origine par une transformée de FOURIER inverse. Ce procédé sera utilisé dans la
suite de ce document.
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Il permet d’obtenir simplement la fonction de GREEN Gy de KLEIN-GORDON
définie par :

o* & 2 4
e m |G, =8%(X) (XXI11-16)
A

Par convention visant a un allégement d’écriture, la variable (x) représente le
quadrivecteur (t, X, y, z) dans un espace a 4 dimensions.

Les variables de FOURIER associées aux variables (t, x, y, z) sont désignées
respectivement par (ki, kx, ky, kz). La variable (k) représente le quadrivecteur (ki, Kx, Ky, Kz)
dans un espace a 4 dimensions.

On effectue une transformée de FOURIER de chacun des membres de 1’égalité ci-

dessus. La propriété de la transformée d’une dérivée rappelée ci-dessus permet d’écrire sans
calcul :

(K212 +12 4 K2+ m2 )Gy = (K2 +m2)=1" (XXI1-17)

A condition que (K - mo?) soit différent de zéro, on en déduit la transformée de
FOURIER de la fonction de GREEN :

. 14
Gy :_rmé (XX11-18)
La fonction de GREEN s’obtient alors par transformée de FOURIER inverse :
PR S VRS (<x1119)
(2n) (2n)' Y K*—mj

La fonction a intégrer est complexe. Lorsque cette fonction est suffisamment
réguliére (holomorphe), son intégrale entre deux points dans le plan complexe ne dépend pas
du chemin suivi. Ce n’est pas le cas dans I’intégrale ci-dessus qui présente deux poles en
k =+m,. Il faut examiner séparément les cas ou le chemin d’intégration passe « au-dessus »

ou « au-dessous » des pdles. Nous y reviendrons en tant que de besoin.

On peut changer le signe de I’exposant avec un changement de variable k = -k.
Alors, dk = -dk, et aprés avoir échangé les bornes d’intégration, on obtient :

Gy=——r [———dk (XX11-20)

1V — La fonction de GREEN de ’opérateur de DIRAC

Nous adoptons la convention d’écriture habituelle pour 1’équation de DIRAC :
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(iv*8, —mo k) = (16— mo ) =0 (XX11-21)
La fonction de GREEN Gp de I’opérateur de DIRAC répond a la définition :
(jo —my)Gp =8%(x) (XXI11-22)

On effectue une transformée de FOURIER de chacun des membres de 1’égalité ci-
dessus. La propriété de la transformée d’une dérivée permet d’écrire sans calcul :

(—k—m,)Gp =1 (XX11-23)

A condition que (-k-m,) soit différent de zéro, on en déduit la transformée de
FOURIER de la fonction de GREEN :

4
I (XX11-24)
K+m,

La fonction de GREEN s’obtient alors par transformée de FOURIER inverse :

1 A - 1 e
Gp = Gp (k™ d*k = ——— | ——d*k XXI11-25
D (27_[)4_[ D( )3 (27_[)4 I k+ mo ( )
Avec les mémes manipulations que dans le paragraphe précédent, on obtient :
Go=—— e = L [ e (XX11-26)
b (2n)'? —k+m, (2n)* ! k—m,

Comme dans les paragraphes | ou Il, la fonction de GREEN peut étre utilisée pour
rechercher la solution d’une équation de DIRAC avec second membre :

(i®—mo ) = 3(x) (XX11-27)

La solution est donnée par le produit de convolution :
w(x)= [0 (x = x)x'= [3(x = x)Gp (X Yok (XX11-28)

On rappelle que dans cette notation, x et x’ représentent des quadrivecteurs associés
aux variables temporelles et spatiales.

J(x”) est un terme ponctuel de source localisé a I’espace temps (t’, x’, y’, z°). [l est a
I’origine de la fonction d’onde v localisée a I’espace temps (t, x, y, z).

En sommant toutes les contributions ponctuelles a 1’aide de la fonction de GREEN,

avec les décalages temporels et spatiaux adéquats (t-t’, x-x’, y-y’, z-z’), on obtient la fonction
d’onde y(x) issue de la source J(x’).
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L’interaction électromagnétique donne un sens physique a cette source que nous
allons préciser dans le chapitre suivant.
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XXI1l -L’interaction électromagnétique

Pour une particule chargée, il existe une interaction entre le champ électromagnétique
représenté par son quadrivecteur potentiel A, et la fonction d’onde  associée a I’énergie de
masse de la particule qui se déplace. Cette interaction se présente sous la forme de deux
relations différentes et couplées que nous analysons dans ce chapitre.

| — Le quadrivecteur courant électromagnétiqgue

Les équations de MAXWELL peuvent étre exprimées en fonction du quadrivecteur
potentiel, et des courants qui sont a 1’origine des champs électromagnétiques rayonnés.

Dans la jauge de LORENZ, 1’équation des potentiels est une équation d’onde avec
second membre :

0,0°A, = igd (XXII1-1)

Avec la convention c=1 :

o = 9 0°
5. z(_,vj -l a| e =2_a (XXI11-2)
ot _v ot

Dans cette expression, Jue(X) représente le quadrivecteur courant issu de la relativité
restreinte. Ce quadrivecteur est obtenu en multipliant le quadrivecteur vitesse par la densité
volumique de charge po contenue dans un volume au repos Vo, Cette quantité est invariante
par changement de référentiel :

Jue = Polr Wy, ) (XXI11-3)

Pour une charge e répartie dans un volume Vo :

e
Joe =V(y,yvx,yvy,yvz) (XX111-4)

0

Considérons une particule décrite par son bispineur de DIRAC normalisé par rapport
a la racine carré de son énergie. En admettant que son énergie est répartie sur un volume Vo :
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y+1
Yo 20\/0
Y _ y v, it
Ve J2Vo(y+1) ¢ (XXII1-5)
Vs y Vv, + vy
J2Vo(y+1)
d=vyw, t—\é—;‘x—%y—%z

Les courants de DIRAC relatifs a cette particule ont pour expression (c=1) :

_ 1
J =wvuw=7(v,wx,wy,vvz) (XX111-6)

0

Si cette particule porte une charge e répartie sur le volume Vo, alors la quantité :

— e
e, =Wy =Ll vy )= (XX111-7)

0

est exactement égale au courant électromagnétique Jye qui sert de source aux équations de
MAXWELL.

On peut donc écrire 1’équation des potentiels sous la forme :
0,0°A, = Hodye = HgB,, = M€Y, Y (XXIII-8)

Cette relation montre qu’il existe une relation entre la particule chargée décrite par
son bispineur de DIRAC et le potentiel électromagnétique.

Pour une particule chargée, il existe une autre relation qui relie le potentiel
¢lectromagnétique a la fonction d’onde de DIRAC. Elle a été établie par FOCK, et est
identifiée sous 1’appellation de couplage minimum :

(jo—eA—m )y =0 (XX111-9)
Soit encore :
(i —mo )y =eAy (XX111-10)

Cette relation se présente sous la forme d’une équation de DIRAC avec second
membre, ¢’est-a-dire avec source. Cette source est manifestement dépendante du potentiel
électromagnétique.

En résumé, ’interaction électromagnétique avec une particule chargée décrite par
une fonction d’onde de DIRAC est décrite par deux relations différentielles :
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{aaaaA“ = HofVTY (XX111-11)

(j@ - mo)‘l’ =eAy
Ce systeme est exprimé de maniére particulierement concise, et il est extrémement
complexe a résoudre. Sous cette forme, il semble bien adapté aux outils numeriques qui

traitent les systemes différentiels comme les différences finies ou les éléments finis. 1l est en
revanche tres difficile de progresser vers une solution analytique.

Les fonctions de GREEN des deux opérateurs différentiels ci-dessus sont connues :

a(t_j
{aaaaeE(x) =5*(x) Ge(x)= Trc (XXI111-12)
(j@_mo)GD(X)=64(X) 1 e,
Golx)= (2n)’ Imd ‘

L’utilisation de la fonction de GREEN permet de réécrire ce systeme sous la forme
de 2 équations intégrales couplés :

= fuort) x-n R
J.eA o (x = x)d*x!

(XXI11-13)

Cette formulation intégrale est incompléte. Pour le montrer, on repére par un indice
(0) les solutions des équations sans second membre :

8,0°A” =0
{ oo (XXI11-14)

(1o —mg )y =0

Il est apparent que ces solutions peuvent étre ajoutées aux solutions du systéme
d’équations intégrales ci-dessus :

A (x): AP (x +J‘p0eﬁ x')y w(x')Gg(x — x')d*x’
(XXI111-15)
wO(x jeA (= x X

Sous cette forme, le couplage électromagnétique montre un réle analogue entre la
propagation du champ électromagnétique et la propagation de la fonction d’onde de DIRAC.

La fonction de GREEN Gp (x — x”) est appelé le propagateur de¢ FEYNMAN, en
raison du sens physique que FEYNMAN lui a donné.

Pour progresser vers une expression de cette interaction, on suppose qu’une premiere
approximation des solutions peut étre obtenue en supposant que le potentiel est perturbé par
la fonction d’onde de DIRAC qui existerait si elle n’était pas influencée par le potentiel ; et
de méme pour la fonction d’onde :
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Nﬂﬂ=me+ﬁwW@MMN@wﬁdw«%&'

(XXI111-16)
@ (x)=y(x) J‘eA(O) X W@ (x)G o (x — x')d*x’
Le second ordre est obtenu par un raisonnement analogue :
AP (x)=AD(x +Ip ey @ (x )y, WP ()G (x —x')d*x’
(XX111-17)

v ?(x)=y®(x)+ IeA(l) X W@ (x)G (x - x)d*X’

On peut ainsi progresser vers une évaluation de plus en plus précise de I’interaction,
mais on congoit que cette évaluation devient trés vite fastidieuse. On obtient a I’ordre 2 pour
la fonction d’onde de DIRAC :

O (x) =y (x)+ [eADYD ()G (x - X)X

x)=y@(x +IeA(°) (X WO (x)Gp (x —x')d*x'
el A0 00)+1# o 6w ® (x5 (e-x ey ® )+ [ oA by O )6 (- N oo e x i

(XXI111-18)
Soit encore en ne conservant que les termes d’ordre 2 :
wwn:wmx+qA@ww@wma»«w&-
J'J' (0> YA (x WO (x)G p (X—X")G o (X — X') g (XXI111-19)
x'd*x

+ gy y @ 0y @ (X, @ (3G e (X —x")Gp (x — X

Le traitement rigoureux de I’interaction €lectromagnétique que 1’on doit en grande
partie 8 FEYNMAN repose sur le systéme d’équations intégrales qui traduit 1’influence
réciproque de la fonction d’onde de DIRAC sur le champ électromagnétique.

Considérons en particulier la relation :
j eA(x o(x = x')*x’ (XX111-20)

Son interprétation physique est analogue a toutes les précédentes. Elle représente
I’expression de la fonction d’onde a I’espace-temps X, lorsqu’on connait la fonction d’onde
perturbée par le potentiel a I’espace-temps x’. On suppose ici que yO(x) = 0, c’est-a-dire
« qu’il n’y avait rien » en x avant ’arrivée de ’onde de DIRAC émise en x’.

Pour une fonction d’onde donnée v, & un point d’espace-temps fixe (x), les invariants
relativistes susceptibles de rendre compte du couplage sont peu nombreux, au nombre de 5
exactement.

Le plus simple d’entre d’eux est représenté par la quantité :

Y(x)w(x) (XXI11-21)
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Pour deux particules (a) et (b) différentes, situées au méme point d’espace temps x,
la relation de couplage devient :

¥, (v (x) (XXI11-22)

Dans une approximation du premier ordre, si nous supposons que le champ
électromagnétique A perturbe faiblement la fonction d’onde, nous pouvons conserver la méme
formule de couplage :

A O ()AL (v (%) (XX111-23)

On ne peut pas transposer naivement cette relation lorsque les particules (a) et (b)
sont considérées en des points d’espace-temps différents (x) et (x).

Pour établir de maniere heuristique, au premier ordre, une formulation de
I’interaction entre deux particules (a) et (b) différentes, en deux points d’espace-temps
différents (x) et (x’), nous devons généraliser la relation établie pour une seule particule :

[eAbw(x)Go (x —x )X (XX111-24)

Cette généralisation consiste a faire jouer un role symétrique aux particules (a) et (b)
situées en x et x’, afin de traduire une influence réciproque. On introduit pour cela une
intégration suivant x analogue a I’intégration suivant x’

” eA, (X', (X)Gp (X = xJeA, (X, (X' )d*x'd*x (XX111-25)

Cette relation permet de calculer au premier ordre 1’¢lément de diffusion
COMPTON. Bien que ce ne soit pas encore apparent, la valeur moyenne du terme
d’interaction présent dans I’intégrale est nulle, sauf dans le cas particulier ou 1’équation de
conservation de I’énergie est vérifiée. Ce n’est que lorsque cette condition est réalisée que les
mélanges d’ondes entrantes permettent de « construire » les particules sortantes. On retrouve
ainsi des éléments du formalisme décrit en premiére partie.

Pour terminer le calcul d’une diffusion COMPTON, nous devons préciser les phases
de De BROGLIE des particules entrantes (indicées par a) et sortantes (indicées par b). La
cohérence des signes de ces phases est dictée par 1’équation de conservation de 1’énergie :

Y, = U, e P Electron incident

A, =g el Photon incident (XXI11-26)
v, = upe P Electron  diffusé

A, =ge Photon  diffusé

Ces phases sont introduites dans 1’expression du couplage électromagnétique :
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” eA, (X )y, (X)Gp (x — X JeA, (X )y, (x')d*xd*x =& H;aau elPe ke X G (x — X', U e TP o X g4y dAx
(XXI11-27)

L’énergie totale en entrée et en sortie est représentée par les variables qa et g» dans
un souci de simplification d’écriture :

pa+ka=qa

(XXI11-28)
P+ =0y
On extrait de I’intégrale les termes qui ne dépendent pas de x et X’ :
e, | € G (x —x e d*x d*x (XX111-29)

On introduit I’expression de la fonction de GREEN, ou propagateur de FEYNMAN,
qui relie les fonctions d’onde en présence de champ électromagnétique, entre les points
d’espace-temps x et x’.

6% U4, U j giax| L1 j ﬂd“q e 19X g4x'd*x (XX111-30)
a“a¥b“b (271?)4 q_mo
On rassemble les termes en x et x’ relatifs aux exponentielles :

an JQb q
¢ $aua$b“b IIf el e dqd*d* (XX111-31)
aA—mg

On utilise une des définitions intégrales de la distribution de DIRAC :

jej(qa*“)xd“x = (2n)'5*(0, - )

(XX111-32)
[l dix = (2n)' 5 (a, — )

On obtient le résultat qui traduit la diffusion électromagnétique d’un photon sur un
électron :

4 4
e, 0,60, (27) [ (0, — (0, -0,

=M . (XX111-33)
50,50, 2 [0, -0 e, 25 £ )
- b — o

Les termes ¢, et ep représentent les polarisations du photon incident (a) et diffusé (b).

Pour étre en cohérence avec I’expression issue des graphes de FEYNMAN, ce terme
doit étre divisé par un terme de normalisation égal a —j(2m)*.
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La distribution de DIRAC 8*ga — Op) présente dans ce résultat correspond a
I’équation de conservation de 1’énergie qa = Qp. En d’autres termes, 1’interaction décrite par
les relations intégrales (XXI11-27,29,30,31) ci-dessus ne peut avoir lieu que si la somme des
phases de De BROGLIE des particules entrantes est identique, a chaque instant et en chaque
point de I’espace, a la somme des phases de De BROGLIE des particules sortantes.
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