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| - Introduction

La notion de collision de particule a une place centrale dans 1’évolution de nos
connaissances de I’infiniment petit. Le seul procédé expérimental qui permet d’explorer la
composition des particules consiste a les projeter les unes contre les autres et a examiner les
morceaux qui jaillissent de cette rencontre. Plus le choc se produit avec une énergie
importante, plus on peut espérer observer de nouveaux détails dans la gerbe de particules
issues de la collision.

Deux collisions effectuées dans des préparations les plus identiques possibles
conduisent a des gerbes de particules différentes. Il s’ensuit que le traitement effectué est un
traitement statistique car on ne connait pas a 1’avance le résultat d’une collision. Dans ce
domaine, les calculs relatifs aux sections efficaces et matrices de diffusion ont atteint une
maturité telle qu’ils constituent des piliers robustes, efficaces, et précis dans la modélisation
des collisions.

La collision en elle-méme est une boite noire qui n’est jamais décrite en physique. On
connait en général les particules qui entrent, celles qui sortent, et les régles de conservation de
I’énergie et de I’impulsion qu’elles doivent respecter. Ces régles sont issues de la relativité
restreinte et consistent globalement a écrire 1’égalité du quadrivecteur impulsion énergie en
entrée et en sortie.

Nous proposons dans ce document de décrire la collision en termes de solutions
exactes a 1’équation de DIRAC, que nous appellerons particule de DIRAC. Cette description
contient plus d’informations que le traitement relativiste macroscopique de particules
ponctuelles. Elle contient en plus 1’état des bispineurs de DIRAC qui représentent les
particules avant et apres le choc.

On admettra que toute 'information sur chaque particule est contenue dans sa
représentation de DIRAC.

On espere alors pouvoir déduire d’une écriture globale de I’interaction, a la fois une
description macroscopique du phénomeéne, et une description microscopique qui conduit a
I’évaluation de I’amplitude de diffusion.

A ce jour, les graphes de FEYNMAN sont les outils majeurs qui permettent le calcul
de I’amplitude de diffusion d’une réaction. On tente dans ce document de montrer que ce
calcul peut étre abordé de maniére différente et complémentaire.

La vision globale de I’interaction qui est présentée est purement énergétique, et le
postulat de conservation de I’énergie y joue le role fondamental. C’est lui qui va créer les
conditions qui permettent la transformation et la diffusion des particules créées, en combinant
des échanges d’énergies trés complexes a des fréquences tres élevées.



Il — Collision entre particules
ponctuelles

Le traitement relativiste de la collision de particules ponctuelles est fondé sur la
représentation de la particule ponctuelle par son quadrivecteur impulsion-énergie.

On deésigne par i le numéro de la particule qui intervient dans la collision. On adopte
dans ce document la notation et représentation suivante pour le quadrivecteur associé a chaque
particule i :

P =(%,pix,piy,pizj (I-1)

Ei représente 1’énergie totale de la particule i, tandis que pix, Piy, Piz représentent ses
composantes d’impulsion suivant chaque axe x, y, z. On désigne par mio la masse au repos de
la particule i.

Sans changer de notation, ce quadrivecteur pourra étre multiplié par la vitesse de la
lumiere c lorsque cela sera utile pour lui donner une dimension énergétique.

Dans 1’espace-temps des quadri-vecteurs, aussi appelé espace de MINKOWSKI, on
peut définir un pseudo-produit scalaire analogue au produit scalaire des espaces vectoriels
classiques. Dans une métrique (+,-,-,-), le pseudo-produit scalaire de deux quadrivecteurs
indicés i et j est un scalaire obtenu par le calcul suivant :

E;

i = (?: Pix: Piy» pizj‘ o PixPjx —PiyPjy =PiPj (11-2)
Piy
pjz

ol

La quasi-totalité des outils de calculs utilisés pour 1’étude des collisions relativistes
repose sur la propriété suivante : a I’image du produit scalaire de deux vecteurs dans un espace
vectoriel ordinaire, le pseudo-produit scalaire de deux quadrivecteurs est une constante. Cette
constante ne dépend pas du référentiel dans lequel elle est calculée.

On peut par exemple choisir de calculer cette constante dans le référentiel (Ri) ou la
particule i est au repos. Dans ces conditions, ses composantes d’impulsion sont nulles et on
obtient :



-~ EE
Rp =L (11-3)

L’énergie totale de la particule i est alors égale a son énergie de masse :

E, = m ¢ (11-4)

Si on suppose que la vitesse relative de la particule j par rapport a la particule i est
¢gale a v, alors 1’énergie totale de la particule j, dans le référentiel (R;), est égale a :

(11-5)

On en déduit le pseudo produit scalaire a la valeur suivante, quel que soit le référentiel
dans lequel il est calculé :

~ ~ Ei EJ E|EJ ijC
PP =( PPy P Py Piye Pz [= =z~ PicP = PPy ~ PPy =Myl ——— (11-6)

1- -
2

Le cas i=j est un cas particulier trés important : dans cette situation, le pseudo produit
scalaire devient égal a la pseudo-norme au carré du quadrivecteur.

Aprés multiplication par c?, la pseudo-norme au carré du quadri-vecteur impulsion-

énergie devient une constante qui est égale a 1’énergie de masse au repos élevée au carré. Entre
les composantes du quadrivecteur, on a donc la relation énergétique suivante :

E —(cp, S - (Cpiy)2 ~(cp,, f = (mi0c2)2 (11-7)
Dans la suite de ce document, nous désignons 1’expression (II-7) par (pseudo-norme)?.
Nous proposons, tout au long de ce document, de traiter une collision typique faisant
intervenir deux particules entrantes indicées (a) et (b), et deux particules sortantes indicées (c)

et (d).

Avant le choc, le quadrivecteur impulsion-énergie 5e qui représente les deux particules
entrantes a pour expression :

l

Ea Eb
T = ?’pax!pay'paz + T’pbx’pby'pbz

E. E, +E,
e ?’pewpey’pez = c 1pax+pbx’pay+pby1paz+pbz

I
SOl

®

(11-8)

l

Ce nouveau quadrivecteur, indicé par la lettre e, vérifie I’équation de conservation de
I’énergie (11-7) :



Eezz - (Cpex )2 _(Cpey)2 Cpez :( eOC )2

(11-9)
(Ey + )~ (P + P — 2 (Pay + Poy f — (P + Py J = (M + g Jo2f

Apreés le choc, le quadrivecteur impulsion-énergie 55 qui représente les deux particules
sortantes a pour expression :

s = E E
P P Pd _( CC 1pcxvpcy’pcz)-"(%!pdxvpdy’pdzj
(11-10)
P

E, E, +E,
T: Psx psy’ Ps; T! Pex + PaxiPes + pdy! Pc; + Py,

Ce nouveau quadri-vecteur, indicé par la lettre s, vérifie 1’équation de conservation de
I’énergie (II-7) :

E52 - (Cpsx )2 - (Cpsy)2 Cpsz :( Mg,C )2

> 2 B 2( )2_ 2 2_( 2)2 (I-11)
(Ec + Ed) c (pcx + pdx) c pcy + pdy c (pcz + pdz) - (ch + me)C

Les changements opérés durant la collision sont régis par 1’égalité des quadrivecteurs
impulsion-énergie avant et apreés le choc.

- - (1n-12)
=P, +

L o
+ |l
o I (n-Ul

I
o

Cette égalité, appliquée aux composantes de ces quadrivecteurs, implique la
conservation de 1’énergie totale, et de 1’énergie impulsionnelle suivant chaque direction de
I’espace

pax+pbx:pcx+pdx

pay + pby = pcy + pdy

paz + pbz = pcz + pdz

(11-13)

Les quadrivecteurs impulsion-énergie étant égaux avant et apres le choc, cela implique
I’égalité de leur (pseudo-norme)?, que 1’on pose en général égal a s :
S= Eg - (Cpex) (Cpey)2 (Cpez )2 = (Cpsx) (Cpsy)2 - (Cpsz )2
5=(E, +Ey ) — (P + P ) ( + Py f —¢(pa; + Py, ) (11-14)
5=(Eo +Ey ) —%(poc + Pox) — Py +Payf —(pcy +Pec )

A partir de I’égalité fondamentale (IT-12), on peut former une autre égalité de quadri-
vecteurs formee par différence :



P.-P.=P,-P, (11-15)

Il s’ensuit que 1’on peut écrire 1’égalité de leur (pseudo-norme)? que 1’on pose
géneralement égale at :

t

(Ea - Ec )2 - Cz(pax — Pex )2 - Cz(pay - pcy)2 - CZ (paz —Pe; )2

(11-16)
t=(Ey ~Eyf =€ (Pux — o} —*(Pay ~ Poy F —* (P ~ Pic
A partir de (11-12) on peut former un autre quadri-vecteur par différence :
B,—B,=P.-P, (11-17)
On en déduit une nouvelle (pseudo-norme)? désignée par u :
U=(E, ~Eaf ~C (P =Py ~¢*(Poy =Py f ¢ (P —Pecf (11-18)

u= (Ec - Eb)2 _Cz(pcx - pbx)2 - Cz(pcy - pby)2 - Cz(pcz - pbz)2

Les grandeurs s, t, u, portent I’appellation de variables de MANDELSTAM. Leur
intérét provient du fait que, en tant que (pseudo-norme)? elles sont indépendantes du
référentiel dans lequel elles sont calculées, par exemple référentiel du centre de masse, d’une
particule quelconque, ou du laboratoire.

La méthode se généralise sans difficultés. On peut par exemple utiliser 1’égalité des
quadri-vecteurs :

P.+P, —P, =P, (11-19)
On en éduit I’égalité de leur (pseudo-norme)?, désignée par v :

V=(Ey+Ey —E. = (Pax + Pox —Pex ) =€ (Pay + Poy — Py = €2 (Paz + Pz — Pz

11-20
V= Eczj - (dex)2 - (dey)2 - (dez)2 ( )

Ces outils vont étre utilisés dans les chapitres suivants, en relation avec le
quadrivecteur des courants de DIRAC.



11 — Le quadrivecteur impulsion-
energie quantigue pour des solutions
purement sinusoidales

Les idées développées dans ce document reposent essentiellement sur les propriétés
d’un quadrivecteur impulsion-énergie quantique qui est développé dans ce chapitre.

Ce quadrivecteur est celui qui est « naturellement » issu des solutions a I’équation de
DIRAC atravers les courants de DIRAC. C’est le seul quadrivecteur que 1’on peut construire
directement a partir des composantes des bispineurs.

Pour un bispineur de DIRAC v, ces courants sont donnés par la relation :
» =gty (I11-1)

Les y représentent les matrices de DIRAC et y représente le bispineur adjoint de v :

10 0 0
. .« . .01 0 0 e e e s
v= ) =lvo vl v 00 -1 0 = (w5 vivr-w3) (111-2)
00 0 -1

Quelques lignes de calcul permettent de présenter une expression développée de ces
courants :

3% =Yoo + Wiy, + VoW, + Wy, =,
I = WaWo + Wow, + Wiy, +yow, =J,
3% = jyawo — Jwows + W, — jwews =1,
P =yowo — Waus + Wou, — iy, =1,

(11-3)

Nous adoptons dans la suite les indices t, X, y, z qui rappellent que, dans une approche
énergétique, ces courants représentent respectivement la densité volumique d’énergie totale,
et la part de cette densité qui évolue dans les directions X, y, z.



Considérons une solution exacte a I’équation de DIRAC qui ne contient pas
d’exponentielle complexe : une telle solution sera désignée sous 1’appellation « purement
sinusoidale ».

h, vV, oV, . , vV, o Voo,
\.|10: TCOS 'Y(,OO t_C_ZX_C_Zy_C_ZZ —J h’Y(,l)OS|n 'Y(J)O t—FX—C—Zy—C—ZZ

y, =0
y, = —j% hyw, sin(ym{t - %X — %y - %ZD
VY, = % hyo, Sin(ymo(t - %X - %y — %ZJ] — j% hyo, sin(ym{t - %x - %y - %zn
(1-4)
L’énergie de masse au repos est représentée par la quantité :
o, = myc? (11-5)

Les composantes de vitesse de la particule sont vy, vy, V2, et y représente le facteur de
LORENTZ. Pour la solution examinée, 1’équation de conservation de I’énergie est équivalente
a I’expression du facteur de LORENTZ en fonction des composantes de la vitesse :

= (111-6)

Le calcul des courants de DIRAC est détaillé dans les lignes suivantes. Les parametres
des fonctions sinusoidales ont été omis car ils sont tous identiques.

Premiére composante du guadrivecteur courant :

30 = WoWo + W1W1 + VoW, + Ways
2 2 2
L,V _, v L,V .
J = 9% o5+ Trye, Sin%+ —£ Ty Sin® + —- Fryay Sin %+ — Ty ooy sin® (111-7)
% c c c

22 2 2
J, = %{00524_ v2 sin2[1+v—;‘+—y+v—§} = %{cosﬁ v sin2[1+ V—Zj}
Y C C Y C

Deuxiéme composante du quadrivecteur courant :

o




[
|

) = WalWo + WoWy + Wiy, + Yoy,

v
[—y fye, sin+ jox hycoosinJ( /@cos—j hyoaosinJ
c c y
X 7 v
+( "D cost j Tryoy, sinJ(—y hyoaosin—jﬁ Tryoy, sinj
\ v c c

(11-8)
Vy h - -VX h - .Vy h - 2 VX h - 2
—Y ha, Sin cos+ j—Xhw, Sin cos— j— ryay, Sin®+ —X Ay, sin
¢ c c c
X
\Y . .V . .V . v .
+—L hiv, Sin COS— j—= Tian, SIN COS+ j— Ty, SiN°+ — iy ey, SN
c c c c
v, . vV, .
J, = 2h(o0[—ysm Ccos+ y—xssz
c c
Troisiéme composante du quadrivecteur courant :
Jy = JWawo — iwaws + iwaw, — wows
\ .V . h . .
(—y hryoy Sin+ j—=/hiye, sm)( &cos—j hyo, sm]
¢ c \ v
Jy=1] .
. . \Y IV .
—( D cost j hyooosm}(—y frya, sin— j—= hymosm}
\ v c c
(1m-9)
v v
Y o Sin COSH X oy sin €OS— 2 Trya, SinZ+ % fryeap Sin®
3= ¢ c c c
y
v v
— Y oy sin €O+ X Fiong SiN COS— - Ay Sin? — X Tryc, sin?
c c c c

vV, . Vy .
J, = tho(——"sm cos+ y—ysmzj
c c

Quatrieme composante du quadrivecteur courant :

J, = WoWo —WaWs + WoWs — W1Vs
J, = (jﬁ Ty o, sinj{ /@ COS— Jy/fryay, sinJ +(— jﬁ hryo, sinj{ /h& COS+ Jy/fryay, sinJ
c Y c Y
3, = Y2 7oy Sin COS+ Y2 Trya, Sin?— V2 e, Sin COS+ 2 iy, Sin®
c c c c

J, = 2£hym0 sin®
C

(111-10)

En résumé, le quadrivecteur courant de DIRAC a pour expression :
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2
J, = hﬂ{cosﬁ v sin2[1+ V—ZJ}
y c

v
J, = tho(—ysin cos+ yv—xsian
¢ ¢ (111-12)

vV, . Vy .
J, = Zhwo(—?"sm cos+ y?yssz
v .
J, =22 hyw,sin®
c

On en déduit sa valeur moyenne dans le temps en remplacant les fonctions sinusoidales
au carré par leur moyenne temporelle, ¢’est-a-dire %2. On rappelle que le produit de deux
fonctions sinusoidales différentes a une moyenne temporelle nulle. On obtient :

<J, >=hyw, = ym,c* = mc?

v v
<, >=yho, ?X = ym,C ?X =yM,CV, = Mcv,

v, , Vy (1m-12)
<Jy >=yho, P ym,C re YMeCV,, = mcv,

v v
<, >= yho, ?Z = ym,c’ ?Z = yM,CV, = MCV,

La valeur moyenne du quadrivecteur impulsion-énergie de DIRAC est identique au
quadrivecteur impulsion-énergie que la relativité attribue a une particule ponctuelle.

Pour définir le quadrivecteur impulsion-énergie de DIRAC, nous avons utilisé
I’expression habituelle de la définition des courants de DIRAC, ce qui nous a imposé les
coefficients de la solution exacte examinée. Nous conserverons ce choix dans la suite de ce
document, mais il n’a rien d’absolu puisqu’il est défini & une constante multiplicative pres.

La remarque concernant la valeur moyenne du quadrivecteur impulsion-énergie de
DIRAC n’est pas spécifique a la solution examinée (111-4). Afin de vérifier cette propriéte,
nous écrivons cette solution de maniére abrégée :

Yo = /hﬂcos—j hmyy sin
Y

Y, =0
v (1m-13)
Vo = _J?Z hagy sin

\Y
vy = /liogy sin— jﬁ,/hmoy sin
c C

On obtient une autre solution exacte en ajoutant une phase de m/2 a chacune des
fonctions sinusoidales (cos -> -sin et sin -> cos) :

11



Yo =— /msin—j hmyy cos
Y

y; =0

Y, = _j%\/ hiwgy COS
\ Y

VW, = 2 Jhoyy CoS— j—= . /him,y COS
c c

(11-14)

Les courants de DIRAC se déduisent de (I11-11), et il est apparent que leur valeur
moyenne est inchangée pour cette solution.

On peut examiner une solution dans laquelle les échanges entre énergie de masse et
énergie ondulatoire sont portés par la composante y1. On sait qu’une telle solution conduit a
une inversion du spin par rapport a la précédente. On obtient :

_ h(DO 2 2 ain2 VZ
vo =0 Ji = » {cos +y°sin®| 1+ 2
- hﬂcos—' Ao,y sin v v
Vamyy T e J, = 2heo| ~~Ysincos+y=sin’
c c 111-15)
Vy\/h_ R -VX\/h_ - (
=——Jlim,y sin— j—= \/-im,y Sin v
v, A oV J e oY J, = tho(v—xsin COoS+ y—ysinzj
c C

Y3 = jﬁ\/hwoy sin
C

\' .
J, = 2L hyw,sin®
C

La valeur moyenne du quadrivecteur courant est inchangée.

En dernier exemple, on peut considérer le cas de I’antiparticule, lorsque les échanges
entre énergie de masse et énergie ondulatoire sont portés par la composante y2 ou ys.

2
. v
v Jt:h& cosz+yzsm2(1+—2]
v, = j—24/hogy sin Y ¢
c
v v, .
v .Y : J = 2ho,| — —Lsin cos+ y—Xsin?
=Y Jhwgy sin+ = \/hoyy sin x 0 v
Y1 c oY J c oY c c (111-16)
vV, . vy, .
Wzﬂ/%cosﬂ haygy sin Jy=2h‘”o[?x5m005+v?y3m2]
Y3 =0

v :
J, =22 hyw,sin®
c

La valeur moyenne du quadrivecteur courant est inchangée.

Il apparait que la valeur moyenne de ce quadrivecteur reste identique, pour toute
solution purement sinusoidale associée a une méme phase de de BROGLIE.

Puisque les échanges d’énergie au cours d’une collision suivent les régles de
conservation de 1’énergie totale et de 1’énergie impulsionnelle relativistes détaillées au

12



chapitre II, il s’ensuit que pour les particules de DIRAC, ces régles s’appliquent a la valeur
moyenne du tenseur impulsion-énergie construit sur les courants de DIRAC.

Cette propriété a des conséquences.

Lorsque nous examinons une collision entre particules de DIRAC, il n’est pas
nécessaire de construire une égalité entre les fonctions d’onde somme des particules incidentes
et les fonctions d’onde somme des particules diffusées (une telle égalit¢ semble d’ailleurs
impossible a obtenir). Il suffit que les valeurs moyennes des courants de DIRAC pour les
particules mises en jeu obéissent aux régles de conservation relativistes.

En d’autres termes, si on est capable de construire un quadrivecteur courants de
DIRAC pour les particules incidentes, il suffira que les particules diffusées possedent, en
moyenne temporelle, un quadrivecteur courants de DIRAC identique aux particules
incidentes. Toutes les particules diffusées qui possedent cette propriété peuvent étre
potentiellement produites au cours de la collision.

La collision conduit a un brassage de modes extrémement complexe entre les
particules incidentes et diffusées, sur lequel nous essaierons de progresser dans la suite de ce
document. L’analyse de 1’évolution temporelle de ce brassage de modes au cours de la
collision semble, pour I’instant, hors de portée d’une description analytique.

Les particules diffusées peuvent étre des particules massives, des particules sans masse
ou les antiparticules correspondantes. Elles doivent respecter deux conditions : en régime libre
(apreés la collision), elles sont représentées par une solution exacte a 1’équation de DIRAC, et
le courant de DIRAC diffusé global doit étre identique, en valeur moyenne, au courant de
DIRAC incident global.

Les solutions purement sinusoidales mettent en évidence des mouvements d’énergie
trés rapides au voisinage des particules libres de DIRAC. Ce phénomeéne présente une grande
analogie avec la notion d’énergie réactive qui apparait en champ proche en
électromagnétisme.

Cette mise en évidence constitue une particularité qui est propre aux solutions
purement sinusoidales, et qui est masquée dans les solutions exponentielles. Sur ce point,

I’analogie est importante avec 1’¢électromagnétisme, et plus précisément avec le vecteur de
POYNTING.

Afin d’illustrer cette remarque, considérons un champ électromagnétique décrit par
ses deux vecteurs champ électrique et magnétique, supposés orthogonaux pour simplifier la
présentation :

Représentation instantanée Représentation complexe associée
E = E, cos(ot + ¢) E=E expj(ot+¢) (11-17)
H = H, cos(wt) H=H,expj(wt)

Le vecteur de POYNTING admet une représentation instantanée qui correspond a la
description réelle du phénomeéne, ou une représentation dans le formalisme complexe associé :

13



P = EAF = [E,AR, Joos(ot + p)cos(ot) P :% EAR :%(EOAI:IO)exp(j(p)
(111-18)

On constate que le vecteur de POYNTING instantané fait apparaitre des fluctuations

temporelles de la densité surfacique d’énergie, alors que ces fluctuations sont masquées dans
le vecteur de POYNTING complexe.

Le vecteur de POYNTING instantané peut étre développe :

P = = (E,AR, (cos(2et + )+ cos(p)) (111-19)

N |-

Et il apparait que c’est la valeur moyenne de cette expression qui correspond a la partie
réelle du vecteur de POYNTING complexe :

<P>= %(EOAFIO)cos(cp)z Re(E) (111-20)
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IV — Le quadrivecteur impulsion-
energie quantique pour des solutions
exponentielles

L’équation de DIRAC possede des solutions construites autour de fonctions
exponentielles complexes.

Nous recherchons dans ce chapitre la forme de ces solutions qui conduit a un
quadrivecteur impulsion-énergie correspondant a celui d’une particule ponctuelle en relativité
restreinte.

L’intérét de ces solutions apparait dans 1’expression des courants de DIRAC :

P =yrty (IV-1)

Si le bispineur y comporte une exponentielle complexe identique dans chacun de ses

membres, alors le bispineur adjoint y contient le conjugué de la méme exponentielle
complexe.

11 s’ensuit que les courants de DIRAC n’ont plus de dépendance temporelle ou spatiale,
et ils peuvent étre qualifiés de courants uniformes dans le temps et dans I’espace. Cela conduit
a une simplification significative de I’ensemble des calculs.

L’obtention des solutions exponentielles est détaillée dans de nombreux ouvrages, et
n’est pas reprise dans ce document.

Les solutions de 1’équation de DIRAC sont définies a un coefficient multiplicatif pres.
Sous réserve d’un choix pertinent de ce coefficient multiplicatif, on peut supposer que les
solutions exponentielles peuvent représenter une particule de DIRAC ayant les mémes
propriétés d’énergie-impulsion qu’une particule ponctuelle.

Nous adoptons une représentation du bispineur de DIRAC présentée dans les chapitres
précédents, qui fait appel aux composantes de vitesse de la particule, ainsi qu’au facteur de
LORENTZ.

Pour alléger la présentation, nous omettons I’énergie de masse au repos qui vient en
facteur de tous les termes :
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o, =m,c’ (IV-2)

Avec cette simplification d’écriture, nous adoptons la représentation suivante du
quadrivecteur impulsion énergie de la relativite restreinte :

P

(IV-3)

=

o |N< o |<< o |><< =
Il
=<

oo |<< o |><< =

=

Considérons alors une particule décrite a I’aide de la phase de 1’onde de de BROGLIE
suivante :

¢=ym0(t—v—;x—v—§y—v—§z} (Iv-4)
c c c

Il existe quatre solutions a 1I’équation de DIRAC qui sont associées a la phase (1V-4).
Ces solutions sont présentées ci-dessous avec un coefficient multiplicateur qui permet de
retrouver la premiére composante du quadrivecteur impulsion-énergie (1V-3) (les détails du
calcul sont présentés par la suite). Les raisons du choix de la notation pour ces solutions
apparaitront a la fin du chapitre.

y-1 0 -
ra Ji-t
0 Jo o
v - YV, et v = v Ve— vy feie (IV-5)
2(y-1) ¢ NECEE
Y Vy vy ~ YV,
\/Z(V—l) c 2(y—1 c
Y ﬁ Y Vy — JVy
Jaly+1) ¢ J2(y+1) c
v Vit ivy | Yy, _
v = \/2(y+1) c al¢ v = \/m c plt (|V_6)
y+1 0
2 y+1
0 J2

On admet que chaque solution est associée aux propriétés suivantes :

- v’® représente une particule avec un spin up.

- v’@ représente une particule avec un spin down.

- v représente une antiparticule avec un spin up.

- v représente une antiparticule avec un spin down.
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La notation exponentielle autorise une autre maniere de représenter les mémes
particules avec la méme onde de de BROGLIE en choisissant une phase opposeée a la
précédente :

v
_¢=_Y‘”o(t_c_§x__zy__zzzj (1V-7)

On obtient alors I’ensemble de solutions suivant, en changeant le signe de y dans les
solutions (IV-6) :

Jy+1 0 1
72 vt
0 V2
u® = YV, g u® = y Vy = vy gl (1V-8)
1/2‘}/+1i c \/2(y+1 c
y vy + vy B Y v,
\/2(y+1) C ,/2iy+li C
Y ﬁ Y Vy — ij
V2(y-1) ¢ va(r-1) ¢
y Vitlvy | YV, '
W=l oG-y ¢ e S NN (V-9)
Jr-1 0
E i1
0 J2

Comme précédemment, on admet que chaque solution est associée aux propriétés
suivantes :

- u® représente une particule avec un spin up.

- u@ représente une particule avec un spin down.

- u® représente une antiparticule avec un spin up.

- u’@ représente une antiparticule avec un spin down.

Pour chacune de ces 8 solutions on peut calculer les courants de DIRAC
correspondants et les comparer au quadrivecteur impulsion énergie d’une particule ponctuelle
que nous avons explicité en (1V-3).

Nous détaillons la vérification de cette proprieté sur les exemples particuliers des
particules représentées par v’ et u®,
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Ji=WoWo + WiV + VoW, + Yoy,

J;/'(l) —

Iy = WaWo + Wau; + Wiy, + Yoy,

e :[ v _ijJE "/_1]_'_( Y Vx +ijJ(\/mJ
©oWav-) o V2 ) \J2l-D) e

JU0 \/m Y vV, — vy + Y Vy + 1V \/m Vy
" J2 | J2(y+1) ¢ J2(y+1) ¢ 2 |7
Jy = JWaWo — JWows + iwi s — jWos

Vi) _ Y Vi 1Yy y-1) (Jy-1). v Vi vy _ Vy
Jy”“{m-n c I V2 J ( V2 I‘m—l) c j} c
u@ _ \/m Y Vi~ vy _ Y Vi vy \/m _ Vy
Jy()_J{ J2 }(\/Z(Hl) c J (\/2(y+1) c j( V2 J} s
3, = WaWo = WaWs + Yol — WiWs

o [y Ve [Nyl far-l v Vel Ve
ey e | V2 V2 \J2y-1) ¢ ) e

JU0 \/m v V.|, Y vV \/YTl _, Y

’ 2 200 c) \Jahsn e |\ v2 ) e

yx
c

N

<

ol e o -

1 v2 1 v2 1
W = 1P +y2 L= 1+ 2y +y2 1+ — |\ = 2vZ 4+ 2y (=
' 2(y+1){(Y+ J cz} 2(y+1){ ey { +CZJ} 2(y+1){y i Y} !

(IV-10)

(IV-11)

(IV-12)

(IV-13)

Toutes les solutions de forme exponentielle ont leurs courants de DIRAC qui

coincident avec le quadrivecteur impulsion énergie de la particule représentée.

Pour une description cohérente de I’interaction entre particules, ces solutions ne
peuvent pas étre choisies au hasard. 1l existe deux ensembles de solutions distincts : le premier
utilise le facteur (y - 1), et le second utilise le facteur (y + 1). Ces deux ensembles sont

équivalents, et le choix est arbitraire.

Nous adoptons dans la suite de ce document la représentation des bispineurs en
fonction de (y + 1). Les 4 bispineurs associés a cette représentation sont rappelés ci-dessous :
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-2
+
[N

u® =

v =| 2y +1)

Avec :

\Y \'%
¢=vwo(t——§><——y
C C

Y
oY%

u® =

v _

e_l¢

pit

(IV-14)

(IV-15)

(IV-16)

Conformément a cette représentation, les particules sont affectées d’une phase e,
tandis que les antiparticules sont affectées d’une phase e/® dans la suite de ce document.
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V — Relations de conservation entre
particules de DIRAC dans une collision

Lors d’une collision entre particules ponctuelles, les relations de conservation de
I’énergie totale et de 1’énergie impulsionnelle ont été établies au chapitre II.

Nous proposons dans ce chapitre d’établir les relations analogues, lorsque les
particules sont représentées par des bispineurs de DIRAC, et d’en vérifier la cohérence avec
la relation relativiste de conservation de 1’énergie et de I’'impulsion pour les particules
ponctuelles.

Considérons deux particules incidentes (a) et (b) qui sont supposées indépendantes.

Comme nous allons nous intéresser aux valeurs moyennes des courants de DIRAC,
nous savons que nous pouvons choisir n’importe quelle représentation purement sinusoidale.

Pour avancer dans le détail du raisonnement, nous choisissons une représentation déja
utilisée dans un chapitre précédent.

Nous prenons comme point de départ le bispineur obtenu en sommant les bispineurs
relatifs aux particules (a) et (b) (voir relation 111-13).

Dans une notation abrégée, nous posons :

fhco fhoa . . .
Yo =Wao +Vpo :[ . 20 C0s, + y = COSb} - J(V hYa(DaO sin, + \/hYb(Dbo smb)
a b

Wi =Wyt =0

(v . v )
Yo =Wa t Wy = _J(?az\/h\(a@ao sin, + %\/ Ty, Smbj
v . Vi, i (v . v .
Y3 = WYa3 T Yz = [%\/ma@ao sin, + Ty\/m/b@bo S'an - J(?ﬁx\/h’}/awao Sin, + %\/h“/b(’)bo Smb]

(V-1)

La question a laquelle nous tentons de répondre est la suivante : Peut-on représenter
ce « bispineur somme » par un bispineur équivalent y qui serait associé a une particule de
DIRAC unique ?
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VY, = /hﬂcos—j hryo, Sin
Y

y; =0
vV . (V-2)
VY, = _J?Z Tryay, SIn

vy Y .
Yy =—=Jhyw, sin— = /hiye, Sin
c c

La cohérence avec le formalisme ponctuel de la relativité restreinte implique que les
courants de DIRAC doivent étre égaux, en valeur moyenne temporelle :

<Jp >=<Jaspy >
<y >=<Jaip)x > V-3)

<Jy >=<Jiaipy >

<J, >=<Jin); >

Pour la particule unique, ces valeurs moyennes ont déja été calculées dans les chapitres
précédents :

<J; >=yho,

v
<Jy >=yho, =~
c

v (V-4)
<, >= yhoy ?y

v
<], >=yhw, —+
c

Pour le « bispineur somme », on obtient en considérant que les particules sont
indépendantes :

<Jasbyt >= Y0y + Y p®pg

\Y) \Y
<J(asbyx >= 7,040 ?ax + 71y, ®pg %
v (V-5)

Va
_ y by
<J@asbyy >= 7,059 c + 71y 0y Y

Y A
<J(asbyz >=NY,0, ?az + 71y 09 TZ

L’égalité entre les relations (V-4) et (V-5) ci-dessus impose :

YW = Ya®s0 + Y Wpo
YOVy =Va®agVax T Vp®poVhx
YWOVy = Va®aoVay T Y ®poVpy

YOV, =VaWyapVa T YpWpoV,

(V-6)
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On en déduit les caractéristiques de la particule unique équivalente au « bispineur
somme » :

Y0 = Ya®a0 T VpDpo

Yawaovax + wabova
Ya®a0 + Yp®po

_ Yamaovay + YD(DbObe (V'Y)
Ya®a0 + Vp®po

Ya®a0Vaz T Vb ®poVhz
Ya®a0 t Y Dpo

V=

Vv, =

Une relation analogue peut étre établie pour les particules (c) et (d) qui sont diffusées
apres collision :

Y0 =Yc®Oco + Yd®do
— YC(DCOVCX + Ydmdovdx
YW Y yDyo
_ chcovcy + ’Yd('odovdy (V'8)
Ye®co + ¥ d®Dqo
— YC(DCOVCZ + Ydmdovdz
Yc®co Y g®Dyo

On en déduit la relation générale qui doit étre vérifiée entre les particules de DIRAC
entrantes et sortantes de la collision :

Ya®ag T Yp®po = VDo T VDo
Ya®aoVax T Y ®poVox = VcOcoVex +Ya®DdoVax
Ya®aoVay T VoOpoVoy = YcOcoVey T YdDgoVay

Ya®aoVaz T Yp®poVbz = YcOcoVez T 7dWdoVaz

(V-9)

Aprés avoir redimensionné tous les termes en énergie, il apparait que ces relations de

conservation sont 1’image exacte des relations obtenues pour une particule ponctuelle
relativiste en (11-13) :

hYawaO + h’}/b(’obo = hYC(DcO + hyd(’)do

V V V V _
Try 0,0 ° —+ hmebO c =Ty W — B — Iy 4®q CX E.+E,=E . +Eq4

V V V Vv Cpax + Cpbx = Cpcx + dex (V-lO)
RON c — 4 Iy —> c =Ny Oc o — + Ity 40y Zy CPay + CPpy = CPRy + CPyy

V V V v Cpaz+cpbz:Cpcz+dez
hYa a0 c +hmeb0 c _hYC c0 c +hYdmd0

On en déduit les variables de MANDELSTAM associées aux particules de DIRAC :
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2
2 Vv \% v
S= hz{(’YamaO +7pp0 ) — (Ya(’)ao ?ax T Vp®ho %) - (yawao Y

2
2 2 V Vy Vv
S=n {(YC(DCO + Yd(’)do) - (Yc(’)co % +Y4®qo TXJ - (Yc(’)co T

2
2 \% \% v
t= hz{(YamaO - chco) - (’Yamao ?ax ~YcWco %j - [Ya(’oao T

2
2 2 Vv \Y
t=n {(Yd@do - Yb(’)bo) - [Ydmdo % ~Yb®no %J - (Ydmdo

2
2 V \Y
u=n* (Yc@co - Yb(ﬂbo) - (Yc(’%o % Y %) - [chco

2
) v v
u= hz{(Ya(’)aO ~Y40g0) — (Ya(ﬂao ?ax ~ Ya®do %j - (Va(’)ao

2
dy by Vg
— =Y Oy —= | —| YqOq0 —= —
o beCJ (ddoc

2
v, Vv
y by cz b
__Yb(DbO_ - Y ©, 0__wab0
c c e c

Vey

Va
YO T —| Ya®a0 T YO

ay

Vv \'

2 2
v, v v v
y dy az dz
— " YdOg0o — | —| Ya®a0 — ~Yd®g0 —
c c o c

\Y
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VI — Collision entre particules de
DIRAC

Nous allons proposer dans ce chapitre une description de la collision de particules de
DIRAC qui regroupe a la fois les aspects relativistes entre particules ponctuelles, et les aspects
relativistes entre particules quantiques.

Pour illustrer cette description, nous traiterons le cas d’une collision avec 2 particules
entrantes notées (a) et (b), et deux particules sortantes notées (c) et (d).

Pour valider I’approche qui est proposée, nous aurons besoin de comparer nos résultats
avec I’amplitude de diffusion obtenue par les graphes de FEYNMAN. Cette amplitude est
calculée a partir de solutions exponentielles a 1’équation de DIRAC, et donc, ce sont les
solutions exponentielles qui vont étre utilisées dans la suite de ce document.

Il existe plusieurs maniéres de normaliser ces solutions. Dans I’objectif d’une
description physique des phénomeénes, nous allons utiliser une normalisation qui permet, pour
une particule indépendante, de faire en sorte que ses courants de DIRAC soient identiques au
quadrivecteur impulsion énergie de la relativité restreinte. Ce quadrivecteur est représenté
sous une forme utilisée dans les chapitres précédents, avec des composantes qui ont la
dimension d’une énergie (a une constante de PLANCK pres) :

Y@ 1
v, Vo Vi
p—=
c C
= 1 1
P= Vy [=reg| Vy Y= = (VI-1)
Oy — 2 2 2 2
¥y c c \/ Vi +Vy + V) \/1_v
ymoﬁ ﬁ C2 CZ
c C

La quantité swm, = m,c® représente 1’énergie de masse au repos.

| — Les courants d’interaction

Soit deux particules de DIRAC indépendantes notées (a) et (b). Chaque particule est
décrite par son bispineur :
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Vao Who
\lfa _ \Val \Vb — \Vbl (VI'Z)
Va2 Wh2

Va3 Whs

Ce chapitre utilise les propriétés d’une particule équivalente obtenue en sommant ces
deux bispineurs :

Yo WVao Who Wao + Who
+
v= Y1 —y, Fyy = Va1 + Voo |_| Ya T ¥n (VI-3)
) Va2 Wh2 Va2 T Wp2
V3 Va3 Vi3 Waz T W3

Les courants de DIRAC de la particule équivalente sont donnés par les relations
habituelles :

Jp = WoWo + WiWy + Wy, + Ways
3y = WaWo + WoWs + WiV, + WoW,
J, = iWaWo — iWowy + jwiw, — jwoews
J, = WoWo —WaW + WoW, — Wi ys

(VI-4)

Pour exprimer ces courants en fonction des courants des particules (a) et (b), on
effectue un développement, détaillé ci-dessous sur la composante Js :

3y = WoWo + WiV + Vo, + W3y

) {(\V;O Wi W0 + Woo )+ (W + Wi NWas + ) } V15)
+ (\l’;z + \V;z X\Vaz + sz)"‘ (\V;a + \VE3X\Va3 + \lfbs)

) - {\l’éo\lfao + \VEOWDO + WEoWao + \VEO\VbO + w;}wal + w%\vm + \vﬁi\val + \V:)l:Vbl }
VaoWaz T Va2Wp2 T WpaWaz T Wp2Wh2 T WazWaz T WasWps T WpaWas T+ WpsWhs

On y retrouve les courants relatifs a chacune des particules (a) et (b) :

Ja = \V;o\lfao + W:lWal + W:2\Va2 + W:S\Vas

N N N A (V1-6)
Jot = WooWoo T WinWor + WnaWoz + WoaWhs

Ainsi que les courants d’interaction entre les particules (a) et (b) :
Jaot = WaoWho + WarWes + VoW + WasWis VD)

Joat = WooWao + WetWay + WpoWas + WisWas

En procedant de maniére analogue pour chaque composante, les courants de la
particule équivalente apparaissent sous la forme :
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Jit = Jdat + Jot +Japt + Jpar
‘]ix =Jax+‘]bx+‘]abx+‘]bax (V|-8)

Jiy = Jay + be +‘]aby + Jbay

‘]iz :‘]az +‘]bz +‘]abz +‘]baz

L’indice i a été ajouté pour rappeler que les particules (a) et (b) représentent 1’état
initial du systéeme, avant la collision.

Les quadrivecteurs courants qui apparaissent a droite de 1’égalité ci-dessus sont
représentatifs des courants associés a la particule (a), a la particule (b), et a ’interaction entre
les particules (a) et (b).

‘]at ‘]bt ‘]abt + ‘]bat

- J ~ J ~ o~ J, +J

‘Ja — ax ‘]b _ bx Jab + ‘]ba — abx bax (Vl_g)
‘]ay ‘]by ‘]aby + ‘]bay
‘]az ‘]bz ‘]abz + ‘]baz

Nous savons, au vu lors des chapitres précédents, que pour des solutions exponentielles
convenablement choisies, les courants associés a la particule (a) et a la particule (b)
représentent le quadrivecteur impulsion énergie d’une particule ponctuelle :

Ya®a0 ¥b®po Ya= 1 = 1
\ Vy, 2 2 2 2
Va0 — VpOpo —2 1Yot Vay tVe g Vs
- c | - - c | - 2 2
‘]a = Vo |= J, = \ =P
y a b by b
Ya®ao — Yo®p0 — _ 1 _ 1
¢ ¢ Yo = 2 2 2 2
Vaz Vbz Vbx + Vb + Vbz Vb
Ya®Wao — Tb®npo 1- >y 2 1-—
e c c2 c?
(VI-10)

Le quadrivecteur courant de la particule équivalente aux particules (a) et (b) se présente
donc sous la forme :

J =P, +P, +J, +3, (VI-11)

On vy retrouve le quadrivecteur impulsion-énergie utilisé pour le traitement des
particules ponctuelles relativistes, qui est égal a la somme des quadrivecteurs associés aux
particules (a) et (b).

On y retrouve en plus un quadrivecteur d’interaction entre les particules (a) et (b), dont
la moyenne temporelle est nulle sauf dans un cas particulier que nous allons préciser. Dans
une approche énergétique, ce quadrivecteur est associé a une energie réactive qui entoure la
particule équivalente.

Le méme traitement peut étre développé pour les particules sortantes (c) et (d).

En ajoutant I’indice f pour rappeler que les particules (c) et (d) sont associées a I’état
final, on peut écrire :
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En termes de particules équivalentes associées aux etats initial et final, la réaction
produite lors de la collision peut étre schématisée de la maniére suivante :

(VI-13)

On sait que d’un point de vue relativiste, la somme des quadrivecteurs des particules
entrantes est égale a la somme des quadrivecteurs des particules sortantes :

B, +P, =P, +P, (VI-14)
On s’interroge alors sur le role des courants d’interactions.

Ces courants représentent des mouvements d’énergie oscillatoires extrémement
complexes et rapides dans le voisinage des particules d’entrée et des particules de sortie.

Il n’y a aucune raison pour que ces courants soient identiques dans la relation (VI-13)
ci-dessus, et c’est dans le mélange propre a la collision qu’il doit y avoir une évolution des
courants d’interactions d’entrée vers les courants d’interactions de sortie.

Nous conjecturons alors que cette évolution est en lien direct avec le produit scalaire
(au sens de MINKOWSKY) de ces courants.

En d’autres termes, I’amplitude de diffusion doit apparaitre de maniere proportionnelle
dans le produit scalaire M du courant d’interaction initial par le courant d’interaction final.

M = (T + 32 )(0g + Toc) (VI-15)

Ce produit scalaire représente en quelque sorte le degré de ressemblance entre les
courants d’interaction initiaux et finaux, ou dit autrement, la part des courants initiaux que
I’on peut retrouver dans les courants finaux. Il a un sens physique tout a fait analogue a celui
du produit scalaire d’une force par un déplacement qui quantifie la part de la force qui
contribue au travail réalisé.

On retrouve un sens physique équivalent dans d’autres domaines complétement
disjoints, par exemple pour estimer la direction d’arrivée d’un signal dans les méthodes dites
« haute résolution » (voir lien document pour plus de détails)

Il — Collisions entre particule et antiparticule

Chague particule ou antiparticule est représentée par une solution exacte de 1’équation
de DIRAC, sous une forme exponentielle. Le terme de phase inclus dans 1’exponentielle va
jouer un réle déterminant dans le processus qui va étre décrit. Pour cette raison, il est mis en
évidence dans les solutions de la maniére suivante :
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Wao Uao Yo Upg

\V u i i v u j j
y, =| Ve | o] Ve it _y gt wo=| =] T e =ue®
Va2 Uaz Vb2 Upz
Va3 Uas W3 Ups
(VI-16)
Yeo Uco Wdo Hao
\V u B y \V u . .
R R RS T wa=| T l=| e =uge
VYe2 Ue, Va2 Uaz
Wes Ues Was Has

Dans le respect des solutions exponentielles a 1I’équation de DIRAC qui ont été définies
au chapitre 1V, (a) et (c) représentent des particules, tandis que (b) et (d) représentent des
antiparticules.

On rappelle que les indices (a) et (b) représentent les particules entrantes dans la
réaction, et (c) et (d) les particules sortantes.

La phase représente une onde de de BROGLIE qui est exprimée en fonction des
caractéristiques de vitesse (v, Vy, Vz) et de I’énergie au repos (wo) de chaque particule.

Vax Vay Vaz
(I)a = Yawao(t _C_zx — Y ¢

Vv
Oy = Yb@bo[t —%X - %y — V_ZZZJ
(VI-17)

\) ch V
¢c:chco t- CZXX_ A CZZZ
C C C

Vg Vay Vg
d)d ZYd(’OdO[t_ CZXX_ CZ y- ZZZ

L’équation de conservation de 1’énergie pour des particules de DIRAC a été établie
dans un chapitre précédent :

Ya®ag T Yp®po = VDo T VDo
Ya®aoVax T Y ®poVox = VcOcoVex +Ya®0doVax (V|-18)
Ya®aoVay T VoOpoVoy = YcOcoVey T YdDgoVay

Ya®aoVaz T Yp®poVbz = YcOcoVez T 7d0doVaz

Ces relations expriment le fait qu’a chaque instant t, et en chaque point de 1’espace (X,
Yy, 2), les phases de de BROGLIE doivent respecter les conditions :

¢a +¢b = d)c + ¢d (Vl-lg)

En notation abrégé, nous écrirons désormais cette relation :
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(I)a + ¢b = ¢ab d)ab = q)cd (V"ZO)
¢c+¢d Z(I)Cd d)ab _(I)cd =0

La relation (VI1-20) ci-dessus joue un r6le fondamental dans le processus d’interaction
entre les particules entrantes (a) et (b), et les particules sortantes (c) et (d). Elle signifie que la
phase de I’onde de de BROGLIE ¢ab qui est associée a la somme des particules entrantes doit
étre égale a la phase de I’onde de de BROGLIE ¢cq associée a la somme des particules
sortantes.

Lorsqu’on examine les courants d’interaction de DIRAC (qui vont étre détaillés par la
suite), on constate que la phase du courant d’interaction a pour expression :

Pour les particules (a) et (b) : (da + db) 0oU - (da + b)
Pour les particules (c) et (d) : (¢c + ¢d) oU - (dc + ¢a)

Au cours de la réaction de diffusion, les interactions qui résultent du pseudo-produit
scalaire entre les particules entrantes (a)(b) et sortantes (c)(d) sont associées aux phases
suivantes :

~(da + ¢b) - (dc + ¢d)= - (dap + ed )

~(¢a + ¢b) + (¢c + ¢d) = - (¢pab-¢ea ) =0

(¢a+ db) - (¢c + ¢d) = Pab— dca = 0 (VI-21)
(¢a + ¢b) + (¢c + ¢d) = (¢ab + Ped )

Lorsqu’on introduit ces phases dans une exponentielle complexe, on obtient deux
phases qui sont conjuguées I’une de ’autre. Une de ces phase est associée a I’interaction de
(@)(b) vers (c)(d), I’autre a I’interaction de (c)(d) vers (a)(b). Le traitement symétrique qui est
effectué contient implicitement ces deux interactions.

D’une manicre générale, ces phases génerent des variations sinusoidales extrémement
rapides dont la valeur moyenne est nulle, sauf dans le cas particulier ou ces phases sont égales
ao.

Dans les deux cas ou les phases globales sont nulles (2éme ligne et 3éme ligne de VI-
21), les exponentielles de ces phases sont égales a 1, et le phénoméne d’interaction n’a plus

une valeur moyenne qui est nulle.

Nous proposons de détailler la forme des courants d’interaction, en nous plagant dans
les conditions que nous venons d’établir.

111 — Eléments de calcul pour ’amplitude de diffusion

Nous rappelons la représentation de DIRAC qui a été adoptée pour les particules et
les antiparticules qui vont interagir :
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\Va — - e’j‘ta — uaefjd’a \Vb - - e]¢b — ubej¢b
Va2 Ugso Vi) Uy
Va3 Uas W3 Ups
(VI1-22)
Yeo Uco Vo Ugo
v u B B v u . .
\VC o cl — cl e Jd)c — uce Jd)c \Vd e dl = dl em)d = udej¢d
Yeo U, Yo Ugo
Yes Ues Va3 Ugs

Dans cet exemple, les bispineurs (a) et (c) représentent des particules, tandis que les
bispineurs (b) et (d) représentent des antiparticules

Les courants d’interaction entre (a) et (b) peuvent étre précisés. On obtient sur la
premiére composante (qui est indicée par la lettre t) :

oot = WaoWoo + WarWp1 + WaaW2 + VagWos

o * * * i(0a+n) i
Jae = (Uaoubo T UgqlUpy + UgpUp, + Uasube,)e T = K€ (VI-23)

Jpat = WpoWao + WpiWar + WpoWaz + WpaWas
(i * * * ~i(6a+by) _ “ibw _ pe* a-it
Jpat = (Ubouao + UpUgg +UppUyy + UpsU,s (barts) Kpa€ 7% =Ky 7

On note que les courants Jant et Joat SONt conjugues, mais il est opportun pour I’instant
de les conserver dans leur forme ci-dessus.

Avec cette notation qui permet de laisser la phase de de BROGLIE apparente, les
courants d’interaction (a)(b) et (c)(d) sont résumés ci-dessous :

j -j — i -Jo
‘]abt + ‘]bat = Ka1k)tej¢ab + Kbate 1o ‘]cdt + ‘]dct - chte o+ chte “
. . B io .
‘]abx + ‘]bax = Kabxem)ab + Kbaxe W ‘]cdx + ‘Jdcx - cher <+ chxe s (V' 24)
] - _ o ~ido )
‘]aby + ‘]bay = Kabyem)ab + Kbaye s ‘]cdy + ‘]dcy - chye t+ chye !
_ i -Jo Jood —jbq
‘]abz + ‘]baz - Kabze ®+ Kbaze » ‘]cdz + ‘]dcz = chze + chze oot
Ou encore dans une notation plus concise :
(VI1-25)

Il faut, pour terminer, effectuer le pseudo produit scalaire M des interactions (a)(b) et
(c)(d). Ce pseudo produit scalaire est symbolisé par un point (.). Il est relatif & une métrique

(+l Ty Ty -)-
M = (Rabejcbab LR, e i )(r(cdemm + Rdcefm)
M =K e K e + K, el K, e + K e K el + K et K, et (VI1-26)

M = Rab'kcdej(%b +eq ) + Rab'lzdcej(d)ab ~bcq ) + Rba'kcde_j(d)ab ~bcq) + Rba'kdcej(%b +cq )
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Nous avons montré dans le paragraphe précédent que 1’interaction moyenne est nulle
sauf lorsque la condition de conservation de I’énergie est réalisée : dab — dca = 0.

Nous en concluons que la valeur moyenne du pseudo produit scalaire est égal a la
quantité :

<M>= Kab'ch + Kba'ch = Kab'ch + K;b'K;C
<M>= (Kabthct - Kabedcx - Kabychy - Kaszdcz)+ (K:btK:;ct - K;be:;cx - K;byK:icy - K;bZKZCZ)
(VI1-27)

Pour une utilisation concrete de cette relation, les expressions des grandeurs K sont
rappelées ci-dessous :

Kabt = UagUpo + UgUpg + UgpUpy + UggUps = Kpy
Kabx = UagUpg + UgpUpg + UggUpy + UggUpg = Ky (VI-28)

Kaby = JUagUpg = JUgpUpy + JUgUp, — JUsUps = Kppyy

Kabz = UaoUpg — UagUpy + UggUpy = UggUps = Ky,

Les deux termes entre parenthéses dans la valeur moyenne du produit scalaire (V1-27)

sont conjugués. Le premier correspond a I’interaction de (a)(b) vers (c)(d), le second a
I’interaction de (c)(d) vers (a)(b).

Nous allons montrer que dans le cas de I’interaction électron-muon, le premier de ces

termes est directement proportionnel a I’amplitude de diffusion calculée a partir des graphes
de FEYNMAN.
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VIl — La diffusion électrons-muons

Le traitement général qui a été exposé dans le chapitre précédent va étre repris en détail
sur I’exemple particulier de la diffusion électrons-muons.

Il s’agit d’une réaction de diffusion classique qui permet d’introduire les graphes de
FEYNMAN. Dans ce type de réaction, la masse au repos n’est pas conservée entre les
particules entrantes et les particules sortantes. Il s’agit donc d’un processus différent d’une
diffusion élastique dans laquelle les particules, antiparticules ou photon conservent leur
structure d’origine : cet autre cas particulier sera traité dans un chapitre ultérieur.

En entrée, on trouve un électron noté (a) et un antiélectron noté (b) qui sont représentés
par les bispineurs suivants :

Opll+7,) Vo0 Vi
V2 2L+y,) ¢
_ 0 _ . Vb\/ﬁ)—bo Vi + JVy |
v, = uaeﬂ% — Yav®@a0 Vg oIt Wy = ube‘¢° — \/2(1+Yb) c gty
V2+y,) © Jon @7 (VII-1)
Ya ®a0 Vax -i-jVay T
J2@+y,) ¢ 0
¢a=Ya®ao(t—%X—\;—a§y—%Z] (I)b:Vb@bo(t_%x_%y_\;gz ZJ

Le coefficient multiplicatif de cette représentation a été déterminé pour que le
quadrivecteur impulsion énergie relativiste soit identique au quadrivecteur courant de DIRAC
de chaque particule.

En sortie de réaction, on trouve un muon noté (c) et un antimuon noté (d) qui sont
représentés par les bispineurs suivants :
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Ol + v, Yav®do Vg,
V2 1/2il+ydi c
0 deﬁ)do de+jvdy

Y, = uce‘”’c = YN Pco Vez e_j¢° Yy = Udej‘bd = \/2(1+Yd) C (i‘jq)d
J2i+y,) © =y (VII-2)
. ®go\L+ 7Yy
Yev®eo Vex T Jch T
J2+y,) 0
Y, Vey \ vV Vy vV
¢c=chc0(t_ Cczxx_c_zy_C_CZZZJ ¢d :ydme(t_ CdZXX—C—Zyy—?ZJ

Certaines simplifications d’écriture seraient possibles car les particules en entrée ont
une masse au repos identique (wa0 = o), de méme que les particules en sortie (wco = ®do).

Dans le référentiel attaché au centre de masse, les vitesses des particules qui entrent en
collision sont opposées, de méme que les vitesses des particules diffusées.

Nous conservons malgré tout une notation générale, car elle se révélera utile par la
suite.

| — Calcul de Pamplitude de diffusion par les courants de DIRAC

Ce calcul va étre effectué pour la particule (a) et antiparticule (b). 1l est en tout point
analogue pour la particule (c) et I’antiparticule(d) en sortie.
L’indice 1 rappelle que ces courants sont associés a I’état initial avant collision.

Le bispineur équivalent associé¢ aux particules d’entrée s’écrit :

Yio Va0 Who WYao T Vo Uaoe_j(ba + Uboej(bb

Wi War | | Ve |_| War t War |_| U +upe®
e I A A T I = =l ey it (VII-3)

Yiz Yao Y2 Yar +Wpo U8 ™ +Up,e

Vi3 Va3 Y3 Yaz + Yy3 Uase_m)a + Ubsem)b

\/(DaozlJr Ya)e—j% + YoV ®po &ej%
\/E ,/2i1+ Yo ) C
Wio Tov @0 Vox + Viy ol
; 201+ c

v, = Wie | _ \/ L+7v,) (VII-4)

Wiz TaV@a0  Var o-it. Cl)bo(l*'?’b)ej%

Vis J201+ Ya ) ¢ J2
Ya \ ®a0 Vax + jvay e_J'q)a

\/2(1+ya) c

Le calcul des courants de DIRAC est sans difficultés, mais un peu laborieux. Il est
détaillé ci-dessous pour la premiere composante.
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it = VoW + W1W1 + WoW, + Yoy,

V(’)a0(1+ya e*J¢a+ "oV @00 Vs gity | 60(1+Va)eJ¢a YoV®b0  Vig oot
J2 2+7y,) C J2 Jfl+y,) ©
Yoy ®po  Vox T 1Vhy olts YoV ®so  Vox ~ IViy oIt
, W) e Ja+y,) e (VI1-5)
it
Yav Dao V;azefj¢a+\/03bo(1+3’b) Yav®@a0 Vg et . NP0 T Tb) (Dbo(lJrYb e itn |4
2+7v,) ¢ V2 2L+7v,) © 2
Yav Da0 Vax+jvay e_j¢a]( Ya Oa0 Vax_jvay ej¢a
JaAl+y,) ¢ JaAl+y,)  c
1+Ya Yb Vbz yb V1+ya [ i(9a+0p) i(4a+dp)
a0 TSy ) ¢ 2 ey, VRO ( el
Yo Vit Vi
] 2+y,)
it =
1+vy, Ya ;iz Y_a\/1+Vb [ o oz (o-i6a+ds) | aila+ts)
) 2+y,) c? ’ 1+y, 200 c( e ) (V1I-6)
2
Ya V +V
Pao0 2(1+ya) c?
oM 1+y J1+7, v
‘]it:{yamao+wab0+\/ a; bo{ jl : ngFme SZJCOS(%JF%)}

Les calculs pour les composantes spatiales s’effectuent de maniere analogue, et on
obtient les expressions suivantes.

J = " \/(’OaOO‘)bO \/1 TV V Vaz V1+ya Vbz ( i(¢a+0s) *j(¢a+¢b))
it =1Va®a0 T Vp®po + 7 € +e
2 \/1 c Jl+y, €
Viz Vax = Nay i, +4) , Vaz Vo ™ Moy o, 0,)
J. = Vax Vix Ya¥bV ©a0Pho C C C C
ix =1 Va®a0 T VpDpo — : ;
¢ ¢ 20+ v A ry)| | Vi Vox = Vi o i0a+ty) | Vor Yax ¥ Way (jp,+4,)
c c C c
Vi Vo = Vay o, 00,) _ Vaz Vot NVoy o, 0,)
] = Vay by : Ya¥Ybv®a0®ho c C C C
iy =1 Ya®a0 +Vp®p—+] . )
¢ 2Jlrr)atn)|, Ve Vbx ~ oy o-itoerar) _ Vor Yax T WNay o jlo,vay)
C c c
V,, Ja+ R1+ ) VO, 00 i i
Va0 ¢ Yb@bo /—aO(DbO Ya Tb YaVb vV @Pa0®Pho Vg Vi, (ej(¢a+¢,,) + e il +¢b))
S c T ¢ c
iz — . . .
YoV @a0®b0 [ Vax = Vay Vox + Woy o, ay) | Vot May Vox = WVoy g, +4,)
2@ +y, )1 +y,) c c c c
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(VII-7)

Ces résultats correspondent & la somme des quadrivecteurs suivants qui représente
I’état initial :

J =P, +P, +J1, +J, (VII-8)
Avec
Ya®ag Y6 ®po
\Y) \Y
Ya®a0 ?ax YO b
P — v} ﬁb = Vv, (VII-9)
: Ya®a0 % Yo ®ho Ty
Vaz Vbz
W, —% W, —=
Ya a0 c Yb b0 c

On y retrouve les quadrivecteurs impulsion-énergie associés aux particules ponctuelles
(@) et (b), ainsi que les courants d’interaction qui vont permettre de déterminer la probabilité
de la réaction qui est décrite.

En ce sens, la description du processus de collision peut étre considérée comme
compléte car elle contient toute I’information nécessaire a I’interprétation physique de la

collision.

Les courants relatifs aux particules sortantes (c) et (d) sont analogues. L’indice f
rappelle que ces courants sont relatifs a 1’état final.

J =P, +P,+J,+ (VI1-10)

Le pseudo produit scalaire entre les courants d’interaction de 1’état initial et de 1’état
final est donné par la relation :

M= (jab + jba)(jcd + jdc)= (Rabej% + kbae_”’ab )(Rcdei% + Rdce‘l"l’cd )

o -~ ~ = -~ L (VII-11)
M = Kab-cheJ(% +cs ) + Kab_chel(d)ah ~a) + Kba-che_](% ~bea) + Kba-che_J(% +eg )
La relation de conservation de I’énergie est rappelée pour mémoire :
¢ab - d)cd =0 (V| |-12)
On en déduit :
M = K K g "0 4 K Ky + Ky Ky + Ky K e 00 #8) (VI1-13)

< M >= Rab'lzdc + Rba.lzcd

La valeur moyenne de M est la somme de deux termes qui sont directement
proportionnels aux amplitudes de diffusion de (a)(b) vers (c)(d), et de (c)(d) vers (a)(b).
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<M >=Ma)(c) + Mica) s (an) (V1I-14)

La dimension de M est une énergie au carré. Pour construire un terme sans dimension
qui conduit a la probabilité de réaction, il convient de diviser la quantité M par le carré de
I’énergie qui participe a la réaction. Dans ce cas particulier, cette énergie est égale a 1’énergie
totale en entrée ou sortie de réaction : son carré est représenté par la variable MANDELSTAM
S.

Le terme qui apparait dans la probabilité de réaction est donc proportionnel a la
quantité :

M) (co) (V11-16)
S

Il — Calcul par les graphes de FEYNMAN

Avec les notations de ce chapitre, I’amplitude de diffusion Msi de 1’état final vers 1’état
initial peut étre calculée a I’aide des graphes de FEYNMAN. Elle a pour expression :

Mg = (— jez)_:ﬁ“v [UCY”UdIUbYVUa] g : énergie totale en entrée ou sortie (VII-17)

Cette amplitude My est proportionnelle a la quantité Mk :

M =g, [0 uq [y u, J= [00°us Joy®u, |- [oartug Jogru, |- [oau, Jogru, |- fuodu, Jostu,
(VII-18)
Le choix des représentations de DIRAC qui interviennent dans ce calcul a été fait en

amont. Ce choix a été dicté par I’obligation d’une phase globale d’interaction qui est nulle, en
application de la régle de conservation de 1’énergie.

On pourrait penser que les termes entre crochets ne représentent pas les courants de
DIRAC, car le terme de phase de I’exponentielle est absent, mais cette absence n’est qu’une
illusion.

Pour le montrer, on introduit les courants de DIRAC dans I’expression de FEYNMAN
en ajoutant la phase correspondante a chacun des termes :

M. = [UcYOUd }91.% [UbYOUa }971‘% - [Ucylud }3j¢w [Ubylua }94%
(VI1-19)

M = i, Jarou, |- [oertu, Jogrtu, |- [ua?ug Josu, - [osu, Ju,tu, Jetes o)

En appliquant la relation de conservation de 1’énergie ¢ab — ¢dca = 0, on obtient la
relation (V11-14) déduite des graphes de FEYNMAN.

La quantité Mr ci-dessus s’exprime en fonction des courants de DIRAC :
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MF = jba'jcd = Rbae_j¢ab .Rcdejq)w = Rba.lzcde_j(d)ah _¢°d) = kba'ch (VI I-ZO)

On fait le constat que MF est contenue dans la valeur moyenne de M (<M>) obtenue
en (VI1-13) et (VI1I-14), et plus précisément que Mr = Mcd->ab.

Ce résultat permet de montrer, au moins dans ce cas particulier fondamental, que le
raisonnement qui a été€ propos¢€ pour donner un sens physique a la notion d’amplitude de
diffusion est cohérent avec les résultats déduits du graphe de FEYNMAN.

Il est tentant d’essayer de prolonger ce formalisme pour décrire n’importe quelle
collision entre 2 particules entrantes et 2 particules sortantes, pourvu que ces particules soient
des particules de DIRAC.

On aimerait que le formalisme qui a été utilisé dans ce chapitre permette de traiter
également les diffusions élastiques. Un essai de généralisation en ce sens est proposé dans un
prochain chapitre.

Plusieurs réactions font intervenir une interaction avec des photons. Or un photon peut
étre considéré comme une particule de DIRAC, dans le sens ou les courants de DIRAC qui
sont issus de sa représentation sont égaux au quadrivecteur impulsion énergie associé a un
photon. Cette propriété justifie la tentative de généralisation qui va étre proposée dans la suite
de ce document.
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VI — Somme des spins

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes attachés a décrire I’interaction entre
deux particules ou antiparticules, chacune d’entre elle étant dans une configuration donnée.

Par exemple dans le chapitre VII, nous avons choisi de décrire I’interaction entre une
particule de spin « up » et une antiparticule de spin « up ». Ce choix est désigné par choix

N°1:

Choix N°1 :

J— 7j¢a —
\Va - uae -

e7j¢a

_ iy _
Yy =Ue™ =

Spin up

YoV @0 Vi,
1/2i1+ Yo ) c
Yo ®po  Vox + IVey

\/2(1+Yb) c
(Dbo(lJFYb)

V2

0

el (V111-1)

Lorsqu’on ne connait pas la nature du spin des particules incidentes, il existe 3 autres

choix possibles et donc 3 autres possibilités d’interaction :

Choix N°2:

J— 7j¢a —
\Va - uae -

Choix N°3:

Spin down

e’j¢a

_ iy _
Yy =Ue™ =

Spin up

YoV @0 Vi,
1/2i1+ Yo ) ¢
YoV @po  Vox +1Vby

\/2(1+Yb) c
(Dbo(lJFYb)

V2

0

el (V111-2)
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Spin up Spin down

0y0l1+7, YoV®ho  Vox — IVby
V2 J20+y,) ¢
0
. —— . ) Yo ®Opho Vi, )
W, = uae*J‘i)a — Yav ®Dao & e*N’a V= ubel¢h — —m c eJ¢h (V|||_3)
J2l+y,) © 0
Yav®a0  Vax + 1Vay oOpoL+ 7y
Jel+y,) ¢ 2
Choix N°4 :
Spin down Spin down

Q Yo/®ho  Vox — IVby

W, = uae*j‘ba — 'Yaﬂ(l)ao Vax - Jvay e*j¢a y, = Ubej% — —W c ej¢h (V|||_4)
b

J2+y,) c 0
_ Yay®a0 Vg po(l+ 7,
20+y,) C J2

D’un point de vue expérimental, c’est un flot de particules et d’antiparticules qui
entrent en collision. Si on suppose que ce flot contient une répartition équilibrée entre les 4
configurations ci-dessus, alors I’interaction qui va étre observée en entrée correspond & la
moyenne des interactions possibles.

Cette moyenne en entrée est obtenue en calculant chacune de ces interactions, en
faisant la somme, et en divisant par 4.

D’un point de vue informatique, il s’agit d’un traitement élémentaire qui consiste a
rentrer les variables ua et up qui sont les composantes des bispineurs des particules incidentes
dans une procédure de calcul convenablement programmée.

Il s’avére que ce calcul peut étre mené jusqu’au bout de maniere completement
analytique. Il s’agit d’un travail complexe et brillant, résultat des contributions de plusieurs
chercheurs.

La complexité du calcul tient essentiellement a la quantité¢ des indices que I’on doit
manipuler lorsqu’on souhaite synthétiser au maximum le déroulement du raisonnement et le
résultat obtenu.

Une approche pédagogique va étre tentée, en incluant quelques développements de
formules tensorielles, afin de favoriser la lecture des calculs.

Le point de départ correspond a la quantité Mr issue de la relation (VI1-17,18). On
rappelle que la notation tensorielle utilise la convention de sommation d’EINSTEIN :

39



M =0, [Ty ug Jo,ru, |= [0 ug [osy°u, |- [3aru, [osriu, |- [ar2ug Josy?u, |- [Ordug oy,
u,v=0.4 g,,=0 pour TIERY
(VIII-5)

Cette quantité représente le pseudo produit scalaire des courants d’interaction entre les
particules entrantes (a) et (b), et les particules sortantes (c) et (d).

ME est un nombre complexe, U,,u, sont des bispineurs adjoints (matrices lignes a 4

¢léments), y* , v des matrices de DIRAC (matrices 4X4), ua et U, des bispineurs (matrices
colonnes a 4 éléments).

La premiére étape consiste a évaluer Mg~ qui représente le nombre complexe conjugué

de ME. Cette étape utilise un résultat intermédiaire concernant le courant conjugué d’un
courant de DIRAC.

[UcyuudI = [Udyuuc]

(VI11-6)
[UbYVUaT = [UaYVUb]

Cette propriété est directement apparente sur les composantes développées des
courants de DIRAC.

On en déduit I’expression de Mr

M = G [T u, Jo,vu, = [Bar°u, foreu, |- [oerue Joaru, - [BaPuc Joru, - [oeu. Josu,
(VHI-7)
Dans cette expression, la régle de sommation d’EINSTEIN s’applique en rappelant

une nouvelle fois que dans une métrique de MINKOWSKY, les seuls éléments non nuls de la
métrique sont les g,y tels que p =v.

oo =1 O =-1 922 =-1 933 =—1 (V111-8)

Le produit (Mg Mg") est directement proportionnel a la probabilité de la réaction (a)(b)
-> (¢)(d). C’est sur cette quantité que 1’on doit effectuer la somme des interactions entre des
spins différents.

MFMTZ = (gpv[Ucyuud :[Ubyvua]Xgpv[udypuc:[uayvub]) (VIII-9)

D’apparence simple, cette relation comporte déja un nombre important de termes,
lorsqu’elle est développée :
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[UCYOUd IﬁbYOUa IUdYOUcIUaYOUb]— [UCYOUd IUbYOUaIUleUcIUaYlub]
~[oatugJintu, Jagu Jou, |- [BrtuaJoseu, Joeru Jotu,
- [Ucylu d IUbylu a Iﬁdyouc IUayou b ] + [Ucylu p IUbylua IUdylu c IUaylu b ]
+ [Ucylud IUbyluaIUdyzuCIUayzub]Jr [UcyludIUbyluaIUdysucIUaysub]
- [UcyzudIﬁbyzualﬁdyouclﬁayoub]+ [Ucy?'ud IUbyzuaIUdylucIUaylub]
+ [UcyzudIUbyzuaIUdyzuCIUayzub]Jr [UcyzudIUbyzuaIUdy3uCIUay3ub]
- [Ucy?’ud IUby?’ua IUdyou c IUayou b ] + [Ucy3u d IUbygu a IUdyluc IUaylu b ]
+ [Ucysud IUby3uaIUdy2uCIUay2ub ]+ [Ucy3ud IUby3uaIUdy3uCIUay3ub]

(VI11-10)

Chaque terme entre crochets est une composante d’un courant d’interaction de
DIRAC, ¢’est-a-dire un nombre complexe qui dépend des 4+4=8 composantes des bispineurs
qui interagissent : on touche ici du doigt la complexité du calcul analytique qui consiste a
sommer la quantité MeMe sur les différentes possibilités de spin.

On peut modifier ’écriture de la quantité MeMg" afin de permettre la poursuite du
calcul.

Tous les gy sont nuls, sauf lorsque pu= v, ce qui permet 1’écriture suivante :
MeM: =0,9.. [0, Joru, Jagru. oy, (VIII-11)

Les gquantités entre crochets sont des nombres complexes, donc on peut commuter a
volonté ces quantités pour obtenir :

MFM; = gwgvv[ucy“ud IUdyvuc:[Uprua:[Uayvub] (VI ! |-12)

L’étape suivante consiste a sommer cette quantité sur toutes les possibilités
d’interaction. Ces possibilités ont été précisées en début de chapitre pour les particules
entrantes. Elles sont analogues pour les particules sortantes a une exception pres : il suffit de
faire la somme des possibilités d’interaction des particules sortantes sans faire de moyenne,
c’est-a-dire sans diviser par 4.

Pour écrire de maniére concise la somme de ces possibilités, nous devons introduire
de nouveaux indices.

Pour chaque particule, il existe deux états de spin qui vont étre repérés par les indices
(1) et (2). On peut par exemple associer I’indice (1) a un spin up, et I’indice (2) a un spin
down.

Les couples d’interaction possibles entre les particules entrantes sont les suivants :

(
E 2 ; (VIII-13)
(u.u?)

41



Les couples d’interaction possibles entre les particules sortantes sont analogues :
(uﬁz),u“’) (VI-14)
v® uf?)

Il existe donc globalement 16 maniéres d’interagir dans cette rencontre entre 2
particules entrantes et 2 particules sortantes. Ces possibilités sont listées ci-dessous de maniere
exhausitive.
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=
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(
(
(
)
(U9 u®) > (O u®
(ugl),ugz))e(uf),ugz))
(uf’,u{}’)%(uﬁ”,u&z’)
(uP.uf?)> u®,uP)
(ugl),ugl))a(uﬁz),ugl))
(ugl),ugz’)%(ugz),ugl’)
(uf’,uf}))e(ugz),ug’)
(u<2> u(2>)_>(u<2) u(l))
a '“b ¢ ¥d
(U9 u®) > (L uP)
(ugl),ugz))e(ugz),uff))
(u®,u ) (u®,uP) (VI1-15)
2 2 2 2
L2,u@)- (L@, u@)

Pour décrire les possibilités d’interaction de maniére plus concise, on choisit 4 indices
qui seront notés (h), (i), (j), (k) dans ce document. Chaque indice peut prendre la valeur (1) ou
la valeur (2) suivant 1’état de spin de la particule ou antiparticule. Chaque indice est associe a
une particule ou antiparticule correspondante :

(h) - u
i (i)
)~ us (VI11-16)
() > u?

(k) > uf

Dans ces conditions, la somme des interactions décrites ci-dessus peut étre représentée
de la maniére suivante :

42



SMMi= Y 9,0, 007 uf Jayu® [udyru® Ja®yug] (VIII-17)
.2

h,i,j,k=1.2 h,i,j k=1

Les coefficients de la métrique guu et gw sont utilisés pour abaisser les indices des
matrices de DIRAC dans les deux premiers crochets :

SMMi= Y [0y, [ugoy uf oy fudyrud | (V1I-18)

h.i,j.k=1.2 hi,jk=1.2
On notera que la somme sur les indices (h), (i), (j), (k) n’affecte pas les indices u et v.

Cette somme peut se décomposer en un produit de deux termes :

> MM [ Y [0y, [ 00] Y [as>y~ugh>lngh>wus>]j (Vill-19)

hoi,jk=1.2 jk=1.2 hi=1.2

L’étape suivante consiste en 1’évaluation de chacun de ces termes. Nous choisissons
celui qui est relatif aux particules (a) et (b) :

> [ayu® Jamyru® | (VI11-20)

h,i=1..2

Dans cette expression, les crochets ne sont la que pour rappeler que I’expression entre
crochets est un courant d’interaction de DIRAC. Ils peuvent donc étre enleves.

Chague terme de la somme a un caractére matriciel, et on sait que le produit de matrices
est toujours associatif. On en déduit :

> a0 ba - 3 (o 3wl ol |- 3 e o)
h,i=1..2 i=1..2 h=1..2 i=1..2
(i h)=(h i (1 1)~ 2)7=(2 1 —=(2 1= 2)=(2 2
S a0 hu = (000 + T ) 50 00 o0 o)
h,i=1..2

(VII1-21)

La suite du calcul utilise une propriété appelée relation de complétude. Pour un
bispineur u, solution exponentielle de I’équation de DIRAC qui a été adoptée dans ce
document, cette relation s’écrit .

+ pl) (VI11-22)

o

_ _ _ 1
S u®a® 4O 4y @@ z_(yap
h=1.2 2

| représente la matrice identité. Le facteur %2 qui apparait par rapport a la formulation
habituelle est lié a la forme particuliére des solutions exponentielles qui ont été retenues.
L’indice muet a obéit a la régle de sommation d’EINSTEIN.

On rappelle que ces solutions ont été choisies car leurs courants de DIRAC sont
identiques au tenseur impulsion énergie de la particule.
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Le signe + s’applique lorsque le bispineur représente une particule, le signe — lorsque
le bispineur représente une antiparticule.

La démonstration générale est donnée dans tous les ouvrages spécialisée et n’est pas
reproduite. Par contre, la notation de ce document étant spécifique, il peut étre utile d’en
donner une illustration sur un exemple, et nous allons utiliser le bispineur ya propose au début
de ce chapitre.

Les détails sont donnés dans les lignes suivantes, encadrées par les lignes en pointillés.
IIs peuvent étre passés pour accéder directement a la suite du calcul de Iamplitude de
diffusion.

oL+
——E?E—JL V1+7, V1+7,
0 0 0
W _ v _ | @0 Ya Va |_ |0y Ya vy
e \/—% 2| v, © 2| n
Y \/_ \j +] Ta Vax+JVay /—Yﬂ (Vax+jvay)
\/2a(1+v0) c L1 ¢ L+,
a

(VI11-23)

Dans un souci d’allegement d’écriture, les composantes de vitesse normalisées par
rapport a la vitesse de la lumiere sont représentées par des lettres majuscules. On en déduit le
bispineur de spin opposé :

0
T

W@ = Qa0 T2 (v, —jv,) (VII1-24)

2 | J1+7,

__Ya vy
az

V1+7v,

Ainsi que les bispineurs adjoints :

GO _ Q0| 0 ——Tta v __ T2 (v _iv
Ua 2 [ +7Ya /—1+'}’a az /—1+’Ya( ax ) ay)
(2): (’an O (1 _ 'Ya V V Ya V
R L e \/1+va< wtiVy) Yy,

La relation de complétude se Vvérifie en calculant séparément les deux termes de
I’égalité (VIII-22).

(VI11-25)

Premier terme :
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ST uud OO 4 u@ye (VI11-26)
h=1..2

Ji+v,
0
O=@ _ Dag Ya__ vy Va Ya :
us’uy’ =—=2= 1+ 0 - V., - V., — |V,
PR ey T R e m(”‘ay)]
’y .
\/ﬁ(vaxﬂvay)
2 _ (VI11-27)
1+ Ya 0 - yaVaz ~Ya (Vax - JVay)
0 0 9 ) 0
_ Y Y :
ugl)ugl):% yaVaz 0 _1+ay Vazz _1+a Vaz(vax_JVay)
a a
2 2
. Ya . Ya 2 2
V., +1]V 0 - V_ V., +]V - V. +V,
Va( ax T ay) 11y, aZ( ax 1) ay) 1+Ya( ax ay)
0
V1+7,
@52 _ Qao| _Ya (V —'V) Va - Va
o = 22 J 0 Ji1+ — V., +]V, V,
a e 2 w/1+ya & v Ya 1/1+ya( & Jay) V1+7, &
__Ya_ vy
1/1+y &
’ (VI11-28)
0 0 0 0
0 1+7, ~7a (Vax + J'Vay) VYaVa
2 2
_ () . Y Y .
uf)ugz):TaO 0 v, (Viy+iVy) —21:% (V2 +v2) 1+aya VAL \VA V)
0 YaVaz 1Za V, (Vax+JV ) _112/ azz
a a
147, 0 -7,V 7o (Ve — iVyy )
0 1+ Ya —Ya (Vax + jVay) Yavaz
2
ugnugluug)af):% Vs, 1a(Vo iV, ) —1Y—a(vfx V2 +V2) 0
a
2
rlVatiVy) -1V 0 v \CRARA)
a
(V111-30)

On utilise la relation suivante pour simplifier les 2 derniers termes de la diagonale
principale :

1
Ya = /—1_ Vaz

Yi(Vazx +Vazy +Vazz) _ YiVaz _ yi -1 =1
- == == =1=7,
1+7, 1+7, 1+y,

(VII1-31)
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On obtient au final la matrice suivante :

1+y, 0 —YaVa —Ya (Vax - jVay)
LOGY 4y @g®@ = Lao 0 L+, ~1alVau + Vs VaVar (V1-32)
e Tl v Ve +ivy,) 11—
YaVaz Ya\Vax T ay Ya
Ya (Vax + jVay) _Yavaz 0 1_Ya

Second terme :

1/, 1 1 o
E(v D, +ol), = E(vopao 1P — 1 Par — 7 Pas + Dol )= E(vopao Y P — 1 Par — 1 Pas )+ 2|

2
(VII-33)
Avec :
10 0 O 0 0 0 V,
. 01 0 O . 0 0 V, 0
Y Pao = Ya®oa 00 -1 0 Y Pa1 = Ya®oa 0 _Vax 0 0
00 0 -1 -V, 0 0 0
0 0 0 —jV, 0 0 V, 0
. 0 0 jV, O o 0 0 0 -V,
Y Paz = Ya®oa 0 iV, 0 0 Y Paz = Ya®opa 0 0 0
-jv, 0 0 0 0 VvV, 0 0
(VI11-34)
En sommant ces résultats partiels, on obtient successivement
Ya 0 (_Yavaz ) —Ya (Vax - jVay)
1 0 1 2 3 ®g, 0 Ya ~Ya Vax + jVay Yavaz
_ypa _Ypa_ypa _Ypa = .
2 ( 0 ! 2 3) 2 YaVa Ya (Vax - JVay) ~Ta 0
Ya (Vax + jVay) - YaVaZ 0 —Ya
Ya +1 0 - Yavaz —Ya (Vax - jVay)
(10— 1Par ~ VPap —1pas )+ 1 = N el b e
A I VA A (R (V%) B A | 0
Ya (Vax + jVay) - Yavaz 0 —Ya +1
(VI11-35)

La relation de complétude est introduite dans la somme des spins :

(i = v, (i (i 1 o vy, (i 1 —(i o v, (@
a0y 0T frud = 3 a0 S (pa + ool frul == 3 a0 (%, + ooy ug?
h,i=1..2 i=1..2 2 2 i=1..2
(V111-36)
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On notera que cette derniére somme est uniquement relative a 1’indice (i).

L’indice a qui a été ajouté dans la parentheése signifie que I’impulsion P, et ’énergie
au repos mo sont relatifs a la particule (a). Le signe + a été retenu, car (a) représente, dans cet
exemple, une particule.

Pour les particules et antiparticule sortantes, on obtient de maniere analogue :

(1) (k) (k) - (1) (K)rp(k) 0 _ =) (K)7(k) (§)]
2 [UcJ YuUq ]_Ud yug ]— 2 u; YuUqg Ug YU = E u; Yu(ud Ug )Yvch
k=12 k=12 jk=L.2

. - 1 - i
_ k) Tk 2 ]
[U(EJ)YHU((j )]:ut(i )’Yvug) - E u((IJ)'YH(’YOLp“ - (Dol)d ’\/VU((:J)
jk=1.2 j=1.2

(VI11-37)

Le signe — a été retenu dans la parenthese car (d) représente, dans cet exemple, une
antiparticule.

Pour poursuivre le calcul vers une solution analytique, 1’étape suivant utilise un

procédé désigné par astuce de CASIMIR. Cette astuce permet d’établir un lien entre la
derniére relation de sommation (V111-37) et la trace d’une matrice désignée par Tr.

Soit a évaluer le produit de trois matrices de nombres complexes A, B, et C. Ces
matrices ne sont pas quelconques : La premiere est une matrice ligne de rang N, la seconde
une matrice carré de rang NxN, et la derniére une matrice colonne de rang N. Chaque terme
de ces matrices est représenté par la lettre minuscule correspondante : a;, bij, ¢j, les indices i
et j varient entre 1 et N.

Le résultat de ce produit matriciel est un nombre complexe.

Ce produit de matrice peut étre écrit en fonction des termes de chaque matrice :

117

ABC=)" abc; (V111-38)
ij

Puisque aj, bij et ¢j sont des nombres complexes, ils peuvent étre commutés :
ABC=> bycpa, (V111-39)
ij
Le produit matriciel CA, ou C est une matrice colonne et A une matrice ligne donne
une matrice NxN. Dans ce cas particulier, la matrice produit s’exprime de maniére simple en
fonction des indicesietj:

[CA]; =cia; =(ca); (V111-40)

Considérons le produit matriciel B(CA). Le résultat est une matrice NxN, dont chaque
terme, de ligne i et de colonne j, est donné par la relation :
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[BCA)], ZN: b, (ca (VIII-41)
k=1

Les termes de la diagonale principale de cette matrice sont les termes pour lesquels
i=j:

[B(CA)], i by i b, (ca); Z bica; (VIII-42)
k=1

=1

La trace de la matrice s’obtient en sommant les termes de la diagonale principale pour
chaque ligne :

T{B(CA)] =ZN: [B(CA)]. i (Z biC; J Z bicja (V11-43)

i=1 i=L \_j=L ij=1

On déduit de (V111-39) et (VI11-43) :

ABC =TH{B(CA)|= Z bicja = TH{(CA)B] (VIII-44)

i,j=1
On peut ainsi transformer, dans les conditions bien particuliéres qui ont été énoncees,
un produit de matrice en un calcul de trace de matrice : c’est ce résultat qui est appliqué dans
la suite du calcul.

----------------------------- Fin des détails sur la I’astuce de CASIMIR---- -—-u-

Dans la relation établie ci-dessus et rappelée pour mémoire :

Ug>y“(ugh>ug“>)wug> :% 3y (Y Pa+®o|) yud (VI111-45)

h,i=1..2 i=1..2
La matrice B est une matrice 4x4 qui correspond a la quantité :
B —v*(yp,, +pl), 7" (VI11-46)

La somme (V111-45) ci-dessus devient ainsi :

>y P =% > A0, + ool uf) =% TluOTOy (%, + ool y")
h,i=1..2 i=1.2 i=1.2

(VI11-47)

Le signe somme passe a travers la fonction trace :

3 ol =2r{ 5 wadr b, vl | (Vi)

h,i=1..2 i=1.2
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On peut a nouveau invoquer la relation de complétude qui s’utilise avec un signe — car
(b) est une antiparticule dans I’exemple traité. On obtient finalement :

3y (T yru® = -,-,((y D, — ol 7" (1P, + ol ) 7") (VI11-49)

h,i=1..2

Le méme traitement peut étre effectué pour la somme des spins des particules ou
antiparticules sortantes.

[ 0y o oy, u0]= TF((Y Do + 0ol )7, (1P — ol )74 ) (VI1-50)

jklZ

On rappelle que le facteur ¥ est du a la forme particuliere des solutions exponentielles
qui sont utilisées.

ZM I\/IF _[ Z [U(J) u(k)Iu(k) vu(J)] Z [U(I)Yuu(h)IUgh)Yvug)]J

h.i,j,k=1..2 j,k=1.2 h,i=1..2
3™, MF=—Tr((v P — ool 7 (r7p, + ooty JTllyp., + 0ol v, (7, — ol )
h,i,j,k=1..2
(V111-51)

Pour obtenir une moyenne sur les spins d’entrée, cette quantité doit encore étre divisée
par 4 :

< ZMFM;> 116 e, ool 1 (7P, + oot by Il + oo L1, (1P, — ot )7, )
h.i,jk=1.2 spins_entrée
p (V111-52)

La suite du calcul consiste a évaluer la trace des sommes et produits de matrices de
DIRAC ci-dessus et enfin a utiliser ces derniers résultats pour déterminer la section efficace
de diffusion.

Les détails sont souvent inclus dans les cours qui traitent de ces sujets. Ils ne présentent
pas d’intéréts particuliers dans le cadre de ce document et n’ont pas été repris.
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I X — La diffusion élastique

La diffusion électrons-muons qui a été traitée dans un chapitre précédent est une
diffusion inélastique, car une partie de 1’énergie cinétique des particules incidentes (électron
et antiélectron) est transformée en énergie de masse des particules diffusées (muon et
antimuon).

Au cours d’une rencontre entre particules lancées a grandes vitesse 1’une contre 1’autre,
il est possible que les deux particules passent 1’'une a coté¢ de 1’autre. Elles vont subir une
influence réciproque, mais leur masse au repos ne sera pas affectée par cette rencontre. Dans
cette situation, I’énergie cinétique est conservée, en ce sens que 1’énergie cinétique totale des
deux particules incidentes est €¢gale a 1’énergie cinétique totale des deux particules diffusées.
On parle alors de diffusion élastique.

La diffusion RUTHERFORD est un exemple de diffusion élastique.

Un autre exemple se rencontre dans la diffusion BHABHA. Cette diffusion met en
ceuvre un électron (a) et un positron (b) en entrée, et on recueille un électron (c) et un positron
(d) en sortie.

Deux processus sont susceptibles de participer a cette réaction.

Le premier consiste en une annihilation de I’électron et du positron entrant, puis a la
création d’un électron et positron sortant : ce processus est analogue a la diffusion électron-
muon.

Le second consiste en une diffusion élastique telle qu’elle a été décrite. Le processus
de diffusion complet comprend donc deux diagrammes de FEYNMAN correspondant a ces
deux processus.

La question se pose de savoir s’il est possible de décrire une diffusion élastique, dans
I’approche énergétique qui a été mise en ceuvre pour traiter la diffusion inélastique.

Pour traiter cette réaction, nous prenons en compte le fait que la seule énergie qui est
échangée est de 1’énergie cinétique. C’est donc cette énergie, et seulement celle-la qui va
participer au processus d’interaction.

Les phases de I’onde de de BROGLIE associées aux particules incidentes et diffusées

sont conservees dans une écriture tres générale, qui ne tient pas compte des simplifications
possibles dans ce cas particulier :
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v v v o

b, =Ya03ao(t—i‘x—ci’y—c—azz} Electron incident
v v v . o

o, = ybcobo[t —?x —%y— C‘;Z z] Positron incident

. (IX-1)

v v e

e = VcOc| t— C—°2XX - C—°2yy —C—szzj Electron  diffusé
\" Vy \ . . ,

d =YdOgqo| =5 A== Y~

by = YO0 t =~ X ——Ly——927 Positron  diffusé

c c c

La conservation de I’énergie s’obtient par la relation présentée dans les chapitres
précédents :

(I)a +¢b = d)c + ¢d (IX_2)

Dans le cas d’une diffusion élastique, la quantité d’énergie conservée qui va participer
a la diffusion suggére d’écrire cette relation sous la forme :

(I)a _d)c = d)d _(I)b (IX-3)

Puisque (a) et (c) (respectivement (b) et (d)) représentent la méme particule (ou
antiparticule) avec une énergie cinétique différente, les quantités de part et d’autre du signe
¢gal sont représentatives de 1’énergie cinétique échangée dans I’interaction.

Le traitement est analogue a celui de la collision inélastique, mais en considérant
uniquement 1’énergie d’interaction(1X-13) ci-dessus.

Ce constat conduit a considérer (a) et (c) comme des particules « entrantes », et (b) et
(d) comme des particules « sortantes ». Il est important de noter ce changement par rapport
a la description de la collision qui a été faite en (IX-1) en termes de particules incidentes et
diffusées. Le lien avec les graphes de FEYNMAN s’effectue en considérant que les particules
ou antiparticules qui interagissent sont celles qui arrivent a un vertex.

Les bispineurs de DIRAC qui participent a I’interaction sont désormais les suivants :

W, : électron « entrant » Yy : positron « sortant »
Y. : électron « entrant » Wq : positron « sortant »
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Wao Uao Yo Upg

| u s _i v Up | j j
y, =| Ve | o] Ve it _y gt wo=| =] T e =ue®

Va2 Uaz Vb2 Upz

Va3 Uas W3 Ups

Yeo Uco Wdo Hao

\V u B y \V u . .
R R RS T wa=| T l=| e =uge

VYe2 Ue, Va2 Uaz

Wes Ucs Was Has

(1X-4)

On forme ensuite la particule équivalente qui correspond a 1’énergie d’interaction. On

obtient pour les particules « entrantes » :

Vo WVao Weo Wao = Veo

Vi Val Va | | Va—VYa
V= =V =V, = - =

) Va2 Veo Va2 = Ve2

Y3 Va3 Wes Waz —Wes

On calcule les courants de DIRAC correspondants :

Jp = WoWo + WiWy + Wy, + Ways
3y = WaWo + VoW + WiV, + WoUs
3y = 1WaWo — JWous + iviv, — iwows
J, = WaWo = WaWi + oWy — Wiy

(IX-5)

(1X-6)

Pour exprimer ces courants en fonction des courants des particules (a) et (c), on

effectue un développement, détaillé ci-dessous sur la composante Js :

3o = WoWo + WiWs + Wou, + Way,
5 {(\V;O i W0 = Weo)+ (Wi — Wi W — W) }
t - * * * *
+ (\Vaz —VYe2 X\Vaz - \ch)+ (\Vas - \VCSX\VaS - \VCS)
J = {\V;o\ljao - ‘V;o\l’co - WZOWaO + \lfzo\lfco + \V;l‘lfal - W;I\Vcl - \VZIWal + \V;\Vcl }
t - * * * * * * * *
VarVa2 = WVarWe2 ~WeaWaz T WeoWe2 t WasWaz ~VazWes = WeaWaz + WesWes

On y retrouve les courants relatifs a chacune des particules (a) et (c) :

it = VaoWao + VarWar + WaoWaz + VasWas
Jot = WeoWeo + WaWa + VeoWer + WeaWes

Ainsi que les courants d’interaction entre les particules (a) et (¢) :

(IX-7)

(1X-8)
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Jaar =~ WioWeo + WiWar + WiaWez + WisWies) (1X-10)
Jea = ~(WioWao + WiaWar + WiaWaz + WigWas)

On peut mettre en évidence la phase de de BROGLIE dans ces courants d’interaction :

— * * * * J (I)a _(I)c — J ¢a _(I)c
‘]act - _(uaouco + Uz Uy +UgpUgp + UgsUes ( ) - _Kacte ( ) (lx_ll)

I * * * ~i(0a—tc) _ “i(0a—tc) — _p* ailda—tc)
‘]cat__(ucoua0+uclual+uc2ua2+uc3ua3 e __Kcate e __Kacte e

Un travail analogue sur les composantes spatiales permet de construire le
quadrivecteur d’interaction :

J J
= - |3
3, =| et T =| (IX-12)
J J
J J

Ce déroulement est repris a I’identique pour les particules « sortantes ». La composante
temporelle des courants d’interaction a pour expression :

_ * * * * =j(dp—0g) _ =i(dp—0
det—_(uboudo+Ub1Ud1+Ub2Ud2+Ub3”d3)9 (4 d)__Kbdte (bo=t) (1X-13)

I * * * i(dp—dg) _ (0p—0¢) _ _pe* ailop—0g)
Jdbt—_(udoubo+Ud1ub1+ud2ub2+Ud3“b3)9 P = —Kgp T =Ky

On calcule ensuite le pseudo produit scalaire d’interaction M entre les particules
« entrantes » et « sortantes » :

M = (’jac + 3, )(‘jbd + ‘jdb): (Racej(% ~0c) Rcae—i(daa—%))(Rbde—J’(%—%) n r(dbej(%—%))
M — Rac'kbdej(d)a _¢c_¢b +¢d) + Rac'kdbej(¢a_¢c+¢b_¢d) + Rca'kbde_j(d)a _¢c+¢b _¢d) + Rca'kdbe_j(‘ba _¢C_¢b+¢d)

(1X-14)
La conservation de 1’énergie impose :
(I)a _¢c+¢b _(I)d =0 (IX_15)
On en déduit :
M = K, K/ tetrte) L KK+ K, Ky + K K it mdemtoroo) (IX-16)

< M >= RaC'Rdb + Rca.kbd

Les deux termes qui composent la valeur moyenne de M sont conjugués, et sont
associés a I’amplitude de diffusion de (a)(c) vers (b)(d), et (b)(d) vers (a)(c).

Si on ne retient que le terme de diffusion de (a)(c) vers (b)(d) :

Mac—>db = Kachb = Kacthbt - Kacx dex - I‘(acydey - Kacz dez (IX']'?)
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Comme dans le cas de la diffusion inélastique, il convient de diviser la quantité M par
le carré de 1’énergie qui participe a la réaction pour construire un terme sans dimension qui
conduira a la probabilité de réaction. Dans ce cas particulier, cette énergie est égale a la
variation de I’énergie cinétique de chacune des particules ou antiparticules incidentes : son
carré est représenté par la variable MANDELSTAM t (V-12).

Le terme qui apparait dans la probabilité de réaction est donc proportionnel a la
quantité :

Mac—>db (IX-18)

Ce terme est effectivement présent dans le calcul du graphe de FEYNMAN
correspondant.

On notera que dans ce cas particulier la particule qui diffuse est de méme nature que

la particule incidente, ce qui indique que sa masse au repos est identique. Il s’ensuit que la
variable de MANDELSTAM t (V-12) prend nécessairement une valeur négative.
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X - Le Photon de DIRAC

Le formalisme d’interaction présenté dans les chapitres précédents permet de traiter
I’interaction entre particules et antiparticules.

Ce formalisme aurait une portée plus générale, s’il permettait de traiter également
I’interaction avec des photons, car il pourrait étre utilisé sans distinction entre particule
massive, antiparticule, et photon.

Nous conjecturons qu’une telle possibilité existe, si le photon peut étre considéré
comme une particule de DIRAC sans masse.

Il est connu que le photon possede une énergie et une impulsion, et donc qu’il peut étre
représenté par un quadrivecteur énergie-impulsion.

Nous admettrons qu’un photon peut étre considéré comme une particule de DIRAC
s’il vérifie les deux conditions suivantes :

- Il est représenté par une solution exacte a 1’équation de DIRAC.
- Laquadrivecteur des courants de DIRAC est identique au quadrivecteur impulsion
énergie de la relativité restreinte.

1
o Ve
_ |k, ¢
p=n * |=ho| Vy (X-1)
k,c
c
k,C Vv,
c

Pour un photon de pulsation o, les solutions sont recherchees sous la forme
d’exponentielles complexes ¢/® ou €7® avec une phase de de BROGLIE :

v
¢:(cot—kxx—kyy—kzz):(o(t—%x—c—;’y—%zj (X-2)

Ces solutions sont associées a la relation de conservation de 1’énergie, qui dans ce cas
particulier représente uniquement de 1’énergie impulsionnelle :

ViV 4V =c? (X-3)
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Les bispineurs qui représentent le photon sont solutions de 1’équation de DIRAC
obtenue en enlevant le terme relatif a la masse :

O:ja\llo +j8w3+6w3+j5wz

oct) ~ox oy oz
0=j Oyy OV OV, .0Vs
o(ct) ox oy 0z
0=—] VY, _ja\lfl _ 0y, _ja\Vo
o(ct) “ox oy 0z
_ s 0y, +6\|10 +ja\V1
o(ct) ox oy 0z

(X-4)

On peut verifier que les expressions ci-dessous sont des solutions exactes du systeme
de DIRAC (X-4).

1 0 v, Vi — vy
0 1 c C
\/@ Voo grie [BO) Vxm Yy Jesio [OE Ve E Wy gy 0L Vs e g
2 c 2 c 2 c 2 c
Vy + ij v, 1 0
c c 0 1

Les courants de DIRAC sont identiques pour chacune des solutions ci-dessus. Un
calcul explicite est détaillé pour le premier élément de (X-5) :

3L =WoWo + WiV + VoW, + Way,

S RORCEO

Iy = WaWo + Ways + WiW, + Yoy,

V, —jVv, V,+]jV
szh_w Wy Yt Yy =ho)£=hckX
2 c c c (X-6)

3, = JWaWo — jwaw + IWiw, — jwows

V, — |V, V,+]V \
Jy:jh_m{ X J y X J y}zh(D—yZthy
2 C C C

J, = W50 — WaWs + VoW, —WiVs
], =h—m(ﬁ+ﬁj — ho Y2 = ek,
2{c ¢ c

Au vu de ces résultats, nous admettons que le photon peut étre considéré comme une
particule de DIRAC. Sa représentation pourra étre 1’une quelconque des solutions (X-5) ci-
dessus. On notera que la phase de I’exponentielle peut étre indifféremment (+¢) ou (-9).

D’autres éléments, bases sur une analyse energétique modale et présentés dans le
chapitre XXXII de ce document, plaident également en faveur d’une représentation du photon
comme particule de DIRAC.
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Cette conception est en contradiction avec 1’idée couramment admise que les solutions
de I’équation de DIRAC ne représentent que des particules de spin %2. Nous poursuivons
malgré tout le développement de ce chapitre, en prévenant le lecteur qu’il est a contre-courant
des idées majoritaires.

Si on admet que le photon est une particule de DIRAC, alors il doit participer aux
réactions de diffusion de maniere analogue aux particules et anti particules massives.

Pour illustrer cette conception, considérons un des diagrammes de diffusion de 1’effet
COMPTON.

Un photon est incident sur un électron. La particule équivalente en entrée cumule
I’énergie impulsionnelle du photon incident avec 1’énergie impulsionnelle de 1’électron. La
particule équivalente en sortie cumule I’énergie impulsionnelle du photon diffusé avec
I’énergie impulsionnelle de ’¢lectron diffusé.

On considére qu’il s’agit d’une diffusion inélastique, car le photon incident est absorbé
par I¢électron. Cela conduit a mettre en ceuvre une démarche analogue a la diffusion électron-
muon du chapitre VII.

On désigne par :
- ya le bispineur de DIRAC qui représente 1’¢électron incident
-y le bispineur de DIRAC qui représente le photon incident
- yc le bispineur de DIRAC qui représente 1’électron diffusé
- yd le bispineur de DIRAC qui représente le photon diffusé

Wao Uao Voo Uno
u . i u . .
T T R TS wo=| =] et = uetie
Va2 ua2 W2 sz
\VaS ua3 Wb3 ubg
(X-7)
Weo Uco Vo Udo
Ug | s i u ' '
Wc = \Vcl = cl e*Jd)c = uce*J¢c \Vd = Wdl = “ eij% = udeimd
\ch uc2 \de udz
WYes Ucs Was Uds
On forme la particule de DIRAC équivalente aux deux particules incidentes :
Wy Wao Who Wao T Who
3 Va Wt Va + Vi
L I R T I E I e (X-8)
v, Va2 \JY; Va2 T W
Yy Va3 Y3 Yaz + Wps

On calcule les courants de DIRAC de la particule équivalente. On y retrouve les
quadrivecteurs impulsion-énergie de 1’¢électron et du photon, plus les courants d’interaction.
On obtient par exemple pour la composante temporelle :
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Jat = W;O\Vbo + W;l\i!bl + \V:2\Vb2 + \V:3Wb3

. . . X (X-9)
Jpat = WpoWao + WpWar + WpaWar + Wp3Was

On fait apparaitre la phase de I’onde de BROGLIE dans ces courants d’interaction. Sur
I’exemple de la composante temporelle, on obtient :

_ (i * * * i(9atdn) _ i(0atd)
Jape = (uaOubO T UgqUpy + UgoUp, + Uasubs)e V=K (X-10)
—{i* * * * —i(0atdp) _ ~i(6a%6s)

Jpat = (Ubouao +Up Uy +UpoUgy + Ubs,uaa)e = Kpa ’

En ajoutant les composantes spatiales, on obtient le quadrivecteur d’interaction :

‘]ab + -jba — Rabej(d)aid)b) + kbae_j(d)a i(')b) (X_ll)

Le travail est en tout point analogue pour 1’électron et le photon diffusé :

ch + ?]-dc — Rcdej((bc id)d) + Rdce_j((bc id’d) (X_lz)
On effectue le pseudo produit scalaire M des interactions (a)(b) et (c)(d).

M = (Rabej(%mb) N r(bae—J(m%))(Rcdej(¢ci¢d) + Rdce—j(¢ci¢d))
M = K, K el rdeibe) L KK elbotttette) L KK @ Tlbattotetbe) | K pllbatts tictta)
(X-13)

Les seuls termes qui ont une valeur moyenne non nulle sont ceux dont la phase respecte
la conservation de 1’énergie :

< M >= Rab.kdcej(¢a +¢b _q)c_‘bd) + Rba.kcde_j(¢a+¢b_¢c_¢d) = Rab.kdc + Rba'kcd = Rab'kdc + R;b.kzd
(X-14)

Chacun de ces deux termes est associé a I’amplitude de diffusion de (a)(b) vers (c)(d)

et (c)(d) vers(a)(b).
<M>=My, ,eq + Moy (X-15)

Il reste pour terminer a normaliser ce terme par rapport au carré de 1’énergie totale qui
participe a la réaction.

Le carre de cette energie est donné par la variable de MANDELSTAM s (V-11), a
laquelle on doit retirer le carré de ’énergie de masse de I’¢lectron (les énergies qui
interagissent sont les énergies impulsionnelles). Dans la notation de ce document, I’amplitude
de diffusion est proportionnelle au terme :

Mab—>cd (X'16)

s—(YaWao )

Le calcul de diffusion pour une polarisation donnée de chaque particule incidente et
de chaque particule diffusée est termine.
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Dans le cas d’une diffusion ou la polarisation des particules n’est pas connue, il
convient de faire la moyenne des amplitudes de diffusion sur les particules incidentes, et la
somme sur les particules diffusées.

Cette somme peut étre effectuée de manicére élémentaire d’un point de vue
informatique. Elle est par contre d’une complexité certaine si I’on souhaite aboutir a une
formulation analytique comme dans le chapitre VIII. Le travail engagé dans ce sens n’est pas
abouti a ce jour.

La différence par rapport au traitement qui a été effectue au chapitre V1l réside dans
le fait que le photon, tel qu’il est décrit dans ce document posséde 4 états de polarisation qui
sont donnés en (X-5). Cette propriété est liée au fait que le photon est également son
antiparticule, et qu’on ne peut distinguer expérimentalement un photon particule d’un photon
antiparticule.

L’électron a 2 états de spin, ce qui conduit a 2X4 = 8 combinaisons de polarisation
pour les particules incidentes, et autant pour les particules diffusées. 1l faut donc sommer 8X8
= 64 amplitudes de diffusion pour obtenir I’amplitude de diffusion d’un état non polarisé.
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X1 - Conclusion

La notion de diffusion de particules fait partie des sujets les plus complexes de la
physique contemporaine. Sa compréhension résulte des travaux de recherche et
d’expérimentation d’innombrables chercheurs, sur une période qui atteint désormais pres d’un
siécle.

Elle s’appuie sur la théorie quantique des champs et sur les graphes de FEYNMAN,
qui constituent un des outils les plus puissants inventés par I’homme pour effectuer des calculs
sur un phénomene physique.

Cet outil est quelquefois présenté comme un outil proche des techniques de
I’ingénieur : on admet sa validité démontrée a 1’aide de théories complexes, et on I’applique
en utilisant des régles rigoureuses, avec peu d’interrogation sur la physique qui est sous-
jacente a chacune de ses regles.

Dans une approche énergétique de la diffusion, on tente d’ouvrir une autre porte
d’entrée sur cet univers bien particulier. L’ouverture proposée est modeste, et fragile sur bien
des points, mais elle essaie de décrire les phénoménes au plus pres des échanges qui
interviennent dans une vision énergétique de la physique. Elle ne rivalise en rien avec les
graphes de FEYNMAN qui ont une portée plus générale, mais elle semble apte a en simplifier
quelques éléments de calcul et de compréhension.

La cohérence de I’approche énergétique qui est présentée tient au fait qu’elle décrit
dans les mémes relations, a la fois les propriétés relativistes des particules supposées
ponctuelles, et les propriétés statistiques des particules quantiques.

En prenant les valeurs moyennes des courants de DIRAC, on obtient les quadrivecteurs
impulsions qui représentent les propriétés macroscopiques des particules.

En prenant la valeur moyenne du pseudo produit scalaire de ces courants, on obtient
les amplitudes de diffusion qui représentent les propriétés statistiques quantiques de ces
particules.

L’approche proposée peut étre résumée de la maniére suivante :

- On définit une particule équivalente en entrée. Cette phase nécessite une
analyse simple du systeme suivant le type de diffusion.

- On calcule les courants de DIRAC de cette particule équivalente. Ces courants
font apparaitre les quadrivecteurs impulsion-énergie de chacune des particules, plus des

courants d’interaction.

- On procede de méme pour les particules diffusées.
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- On fait le pseudo-produit scalaire M des courants d’interaction d’entrée et des
courants d’interaction de sortie. La valeur moyenne de M permet d’extraire le terme
représentatif de la diffusion entrée-sortie ou sortie-entrée en utilisant la relation de
conservation de 1’énergie.

- On normalise ce terme par rapport a 1’énergie totale qui a interagi dans la
diffusion.

Le résultat obtenu est proportionnel a I’amplitude de diffusion du cas particulier qui
est traité. Pour traiter une diffusion non polarisée, il faut ensuite faire la somme de tous les cas
de diffusion possibles, suivant les états de spins des particules d’entrée et de sortie, et enfin
faire la moyenne sur les spins d’entrée en divisant par le nombre de cas possibles en entrée.

La démarche adoptée dans ce document est complétement déterministe et ne laisse
aucune place a des principes pourtant souvent qualifiés de fondamentaux comme le principe
de complémentarité, et le principe de superposition.

Ces principes ont été adoptés dans les débuts de la mécanique quantique afin de
prendre en compte un ensemble de faits expérimentaux que les premiers éléments de théorie
ne permettaient pas d’expliquer.

D’un point de vue expérimental, la notion de gouttelettes marcheuses montre que ces
principes ne sont pas nécessaires pour expliquer les phénomeénes d’interférence et de
diffraction.

D’un point de vue théorique, la construction de plus en plus élaborée du monde
quantique ne repose a aucun moment sur ces principes.

Du point de vue de I’auteur, ils doivent €étre abandonnés, car ils ne sont plus d’aucune
utilité dans la compréhension des phénomenes quantiques.

Cet abandon qui semble inéluctable a plus ou moins court terme aura des
conséquences. En particulier, le caractére deterministe qui émerge a la fois en théorie et
expérimentation indique qu’il n’est pas envisageable de construire des ordinateurs quantiques
sur la base du principe de superposition, qui est un principe non physique.

Pour autant, il est certain que les progres de la physique quantique permettront des
progres significatifs dans I’informatique quantique, a la fois dans I’accroissement de la vitesse
des horloges de base, mais également, si on ne censure pas son imagination, dans la conception
de portes logiques photoniques, dans I’utilisation d’une base 4 (4 états de polarisation) au lieu
de 2, ...etc.
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