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❆❜str❛❝t

❚❤✐s st✉❞② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ s②st❡♠ ✭r❡s✐♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✜❜❡rs r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t✮
✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♥❛♠❡❧②
❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛❧❜❡❞♦✱ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡s❡
✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts
♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲
❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✕◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞
s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♥✐♦♠❡tr✐❝ s②st❡♠ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✹ ❛♥❞ ✷✳✺ µ♠✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
❛ss❡ss t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❘❚❊✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r♦✉❣❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡s✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s st✉❞② ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡s t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡♥②❡② ❛♥❞ ●r❡❡♥st❡✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ❛ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ t♦❞❛② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t♦ t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❛❧
❢❡❛t✉r❡s ♥❛♠❡❧②✱ ❧✐❣❤t♥❡ss✱ s♦❧✐❞✐t② ❛♥❞ r✐❣✐❞✐t② ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦sts✳ ■♥ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❛✉t♦♠♦t✐✈❡✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣✱ ❛❡r♦s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❡❢❡♥s❡✱ ❧✐❣❤t ♦r ❧❛s❡r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❛
♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❆ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ♦♣t✐❝❛❧❧② r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s✱ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s✉❝❤ ❧✐❣❤t ❛♥❛❧②s✐s✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✳

▼❛♥② st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠❡✲
❞✐❛ ❬✶✕✹❪✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ t♦ ❤✐❣❤ ♣♦r♦s✐t② ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❢♦❛♠s ❬✷✱ ✺✕✶✵❪✱ ✜❜r♦✉s ♠❡❞✐❛
❬✸✱ ✶✶✕✷✷❪ ❧♦✇ ♣♦r♦s✐t② ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝❛ ❛❡r♦❣❡❧ ❬✷✸❪✱ ❣❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜✉❜❜❧❡s ❬✷✹❪ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ❝❡r❛♠✐❝s
♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ s✐♥t❡r✐♥❣ ♦❢ ♣♦✇❞❡r ❝♦♠♣❛❝t ❬✶✱ ✷✺✱ ✷✻❪✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ❡♥t✐r❡❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦❛♠s ❛♥❞ ✜❜r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✮ ♦r ♦♣t✐❝❛❧❧②
s♠♦♦t❤ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✮✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞
t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❊①✐st✐♥❣ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣♦❧②♠❡rs ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤
❣❧❛ss✱ ❝❡r❛♠✐❝ ♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❬✷✼✕✸✵❪✱ ♥❡✇ ❛❜❧❛t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥
s②st❡♠s ❬✸✶❪✱ ❛♥❞ s♦❧❛r ❡♥❡r❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✷✕✸✹❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❞❡❛❧s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡
tr❛♥s❢❡r ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✇♦✈❡♥ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥
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st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❧✐❣❤t
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠❡❞✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ t❤❡♦r② ❬✸✺✱ ✸✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r✐❣♦r♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐s ♥♦t
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② s✐③❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡
r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❬✸✼✕✸✾❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❘❚❊✮✳ ❲❤❡♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t✇♦ ❘❚❊✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✿ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✲
✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❘❚❊ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❡✳❣✳ ❛ s❛♠♣❧❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦✲t♦♠♦❣r❛♣❤② t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛t❡r r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ r❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡✲
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❬✹✵✱ ✹✶❪✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❢❡✇❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜✉t ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
❯s✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❍P❆✮ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲❘❚❊✳ ❚❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✈❡r② ❢❛st ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧
r❡❛❝t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ♣r❡✈❛✐❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ t❤♦s❡
❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ✭▼P❆✮ ♦r ♠✉❧t✐✲❘❚❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❬✹✵✱ ✹✶❪✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❘❚❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❘❚❊ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥✲
s✐t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦st❧② ✉♥❦♥♦✇♥ r❛❞✐❛t✐✈❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳

❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐♥✈♦❧✈❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❘❚❊ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮
❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt✐✈✐t✐❡s✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❘❚❊✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❘❚❊ ❛r❡ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧
❤❛r♠♦♥✐❝s ❬✹✷❪✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✭❉❖▼✮ ❬✹✸❪✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✹❪✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞ ❬✹✺❪✱ t❤❡ ③♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✼✱ ✹✽❪✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ✐ts
♦✇♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❬✸✽❪✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t r❡s♦❧✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛♦rt✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ▼❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❢❛r ❜❡tt❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ▼❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❘❚❊ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥
▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐s♦❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼✐❡ t❤❡♦r②✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛r❛❝✲
t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✹✾❪ ♦r ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❘❚❊
❛♥❞ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✺✵❪✳ ❇❛✐❧❧✐s ❛♥❞ ❙❛❝❛❞✉r❛ ❬✺✶❪ r❡❝♦♠♠❡♥❞
t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ s❝❛tt❡r❡r ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐s♣❡rs❡❞
♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❢♦❛♠✱ ♣♦r♦✉s ❝❡r❛♠✐❝ ❛♥❞ ✜❜r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ r❛② tr❛❝✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛t✲
tr❛❝t❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ t❤❡s❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❬✹✶✱ ✺✵✱ ✺✷✕✺✹❪ ❜✉t s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♠❡❞✐❛ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❍❛❧❡ ❛♥❞ ❇♦❤♥ ❬✺✺❪✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧
r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦s✱ ❑✉❤♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♠❡t❤♦❞ ❜✉t ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡
❛❧❜❡❞♦ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❜r♦✉s ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ◆✐❝♦❧❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❛♥❞ ❍❡♥r② ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ✉s❡
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ❜② ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs s✉❝❤ ❛s ❘❛♥❞r✐❛♥❛❧✐s♦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❈♦r❛② ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❛❞✐❛t✐✈❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♥❡❡❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s s❡r✐❡s ♦❢ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦s ♦❢

✷



◆✐❝♦❧❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
s✐♠♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❍❡♥②❡② ❛♥❞ ●r❡❡♥st❡✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡♥❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜✉t r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ❛ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❞❡t❡❝t♦r
♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❣♦♥✐♦♠❡tr✐❝ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡♥❛❜❧❡s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✻✵❪ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡
❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❛t❛✳

■♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s tr❛♥s♣❛r❡♥t ♦r ♦♣t✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❜② ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❋r❡s♥❡❧✬s ❧❛✇s ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣✴❧❡❛✈✐♥❣
t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ❢r♦♠ ❛ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❛✈✐s ✐♥ ✶✾✺✹ ❬✻✶❪✳ ❚❤❡♥✱
s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ♦♥ ♣❡r❢❡❝t❧② r❡✢❡❝t✐♥❣ ♦r
♦♣❛q✉❡ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s ❬✻✷✕✻✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐❝s ❢♦r ♦♣❛q✉❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥❝❡r♥
✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝❡❧❧s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❡①❛❝t s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❬✻✺✱ ✻✻❪✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❬✸✹✱ ✻✼❪✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛♠❜❡rt ❝♦s✐♥❡ ❧❛✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝❡❧❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳
▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ r❛②s ♦♥ ♠❡t❛❧❧✐❝
s✉r❢❛❝❡s ❬✻✽❪ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t s❛♠♣❧❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❬✻✾❪✳

❖✉r ✇♦r❦ ❛✐♠s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❞✐s♣❡rs❡❞ ♠❡❞✐❛✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r♦✉❣❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♠❛❞❡ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ✜❜❡rs r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥ts ❛♥❞
r❡s✐♥ ♠❛tr✐①✳ ❆♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✕◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞✳ ❆❢t❡r✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ ▼❈ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❘❚❊ ❛♥❞ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡✈✐❝❡ t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✲❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s
❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s

✷✳✶✳ ▼❛t❡r✐❛❧s

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ❧❛♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥ ❡♣♦①② r❡s✐♥ ❛♥❞ ✜❜❡r❣❧❛ss
r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❛✐r❝r❛❢t str✉❝✲
t✉r❡s✳ ▲❛♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ❧❛②❡rs ✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♠❡r
r❡s✐♥✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐s ❛ ❦❡② ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ♣❧✐❡s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❛t ✵
♦r 90◦ ❛♥❞ t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝✉r✐♥❣ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜②
t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥ts ❣✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
str❡♥❣t❤ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✐♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦❤❡s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❜❡rs ❛♥❞ s♣r❡❛❞s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
str❡ss❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ✹✱ ✽ ❛♥❞ ✶✻ ♣❧✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✼✻ ♠♠✱ ✶✳✺✵ ♠♠ ❛♥❞ ✸✳✻✵ ♠♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❡♣♦①② r❡s✐♥ ✭▼✶✵❘ t②♣❡✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❜♦✉t ✹✸✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♦❢ t❤✐s r❡s✐♥ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✹✾ ❛♥❞ ✶✳✺✽✳ ❊✲❣❧❛ss t②♣❡ ❣❧❛ss ✜❜❡rs ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ✷✳✺✻ ❣✴❝♠3 ❛♥❞ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✻✳ ❚❤❡ ✜♥✐s❤❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r❡♣r❡❣ ✭r❡❢✳ ❍❡①P❧② ❘© ❉r❛❢t ▼✶✵❘✴✹✸✪✴✽✷✸✮ ❢r♦♠ ❍❡①❝❡❧ ❈♦♠♣❛♥② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛♥❞
❤❡❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛✉t♦❝❧❛✈❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t②
r❡❛s♦♥s✳

✸



✷✳✷✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❲❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦✲❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭µ✲❈❚✮ ✐♠❛❣✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠✲
♣❧❡s✳ ❚❤❡ µ✲❈❚ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈❥t♦♠❡❥①✱ ●❊ ❙❡♥s✐♥❣ ❛♥❞ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s P❤♦❡♥✐① ❳❥r❛②✱ ✶✻✵
❦❱✱ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✺ µ♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❞❡♣✐❝ts ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ✽ ♣❧✐❡s s❛♠♣❧❡
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✽✶✵ ♣✐①❡❧s ❜② ✼✽✵ ♣✐①❡❧s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡
✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧t❡r♥❛t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝r♦ss✲♣❧② ❧❛♠✐♥❛t❡✳ ❊❛❝❤ ✜❜❡r str❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❣❧❛ss ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❡t❡r r❛♥❣❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ ✈❡r② ❞❛r❦
❛r❡❛s ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡② ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛✐r ❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡s ❡①❤✐❜✐t
♠✐❝r♦ ♣♦r♦s✐t② ✭♣♦r❡ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❝r♦♠❡t❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♠♣r❡❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✽ ♣❧✐❡s s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r t❤❛t
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❛♠s tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s✉❝❤ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r❣♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s
✭✜❜❡rs ❛♥❞ ♠✐❝r♦ ♣♦r♦s✐t✐❡s✮ ❛s t❤❡② tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❳✲r❛② t♦♠♦❣r❛♣❤② s❝❛♥ ♦❢ ❛ ✽ ♣❧✐❡s ❣❧❛ss✲❡♣♦①②
❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✽✶✵ ♣✐①❡❧s ① ✼✽✵ ♣✐①❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ✽ ♣❧✐❡s ❣❧❛ss✲❡♣♦①② s❛♠♣❧❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ①✲r❛② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡
✐♠❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✺✵✵ ① ✺✵✵ ① ✺✵✵ ✈♦①❡❧s✳

✸✳ ▼❡t❤♦❞

✸✳✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❘❚❊ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠❡❞✐✉♠
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦❧❞ ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥② s❡❧❢✲❡♠✐ss✐♦♥✮ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡ ❘❚❊ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ✐s t❤❡♥
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ❬✸✽✱ ✹✽❪✿

∂Iλ(s, θ, ϕ)

∂s
= −(κλ + σλ)Iλ(s, θ, ϕ) +

σλ

4π

∫ 4π

0

Φλ(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)Iλ(s, θ

′, ϕ′)dω′ ✭✶✮

✇✐t❤ Iλ(s, θ, ϕ) t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢
❛♥❣❧❡s (θ, ϕ) ✇✐t❤ θ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ϕ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡✱ dω′ = sinθ′dθ′dϕ′ t❤❡ ✉♥✐t s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ κλ

t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ σλ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Φλ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❤❡r❡ ❜② t❤❡
❍❡♥②❡② ❛♥❞ ●r❡❡♥st❡✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ gλ ✐s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢❛❝t♦r ❬✸✽❪✿

Φλ =
1− g2λ

(1 + g2λ − 2gλcosγ)3/2
✭✷✮

✹



γ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛② ❜❡❢♦r❡ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥✐t
βλ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ωλ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠✱ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

βλ = κλ + σλ ✭✸✮

ωλ =
σλ

κλ + σλ
✭✹✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤
µ = cosθ✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛♥❞ y ♦❢ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞
❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛③✐♠✉t❤❛❧ s②♠♠❡tr② ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❛s ❛♥❛❧②s❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❊qs✳ ✸✷ ❛♥❞ ✸✸✮ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ s0 = (x, y, z = 0)
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

I(s0, θ, ϕ) = (1−r12(µ0, µ))I(s0, θ0, ϕ0)+

∫ 2π

0

∫ 1

0

r21(µ
′, µ)I(s0, θ

′ϕ′)µ′dµ′dϕ′, 0 ≤ θ <
π

2
, θ′ = cos−1µ′+

π

2
✭✺✮

I(se, θ, ϕ) =

∫ 2π

0

∫ 1

0

r21(µ
′, µ)I(se, θ

′, ϕ′)µ′dµ′dϕ′,
π

2
< θ ≤ π, θ′ = cos−1µ′ ✭✻✮

✇✐t❤ se = (x, y, z = e) t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ③✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ r❡❢❡r❡♥❝❡
❛♥❞ e t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

I(s0, θ, ϕ) = r12(µ0, µ)I(s0, θ0, ϕ0)+

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1−r21(µ
′, µ))I(s0, θ

′, ϕ′)µ′dµ′dϕ′,
π

2
< θ ≤ π, θ′ = cos−1µ′+

π

2
✭✼✮

I(se, θ, ϕ) =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1− r21(µ
′, µ))I(se, θ

′, ϕ′)µ′dµ′dϕ′, 0 < θ ≤
π

2
, θ′ = cos−1µ′ ✭✽✮

r21(µ
′, µ) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ✐♥❞❡① i ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s✐♥❡

µ′ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s✐♥❡ µ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ i ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ j✳
❚❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✴tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✭ρ”✴τ”✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡✢❡❝t❡❞✴tr❛♥s♠✐tt❡❞
❜② t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s0✴se ❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡s θ ❛♥❞ ϕ✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉①✳

ρ”(θ, ϕ) =
I(s0, θ, ϕ)

I0µ0dω0
, µ = cosθ,

π

2
< θ ≤ π ✭✾✮

✺



τ”(θ, ϕ) =
I(se, θ, ϕ)

I0µ0dω0
, µ = cosθ, 0 ≤ θ <

π

2
✭✶✵✮

I0µ0dω0 ✐s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ✢✉① ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ I0 = I(s0, θ0, ϕ0) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ dω0 ✐s t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉①✱ ❛♥❞ µ0 = 1 ❛♥❞ ϕ0 = 0 ❢♦r ❛ ❜❡❛♠ ♥♦r♠❛❧❧②
✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ s②♠♠❡tr② ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♠❛❦❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③✲❛①✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ϕ ✐s
♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② r❡❛s♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✿ ρ”(θ) = ρ”(θ, ϕ) ❛♥❞
τ”(θ) = τ”(θ, ϕ)✳
❋♦r r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❝t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ❊qs✳ ✭✺✮ t♦ ✭✽✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝❡❧❧s✱ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✸✹✱ ✻✼❪✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✼✵✱ ✼✶❪✳ ❯♥❞❡r s✉❝❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞
❧✐❣❤t ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t t❡r♠s✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❞✐✉♠ i ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ j✱
rij(µ

′, µ) ✐s t❤✉s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

rij(µ
′, µ) = Rij(µ

′)p(µ)Cfij ✭✶✶✮

Rij(µ
′) ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❋r❡s♥❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❡❞✐❛✳ p(µ) ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ t♦ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s✐♥❡ µ✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❧❛✇✱ ❊q✳ ✭✶✷✮ ❬✸✾❪✱ ♦r ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✶✸✮ ❬✼✷❪✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❜❡tt❡r r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❡❝t✐♦♥✳

p(µ) = µ ✭✶✷✮

p(µ) = e
−(cos−1µ)2

2σ2
G ✭✶✸✮

✇✐t❤ σG t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ ❊q✳ ✭✶✶✮✱ Cfij ✐s ❛ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❢❛❝t♦r t❤❛t ❛✐♠s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐✈✐t② Rij ❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦✉❣❤
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r ❛ss❡ss❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
λ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✼✶❪✿

Cfij = e−
1
2 (

2πRa(ni−nj)

λ
)2 ✭✶✹✮

❲✐t❤ ni ❛♥❞ nj t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ i ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ j✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ Ra t❤❡ r♦♦t✲
♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❋♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧❧② s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss Ra = 0✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r
Cfij ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✶✹✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞
r❛❞✐❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❊qs✳ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✱ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❜♦t❤ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ p(µ′, µ) = 1 ✐❢ µ′ = −µ ❛♥❞ p(µ′, µ) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡
r♦✉❣❤♥❡ss Ra ❛❧♦♥❡ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦❡s
♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
r♦✉❣❤♥❡ss Ra ❣✐✈❡s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ r♦✉❣❤♥❡ss ❬✸✽❪✳ ❆s
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❊q✳ ✭✶✹✮✱ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✼✶❪✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥✈♦❧✈❡s s✐① ✉♥❦♥♦✇♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βλ✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛❧❜❡❞♦ ωλ✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r gλ ♦❢
t❤❡ ❍❡♥②❡② ❛♥❞ ●r❡❡♥st❡✐♥ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Cf21✱ Cf12 ❛♥❞
σG✳

✸✳✷✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❘❚❊✱ ❊q✳ ✭✶✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❊qs✳ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✻✮✱ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞
▼❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❋❧❡❝❦ ❬✹✼❪
❛♥❞ ❧❛t❡r ❜② ❍♦✇❡❧❧ ❛♥❞ P❡r❧♠✉tt❡r ❬✹✽❪✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤✉s
❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✻



❇r✐❡✢②✱ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② tr❛❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ N ♣❤♦t♦♥ ❜✉♥❞❧❡s✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞
❛s r❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✳ ❆ r❛② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✱
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ✢♦✇❝❤❛rt ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇ r❛② ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♥♦r♠❛❧❧② t♦ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ✭µ = 1✮ ❛t t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ z = 0✳ ■t ♠❛② ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ ♦r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st✳ ❚❤❡ r❛② ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛♥❞ ❡♥t❡rs t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐❢✿

ξr12 > R12(1)Cf12 ✭✶✺✮

❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r❛② ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳ ❆ ❝♦✉♥t❡r ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ r❛②s ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ❝♦s✐♥❡ µ✱ Nr(µ)✱ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ r❛② ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❛② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
♣♦❧❛r θ ❛♥❞ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡s ϕ ✇✐t❤ µ = cosθ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ r❛② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② s♦❧✈✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✻✮✳

ξr,µ =

∫ 0

µ
p(|µ′|)dµ′

∫ 0

−1
p(|µ′|)dµ′

❛♥❞ ϕ = 2πξr,ϕ ✭✶✻✮

✇✐t❤ p(µ) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✶✷✮ ♦r ✭✶✸✮ ❛♥❞ ξr,µ ❛♥❞ ξr,ϕ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❞r❛✇♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ r❛② ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠
♦❢ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡ ❝♦s✐♥❡ µ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ϕ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s r❡✢❡❝t❡❞ r❛②s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳
✭✶✼✮ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ξt,µ ❛♥❞ ξt,ϕ✳

ξt,µ =

∫ µ

0
p(|µ′|)dµ′

∫ 1

0
p(|µ′|)dµ′

❛♥❞ ϕ = 2πξt,ϕ ✭✶✼✮

■♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ r❛② ✇✐❧❧ tr❛✈❡❧ ❜❡❢♦r❡ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Λ = −
ln(ξ)

βλ
✭✶✽✮

❆t t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❛②✳

ξ > ωλ ✭✶✾✮

■❢ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡ r❛② ✐s ❛❜s♦r❜❡❞✱ ❛ ❝♦✉♥t❡r ♦❢ ❛❜s♦r❜❡❞ r❛②s Na ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ r❛② ✐s
❧❛✉♥❝❤❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r❛② ✉♥❞❡r❣♦❡s s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ r❛② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❜❡❧♦✇ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❡♥②❡② ❛♥❞ ●r❡❡♥st❡✐♥ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ξµ ❛♥❞ ξϕ✳

µ =
1

2g

[

1 + g2 −

(

1− g2

1− g + 2gξµ

)2
]

❛♥❞ ϕ = 2πξϕ ✭✷✵✮

❲❤❡♥ t❤❡ r❛② ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✉t ♦r r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st✳ ❚❤❡ r❛② ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ ✐❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ξr21✳

ξr21 < R21(µ)Cf21 ✭✷✶✮

■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ r❛② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡ r❛② ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ ♦r ❡①✐ts ❢r♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❊q✳ ✭✷✶✮✱ ✐s ♥♦t tr✉❡✱ t❤❡
r❛② ❧❡❛✈❡s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ r❛② ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①✐t ❜♦✉♥❞❛r②
✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ z = 0✱ t❤❡ r❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ r❛② µ ✐s
❛❣❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ r❛②s ✐♥t♦ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ Nr(µ) ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳ ◆♦✇✱
✇❤❡♥ t❤❡ ❡①✐t ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t z = e✱ t❤❡ r❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s✱ ✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✭✶✼✮ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ r❛②s Nt(µ) ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳

❚❤❡ s✉♠ ♦❢ Nr(µ) ♦✈❡r ❛❧❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s (−1 ≤ µ < 0) ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s
N r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ Nt(µ) ♦✈❡r ❛❧❧ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
(−1 ≤ µ < 0) ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s N r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✼



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❞ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ s❡♠✐✲
tr❛♥s♣❛r❡♥t r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❚❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ♦r r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s✐♥❡ µ = cosθ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ∆ωθ✳

ρ”(θ) =
Nr(µ)

Nµ∆ωθ
✭✷✷✮

✽



τ”(θ) =
Nt(µ)

Nµ∆ωθ
✭✷✸✮

❲✐t❤ N t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s ❛♥❞ ∆ωθ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ r❛②s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✼✸❪

∆ωθ = 2π

∫ µmin

µmax

dµ = 2π(µmin − µmax) ❢♦r 0 ≤ θ < π/2 ✭✷✹✮

∆ωθ = ∆ωπ−θ ❢♦r π/2 ≤ θ ≤ π ✭✷✺✮

❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✹✮ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r✉❧❡s✿

µmin =

{

cos(θ −∆θ/2), ❢♦r 0 < θ < (π/2−∆θ/2)

1, ❢♦r θ = 0
✭✷✻✮

❛♥❞

µmax =

{

cos(θ +∆θ/2), ❢♦r 0 < θ < (π/2−∆θ/2)

0, ❢♦r θ = π/2−∆θ/2
✭✷✼✮

∆θ ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s t❛❦❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✐✳❡✳ 5◦✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡
❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳

✸✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

✸✳✸✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ r♦❜✉st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦st❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞
t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡❛s②
t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦✲❞❡t❡❝t♦r ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡
♦r ❛ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❚❤❡② r❡q✉✐r❡ ❛ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❞❡t❡❝t♦r
❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❆❣✐❧❡♥t ❈❛r② ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❆❝❝❡ss♦r② ✭❯▼❆✮
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❆❣✐❧❡♥t ❈❛r② ✼✵✵✵ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡
✇❛s ❛ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ❧❛♠♣ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✵✵ ❛♥❞ ✷✺✵✵ ♥♠ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✹ ♥♠✳ ❚❤❡
s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r ✇❛s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❛ ❙✐❧✐❝♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ■♥●❛❆s✳ ❚❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❝♦✉❧❞ t✉r♥
❛r♦✉♥❞ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❢r♦♠ 0◦ t♦ 168◦ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ 0.02◦✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣✐✈♦t ❛r♦✉♥❞
t❤❡ s❛♠❡ ❛①✐s ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❛t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 168◦ t♦ 180◦✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆❣✐❧❡♥t ❈❛r② ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❆❝❝❡ss♦r②✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❢♦r s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳

✾



❚❤❡ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r r❡t✉r♥s ❛ s✐❣♥❛❧ r❛t✐♦ M(θ) s✉❝❤ ❛s ❬✷✹✱ ✺✼❪✿

M(θ) =
I(θ)cosθdωd

I0min(dωd, dω0)
✭✷✽✮

❲✐t❤ dωd t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✐s
♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ dω0 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✳ ❋r♦♠ ❊qs✳ ✭✾✮✱ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✽✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✷✹✱ ✺✼❪✿

ρ”(θ), τ”(θ) =
M(θ)

cosθmax(dωd, dω0)
✭✷✾✮

❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡s dω0 ❛♥❞ dωd ✇❡r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐❛♣❤r❛❣♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞
❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ✜① t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ ❙♠❛❧❧ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
q✉❛s✐✲❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ s❡t✉♣ str♦♥❣❧② ❛tt❡♥✉❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✐❣♥❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
❛ ❣r❡❛t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥❞✴♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ dω0 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dω0 = 2π(1− cosΘ0) ✭✸✵✮

✇✐t❤ Θ0 t❤❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳
❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ dωd✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✇✐t❤ ❊q✳ ✭✸✵✮ ❜✉t ✇✐t❤ Θd t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞✐❛♣❤r❛❣♠
✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡
❞✐❛♣❤r❛❣♠ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ Θd t♦ ❛✈♦✐❞ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❛♥❣❧❡✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ❡✈❡r② 5◦✱ ❢r♦♠ 0◦ t♦ 85◦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ 95◦ t♦ 180◦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ 5◦ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❢❛✈♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ 0◦ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ 180◦ ❬✺✼❪✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❜r♦❛❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❡♥❛❜❧❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡②♦♥❞ 165◦ ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❤✐❞❡s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻❛✮✳ ❚♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ 170◦ ❛♥❞ 180◦✱ ✐t ✐s
❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ t✐❧t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❬✷✹✱ ✺✼✱ ✺✽❪✳ ❚❤✐s t✐❧t ❛♥❣❧❡ ✐s ❛❜♦✉t 6.5◦ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
st✉❞② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳❜✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝ts✳ ■t ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤ ❛s e/cosθ ✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ t✐❧t ❛♥❞ e t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ s♠❛❧❧ t✐❧t
❤❛s ❛ ❝❧❡❛r❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②
❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✵✵✼ ❛♥❞ ✶✳✵✵✵✵✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
✭✐✳❡✳ ❢♦r ♥♦ t✐❧t✮✳

❚❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✭✸✷✮ ❛♥❞
✭✸✸✮ ✇✐t❤ ∆ωθi t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ s♦ t❤❛t✿

36
∑

i=1

∆ωθi = 4π ✭✸✶✮

❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❛③✐♠✉t❤❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρ∩ =

18
∑

i=1

ρ”(θi)cosθi∆ωθi ✭✸✷✮

✶✵



✭❛✮ ◆♦r♠❛❧ s❛♠♣❧❡ ✭❜✮ ❚✐❧t❡❞ s❛♠♣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❣❧❡s✳

τ∩ =
18
∑

i=1

τ”(θi)cosθi∆ωθi ✭✸✸✮

i ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ∆ωθi ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊qs✳ ✭✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✺✮✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ s♣❤❡r❡ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧
❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳

✸✳✸✳✷✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ r♦✉❣❤♥❡ss✲❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛♥❞ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

❇❡❢♦r❡ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✇❛s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧♦♥❡✳ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✇❛s t♦
t❡st t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣♦r♦s✐t② s❛♠♣❧❡✱ s✉❝❤ ❛s ♦♣❡♥✲❝❡❧❧ ❢♦❛♠s✱ ♦r ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✇❛s r❡t❛✐♥❡❞ ❤❡r❡ ❜② ♠❛s❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡
s❛♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r
t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠❛tr✐① ❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❛s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❚✇♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❧✐q✉✐❞s ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐♥ ✇❡r❡
t❡st❡❞✿ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧✐q✉✐❞ s❡r✐❡s ❆ ❢r♦♠ ❈❛r❣✐❧❧❡ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ✇✐t❤ n = 1.499 ❛♥❞ n = 1.596 ❛t ❛
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✼✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❛r❡ ❛❧♠♦st ❢✉❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✜❧❧ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡
s♠❛❧❧❡st r♦✉❣❤♥❡ss❡s tr❛♣ ❛✐r ❜✉❜❜❧❡s s♦ t❤❛t t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❡r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧②
❤✐❞❞❡♥✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t s❡❝t✐♦♥✳

✭❛✮ ♥ ❂ ✶✳✹✾✾ ✭❜✮ ♥ ❂ ✶✳✺✾✻

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❙❛♠♣❧❡ ✐♥ ❧✐q✉✐❞ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♥✳

✶✶



■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❧✐q✉✐❞✱ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡rs ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n = 1.499 ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❧♦✇❡st r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡
❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ✇❛❧❧✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ❧✐q✉✐❞ ❡①❤✐❜✐ts ✈❡r② ❝❧♦s❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛s
t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ✇❛❧❧ ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐❣❤t r❡✢❡①✐♦♥s ❛t ❧✐q✉✐❞✴❝♦♥t❛✐♥❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐q✉✐❞ ✭n = 1.596✮ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦ t❤❛t ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡ t✇♦ ❧✐q✉✐❞s✳

✸✳✹✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βλ✱
t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ωλ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r gλ ❛♥❞ t❤r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭Cf12, Cf21 ❛♥❞
σG✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s✿

S =

36
∑

i=1

(xt(i)− xe(i))
2 + (τ∩t − τ∩e )

2 + (ρ∩t − ρ∩e )
2 ✭✸✹✮

❲✐t❤ xt(i) t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✱ xt(i) = ρ”(θi)✱ ♦r tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✱ xt(i) =
τ”(θi)✱ ❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❞❡① i ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ✸✻ ❛♥❣❧❡s✳ xe(i) ✐s t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ τ∩t ❛♥❞ τ∩e ❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ρ∩t ❛♥❞ ρ∩e ❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❬✼✹❪✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ q✉✐❝❦❧② ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ♠❛② ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss❡s✳ ❆s ✐♥ ❛♥②
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❤❡r❡ ❜♦t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥
♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿

(JTJ)δp = JT r ✭✸✺✮

❲✐t❤ J t❤❡ ❥❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ✐✳❡✳ ❛ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜② t❤❡ ▼❈ ♠❡t❤♦❞✳ δp t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ r
t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✳

J =





















∂ρ∩

∂β

∂ρ∩

∂ω
. . .

∂ρ∩

∂σG
∂τ∩

∂β

∂τ∩

∂ω
. . .

∂τ∩

∂σG
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
∂τ”36
∂β

∂τ”36
∂ω

. . .
∂τ”36
∂σG





















; δp =

















δβ
δω
δg

δCfr

δCft

δσG

















; r =











ρ∩th − ρ∩exp
τ∩th − τ∩exp

✳✳✳
τ”36,th − τ”36,exp











✭✸✻✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊qs✳ ✭✸✺✮ ❛♥❞ ✭✸✻✮✱ t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
❚❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ▼❈
♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡s❡ ❡rr♦rs ❢r♦♠
❞✐st✉r❜✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r✉♥s✳

✹✳ ❘❡s✉❧ts

✹✳✶✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s

❚❤❡ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ✼✳✵✳✶✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ st❛t✐♦♥ ✭❇✉❧❧ ❘✹✷✶✲❊✸ ❈❧✉st❡r✱ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ Pr♦❝❡ss♦rs ❊✺✲✷✻✺✵✈✷ ✽❈ ✷✳✻✵✵ ●❍③
✸✷ ●♦ ❉❉❘✸✱ ■♥✜♥✐❇❛♥❞ ❢❛st ♥❡t✇♦r❦ ❋❉❘✮✳ ❚❤❡ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts
❛❝❝✉r❛❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛② s❛♠♣❧❡s✱ N ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r
❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ N ✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✽✳

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s N ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s✳ ■t ✐s t❤✉s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s ❛♥❞ t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ❛ ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡✳
❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛② ♥✉♠❜❡r✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
t❤❡ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦
❜❡ ❛❜♦✉t ✹✪✱ t❤❡ r❛② ♥✉♠❜❡r ✐s ✜①❡❞ t♦ ❜❡ 106✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠
♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✱ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❡♥ ▼❈ r✉♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s✳

✹✳✷✳ ❆❝❝✉r❛❝② ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ✉♥❦♥♦✇♥
♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ st✉❞② ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s
❛♥❞ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✿ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✶✸



✹✳✷✳✶✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Mij =
∂xi

∂pj
∗ pj ✭✸✼✮

❲✐t❤ xi t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r i r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸✻✱ ❛♥❞ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞
r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❢♦r ✐ ❡q✉❛❧ t♦ ✸✼ ❛♥❞ ✸✽✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ j ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s
♦♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❘❡❞✉❝❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

βλ ωλ gλ Cf12 Cf21 σG

ρ∩ ✶✻ ♣❧✐❡s ✵✳✶✻✹✶ ✵✳✽✽✹✻ ✵✳✷✻✻✷ ✵✳✵✻✵✶ ✵✳✵✺✹✾ ✵✳✵✻✶✾
τ∩ ✶✻ ♣❧✐❡s ✵✳✶✼✶✶ ✶✳✸✵✹✼ ✵✳✸✶✷✺ ✵✳✵✷✻✽ ✵✳✷✷✵✽ ✵✳✵✺✽✽
ρ∩ ✽ ♣❧✐❡s ✵✳✵✻✽✸ ✵✳✽✶✼✽ ✵✳✶✼✾✻ ✵✳✵✶✺✺ ✵✳✵✶✼✽ ✵✳✵✵✺✼
τ∩ ✽ ♣❧✐❡s ✵✳✶✶✷✶ ✶✳✶✷✼✼ ✵✳✷✶✷✻ ✵✳✵✵✽✶ ✵✳✶✸✷✾ ✵✳✵✵✷✻
ρ∩ ✹ ♣❧✐❡s ✵✳✵✹✷✼ ✵✳✹✾✽✹ ✵✳✵✾ ✵✳✵✾✸✶ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✽✵✺
τ∩ ✹ ♣❧✐❡s ✵✳✶✺✷✼ ✵✳✽✸✽✼ ✵✳✵✺✺✶ ✵✳✵✵✽✾ ✵✳✷✸✶✻ ✵✳✶✶✼✹

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βλ✱ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ωλ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠✲
♠❡tr② ❢❛❝t♦r gλ✮ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭t❤❡
t✇♦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs Cf12 ❛♥❞ Cf21 ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ σG✮✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ r❛② ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤r❡❡ s✉r❢❛❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧② t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r Cf12✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ♠❛✐♥❧② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r
Cf21✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ r❛②s ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱
♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r❡❛t❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ t❤❛♥ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❆♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐❝❦♥❡ss s❡❡♠s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❘❡❞✉❝❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦♥ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵❛✮✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s
❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ωλ ✐s ❛❜♦✉t ✜✈❡ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βλ ❛♥❞ t❤❡
❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r gλ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡② ✈❛r② ✇❡❛❦❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ♦♥ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❧❡
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥✐t❡❧②
r❡❧❡✈❛♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥❡❡❞s s♦♠❡
❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵❜✮ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦♥ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s✳

✶✹



❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r Cf12 ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ tr❛♥s✲
♠✐tt❛♥❝❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t♦ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❤❡❧♣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✹✳✷✳✷✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ✜rst ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✿

σmoy =

∑38
i=1(xi,exp − xi,theo)

2

ndir − 1
✭✸✽✮

❲✐t❤ xi,exp t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ i ❛♥❞ xi,theo

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣❧❡ i ❜✉t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❈ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉ts t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
ndir ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛ ❙t✉❞❡♥t✬s t✲t❡st ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ t✲t❡st ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✲
✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙t✉❞❡♥t✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❙t✉❞❡♥t✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥♦r✲
♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ χ2✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① P ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

P = σmoy[J
tJ ]−1 ✭✸✾✮

J ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ δpi ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

δpj = tkα
√

Pj,j ✭✹✵✮

Pj,j r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ jth ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ jth ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① P ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❊q✳ ✭✸✾✮✳ tkα ✐s
t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r 1 − α ♦❢ ❙t✉❞❡♥t✬s ❧❛✇ ❛t k ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❙t✉❞❡♥t t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs st✉❞✐❡❞✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❜② s✐♠♣❧② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✸✷✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r 1 − α ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r✐s❦ ❧❡✈❡❧ α ✐s s❡t ❛t ✷✳✺✪✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✾✼✳✺✪✳ ❚❤❡ r✐s❦
❧❡✈❡❧ ✐s ❧♦✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣r❡❛t❧②
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❛ ✾✼✳✺✪ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❙t✉❞❡♥t t❛❜❧❡✱ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t q✉❛♥t✐❧❡ ✐s s❡t t♦
✷✳✵✹✷✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤✐s st✉❞② ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ✪✳

✹ ♣❧✐❡s ✽ ♣❧✐❡s ✶✻ ♣❧✐❡s
βλ ✹✳✻✵ ✶✳✺✷ ✷✳✺✼
ωλ ✶✳✺✾ ✵✳✽✷ ✵✳✻✵
gλ ✸✳✻✾ ✶✳✼✺ ✶✳✹✶

Cf12 ✸✳✷✷ ✸✳✻✷ ✷✳✸✾
Cf21 ✺✳✽✸ ✹✳✼✸ ✶✳✼✼
σG ✷✳✵✽ ✷✳✶✺ ✶✳✽✹

❆s ❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞②✱ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t t❡st ❝♦♥✜r♠s t❤❡ t❤✐❝❦❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s✱ t❤❡
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ t❤r❡❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞
t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t st❛t✐st✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐❝❦❡r ❛ s❛♠♣❧❡ ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❢♦r ❛
r❛② t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t❤r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳

✹✳✷✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ st✉❞②

✶✺



❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s s✐① ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛♥✲
❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■❢ ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❝♦♠❡s ✐rr❡❛❧✐st✐❝✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
i ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r j✱ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t cij ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

cij =
Pij

√

PiiPjj

✭✹✶✮

✇✐t❤ Pij t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✾✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cij ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

βλ ωλ gλ Cf12 Cf21 σG

βλ ✵✳✺✽✶ ✵✳✶✸✵ ✵✳✽✺✷ ✵✳✶✾✶ ✵✳✻✺✺
ωλ ✵✳✺✽✶ ✵✳✵✵✾✼✶ ✵✳✺✻✻ ✵✳✹✶✻ ✵✳✹✹✻
gλ ✵✳✶✸✵ ✵✳✵✵✾✼✶ ✵✳✸✽✾ ✵✳✶✸✻ ✵✳✵✺✻✸

Cf12 ✵✳✽✺✷ ✵✳✺✻✻ ✵✳✸✽✾ ✵✳✷✸✷ ✵✳✹✵✺
Cf21 ✵✳✶✾✶ ✵✳✹✶✻ ✵✳✶✸✻ ✵✳✷✸✷ ✵✳✹✼✽
σG ✵✳✻✺✺ ✵✳✹✹✻ ✵✳✵✺✻✸ ✵✳✹✵✺ ✵✳✹✼✽

❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✶✻✲♣❧✐❡s s❛♠♣❧❡✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② s✐♥❝❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧♦✇❡r t❤❛♥
✵✳✾ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❬✼✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐① ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳

✹✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❣❧❛ss✴❡♣♦①② ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱
e ❂ ✵✳✼✻✱ ✶✳✺✵✱ ❛♥❞ ✸✳✶✵ ♠♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✶✵✼✵ ❛♥❞ ✶✺✺✵
♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✷✾✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡
❛❜s❝✐ss❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ sr−1✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst
✜✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r✳
❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✜✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ts❡❧❢ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✹✪ ❛t ✶✵✼✵
♥♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✺✺✵ ♥♠✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ✶✵✪ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛t t❤✐s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢r♦♠ ♦♥❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s
❛r❡ ❜r♦❛❞❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s tr❡♥❞ ❜② t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ r♦✉❣❤ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ s✉❝❤ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
✐s ❛❧♠♦st ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦r✇❛r❞ ❢♦r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ −40◦ < θ < 40◦ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t t❡♥❞s t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ t❤✐❝❦❡r
t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞
r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡s ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡② ✇❡r❡ s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡❧② ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥t❛✐♥❡r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s✐♥ ♠❛tr✐① ✐s ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✹✾✵ ❛♥❞ ✶✳✺✼✻
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡r✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❧✐q✉✐❞s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡
t♦ ✈♦❧✉♠❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✼✵ ♥♠✱ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ s❤♦✇ t❤❛t

✶✻



✭❛✮ ✶✵✼✵ ♥♠ ✭❜✮ ✶✺✺✵ ♥♠

✭❝✮ ✶✵✼✵ ♥♠ ✭❞✮ ✶✺✺✵ ♥♠

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❡rr♦r ❜❛rs ❛t
✶✵✼✵ ♥♠ ✭❛✮ ❛♥❞ ✶✺✺✵ ♥♠ ✭❜✮✳ ❙❛♠❡ ✜❣✉r❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❇❘❉❋✮
❛♥❞ t❤❡ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❚r❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❇❚❉❋✮ ❛t ✶✵✼✵ ♥♠ ✭❝✮ ❛♥❞ ✶✺✺✵ ♥♠ ✭❞✮✳

t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✐♠♠❡rs❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐t✲
t❛♥❝❡ ❧♦❜❡ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❧♦❜❡ ✐s st✐❧❧ q✉❛s✐✲✐s♦tr♦♣✐❝✱
❡①❝❡♣t t❤❛t ❛ ♣❡❛❦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♣❡❛❦s ❝♦♠❡ ❝❧❡❛r❧② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❣❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥❡r ✇❛❧❧✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t s❛♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤✐♥ s❛♠♣❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r②
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✳
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✭❛✮ ❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠ ✭❜✮ ❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠

✭❝✮ ❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❛t ✶✵✼✵ ♥♠

❚❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✸✸✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✲
✢❡❝t❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❚❛❜❧❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ n = 1.499 ♦r n = 1.596 ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✼✵ ♥♠✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛t ✶✵✼✵ ♥♠✳

s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❡ n = 1.499 n = 1.596
❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠ ✵✳✶✽✾ ✵✳✵✼✺✻ ✵✳✵✼✽✺
❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠ ✵✳✶✽✸ ✵✳✵✼✼✼ ✵✳✵✽✶✻
❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠ ✵✳✶✺✷ ✵✳✵✼✼✻ ✵✳✵✽✶✽

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛t ✶✵✼✵ ♥♠✳

s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❡ n = 1.499 n = 1.596
❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠ ✵✳✺✵✵ ✵✳✻✽✽ ✵✳✻✼✺
❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠ ✵✳✹✺✹ ✵✳✻✵✹ ✵✳✺✻✸
❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠ ✵✳✸✸✺ ✵✳✹✼✹ ✵✳✹✻✻

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ✶✳✹✾✾ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡
❛♥❞ ❧❛r❣❡st tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✐♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛t

✶✽



✶✵✼✵ ♥♠ ✐s ♥❡❛r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✳✺✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡s✳

✹✳✹✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ p(µ) t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❊q✳
✭✶✶✮✳ ❚❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦s✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✶✷✮✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❧♦❜❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✶✸✮✱ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ❛ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❊q✳ ✭✶✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ t❡st❡❞
❜✉t t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s✐① ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤❡♥ t❤❡
r❡s✐❞✉❡s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✸✹✮✱ ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✹✪✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞✳ ❚❤❡ s✐① r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t ✶✵✼✵ ♥♠ ❛♥❞ ❛t ✶✺✺✵♥♠✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐q✉✐❞
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛t ✶✵✼✵ ♥♠ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛t ✶✺✺✵ ♥♠ ✭❜✮✳

❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠ ❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠ ❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠
βλ ❬♠−1❪ ✼✻✷ ± ✸✺ ✾✻✻ ± ✶✻ ✶✵✻✸ ± ✷✾

ωλ ✵✳✽✾✻ ± ✵✳✵✵✼ ✵✳✽✽✹ ± ✵✳✵✵✻ ✵✳✾✵✶ ± ✵✳✵✵✸
gλ ✵✳✽✺✽ ± ✵✳✵✶✵ ✵✳✽✽✺ ± ✵✳✵✶✵ ✵✳✾✵✽ ± ✵✳✵✶✷

Cf12 ✵✳✺✵✺ ± ✵✳✵✷✺ ✵✳✺✷✵ ± ✵✳✵✵✺ ✵✳✻✹✽ ± ✵✳✵✼✷
Cf21 ✵✳✻✽✽ ± ✵✳✵✷✵ ✵✳✺✼✼ ± ✵✳✵✶✻ ✵✳✻✽✶ ± ✵✳✵✺✹
σG ✵✳✹✽✸ ± ✵✳✵✵✺ ✵✳✹✶✶ ± ✵✳✵✵✼ ✵✳✸✽✹ ± ✵✳✵✶✸

✭❛✮ ✶✵✼✵ ♥♠

❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠ ❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠ ❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠
βλ ❬♠−1❪ ✽✵✼ ± ✹✾ ✶✵✷✼ ± ✼✵ ✶✶✼✵ ± ✻✾

ωλ ✵✳✽✺✹ ± ✵✳✵✶✹ ✵✳✽✹✻ ± ✵✳✵✶✵ ✵✳✽✽✸ ± ✵✳✵✶✶
gλ ✵✳✾✹✵ ± ✵✳✵✶✻ ✵✳✾✺✶ ± ✵✳✵✶✵ ✵✳✾✸✻ ± ✵✳✵✵✺

Cf12 ✵✳✻✷✸ ± ✵✳✵✽✺ ✵✳✺✻✻ ± ✵✳✵✹✺ ✵✳✺✻✵ ± ✵✳✵✹✼
Cf21 ✵✳✼✷✵ ± ✵✳✵✸✽ ✵✳✺✾✽ ± ✵✳✵✺✾ ✵✳✻✶✶ ± ✵✳✵✺✶
σG ✵✳✹✻✸ ± ✵✳✵✶✵ ✵✳✸✽✺ ± ✵✳✵✵✾ ✵✳✸✻✷ ± ✵✳✵✵✺

✭❜✮ ✶✺✺✵ ♥♠

❚❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ωλ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢❛❝t♦r gλ ✈❛r② ❧✐tt❧❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❣❧❛ss ✜❜❡rs ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆s t❤❡ s✐③❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡rs str❛♥❞s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❝❧♦s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❛❧❜❡❞♦ ωλ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢❛❝t♦r gλ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
βλ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ t❡♥❞s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❝♦♠♣♦s✐t❡s ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s✉❝❤ ❛s ✐ts ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Cf12 ❛♥❞
Cf21 ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❤✐❧❡ σG ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥❛rr♦✇❡r ❢♦r t❤❡ t❤✐♥♥❡r s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cf12
♦r Cf21 ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Cf12 ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Cf21✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❛✐r t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Cf12✱ ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ❛✐r✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Cf21✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥
❜❡❛♠s ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡s✳

✶✾



■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐q✉✐❞s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣❛rt ✸✳✸✳✷✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❖♥❧② t❤❡ t❤r❡❡
✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βλ✱ t❤❡ ❛❧❜❡❞♦ ωλ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②
❢❛❝t♦r gλ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✼ ❛♥❞ ✽ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ ✶✵✼✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❡ ✭r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ✭s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡✮ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✼✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ n = 1.499 ❛t ✶✵✼✵ ♥♠✳

❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
βλ ❬m−1❪ ✼✾✼✳✼ ✹✳✽✪ ✶✵✶✺✳✶ ✵✳✻✪ ✶✷✾✸✳✼ ✻✳✺✪

ωλ ✵✳✽✸✻ ✻✳✷✪ ✵✳✽✷✻ ✻✳✼✪ ✵✳✽✵✾ ✺✳✾✪
gλ ✵✳✾✶✵ ✼✳✽✪ ✵✳✽✾✵ ✺✳✹✪ ✵✳✽✸✾ ✶✳✻✪

❚❛❜❧❡ ✽✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ n = 1.596 ❛t ✶✵✼✵ ♥♠✳

❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
βλ ❬m−1❪ ✽✸✼✳✷ ✵✳✶✪ ✶✵✹✵✳✷ ✸✳✶✪ ✶✸✶✾✳✽ ✽✳✼✪

ωλ ✵✳✽✻✷ ✸✳✹✪ ✵✳✽✻✶ ✷✳✼✪ ✵✳✽✶✶ ✺✳✼✪
gλ ✵✳✽✽✹ ✹✳✽✪ ✵✳✽✶✵ ✹✳✶✪ ✵✳✽✹✵ ✶✳✺✪

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲✐♠♠❡rs❡❞ s❛♠♣❧❡s ❞✐✛❡r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜② ✺✪ ✇✐t❤ t❤❡
❧✐q✉✐❞ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n = 1.499 ❛♥❞ ❜② ✸✳✽✪ ❢♦r t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n = 1.596✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❛❜♦✉t ✹✪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇✐t❤ t❤❡ r♦✉❣❤ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ t❤✐s ❡♥❛❜❧❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

■t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✐① ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✼✵ ♥♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ❛♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✭❛✮
✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ❛t ✶✵✼✵ ♥♠✳ ❙②♠❜♦❧s✿▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❈✉r✈❡s✿▼❈
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❇❘❉❋ ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❉❋ ♣❛rt ✭❜✮✳

❚❛❜❧❡ ✾✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✶✵✼✵ ♥♠✳

ρ∩ ❞✐✛ τ∩ ❞✐✛
❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠ ✵✳✷✵✶✻ ✻✳✻✻✪ ✵✳✹✾✶✽ ✶✳✺✷✪
❡ ❂ ✶✳✺ ♠♠ ✵✳✶✽✷✺ ✵✳✹✾✶✪ ✵✳✹✺✻✷ ✵✳✹✽✺✪
❡ ❂ ✸✳✶ ♠♠ ✵✳✶✺✷✹ ✵✳✼✷✼✪ ✵✳✸✸✼✼ ✵✳✽✾✻✪

✷✵



❚❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❈ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❡✈❡♥ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡rr♦r✳ ❚❤❡
❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t r♦✉❣❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡s✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❘❚❊
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s✐① ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤r❡❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤r❡❡ s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ s✐① ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❚❊ ✈✐❛ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ❍❡♥②❡② ❛♥❞ ●r❡❡♥st❡✐♥ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❆ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛
❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❡♥❛❜❧❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ♦♥ ✸✻ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ♦♥ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✜❜❡r❣❧❛ss✴❡♣♦①② ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✇✐t❤ r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞
t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐q✉✐❞s✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♠❛♥♥❡rs ♦❢
s❛♠♣❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ✇♦✈❡♥ r❡✐♥❢♦r❝❡❞
❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛✈✐♥❣ r♦✉❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s✱ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✢✉① ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❉r ❏✳ ❆❞r✐❡♥ ❛♥❞ ❉r✳ ❊✳ ▼❛✐r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ✧▼❛tér✐❛✉① ✿ ■♥❣é♥✐❡r✐❡
❡t ❙❝✐❡♥❝❡ ✭▼❆❚❊■❙ ❯▼❘ ✺✺✶✵ ❈◆❘❙ ✲ ■◆❙❆ ▲②♦♥ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲②♦♥ ✶✮✧ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❳✲r❛②
t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❉●❆ ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❢✉♥❞✐♥❣✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

❆✳✶✳✶✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡
♦❢ ✸ ♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✭r❡❢✳ ❇✷✼✵ ❘© ✐ ❯❧tr❛✲❲❤✐t❡ ●❧❛ss ❢r♦♠ ❙❝❤♦tt ❝♦♠♣❛♥②✮ ✇❤♦s❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱
❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❊▼ ✇❛✈❡ t❤❡♦r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✽❪✿

ρ”(θ) = R12(θ) +
R21(θ)(1−R12(θ))

2e−2ke

1−R12(θ)R21(θ)e−2ke
, θ = π ✭✹✷✮

τ”(θ) =
(1−R12(θ))(1−R21(θ))e

−2ke

1−R12(θ)R21(θ)e−2ke
, θ = 0 ✭✹✸✮

✇✐t❤ Rij(θ) t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❋r❡s♥❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ k t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ e t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❛t❛ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❊q✳ ✭✷✾✮ ❢♦r ❛♥ ❜❡❛♠ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇✳

✷✶



❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ❜❡❛♠ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✭❝❛❧❝✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣ ✭❜✐❞✐✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

n k τ”(θ)calc τ”(θ)bidi ρ”(θ)calc ρ”(θ)bidi
λ = 2000 ♥♠ ✶✳✹✾✾✵ ✵ ✾✷✳✷✸ ✾✷✳✹✽ ± ✶✳✸✶ ✽✳✵✾ ✽✳✹✶ ± ✵✳✻✸
λ = 1700 ♥♠ ✶✳✺✵✸✺ ✵ ✾✷✳✶✻ ✾✷✳✻✼ ± ✶✳✶✼ ✽✳✶✼ ✽✳✺✺ ± ✵✳✼✸
λ = 1400 ♥♠ ✶✳✺✵✼✺ ✵ ✾✷✳✵✾ ✾✷✳✻✻ ± ✶✳✻✶ ✽✳✷✺ ✽✳✹✼ ± ✵✳✾✵
λ = 1100 ♥♠ ✶✳✺✶✶✺ ✵ ✾✶✳✾✾ ✾✶✳✾✵ ± ✶✳✵✽ ✽✳✸✺ ✽✳✺✾ ± ✵✳✸✻
λ = 800 ♥♠ ✶✳✺✶✻✹ ✵ ✾✶✳✾✷ ✾✶✳✻✾ ± ✵✳✻✵ ✽✳✹✸ ✽✳✸✺ ± ✵✳✸✼

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❧♦s❡s ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛s t❤❡ ❣❧❛ss ❜❡❣✐♥s t♦ ❛❜s♦r❜ ♣❛rt✐❛❧❧② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❛r♦✉♥❞
✶✻✵✵ ♥♠✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❦ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡
❞❛t❛✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❧❧ ❡♥t✐r❡❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs✳

❆✳✶✳✶✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛③✲
✐♠✉t❤❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ s♣❤❡r❡ ✭s♣❤❡r❡
♦❢ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✺✵ ♠♠ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✹✵✵ t♦ ✷✺✵✵ ♥♠✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛
P▼❚ ❛♥❞ ❛ ❚❊ ❈♦♦❧❡❞ P❜❙ ❞❡t❡❝t♦r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
t❤r♦✉❣❤ ❊qs✳ ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✸✸✮ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡✲
t❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s ✭✐✳❡✳ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ s♣❤❡r❡ ✈❡rs✉s
❣♦♥✐♦♠❡tr② s②st❡♠✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✳

❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❍❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ s♣❤❡r❡ ρ∩
sphere

✱τ∩
sphere

❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ρ∩
bidi

✱τ∩
bidi

❛t ✶✵✼✵ ♥♠✳

ρ∩sphere ρ∩bidi ❞✐✛ τ∩sphere τ∩bidi ❞✐✛

❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠ ✵✳✷✸✼✵ ✵✳✷✵✶✻ ✶✹✳✾✸✪ ✵✳✺✷✶ ✵✳✹✾✶✽ ✺✳✻✵✪
❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠ ✵✳✶✽✼✶ ✵✳✶✽✷✺ ✷✳✹✻✪ ✵✳✹✻✼ ✵✳✹✺✻✷ ✷✳✸✶✪
❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠ ✵✳✶✹✾✾ ✵✳✶✺✷✹ ✶✳✻✹✪ ✵✳✸✹✶ ✵✳✸✸✼✼ ✵✳✾✻✪

❚❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
❛③✐♠✉t❤❛❧ s②♠♠❡tr② ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❣r❡❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✲
✐♥❣ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ t❤✐♥ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧
r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❛t❛✳

❆✳✶✳✸✳ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ s②♠♠❡tr② ❤②♣♦t❤❡s✐s

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ r❡♣♦rts t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r t❤❡ t❤✐♥ s❛♠♣❧❡ ✭✵✳✼✻ ♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✜❜❡r ♦r ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ t❤✐♥ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥
✉♥❞❡r❣♦❡s ❢❡✇ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ✜❜❡rs ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤✐❝❦ s❛♠♣❧❡s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s
♣❧✐❡s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ s♠♦♦t❤ ♦✉t t❤❡ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳
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✭❛✮ ❡ ❂ ✵✳✼✻ ♠♠ ✭❜✮ ❡ ❂ ✶✳✺✵ ♠♠

✭❝✮ ❡ ❂ ✸✳✶✵ ♠♠

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✶✵✼✵ ♥♠ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✭❛✮ ✵✳✼✻
♠♠✱ ✭❜✮ ✶✳✺✵ ♠♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✸✳✶✵ ♠♠✳

❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ s②♠♠❡tr② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐♥ ✇♦✈❡♥
r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❆✳✷ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ▼❈ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✇❡❧❧✲
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❉❖▼ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❝❤❡♠❛ ✇✐t❤ ✻✵ ♣♦✐♥ts ❬✷✹❪✳❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❧❛❜s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♥♦♥✲♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✭✐✳❡✳ tr❛♥s♣❛r❡♥t✮ ♦r ❋r❡s♥❡❧ ✭✐✳❡✳
♦♣t✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤✮ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❉❖▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ♣r♦✈❡♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② r❡❛s♦♥✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n = 1.5 ❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞❡❞
❜② ❛ ✈❛❝✉✉♠✳
❚❛❜❧❡ ❆✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❡❞✐❛ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✭♦♣t✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss✱ τ ✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛❧❜❡❞♦✱ ω✱ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ g✮ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s❛♠♣❧❡s ❜✉t
✇✐t❤ ♥♦♥✲♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭✐✳❡✳ R12(µ) = R21(µ) = 0 ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✶✮✮✳ ❚❛❜❧❡ ❆✳✹
s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡♠✐tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠❡❞✐❛ ❜✉t ✇✐t❤ ❋r❡s♥❡❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭✐✳❡✳ Cf12 = Cf21 = 1
❛♥❞ p(µ) = 1 ❢♦r µ = µ′ ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✶✮✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✇ ✈❡r②
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❈ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
r❡s✉❧ts✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✱ ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② s❛t✐s❢②✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♦r ❋r❡s♥❡❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
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❚❛❜❧❡ ❆✳✸✿ ❍❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❈ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❉❖▼ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ n = 1 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳

❝❛s❡ ✶ ❝❛s❡ ✷ ❝❛s❡ ✸ ❝❛s❡ ✹
ω = 0.5, g = 0 ω = 0.5, g = 0.9 ω = 0.9, g = 0 ω = 0.9, g = 0.9
ρ∩ τ∩ ρ∩ τ∩ ρ∩ τ∩ ρ∩ τ∩

τ = 0.15 ▼❈ ✵✳✵✸✵✻ ✵✳✽✾✶✾ ✵✳✵✵✶✹ ✵✳✾✷✺✸ ✵✳✵✻✶✸ ✵✳✾✷✶✺ ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✾✽✶✾
τ = 0.15 ❉❖▼ ✵✳✵✸✶✶ ✵✳✽✾✶✺ ✵✳✵✵✶✹ ✵✳✾✷✺✼ ✵✳✵✻✶✸ ✵✳✾✷✶✺ ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✾✽✶✾
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❬✪❪ ✶✳✻✶ ✵✳✵✹ ✵ ✵✳✵✹ ✵✳✶✻ ✵ ✵ ✵
τ = 1 ▼❈ ✵✳✵✾✾✼ ✵✳✹✹✹✽ ✵✳✵✵✺✵ ✵✳✺✽✾✹ ✵✳✷✻✽✸ ✵✳✺✽✾✹ ✵✳✵✶✽✹ ✵✳✽✼✼✺
τ = 1 ❉❖▼ ✵✳✵✾✾✺ ✵✳✹✹✹✺ ✵✳✵✵✺✵ ✵✳✺✽✾✺ ✵✳✷✻✽✼ ✵✳✺✾✵✵ ✵✳✵✶✽✶ ✵✳✽✼✼✾
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❬✪❪ ✵✳✷✵ ✵✳✵✼ ✵ ✵✳✵✷ ✵✳✶✺ ✵✳✶✵ ✶✳✻✻ ✵✳✵✺

❚❛❜❧❡ ❆✳✹✿ ❍❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❈ ❛♥❞ t❤❡ ❉❖▼ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ n = 1.5 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳

❝❛s❡ ✶ ❝❛s❡ ✷ ❝❛s❡ ✸ ❝❛s❡ ✹
ω = 0.5, g = 0 ω = 0.5, g = 0.9 ω = 0.9, g = 0 ω = 0.9, g = 0.9
ρ∩ τ∩ ρ∩ τ∩ ρ∩ τ∩ ρ∩ τ∩

τ = 0.15 ▼❈ ✵✳✵✼✽✻ ✵✳✽✵✽✻ ✵✳✵✼✶✵ ✵✳✽✺✵✾ ✵✳✶✶✷✾ ✵✳✽✹✶✽ ✵✳✵✼✻✾ ✵✳✾✵✵✻
τ = 0.15 ❉❖▼ ✵✳✵✽✶✷ ✵✳✽✵✼✶ ✵✳✵✼✷✵ ✵✳✽✹✾✷ ✵✳✶✶✹✹ ✵✳✽✹✵✸ ✵✳✵✼✼✹ ✵✳✾✵✵✵
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❬✪❪ ✸✳✷✵ ✵✳✶✽ ✶✳✸✾ ✵✳✷✵ ✶✳✸✶ ✵✳✶✽ ✵✳✻✺ ✵✳✵✼
τ = 1 ▼❈ ✵✳✵✽✸✽ ✵✳✸✼✸✹ ✵✳✵✺✷✼ ✵✳✺✷✽✷ ✵✳✷✷✶✷ ✵✳✺✵✺✷ ✵✳✵✽✶✽ ✵✳✼✻✼✾
τ = 1 ❉❖▼ ✵✳✵✽✹✻ ✵✳✸✼✸✻ ✵✳✵✺✹✺ ✵✳✺✷✼✸ ✵✳✷✷✶✽ ✵✳✺✵✺✵ ✵✳✵✽✹✺ ✵✳✼✻✻✵
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❬✪❪ ✵✳✾✺ ✵✳✵✺ ✸✳✸✵ ✵✳✶✼ ✵✳✷✼ ✵✳✵✹ ✸✳✷✵ ✵✳✷✺

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❉❖▼ ✭❝✉r✈❡s✮ ❢♦r ♠❡❞✐❛
✇✐t❤ tr❛♥s♣❛r❡♥t ✭❛ ❛♥❞ ❜✮ ❛♥❞ ❋r❡s♥❡❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭❝ ❛♥❞ ❞✮✳ n❂✶ ❛♥❞ τ❂✵✳✶✺ ✭❛✮❀ n❂✶ ❛♥❞ τ❂✶ ✭❜✮❀ n❂✶✳✺ ❛♥❞ τ❂✵✳✶✺ ✭❝✮❀
❛♥❞ n❂✶✳✺ ❛♥❞ τ❂✶ ✭❞✮✳
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❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❈ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ r♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② Cfij ❛♥❞ σG ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✱ ♦♥ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.5 ≤ Cf12 = Cf21 ≤ 1
❛♥❞ 0 ≤ σG ≤ 0.3✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ Cf12 = Cf21 = 1 ❛♥❞ σG = 0 ❛❧❧♦✇ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
♦♣t✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧❡s
♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✿ τ = 1✱ ω = 0.9, g = 0.9, n = 1.5✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱
t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭Cfij = 0.9 ❛♥❞ σG = 0.1✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭Cfij = 1 ❛♥❞ σG = 0✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞
❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Cfij = 0.9 ❛♥❞ σG = 0.1 ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡r t❤❡s❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞
❧❡❛❞ t♦ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦❜❡s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ σG ✭❡✳❣✳ ❢r♦♠ ✵✳✶ t♦ ✵✳✸✮ ❜r♦❛❞❡♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦❜❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ Cfij ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ✵✳✾ t♦ ✵✳✺✮
s✐♠✐❧❛r❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦❜❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❝❧❡❛r❧②
t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛✛❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡②
❡♥❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧❧② s♠♦♦t❤ s❧❛❜s✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st✉❞② t❡♥❞s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② s❝❛tt❡r✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r♦✉❣❤ s❛♠♣❧❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❇❘❉❋ ❛♥❞ ❇❚❉❋ ♦❢ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✭τ = 1✱ ω = 0.9, g = 0.9, n = 1.5✮ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r②
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
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❬✶❪ ▲✳ ❉♦♠❜r♦✈s❦②✱ ❏✳ ❘❛♥❞r✐❛♥❛❧✐s♦❛✱ ❲✳ ▲✐♣✐♥s❦✐✱ ❉✳ ❇❛✐❧❧✐s✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♥♦r♠❛❧
❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ s❡♠✐✲tr❛♥s♣❛r❡♥t ❧❛②❡r ♦❢ ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣✱ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✫ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ✶✶✷ ✭✷✵✶✶✮ ✶✾✽✼✕✶✾✾✹✳

❬✷❪ ❘✳ ❈♦q✉❛r❞✱ ❉✳ ❇❛✐❧❧✐s✱ ❏✳ ❘❛♥❞r✐❛♥❛❧✐s♦❛✱ ❍♦♠♦❣❡♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❢♦❛♠s✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ✺✵ ✭✷✵✶✶✮ ✶✻✹✽✕✶✻✻✸✳

❬✸❪ P✳ ❇♦✉❧❡t✱ ●✳ ❏❡❛♥❞❡❧✱ ●✳ ▼♦r❧♦t✱ ▼♦❞❡❧ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ✜❜r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✲ ♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞✱ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍❡❛t ❛♥❞ ▼❛ss ❚r❛♥s❢❡r ✸✵ ✭✶✽✮ ✭✶✾✾✸✮ ✹✷✽✼✕✹✷✾✼✳

❬✹❪ ❱✳ ❆❧❧❤❡✐❧②✱ ▲✳ ▼❡r❧❛t✱ ●✳ ▲✬❍♦st✐s✱ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r✲
♠❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ Pr♦❝✳ ❙P■❊ ✶✶✶✻✷✱ ❍✐❣❤ P♦✇❡r ▲❛s❡rs✿ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱
P❧❛t❢♦r♠s✱ ❊✛❡❝ts ■■■✱ ✶✶✶✻✷✵P ✭✷✵✶✾✮✳
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❬✺❪ ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❛❧✳✱ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ P❤❛s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❊st✐♠❛t❡❞ ❚❤❡r♠❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❆❧✷♦✸ ❈❡r❛♠✐❝
❋♦❛♠s✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s ✹✵ ✭✶✶✮ ✭✷✵✶✾✮✳

❬✻❪ ●✳ ❇❛rr❡t♦✱ P✳ ❈❛♥❤♦t♦✱ ▼✳ ❈♦❧❧❛r❡s✲P❡r❡✐r❛✱ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢❛❝t♦r ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♣♦r♦✉s ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s♦❧❛r r❡❝❡✐✈❡rs✱ ❙♦❧❛r ❊♥❡r❣②
▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❙♦❧❛r ❈❡❧❧s ✷✵✻ ✭✷✵✷✵✮✳

❬✼❪ ❏✳ P❡tr❛s❝❤✱ P✳ ❲②ss✱ ❆✳ ❙t❡✐♥❢❡❧❞✱ ❚♦♠♦❣r❛♣❤②✲❜❛s❡❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ r❡t✐❝✉❧❛t❡ ♣♦r♦✉s ❝❡r❛♠✐❝s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✫ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ✶✵✺ ✭✷✮ ✭✷✵✵✼✮
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❢♦❛♠s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ s❡♠✐tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛❜s♦r❜✐♥❣✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐❛✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✫
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❬✾❪ P✳ P❛rt❤❛s❛r❛t❤②✱ P✳ ❍❛❜✐sr❡✉t❤❡r✱ ◆✳ ❩❛r③❛❧✐s✱ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡t✐❝✉❧❛t❡❞ ❝❡✲
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