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Notes de cours 1

Champs électromagnétiques et

équations de Maxwell

Nous énongons d’abord les équations de Maxwell, dont les solutions sont les champs électro-
magnétiques. Ces équations permettent de décrire une grande variété de phénomenes électroma-
gnétiques. Les diverses composantes des champs électriques et magnétiques sont reliées a des
termes sources par l'intermédiaire d’'un ensemble d’équations écrites sous forme intégrale, ou

sous la forme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre.

1.1 Equations de Maxwell sous forme intégrale

La propagation des champs électromagnétiques dans les milieux continus peut étre formulée
a ’aide de quatre fonctionnelles, dépendant des variables spatiales et temporelle. Dans la suite,
on note respectivement (x,t) ces variables spatiales et temporelle, parcourant R?® x R, avec
x = (11,79, 73). Les quatre fonctionnelles & valeurs dans R3, dites vectorielles, décrivant les

champs sont :
1. le champ électrique E,
2. l'induction magnétique B,
3. le champ magnétique H
4. le déplacement électrique D.

Ces fonctionnelles vectorielles sont reliées entre elles par les équations de Mazwell (intégrales)
écrites ci-dessous. Ces quatre équations sont respectivement nommées loi d’Ampere, loi de

Faraday, loi de Gauss, et absence de monopoles magnétiques libres. En systéme! d’unités SI,

1. Un choix d'unités ST est : Vm~! (Volt par metre) pour E ; T (Tesla) pour B ; Am~! (Ampere par metre)
pour H ; Cm~2 (Coulomb par metre carré) pour D. On a notamment les correspondances T = Vm~2s et
C=As.
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elles s’écrivent “classiquement” :

i(/D-ds)— H-dl - —/J-dS, (1.1)
dt \ Js S g
d

—( B-dS>+ E-dl = 0, (1.2)
dt S/ 8Sl
D.dS — /pdV, (1.3)
oV 1%
B.dS — 0. (1.4)
oV’

Ci-dessus, S, S’ sont deux surfaces quelconques de R3, et V', V' sont deux volumes quelconques
de R3. On rappelle que si V (resp. S, C') est un volume (resp. une surface, une courbe) de R3,
alors OV (resp. 05, C) est sa frontiere, munie de la topologie induite. Par ailleurs, comme par
construction toute frontiere OV d’un volume V est fermée, on a (V) = 0, et on a la méme
propriété 9(0S) = () pour toute surface S. On peut écrire les éléments d’intégration dS et dl
sous la forme dS = ndS et dl = 7dl, ou n et T sont respectivement un vecteur unitaire,
normal a la surface, et un vecteur unitaire tangent a la courbe. Qui plus est, 'orientation des
vecteurs est prescrite par l'orientation de I’élément de surface ou de I'élément de courbe. En
particulier, lorsque S est une surface fermée entourant un volume, n est dirigé vers ’extérieur
du volume. De méme, lorsque C' est une courbe fermée délimitant une surface, le vecteur tangent

7 est orienté dans la direction donnée par la “regle de la main droite”.

AV 2 .= Je-7f
Z Si=adS >
&8) Yorune Y @ €y
BUREFACE S CoOURGE
7 1E
FrossTices IV . Frolre O . < 2
(=eur%au:_ %YW\GGD ( = coutbe levvee ) AC

F1GURE 1.1 — Volume, surface et courbe.

Dans les équations, il y a deux termes source?, notés p et J. La fonctionnelle p est dite scalaire,
c’est-a-dire a valeurs dans R; elle est appelée densité de charge électrostatique. Elle est non-
nulle en présence de charges électriques. La fonctionnelle J, a valeurs vectorielles, est appelée
densité de courant. Elle est non-nulle des lors que des charges se déplacent ou, en d’autres
termes, en présence d’'un courant électrique. Si on dérive I'Eq. (1.3) par rapport au temps ¢ et

que l'on choisit S = 9V dans I’'Eq. (1.1), on remarque que les sources vérifient une équation de

2. Un choix d'unités SI est : Am~2 pour J ; Cm~2 pour p.
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conservation de la charge (intégrale) :

%(/Vpdv)ju/avJ-dS:O. (1.5)

Comme précédemment, V' est un volume quelconque de R3.
Pour une étude mathématique des équations de Maxwell sous forme intégrale, nous renvoyons

aux travaux d’A. Bossavit, et en particulier [5, 6].

1.2 Equations de Maxwell sous forme différentielle

A partir des équations de Maxwell exprimées sous forme intégrale, (1.1-1.4), il est possible

d’en déduire une forme différentielle, a ’aide des formules de Stokes et d’Ostrogradsky
/rotF-dS: F-dlet/dideV: F-ds,
s s v oV

valables pour toute surface S et tout volume V de R3. Par exemple, si on choisit une surface S

stationnaire et un volume V' de R?, on déduit de (1.1) et de (1.3) que

/(a_D_rotH+J>-dS:0et/(divD—p)dV:o.
s \ Ot v

Ceci étant vrai pour toute surface (stationnaire) et tout volume, les intégrandes entre pa-
rentheses sont donc nuls presque partout. On procede de méme pour les autres équations, pour

aboutir® aux équations de Mazwell (différentielles) (systeme SI) :

oD

W—rotH = —J, (16)

0B

E—l—rotE = 07 (17)
divD = p, (1.8)
divB = 0. (1.9)

Quant a ’équation de conservation de la charge (différentielle), elle s’écrit

ap .
— =0. 1.1
Y +divd =0 (1.10)

Ce faisant, on passe d’une formulation au sens des mesures — équations de Maxwell intégrales,
cf. [5, 6] — & une formulation valable presque partout dans R?® x R, les équations de Maxwell
différentielles. Typiquement, on considére des quantités L. Pour les études mathématiques, on

fera 'hypothese que les carrés des champs sont localement intégrables en espace.

3. 1l est intéressant de noter que I'on raisonne sur des volumes pour les Eqgs. (1.3-1.4), et sur des surfaces
pour les Egs. (1.1-1.2). Quant aux conclusions, ici les Egs. (1.6-1.9), elles sont valables (presque partout) dans

R3. 11 est alors pratique/tentant de considérer une approche “tout volumique” & partir de la...
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1.3 Compléments

En 'état, les cinq équations sous forme différentielle (1.6)-(1.10) ne sont pas équivalentes
a leurs contreparties intégrales. De fait, deux caractérisations des champs sont absentes pour

I'instant, caractérisations que nous détaillons ci-apres.

1.3.1 Relations de saut

La premiere omission est basée sur I'observation suivante : pour pouvoir affirmer la nullité
des intégrandes, il faut (et il suffit) qu’ils soient réguliers, par exemple mesurables volumique-
ment si on considere des intégrales volumiques. En particulier, le comportement des champs
peut étre modifié, a la traversée d'une interface (surfacique) entre deux milieux ou ils sont
réguliers.

Soit donc X une telle interface, située entre deux milieux M* et M~. Dans ce qui suit, les quan-
tités définies dans le milieu M™ (resp. M) sont indexées par © (resp. ~). Notons ny un champ
de vecteurs unitaires, normaux a X, orientés par exemple de M~ vers M™, que ’on suppose étre
une fonction continue, et choisissons P un point situé sur l'interface.

A partir de 1a, pour 0 < € < 1 “petit”, soit V' = V, un cylindre droit, d’axe parallele & ny(P), centré
en P, de hauteur € et de section circulaire, de rayon e'/2 (voir sur la figure 1.2, ou € est grand...).

La frontiere OV, est découpée en quatre parties, & savoir les sections supérieure ST et inférieure S~

:I
£ L.T‘f—’: .
: ¢ 77i\Gen”
) | ) 5
|

FIGURE 1.2 — Interface et notations.

(chacune d’aire e), et les deux parties de la surface latérale S;° et S, (chacune d’aire me3/2). Par

hypothese, les champs Bt et B~ sont “réguliers” au voisinage de P : précisons cette notion, en sup-
—

posant BT continus dans {M € M* : |PM| < Ry} pour Ry > 0, de sorte que I’on peut écrire en

particulier

B*(M) = B*(P) +n™(y),

-
avec y le vecteur PM, et n* deux fonctions de y telles que limy, o n*(y) = 0. Appliquons la loi

d’absence de monopoles magnétiques libres (1.4) sur le volume V,, et estimons chaque contribution
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lorsque 0 < € < max(1, %RQ_, %Ri) :

S+ S— S

lat

0 = B’L'ndS'—i—/+ BT -ndS + B™ -ndS + B~ -ndS
Slat

= e <B+(P)-nz(P)+0( sup !n*(y)!)>+7r63/20(3$ax)
¥, ly|<v2e

— e (B_(P) nx(P)—O0( sup !n_(y)!)> + 720(Bs),
Y, lyl<v2e

—
le maximum fini de |B¥| dans {M € M* : |PM| < R.}. Passons & la limite® en faisant

tendre € vers 0, aprés division par mwe, pour éliminer les contributions d’ordre supérieur :

+
avec B

(B*(P) — B~ (P)) - nx(P) = 0.
Reprenons le méme calcul, en partant cette fois de la loi de Gauss (1.3) sur le volume V =1V :

/pdV = D+-ndS+/ D" -ndS + D™ - ndS + D™ -ndS
. S+ sk S- Stat

= me <D+(P)'n2(P)+O( sup |n+(y)|)>+7r€3/20(17$ax)
Y, [y[<v2e

—e <D_(P) -ny(P)—0( sup In_(y)|)> +1€20(Digs),

Y, [y[<V2e
. . S N
avec D le maximum fini de |D¥| dans {M € M* : |PM| < Ry}. Passons encore une fois & la

limite en faisant tendre € vers 0, apres division par me :

e—0 \ M€

lim (1 /EpdV) — (D"(P) = D (P)) - nx(P). (1.11)

Ici, il reste a déterminer la limite (qui existe a priori, d’apres 1’égalité ci-dessus!) du terme de gauche.
Examinons tout d’abord le cas oil p est régulier dans M™ et M~ au voisinage de P, et donc en particulier

dans le volume V,, pour € “petit”. On a alors

/ pdV = 1€*0(pmaz),

€

auquel cas la limite du terme de gauche de (1.11) vaut 0. Ainsi, en présence d’une contribution

volumique pT réguliere, on trouve que
(D" (P) = D™(P)) - nx(P) = 0.

Supposons maintenant que p soit la somme d’une contribution volumique réguliere p,,, comme

précédemment, et d’une contribution surfacique pgy,,y sur X : pour tout volume V, fv Psurf dV =

—
4. Pour € < 1, on a maxpsey. |[PM| < v/2e.
5. Comme lim,_,on*(y) =0, on a lim; 0 (SUpy, |y <r Int(y)|) = O0...
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fzmv ox.dS, avec oy, une densité de charge surfacique®, définie et réguliere sur ¥. On trouve alors :

/ powny AV = / odS = ne(ox(P) + O( sup  |n()])).
Ve 2NVe v, ly|<Ve

D’ot, en passant a la limite dans (1.11), I'identité finale
ox(P) = (D*(P)— D™ (P)) - ng(P). (1.12)

Remarque 1.1 Pour le déplacement électrique, le résultat dépend manifestement des hypotheses
sur p. Nous pouvons aussi considérer une contribution linéique pyy, sur une courbe I', ou ponc-
tuelle ppone en un point Q, I' et Q) étant sur Y. On a respectivement, pour tout V, fV Plin dV =
fmv ordl, avec oy exprimée en Cm™1 définie et régquliere sur ', ou fv Pponc AV =09 siQQ €V,
et 0 sinon (avec og exprimée en C). Dans ces deux cas, le calcul précédent aboutit ¢ une contra-
diction. En effet, dés lors qu’elle est non-nulle, l'intégrale dans le membre de gauche de (1.11)
est soit en O('/?), soit en O(1), et le passage a la limite n’est plus possible. Ceci implique
qu’une des hypotheses doit étre revue. Nous renvoyons aux travaux de X. Claeys [15] pour une

analyse mathématique fouillée des modéles filaires.

En conclusion, nous avons établi que les Egs. (1.3) et (1.4) contiennent une information supplé-

mentaire, sur le saut de la composante normale de D et de B au travers de l'interface X :
[D"I’I,E]E =0y, [B"I’I,E]Z =0. (113)

Ci-dessus, [f]s est égal au saut au travers de l'interface d'une fonction f réguliere de part et
d’autre de celle-ci. Notons que le saut est fonction de l'orientation” de la surface, elle-méme

définie par le choix de la direction de ny..

Pour résumer, pour obtenir les relations de saut sur les composantes normales des champs D

et B, nous sommes partis de (1.3-1.4) sur des volumes ad hoc.

Remarquons que I'on peut raisonner de facon mathématiquement plus intuitive... Pour cela, on

reprend la formule d’Ostrogradski, avec F' = uwv. Rappelons que l'on a div (uv) = udivo +

6. En unités SI, o est exprimée en Cm~2. Par ailleurs, la contribution surfacique est “idéalisée”... En effet,

si par exemple le support ¥ est inclus dans {x : x3 = 0}, alors on a, pour § “petit”,

5/2
ox(x1,x2) z/ p(x1,x9,x) dx.
—5/2
Pour aboutir & une contribution (en oyx) non négligeable, il est nécessaire que p soit “grand” dans la couche

“mince” d’épaisseur §, typiquement en 1/0. En d’autres termes, p n’est pas régulier au voisinage de P.
7. De facon générale, pour f réguliere de part et d’autre de 'interface X, le saut de f au travers de I'interface

3 est égal a
[f]E = fhaut — foas,

avec par convention un vecteur unitaire normal ny, dirigé du bas vers le haut.
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Vu - v pour u et v suffisamment régulieres. On trouve alors
/ (udivv + Vu-v) dV = uv-ndS. (1.14)
1% oV
Or, la trace de u sur OV — ujgy — est controlée par u et Vu dans V' (voir par exemple [13]).
Par voie de conséquence, la trace normale de v — v - njgy — est controlée par v et divw dans V'
(voir encore [13], ou le §2). Ici, pour les champs électromagnétiques, le saut de la composante
normale de D dépend de la régularité de la densité de charge, cf. (1.3), alors que celui de la

composante normale de B est toujours nul, cf. (1.4).

Partant des Egs. (1.1-1.2), le raisonnement est similaire, en considérant cette fois des surfaces
S = S, perpendiculaires a l'interface, que l'on fait tourner pour décrire toutes les directions
tangentielles & ¥. Notons (7x,7%) un couple quelconque de champs de vecteurs tangents a
Y, tel que (Tx, 7§, ny) forme une base orthonormale directe. On arrive a des résultats sur les

composantes tangentielles des champs, décrits ci-dessous :
[E- 75| =0, [H 7]z =jy - Tk, (1.15)

avec jy la densité de courant surfacique,® définie et régulicre sur X. Ici, Jy, est par définition
un champ de wvecteurs tangentiels a ¥. A chaque couple (7x,7%) on associe une surface S,
d’élément de surface dS colinéaire a 74, sur la courbe ¥ N S (avec la convention d’orientation
dS = 74 dS). Et on définit la densité de courant surfacique par [(J -dS = [, o js - T5dl.

En balayant toutes les directions tangentielles, on arrive aux conditions équivalentes
[E X nz]g = O, [H X nz]g = _jZ' (116)

Cette fois, nous sommes partis de (1.1-1.2) sur des surfaces ad hoc pour obtenir les relations
de saut sur les composantes tangentielles des champs E et H : le saut de la composante tan-
gentielle de E est toujours nul, cf. (1.2), alors que celui de la composante tangentielle de H

dépend de la densité de courant, cf. (1.1).

Pour la contrepartie “volumique”, reprenons maintenant la formule d’Ostrogradski avec F' =

uxwv;onadv(uxv)=rotu -v—u-rotv pour u et v suffisamment régulieres. On trouve

/V(rotu-'v—u-rotv) dV:/aV(uxv)-ndS:/av(vxn)-udS. (1.17)

La trace tangentielle de v — v X mgy — est controlée par v et rot v dans V. Par ailleurs, on
remarque que, dans I'intégrale sur 0V, seule la composante tangentielle de w intervient, puisque
v X n est toujours orthogonal a n. On rappelle que la composante tangentielle de u est égale

aur =u— (u-n)n=mn X (uxmn). On peut donc écrire (1.17) sous la forme

/(rotu-v—u-rotv) dV:/ (v xn)-urdS. (1.18)
14 av

8. En unités SI, jy est exprimée en Am~1.
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Pour conclure sur ces conditions d’interface, si nous notons divy, l'opérateur surfacique de

divergence, ’équation intégrale de conservation de la charge (1.5) fournit I’équation

0 .
%% | diveds + 10 - nsJs = 0. (1.19)

1.3.2 Topologie et potentiels

La seconde caractérisation manquante des champs est de nature topologique. Notons V' le
volume étudié. Deux cas typiques peuvent se présenter, voir la figure 1.3 :
(o) V est lextérieur d'un fil résistif “épais” ;
(B) V est l'extérieur de plusieurs conducteurs.
On a respectivement les propriétés suivantes (voir par exemple [23], pp. 23-24 et pp. 18-19) :
() rotu =0 dans V #= 3f continu dans V tel que u =V f dans V ;
() divu =0 dans V #= Jov continu dans V tel que u = rot v dans V.

' Z
z &

() (R

FIGURE 1.3 — Topologie non-triviale, frontiere non-connexe.

Pour recouvrer l'existence de potentiels, il convient d’ajouter un nombre fini de relations de
nature topologique.

Dans le cas (), on dit que le volume V' est topologiquement non-trivial, et les relations addition-
nelles sont dérivées de la théorie de 'homologie. Au contraire, dans un volume topologiquement
trivial, tout champ a rotationnel nul s’écrit comme un gradient.

Le cas (B) correspond a un volume V' de frontiere 0V non-conneze. et les relations additionnelles
sont liées aux flux au travers de chaque composante connexe (maximale) de 9V. Au contraire,

lorsque la frontiere est conneze, tout champ a divergence nulle s’écrit comme un rotationnel.

1.4 Reformulation équivalente des équations de Maxwell

Nous postulons que ces relations topologiques, ajoutées aux équations sous forme différentielle
(1.6-1.9) et aux relations d’interface (1.13) et (1.16) constituent une reformulation qui est

équivalente aux équations de Maxwell (intégrales) (1.1-1.4).

Dans la suite, on travaillera sur cet ensemble d’équations et de relations.
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Outils mathématiques

La dimension spatiale est notée d > 1.

On reprend rapidement ici les résultats déja évoqués lors du cours AMS303 [13]. Le lecteur est
supposé étre familier avec les espaces de Lebesgue LP, p € [1, 00], ainsi qu’avec les bases de la
théorie des distributions. Les espaces de Sobolev H™, m € N sont également supposé connus.
En regle générale, on se place dans des espaces fonctionnels dont les éléments sont a valeurs
dans R. On se placera parfois dans des espaces fonctionnels dont les éléments sont a valeurs
dans C. Dans ce dernier cas, le module remplace la valeur absolue, et les produits scalaires sont
hermitiens.

Concernant 1’étude des équations de Maxwell, on choisit habituellement d = 3. Par ailleurs,
on note que, par définition, les espaces de Sobolev H™ supposent un “controle” de toutes les
dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a m, au sens ou toutes ces dérivées prises au sens
des distributions appartiennent & L?. Or, pour les champs électromagnétiques (voir le §1.2), ce
sont uniquement la divergence et le rotationnel des champs qui sont “contrélés”. C’est pourquoi

on va introduire d’autres espaces de Sobolev (voir [2]).

2.1 Rappels

2.1.1 Notion de domaine

On rappelle la notion de frontiere lipschitzienne.

Définition 2.1 Soit Q un ouvert de R%. Sa frontiére O est lipschitzienne si, et seulement si,

— en tout point x de 0N, il existe une application lipschitzienne (définie sur un hypercube

de R ¢ valeurs dans R), dont le graphe représente localement 92 dans un voisinage
(ouvert) de x ;

— en tout point & de 0S), Q) est localement d’un seul coté de OS2.

En un point & de 02, application lipschitzienne est appelée carte locale.

Dans la suite du cours, on raisonnera généralement dans un domaine, dont on donne la définition
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ci-dessous.
Définition 2.2 Un ouvert borné connexe de R® a frontiére lipschitzienne appelé un domaine.
On ala

Proposition 2.3 Soit Q un ouvert de R® a frontiere lipschitzienne, alors le vecteur normal

unitaire sortant a 0S), noté n, appartient a (L>(0))2.

2.1.2 Résultats de densité et opérateur de trace ~,

On rappelle ci-dessous des résultats de densité. En pratique, ces résultats permettent de
remplacer des objets “peu réguliers” par des fonctions régulieres, beaucoup plus simples a ma-
nipuler. Ils permettent également d’étendre des résultats connus pour des fonctions régulieres,

tels que la valeur, ou trace, sur la frontiere.

Définition 2.4 Soit Q un ouvert de R%. On appelle C°(Q) l'ensemble composé des restrictions
a Q de fonctions de D(R?).

Par construction, C°(Q2) C C*¥(Q) pour tout k > 0.
A partir de la, on a un premier résultat de densité des fonctions régulieres dans les espaces de

Sobolev (voir par exemple le théoreme 1.4.2.1 de [22]).

Proposition 2.5 Soit m € N. Dans tout ouvert Q a frontiére lipschitzienne, C°(Q) est dense
dans H™(§2) :

V’U € Hm(Q), H(Uk)k - (Cgo(ﬁ))N, kh_)n;.lo ”U — UkHHm(Q) = O

Soit un ouvert €2 de frontiere lipschitzienne. Pour tout v € C°(2), on peut définir sa valeur sur

la frontiere 9€2, ou trace, notée vjpq. En outre,
vign € L*(00) = {)\ mesurable sur 0f) tel que / NdT < +oo} ,
o9

ou dI' désigne I’élément de "surface” porté par 90X ; dI',, est défini autour d’un point x a I'aide
d’une carte locale, en partant d’un hypercube de R4~ (voir la définition 2.1). Muni du produit

scalaire

o M) 2 00 = / Mo dT,
o0

L?*(09) est un espace de Hilbert. Dans la suite, on identifiera L*(9€2) a son dual & 'aide du
théoréme de Riesz. On dit que 99 est bornéesi |, s AT < oo. En particulier, si € est un domaine,
sa frontiere OS2 est bornée.

D’apres le théoreme 1.5.1.2 de [22], on a le
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Théoréme 2.6 Soit Q un ouvert de R® a frontiere lipschitzienne et bornée. Alors, l'application
trace -
Cx (Q) —  L*09)
v = YU = Vjea

Yo -

se prolonge par continuité en une application linéaire continue, toujours notée vy, de H'(Q)
dans L*(09)).

On introduit
HY2(0Q) = {)\ € L*(9Q) tel que Jv € H'(Q), A\ =yv}, (2.1)
muni de la norme
Mirveom = inf llollmay. (22)

L’ensemble des traces H'/2(99) est un sous-ensemble strict de L?(92).

Proposition 2.7 Soit Q un ouvert de R? a frontié¢re lipschitzienne et bornée. Muni de la norme
(2.2), lensemble des traces H/?(0Q) est un espace de Banach. En outre, H/?(0Q) est dense
dans L*(09).

Par définition, 'application trace 7, est continue de H'(2) dans H'/?(9%2), de norme égale 2 1.
Soit m > 1, et Q un ouvert de R%. On rappelle que I'espace de Hilbert HJ*(€2) est défini
comme l'adhérence de D(2) dans H™((2) :
m N
Yo € HY(Q), () € (D(Q)) klggo lv = vk|| gm@) = 0.
D’apres le corollaire 1.5.1.6 de [22], on a le

Théoréme 2.8 Soit Q est un ouvert de R® a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors on a
[identification :
Hy () = {v e H'(Q) tel que yov =0} .

2.2 Nouveaux opérateurs de trace

2.2.1 Résultats de densité et opérateur de trace normale ~,
Pour manipuler la divergence, on introduit I’espace de Sobolev
H(div;Q) = {w € (L*(2))" tel que divw € L2(Q)} :
ou la divergence est comprise au sens des distributions. Muni de la norme
1/2
ol = (0l + Idivelliag )

H (div ;) est un espace de Hilbert.

On a un second résultat de densité des fonctions régulieres (théoreme 1.2.4 de [21]).
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Proposition 2.9 Dans tout ouvert Q2 a frontiere lipschitzienne, (C2°(2))® est dense dans H (div ;) :
. o rmna\N .
Yw € H(le ) Q), El(wk)k c ((Cc (Q))d> s klggo Hw — wkHH(diV;Q) =0.

A partir de la, on peut étudier la trace normale. Soit €2 un ouvert, a frontiere 0S2 lipschitzienne et
bornée. Pour tout v € (C°(£2))? on peut définir sa trace normale sur 952 : (v - n)pn. Lorsqu’on
prolonge par continuité aux éléments de H (div;(2), on aboutit cette fois a une application
trace normale & valeurs dans le dual de H2(92), noté (HY2(92))". On notera I'action d’un
élément de (H'/2(952))’ sur un élément de H'/2(92) a I'aide de crochets de dualité. D’apres le

théoreme 1.2.5 et le corollaire 1.2.8 de [21], on a le

Théoréme 2.10 Soit Q un ouvert de R?, a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, applica-
tion trace normale .
(€= (Q)° — H209)

Tn -
v = YU = (V- n)pn

se prolonge par continuité en une application linéaire continue et surjective, encore notée vy,
de H(div;Q) dans (HY/2(0Q))".
Soient v € H(div;Q) et u € H'(Q), on a la formule d’intégration par parties :

/Q (udive + Vu - v) dQ = (7,9, %U) (517200, 11/2(00) (2.3)
Puisque L*(99) est identifié & son dual, on a les inclusions strictes
HY2(0Q) c L*09) C (H?*(09)) . (2.4)

Pour un couple (A, A1) € L2(99Q) x H'/?(98), on peut écrire

<>\0, >\1>(H1/2(BQ))’,H1/2(8Q) = ()\0, )\1)[/2(39) = / )\0 )\1 drl’.
o0

L’espace de Hilbert H(div ;) est défini comme 1'adhérence de (D(2))? dans H(div ;) :
Vw € Ho(div;Q), 3(wi)e € (D))", lim w — will e = 0.
D’apres le théoreme 1.2.6 de [21], on a le

Théoréme 2.11 Soit Q est un ouvert de R® a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors on a
lidentification :
H(div;Q) = {w € H(div; Q) tel que y,w = 0}.

2.2.2 Résultats de densité et opérateur de trace tangentielle vp

Les résultats des §§2.1.2-2.2.1 ont été vus lors du cours AMS303 [13]. Les résultats qui
suivent sont, au contraire, “nouveaux”. Pour les espaces fonctionnels dont les éléments sont a

valeurs dans R?® (c’est-a-dire & valeurs vectorielles), on introduit les notations

3

LX) = (L2(Q))°, H™Q) = (H™(Q)’, HY*99) = (H*00))°, etc.
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Pour manipuler le rotationnel, on introduit I’espace de Sobolev
H(rot; Q) = {w € L*() tel que rotw € L*(Q)},

ou le rotationnel est compris au sens des distributions. Muni de la norme

1/
lwll ot i) = ([wlZ2q) + Irot wlZeg) )
@) @

H (rot ; Q) est un espace de Hilbert. On a un nouveau résultat de densité des fonctions régulieres
(théoreme 1.2.10 de [21]).

Proposition 2.12 Dans tout ouvert Q) a frontiére lipschitzienne, C>° () est dense dans H (rot ; Q) :
oan N
Vw € H(rot;Q), I(wy)r € (CX(Q)), ]}erolo |w — wi|| Ewot,0) = 0.

Nous détaillons maintenant comment étudier la trace tangentielle. Soit €2 un ouvert, a frontiere

01 lipschitzienne et bornée.

Approche classique

Pour tout v € C°(2), on peut définir sa trace tangentielle sur €2, égale a (v X n)jpq. On

introduit 'application trace tangentielle
Cx () — ?
YT -

v =YY = (U X n)pg
La premiere étape est de déterminer dans quel espace on peut mesurer les traces tangentielles
par rapport a la norme ||| mrrot - Soit v € C2°(Q). A l'aide de la définition (2.1) de HY/2(992),
on va montrer que X — [, (v x )90+ A dl’ définit une forme linéaire et continue sur H'/?(92),
notée (v X m)jpn. En d’autres termes, (v x n)pq € (Hl/Q(c?Q))/, et l'action de (v x n)jpq sur
X € HY?(9Q) s'écrira :

<(v X n)‘ag, )\) (Hl/Q(QQ))/7H1/2(8Q)'

Par définition de H'Y?(00) = (Hl/Q(ﬁQ))g, pour tout A € HY?(9Q), il existe u € H'(Q) =
(H 1(9))3 tel que A = ~vou, et on peut appliquer la formule d’intégration par parties (1.17) a

u,v :

/ (rotw-v —u-rotwv) dQ = / (v X n)jpa - Youdl, Yu € H'(Q2), Yo € C(Q).  (2.5)
Q o9

A T'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(€2), puis dans R?, on en déduit que

/m(v X M)joq * You dl“‘ < [rot u||L2(Q)||U||L2(Q) + ||“||L2(Q)||1"0t UHL2(Q)

< ||v||H(l‘0t;Q)||U’||H(rot;ﬂ)~ (26)
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Ci-dessus, on a ||| g rot;0), alors qu’on a choisi u € H'(Q). 11 faut donc borner ||| e (rot :0)
par ||ul| g o) avant de pouvoir utiliser (2.2)...

Par définition,
2oy = 3 Tl = 30 { Tulldem + 32 105uill3aq | = lulbag + 3 107ul320)-
i=1,3 i=1,3 j=1,3 45=13
Par ailleurs,
Il rotsy = llullZzgq + Irotulzs g
= |lullF2g) + [192us — Ozuslf2(q) + [95u1 — Orus|faqy + [01uz2 — Bour |72y
< HUHiQ(Q) +2 (!!32U3|!%2(Q) +[|85u2[ 72 + 1851172y +
01330 + 19102130 + 1201 3q)

< \|u||2LQ(Q)+2 Z Hajuz‘”%zm) < 2”“‘@11(9)‘ -
i:j:173

Alinsi,

[ @i ’Youdf‘ < V2 st o1l s
o0

Si on revient a A, on a donc établi que

/ (v X m)jp0 - )\dF’ < \/§”’U”H(rot;g)HUHHl(Q), Yu € H*(Q) tel que you = .
o0

A Taide de la définition (2.2) de la norme || - || 1/2(g), on en conclut que

/ (v X N)jag - )\dl“’ < V20|l Hroti) [ Al g1/200), YA € HY?(09), Yo € CZ(Q).  (2.7)
o0

Ainsi, on a bien (v x )9 € (H1/2(8Q))’, et en outre

(v x n)|69|\(H1/z(aQ))' < V2|v|| H@ot i0)-
On a donc construit une application trace tangentielle

Ccx(Q) — (HY*0)

Y
v = v = (v X n)‘ag

qui est continue par rapport a la norme || - || g(rot;0)- On peut donc la prolonger par continuité
a H(rot;), a I'aide du résultat de densité de la proposition 2.12. En conservant la méme

notation, on a construit

H(rot;Q) — (HY*(0Q))

It
v = YU = (v X N0




Equations de Maxwell 15

Et, d’apres ce qui précede,
||'7T'U||(H1/2(3Q))’ < V2|l Hpori), Vv € H(rot; Q). (2.8)
En outre, on a la formule d’intégration par parties
/ (rotw-v —u-rotwv) d
Q
- (»yTv,70'u,>(Hl/Q(m))/yHm(aQ), Vu € H'(Q), Yv € H(rot;Q). (2.9)

Une différence notable avec la trace normale v, est que, puisque par définition on n’atteint pas
la composante normale via la trace tangentielle, ’application trace tangentielle vy n’est pas

surjective de H (rot ;2) dans (Hl/Q(GQ))/. Pour résumer les résultats obtenus, on a le

Théoréme 2.13 Soit Q un ouvert de R3, a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, l'applica-

tion trace tangentielle

H(rot;Q) — (HY*(9Q))

Yt -
v =YY = (Vv X n)pg
est linéaire, continue et non-surjective. Et on a la formule d’intégration par parties (2.9).

Par analogie avec ce qui précede, I'espace de Hilbert H(rot ;2) est défini comme I’adhérence
de D(R2) dans H (rot ;) :

N
Yw € HO(I‘Ot ; Q), El(wk)k c (D(Q)) , kh—>nolo ||w — wk||H(mt Q) = 0.
D’apres le lemme 1.2.4 et le théoreme 1.2.12 de [21], on a le

Théoréme 2.14 Soit Q un ouvert de R?® a fronticre lipschitzienne et bornée. Alors on a l'iden-
tification :
H(rot;Q) = {w € H(rot;Q) tel que y;w = 0}.

Trace tangentielle v, “revisitée”

On peut procéder un peu plus finement, en notant que la formule d’intégration par parties

(2.5) peut étre écrite sous la forme équivalente (1.18), avec la composante tangentielle de la

trace de u, | (You)r |, dans 'intégrale sur 9€2. On introduit tout d’abord 'espace de Lebesgue

L;(09) = {X € L*(9Q) tel que X -n = 0 presque partout sur 9Q},
et I’'espace de Sobolev
H\*(0Q) = {\ € L}(09) tel que Ju € H'(Q), A = (you)r}.
L’indice | est choisi pour indiquer qu’on conserve les composantes tangentielles de la trace, sans
les faire tourner (voir §2.2.3 pour un autre choix d’indice). Muni de la norme

= inf el ) (2.10)

A
| ||Hi/2(a§z) u€H(Q) tq (vou)r=XA

I’ensemble des traces H i/ 2(39) est un espace de Banach.
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Remarque 2.15 Observons que si la frontiere est “réquliere”, eg. égale a une sphére, alors n
est “régulier”, et on vérifie simplement que, par définition de la composante tangentielle sur

0 (ur =n x (uxn)), on al'inclusion
H|*(00) ¢ H'*(00).
On repart donc de

/(rotu~v—u-rotv) dQ
Q

= /m(v X n)joq - | (You)r |d, Vu € H'(Q), Vv € C°(Q). (2.11)

Alors on peut, en raisonnant comme pour ’approche classique, montrer qu’on a
[(v x n>|aﬂ”<Hi/Q(am)’ < V2[v)l ot ). Vo € H(rot: ), (2.12)
ainsi que la formule d’intégration par parties (ol on a noté a nouveau y;v = (v X n)jsq)

/(rotu~v—u~rotv) dQ
0

= <’7T’U, (’Yo’l,L)T >(Hﬁ/2(89)>/,Hﬁ/2(89)7 Yu € H1<Q), Vv € H(I‘Ot ; Q) (213)

On a le

Théoréme 2.16 Soit Q un ouvert de R3, a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, l'applica-

tion trace tangentielle

H(rot:Q) — (Hi/Q((?Q))/

v = v = (v X ’I’I,)‘ag

Y-

est linéaire, continue et non-surjective. Et on a la formule d’intégration par parties (2.13) ainsi
que lidentification ker(y,) = Ho(rot ;).

2.2.3 Trace de la composante tangentielle 71

Pour tout w € C°(€2), on peut définir la trace de sa composante tangentielle sur 02, égale

aur =n x (uxn). On introduit maintenant I’application trace de la composante tangentielle

er@ — ?

T
u = wru = (ur)pe

Pour construire son prolongement a H (rot ; {2), on va raisonner comme avant, mais en inversant

les réles de w et v : on choisit donc u € CX(Q) et v € H'(Q). Tous calculs faits (laissés
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/
en exercicel), on démontre qu'on peut prolonger 7wy de H(rot;(2) dans <H1L/2(8Q)> , ol
Hiﬂ(a@) est ’espace de Sobolev

H'?(00) = {u € L2(09) tel que 3v € HY(Q), p = (yov) x n}.

L’indice | est choisi pour indiquer qu’on conserve les composantes tangentielles de la trace en

les faisant tourner. Muni de la norme

- inf v , 2.14
llation = gy E Il (214

I’ensemble des traces H i/ 2(89) est un espace de Banach. Comme noté a la remarque 2.15, si

la frontiere est “réguliere”, on a l'inclusion H i/ 2(6Q) € HY?(69).

En inversant le role de u et v par rapport a ’approche classique (2.6), on trouve la majoration
Hﬂ'TuH( 2m) S < V2| ullgrot ),  Yu € H(rot; Q). (2.15)

On établit également la formule d’intégration par parties

/(rotu-v—u-rotv) dQ
Q

= (mru, (Yov) X n>(H1L/2(89)),, 11290y VU € H(rot;Q), Yv € H'(Q). (2.16)
Pour résumer, on a le

Théoréme 2.17 Soit  un ouvert de R3, & frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, lapplica-

tion trace de la composante tangentielle

Hrot:0) — (HY 2(09))'

u = Tru = (Ur)po

™ .

est linéaire, continue et non-surjective. Et on a la formule d’intégration par parties (2.16).
Enfin, d’apres le lemme [.2.4 et le théoreme 1.2.12 de [21], on a le

Théoréme 2.18 Soit Q un ouvert de R? a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors on a l'iden-

tification :

H(rot;Q) = {w € H(rot;) tel que mrw = 0} .

On a donc plusieurs choix (au moins trois), pour gérer mathématiquement la trace des

composantes tangentielles sur 02 d’éléments de H (rot;2)...
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2.2.4 Cas d’une frontiére non-connexe

Soit 2 un ouvert de R?, & frontiere lipschitzienne et bornée. Dans la suite, on notera (T'y) x=o x
les K + 1 composantes connexes maximales distinctes de 0f2, avec K > 0. On choisira par

convention I'y égale & la frontiere de la composante connexe non-bornée de R3 \ Q.

On observe que les notions de traces sur la frontiere (yg, Y, ¥ €t 7w7) qu’on a vu précédem-
ment sont purement locales, au sens ou c’est le comportement du champ dans un voisinage de
la frontiere {x € Q) tel que dist(x, 002) < €}, avec € > 0 "petit”, qui détermine sa trace.

Pour cela, pour tout € > 0 ”petit”, on construit une fonction ¢ € C*®(R3), égale & 1 en tout = € R3
tel que dist(x, Q) < ¢, et égale & 0 en tout point € R? tel que dist(x, Q) > 2¢ (on raisonne en

régularisant par convolution). Ainsi, pour la trace 7p, on a ’égalité
Y[C(Q)] = { X tel que Fv € CX(Q), A =ov} = {A tel que Fv € C°(Q), A =(¢v)}.
De méme pour les autres traces ... [ |

Cette observation a une grande importance. Supposons que 0f) possede K + 1 compo-
santes connexes maximales distinctes avec K 4+ 1 > 2. En particulier elles sont a distance finie
non-nulle les unes des autres. Et il suit qu’on peut considérer ces différentes notions de trace
indépendamment sur chaque composante. On peut donc définir un opérateur de trace v, de
H'(Q) dans H'/2(T',) pour k = 0, K. De méme pour les autres traces ...

Enfin, soient v € H(div; Q) et u € H'(2), on a la formule d’intégration par parties :

/ (udivo + Vu - v)dQ = Z (Vn.DW Vs YO0 W) (H1/2(T )y, HY/2(Ty ) - (2.17)
0

k=0,K

On peut réécrire de méme les autres formules d’intégration par parties, en découpant la contri-

bution sur la frontiere en K + 1 composantes ...

2.3 Existence de potentiels : approche mathématique

2.3.1 Gradient tangentiel V

Soit Q un ouvert de R?, & frontiere lipschitzienne. On définit le gradient tangentiel V de la

facon suivante (voir proposition 4.1.5 de [7]). Pour v € C° (€2), on pose :
VF(U|aQ) == WT(VU). (2.18)

Observons que (Vo) a bien un sens, car Vv € H(rot;(). En effet, Vo € L*(Q), et

rot (Vv) = 0 au sens des distributions! entraine en particulier rot (Vv) € L*(2). L'opérateur

1. En effet, pour tout ¢ € D(2), on a :
(rot (Vv), ¢) = (Vu,rot ¢) = —(v,div (rot ¢)) = 0,

puisque div (rot ¢) = 0 pour toute fonction réguliere.
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gradient tangentiel agit donc sur des objets définis sur la frontiere (vjgq dans (2.18)), et il est a

/!
valeurs dans ’ensemble <H i/ 2(09)) , dont les éléments sont également définis sur la frontiere.
Il reste a préciser 'ensemble de départ, et a vérifier vjgo — Vr(vjsn) est bien une applica-

tion (c’est-a~dire que chaque élément de ’ensemble de départ est relié & un unique élément de

/
<H IL/ 2(6’9)) ). La démarche, instructive, peut étre réalisée en deux étapes.

Quel ensemble choisir pour des champs définis dans 27 D’apres la définition (2.18) et ce

qui précede, on agit sur Vv € H (rot;{2), pour v € C (ﬁ) Ainsi, on contréle Vo selon :
IVl ot ) = [[VUllL2(q) < llvllm10)- (2.19)

Donc, on va d’abord donner un sens a w7(Vo), pour v € H'(Q2). En effet, si v € H'(Q), on a
Vv € H(rot ;) puisque rot (Vv) = 0 au sens des distributions ; et, d’apres (2.15) et (2.19) :

HﬂT(W)II( Yy S V2| Vollrgor o) < V2[ulla), Yo e HY(Q). (2.20)

H'/?(00

On en conclut que wr oV : v+ m7(Vv) est une application linéaire et continue de H'(2)
/
dans (HY%@Q)) :

Quel ensemble choisir pour des champs définis sur 027 Si on revient a la définition (2.18),

le terme de droite peut-étre prolongé par continuité a tout v € H(€2), puisque C°(2) est dense
dans H'() d’apres la proposition 2.5. On fait maintenant de méme pour le terme de gauche.
A priori, vjpq appartient & 'image par I'application trace de H'(Q), c’est-a-dire H'/?(992). On
va maintenant établir que p — Vpu est bien une application, avec H'/2(9€2) comme ensemble
de départ.

Soit donc € H'Y?(98), on choisit v*, v** € H'(Q) tels que ov* = yv*™* = p. Par linéarité de
I’application trace g, yo(v* —v**) = 0, et donc v* — v** € H () (théoreme 2.8). 1l existe donc
(zk)k € (D(Q))N telle que limy o [|v* — v — 2| 1) = 0. Par définition de D(Q2), pour tout
k, la fonction Vzj, est a support compact dans €, et on a donc 7w7(Vz,) = 0. Par continuité de
7rr o V, on en conclut par passage a la limite que 7w (Vv*) = 7p(Vo™), dans (Hi/Q((?Q))/.
On peut donc définir 'application linéaire

H2(Q) — (Hlf(afz))'

g:
H = (Vo)

ot v, € H'(Q) est un représentant (quelconque) de p, ie. yov, = p. Enfin, puisquon a la
majoration (2.20), on en déduit que :

IIg(M)H(HlL/Q(amy < V2l Yo, € HY(Q) tel que v, = p.
D’apres la définition (2.2) de la norme ||p| f1/2(50), on en conclut que

|Ig(/~b)H(H1i/2(aQ))/ < V2l gz on)
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/
c’est-a-dire que g est une application linéaire et continue de H'/2(9Q) dans <H i/ 2(89)) . Pour

finir, on écrira g = Vr, puisque si on revient a (2.18), g “prolonge” Vr.

Remarque 2.19 Si, dans (2.19), on avait obtenu un controle sur Vv selon ||v||grq), pour
p > 2, alors on aurait donné un sens a wr(Vv), pour v € HP(Q). A partir de la, on aurait

défini l'ensemble de départ comme étant égal a ~o[H?(2)].
Pour résumer, on a le

Théoréme 2.20 Soit Q) un ouvert de R3, & frontiére lipschitzienne et bornée. Alors on peut

“prolonger V' par continuité”, en une application linéaire et continue Vr : HY?(0Q2) —
/
<H1L/2(8Q)> . De plus,

Vi(ov) = w2 (Vo) dans (Hlf(am)', Vo € HY(Q). (2.21)

Remarquons que les fonctions constantes sur 02 sont a gradient tangentiel nul, ie. V1 = 0.
Supposons pour simplifier que Q est borné : il est évident que 1 € H'/?(9) puisqu’on peut
choisir pour représentant v; = 1 € H'(Q). Il suit que Vv, = 0, ce qui implique 77 (Vv;) = 0,
et finalement que Vrl = 0 d’apres (2.21).

Lorsque la frontiere 02 est non-connexe, avec (I'y)r—o x les composantes connexes maxi-
males, on peut définir un gradient tangentiel par composante ; on les note (Vrp, k=0, x. Comme

ci-dessus, on a la propriété Vr,1 = 0, pour k =0, K.

2.3.2 Existence de potentiel vecteur

Concernant l'existence, ou la non-existence, de potentiels vecteurs, examinons la configu-
ration suivante, ou € est un domaine (cf. définition 2.2) a frontiere non-connere. Soit v €

H (div; ) tel que dive = 0 dans Q. On se pose la question suivante :
Existe-t-il w € H'() tel que v = rot w dans 7?
On va construire un exemple d’un tel v. Pour préciser les idées, on choisit
Q={xcRtel que 1 < |x| <2}.
On découpe sa frontiere 0€) en deux parties connexes maximales disjointes 'y et ', avec
[y ={x € R® tel que |z| =2}, T;={x R tel que |z|=1}.
On résout le probléme de Neumann pour le Laplacien

Trouver ¢ € H(Q) tel que

Ay = 0 dans €,
oy oy

= CO —_— = Cl
on |ry " Onr, ’
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ou cp,c; € R\ {0} sont telles que |I'g|co+ |I'1]|e; = 0 (c’est la condition de compatibilité sur les données
pour résoudre le probleme de Neumann) : la solution 1 existe, et est déterminée a une constante pres
[13]. Si on pose v = Vi), on a v € L*(Q), divv = div (V) = Ay = 0 dans Q.

Ainsi, v € H(div; Q) avec divev = 0. [

Sa trace normale v - njgq est égale a Vi) - njgq = g—qﬁ‘m. Si on évalue le flux de v au travers de

I'y et 'y, on trouve respectivement

<’yn71"0’0, 1>(H1/2(F0))/,H1/2(I‘0) = <(’U . ’I’L>|F07 1>(H1/2(F0))/7H1/2(F0)
oY
= ((—) s 1) (12 rg)y m12(T0) = / codl’ = [T'glco # 0
n ‘Fo 1—‘0

<"}/n71‘*1’U, 1>(H1/2(F1))’,H1/2(F1) = / C1 dl' = ]Fﬂcl 7é 0.
I

Maintenant, on choisit ¢ € H*(Q) telle que ¢, =1 et ¢, = 0 (par exemple ¢(z) = |z| — 1),
puis on évalue fQ V¢ - vdf2 de deux facons distinctes :

— On integre par parties selon (2.3) ou (2.17), ce qui est possible car v € H(div;{2) et
¢ e HY(Q) :

/QV¢ v dQ = (70, %) (m1/200)y, 11 200) = (YnLo¥s 1) (1r1/2(r0)y 11/2(rg) 7 0

— On suppose que v = rotw avec w € H'(Q) et on intégre par parties selon (2.16), ce
qui est possible car V¢ € H (rot;(2) :

/Qng cvdQ = /QVQS -rotwdQ = — (7 (Vo), (vow) X n>(H1/2(8Q))/7H1/2(89).
OI'7 on a VF0(707F0¢> = VFO]- = O, et VF1 (70,F1¢) = Vp10 = 0. D’aprés (221), on en

conclut que wr(V¢) = 0, et finalement

/w.de:o.
Q

On a donc une contradiction. Dans ce domaine €2 a frontieére non-connexe, il existe donc des

champs de H(div; Q) a divergence nulle qu’on ne peut pas exprimer sous la forme d’un rota-
tionnel d’un champ de H*(Q).

Dans le cas général, on a le théoreme 3.4.1 de [2].
Théoréme 2.21 Soit Q un domaine de R3. Pour tout v € L*(Q2), on a Iéquivalence

diveo =0 dans ) et <’U "Nry, 1>(H1/2(Fk))’,H1/2(Fk) = 0, Vk = 0, K
= (2.22)
Jw € H*(Q) avec divw = 0 dans Q, tel que v = rot w dans ).

De plus, il existe C' > 0 telle que, pour tout v, on peut choisir un potentiel w vérifiant

[wller(@) < Cllvlle2(g)-
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Un cas particulier important est la configuration ou la frontiere 0S) est connexe, c’est-a-dire

que K = 0. En effet, on a d’apres la formule d’intégration par parties (2.3) :

<’U . n|ag, 1>(H1/2(8Q))’,H1/2(8Q) = / (Vl cv+1 div ’U) dQ) = 0,
Q

et la condition de flux est automatiquement satisfaite. Tout champ a divergence nulle admet un

potentiel vecteur dans cette configuration.

2.3.3 Existence de potentiel scalaire

La question est ici celle de V'existence de potentiels scalaires simplement valués pour des
champs a rotationnel nul dans un domaine 2. D’un point de vue topologique (théorie de la
(co)-homologie), on reprend I’argumentaire développé dans [23]. On suppose que 2 appartient
a I'une des deux classes :

(Top)—o : “pour tout champ v € C' () tel que rot v = 0 dans §, il existe un potentiel scalaire
p € CYQ) tel que v =Vp dans Q7 ;

(Top) =0 : “il existe I variétés disjointes, X1, ..., %, avec 0%; C OS2 et telles que, si on définit
QO =0\ Ule s, alors pour tout champ v € C*(Q) tel que rotv = 0 dans §, il eviste un
potentiel scalaire p € C°(Y) tel que v = Vp dans Q7.

Ci-dessus, I est égal au nombre minimal de coupures (¥;); nécessaires pour obtenir I'existence
de potentiels. Mathématiquement, I est égal au premier nombre de Betti, £1(£2). Si I > 0, on dit
que 2 est topologiquement non-trivial. Au contraire, si I = 0, on dit que €2 est topologiquement
trivial. C’est pourquoi on utilise les notations (Top);—¢ et (Top);=o pour distinguer les deux
cas.

Examinons maintenant la transposition aux espaces de Sobolev (passage des dérivées clas-
siques aux dérivées au sens des distributions). Pour préciser les idées, on choisit €2 un tore, et on
définit ¥ une ”coupure” plane. On choisit iy, un champ continu de vecteurs normaux unitaires
selon la convention de la figure 2.1, et on note X, ¥ les deux faces de la coupure.

On définit QO = Q \ 3 Touvert privé de la coupure. Le point ”"subtil” ici est que o0 =

2

/ e
; ’
/ o
A
pla
P o . P /

/ L -

(o

FI1GURE 2.1 — Topologie non-triviale : exemple du tore.

o0 U Y~ UXt. En effet, quand on est dans €, on peut arriver sur ¥ par le coté ~, ou par
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le coté . Enfin, on note ~ : L*(Q)) — L?*(Q) l'opérateur de prolongement par 0.
Considérons ¢ € H'(Q) de saut constant, non-nul, 2 au travers de ¥ : [¢]y, = s+ — q=- =C €
R\ {0}. En d’autres termes, ¢ n'est pas continue au franchissement de .

Par définition, on a ¢ € L2(), et V¢ € L*(2), et il suit que ¢ € L2(Q), et V4 € L*(Q). Par
contre, comme le saut [¢]s est non-nul par définition, on a ¢ ¢ H'(2), cf. [13]. On va vérifier
que rot (V¢) = 0 au sens des distributions, c’est-a-dire dans D'(12).

Soit donc ¢ € D(2), on a :

(rot (V4),¢) = (Vg rot¢)
= /%-rotqf)dﬁ
Q

= /Vq-rotqbd(l
O

ipp (2.16) dans Q@ = — (77 (V4q), (vo®) x 1) (Hi/2(39)>/»H1l/2(39)

(221) dans Q2 = —<VF(q|89)7 (’Yoqb) X n) (Hi/Q(BQ)y,Hi/Q(aQ)'
Pour poursuivre le calcul, on rappelle que 9 = 9Q U £~ U L*. Comme on sait que @l = 0, il reste
uniquement les contributions sur ¥~ et ¥ qui, en tant que parties de la frontiere 0$ sont & distance

non-nulle! On peut donc découpler les contributions sur ¥~ et ¥ T, cf. §2.2.4. Enfin, on note que n,

la normale unitaire sortante sur 9<2 est telle que : Ny~ = Ny, et g+ = —ny. Ainsi on trouve
rot %v , = —(Vr(gx-), Q) X ny) o
(o TD) = ~(Trli) (029) <) ) s

H(Vr(gs+ 0,3 Xny), o .
( (Q|Z ), (Y0,29) >(Hi/2(2)) 7H1L/2(Z)
—~1/2 .
Ci-dessus, H J_/ (X) est I'espace des traces tangentielles sur ¥ des fonctions de H(Q) s’annulant au
voisinage de 0. C’est le méme espace de Sobolev, qu’on vienne sur ¥ par le coté —, ou par le coté .
Enfin, la trace tangentielle vp,s2¢ ne dépend pas du coté dont on vient, puisque ¢ est un champ

régulier dans 2. On trouve finalement

(rot (V4),¢) = (Vr(ds+ — dis-), (Yo,m0) x nz><ﬁ1/2 2))/ =172

L () HLI(®)
définition du saut = (Vr([d]n), (Yo,z¢) X nx) ,_ r_ =0,
(7)) H )

puisqu’on sait que le gradient tangentiel appliqué & une fonction constante (ici ¢) vaut 0. Le résultat

est donc démontré. m

On part de v = % € H(rot; ), et on se pose maintenant la question suivante :

Existe-t-il p € H*(Q2) tel que v = Vp dans Q7

2. Un tel choix est possible. Par rapport a la configuration de la figure 2.1, on prend ¢(x) = 6, ot 0 est

Pangle dans le plan”parallele” au tore, en supposant que ¥ est incluse dans le plan {6 = 0y}, avec 6y donné.
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Si tel est le cas, alors on en déduit que
Vi = Vp dans €, ie. V(§ — p) = 0 dans Q.

Or Q=0 \ X est conneze. Donc puisque le gradient de ¢ — p est nul dans Q, on en déduit que

G — p y est constante : notons-1a ¢. on a donc d’'une part
[i—pls=(G—p)+ —(@—p)s- = = =0,
alors que par ailleurs, comme [p|s; = 0,
[¢—pls =iz —[pls =c#0.

On aboutit donc & une contradiction. Dans le tore Q, il existe donc des champs de H (rot ;)

a rotationnel nul qu’on ne peut pas exprimer sous la forme d’un gradient d’un champ de H'(Q).

Dans un domaine quelconque, on a le théoreme 3.3.2 de [2].
Théoréeme 2.22 Soit Q un domaine de R®. Pour tout v € L*(Q), on a l’équivalence

rotv =0 dans €
= (2.23)
3p € H(Q) avec [plg, € R, Vi=1,1, tel que v = Vp dans Q.

De plus, p est unique a une constante pres, et [|[Vp| 2y = (vl r2(0)-

Un cas particulier important est la configuration ou €2 est topologiquement trivial, ¢’est-a-dire
que I = 0. Dans ce cas, 0 = (, et le potentiel scalaire appartient & HY(Q).



Notes de cours 3

Quelques modeles

3.1 Relations constitutives

Les équations de Maxwell sont insuffisantes pour caractériser entierement les champs électro-
magnétiques. Ce systeme doit étre complété par des relations décrivant les propriétés du mi-
lieu dans lequel les champs évoluent. Celles-ci sont appelées relations constitutives, reliant par
exemple D et B a E et H, c’est-a-dire

D=D(E,H) e B=B(E H). (3.1)

(On peut inverser le role de B, D d’une part, et E, H d’autre part : E = E(B, D), etc.)
Il est possible de construire des classes ”"générales”, dans lesquelles les relations (3.1) sont

linéaires et bi-anisotropes (voir [25, 29], pour plus de détails) :

)

€ t,x (t,x)+ (e (& xH)(t,x)
B(t,x) = g(m)E(t,az)

_d*E)(t,az) + £,
= (3.2)
(t,x) + (gd *x E)(t,x) + (gd *H)(t,x).

B
e

+
_I_

Dans (3.2), la notation x correspond au produit de convolution par rapport aux quatre variables
de R x R3 et, d’aprés le principe de causalité, ceux-ci ne mettent en jeu que E(t —s), H(t — s)
pour s > 0(1). D’apres le principe d’invariance par rapport au temps, les paramétres g & et
 sont des fonctions de la variable d’espace @, a valeurs des tenseurs réels 3 x 3. Parmi ceTles_—Ci,
gest appelée le tenseur diélectrique, et p est appelée le tenseur de la perméabilité magnétique.
Les parametres g " éd, g . et 1 sont des fonctions des variables d’espace-temps (¢, x), a valeurs
des tenseurs réels 3 x 3.

On parle de milieu chiral lorsqu’il est décrit par les relations constitutives (3.2). Néanmoins,
ces relations peuvent étre tres complexes. Nous allons nous contenter d’en étudier des versions

"simples” ...

1. Pour représenter les valeurs dans R3 du champ E & l'instant ¢, on utilise la notation E(t) :  — E(t,x).

De méme pour les autres champs.

25
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3.1.1 Milieux parfaits

A partir des relations linéaires (3.2), on peut faire plusieurs hypotheses simplificatrices.
— Le milieu est non-dispersif, c’est-a-dire que sa réponse est instantanée : en d’autres
termes, £, = gd = gd = gd =0.
— Le milieu est anisotrope, c’est-a-dire qu’'on peut écrire D = D(E), et B = B(H) :
§ = ¢ =0. Un milieu anisotrope est dit isotrope lorsque de plus les tenseurs ¢ et u sont
1_)rop_0rtionnels a la matrice identité : ¢ = ¢l3 et p = pl3. Les parametres constitutifs &
et u sont dans ce cas des fonctions a valeurs réelles : ¢ et 1 sont respectivement appelées
la permittivité électrique et la perméabilité magnétique du milieu.
Dans ce cours, nous nous placerons en général dans un milieu parfait, ¢’est-a-dire non-dispersif

et anisotrope. Dans un milieu parfait, les relations constitutives s’écrivent donc
D(t,x) =e(x) E(t,x) et B(t,x) = p(x) H(t,z), V(t,x) e R x R’. (3.3)

Dans ce cas, les équations de Maxwell sous forme différentielle (1.6)-(1.9) peuvent étre formulées

avec uniquement les champs E et H. Elles ont pour forme

g%—? —rotH = —J, (3.4)
gaa—I;I +rotE = 0, (3.5)
div(eE) = p, (3.6)
div(pH) = 0. (3.7)

Pour écrire les Egs. (1.6)-(1.9) avec les champs E et B, on remarque que le champ de tenseurs p
est nécessairement inversible sur R?, si 'on se souvient que les relations constitutives auraient
pu étre formulées comme H = H(B, D)... Ainsi, les Egs. (3.4)-(3.7) s’expriment de fagon

équivalente sous la forme

E
gaa—t —rot(p'B) = —J, (3.8)
88—? +rotE = 0, (3.9)
div(eE) = p, (3.10)

divB = 0. (3.11)

On peut également réécrire les relations de saut, (1.13) avec E et H, et (1.16) avec B et D :

[§E . ’I’LE]E =0y, [gH : ’I’LE]E = O, [g_lD X ’I’I,E]E = 0, [[L_IB X nz]g = _jE . (312)

3.1.2 Milieux homogenes et adimensionnement

On parle de milieu homogéne (pour faire court!) pour décrire un milieu parfait, isotrope

et spatialement homogene : e(x) = ¢ et u(x) = p pour tout x, avec € et p deux nombres
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constants. On peut alors exprimer les relations constitutives sous la forme
D(t,x) =cE(t,x) et B(t,x) = pH(t,x), V(t,x) € R x R?. (3.13)

Remarquons que le vide est un cas particulier d’un milieu homogene. La permittivité électrique
et la perméabilité magnétique y sont notées respectivement g (g9 = (367.10%)"'Fm™!) et ug
(o = 4m.107"Hm™!), et on a la relation c2eguo = 1, avec ¢ = 3.10%ms™! la vitesse de la
lumiére %. Les équations de Maxwell (différentielles) dans le vide s’écrivent, avec les champs E
et B :

OE 1

— — tB = ——J 14
5 ~ ¢ ro d (3.14)
88_? +rotE = 0, (3.15)

1
divE = —p, (3.16)

€0
divB = 0. (3.17)

(Ci-dessus, on a utilisé le fait que rot ug' B = uy'rot B et divegE = o div E.)

On peut vérifier que ces équations sont des EDPs hyperboliques, avec contrainte.

Si on dérive la loi de Faraday (3.15) par rapport au temps, et si on prend le rotationnel la loi d’Ampere
(3.14), on a :

0’B OE OE 1
W—f—rotazo et rOtE—CQTOtTOtB:—gI'OtJ.
Par différence, on trouve
0’B 1
ey + rotrot B = grotJ.

A Taide de 'identité —A = rotrot — Vdiv, on conclut a ’aide de (3.17) que

0’°B 1
—— —AB = —rot J,
8752 €0

qui est une EDP vectorielle en B de type hyperbolique, avec la contrainte (3.17) sur la divergence.

On peut également choisir de dériver la loi d’Ampere (3.14) par rapport au temps, et prendre le

rotationnel la loi de Faraday (3.15) multiplié par ¢ :

2E B 1 0J B
0 2 0 oJ et 62r0t8—+02r0tr0tE:0.

oz ot ey Ot ot
En sommant, on trouve
0°E + c*rotrot E L 9J
— +c =———.
ot? €0 ot
Et on conclut a 'aide de (3.16) que
P’E 1 /o
Lo _2AE=-—— (22 12V,
oz~ ¢ 0 <8t T Ve

2. Les nouvelles unités SI sont : F (Farad) et H (Henry). On a les correspondances F = CV ™! et H =
m2A~T.
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qui est également une EDP vectorielle en E de type hyperbolique, cette fois avec la contrainte (3.16)

sur la divergence. [ |

Lorsqu’on se trouve dans un milieu homogene qui n’est pas le vide, on introduit habituel-
lement les permittivité, perméabilité et vitesse relatives €., u, et c., définies par € = €, ¢,
W= i, pio et c2e,p, = 1. En outre, on peut réaliser un ”adimensionnement” pour normaliser
les équations. Pour cela, on conserve la variable spatiale, ® = @, et on remplace la variable
temporelle ¢ par £ = ct (unités SI pour toutes les variables : m). Pour la dérivation partielle

par rapport au temps, on a la relation

Puis on définit les champs ”adimensionnés”

E:Ea EZCB, E:galD’ ﬁ:Z[)H, avec Loy = @
V €o

On vérifie facilement que les quatre champs E, B, D et H s’expriment en Vm™! (unités SI),
et que les relations constitutives les liant sont : D = ¢, E et B = u, H. Les termes sources

"adimensionnés” sont quant a eux définis par
> o ~ -1
J=20J, p=c¢g,p.

Ces deux termes sources s’expriment en Vm ™2 (unités SI) et 1’équation de conservation de la

charge est

%a;;:f:o.

Dans un milieu homogene, les équations de Maxwell (différentielles) ”adimensionnées” s’écrivent :

B _ 25¢B - 17,
ot €y
B — -
a—~+rOtE = 0,
ot
— 1.
divE = —p,
divB = 0.

Ces relations restent bien sur valables dans le vide, avec ¢, = pu,, = 1 (d'ou ¢, = 1).
Enfin, on peut reprendre ces calculs dans un milieu parfait et isotrope, pour lequel € et p sont
constants par morceauz. Dans ce cas, les équations ci-dessus sont vraies dans chaque région ou

€ et u sont tous deux constants.
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3.2 Milieux conducteurs et isolants

Si le milieu est conducteur, il faut aussi décrire ses propriétés en termes de conductivité.

Ceci revient a exprimer la densité de courant J comme une réponse au champ électrique E
J=J(E).
Sous I’hypothese de linéarité du milieu, J et E sont liés par la loi d’Ohm
J=cFE+a . * E,

avec g une fonction de la variable d’espace x, a valeurs des tenseurs réels 3 x 3 : elle est appelée
tenseur de conductivité. Quant a o ” c’est une fonction des variables d’espace-temps (¢, x),
a valeurs des tenseurs réels 3 x 3, et le produit de convolution x est réalisé en respectant le
principe de causalité. Comme pour ’étude des relations constitutives, nous restreignons notre
étude au cas d’un milieu conducteur parfait. Dans ce cas, la loi d’Ohm devient
J(t,x)=co(x)E(t,x), V(t,z) € R x R?. (3.18)

Si de plus le milieu est isotrope, on a g = o I3, et o est appelée la conductivité. On peut préférer

introduire la résistivité o~! du milieu, avec la notion de milieu résistif.

Dans la plupart des situations, on peut exprimer la densité de courant comme une somme, a

savoir

J:J6$t+JU)

avec J ;¢ une densité de courant imposée par 'extérieur, et J, la densité de courant générée
par la conductivité du milieu, cf. la loi d’Ohm (3.18). Par voie de conséquence, il faut modifier

la loi d’Ampere (3.4), qui devient dans un milieu conducteur parfait et isotrope

oFE
EE +oFE — rot H = _Jext- (319)

On dit que le milieu est isolant — 0 = 0 — lorsqu’il n’y a pas de courant généré électriquement
dans celui-ci. Un isolant est également appelé un diélectrique. Dans ce cas, en ’absence d’un
courant externe imposé, on a J = 0.

Au contraire, nous aurons souvent a considérer un milieu parfaitement conducteur, c¢’est-a-dire
un conducteur parfait, dans lequel la conductivité est supposée étre "infinie” : tous les champs
électromagnétiques y sont uniformément égaux & 0(3). Discutons en quelques lignes la validité
de cette affirmation, qui est liée a la notion d’épaisseur de peau d dans un milieu conducteur.
Cette épaisseur est telle que les champs électromagnétiques disparaissent dans le conducteur,
sous réserve que sa profondeur soit localement beaucoup plus grande que ¢ : les normes des

champs ”décroissent” lorsqu’on pénetre dans le milieu, et deviennent négligeables des que la

3. Cette situation idéalisée est fréquemment utilisée pour modéliser les métaux.
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distance est plus grande que quelques 0. Cette épaisseur ¢ dépend de la fréquence v des inputs,
ainsi que de la conductivité du milieu : on a la relation de proportionnalité § ~ (o v)~/2 (voir
par exemple [2; §1.2.3]). Expérimentalement, dans du cuivre, pour des signaux radio dans la
bande de fréquence 1-100Mhz, § varie entre 7 et 70 10~%m. Au niveau macroscopique, nous
ferons I’hypothese que, dans un conducteur parfait, I’épaisseur de peau est égale a zéro, c’est-a-
dire que les champs électromagnétiques y sont partout égaux a 0, cette propriété étant valable
quels que soient les inputs. Ce résultat peut étre corroboré mathématiquement ; nous renvoyons
a [28, §5.6] pour des résultats plus précis.

Notons pour finir que ce comportement est compatible avec les phénomenes d’accumulation de
charges et/ou de courants a la surface du conducteur, appelés effet de peau. Ainsi, on peut avoir
des densité de charge o et/ou de courant j non-nulles a la surface d'un conducteur parfait :

c’est Veffet de peau infini.

3.3 Conditions d’interface et conditions aux limites

Comme on l'a déja établi, les équations de Maxwell différentielles, méme complétées de
relations constitutives, sont insuffisantes pour caractériser completement les champs dans un
volume strictement inclus dans R3. En effet, nous avons vu que les équations de Maxwell
intégrales donnent des conditions d’interface, respectivement décrites par les Eqs. (1.13), (1.16)
ou (3.12). Comment utiliser ces conditions* ? Appelons O le volume d’intérét, et notons OO
sa frontiere. Bien sfir, on peut aussi voir 9O comme linterface entre O et R3\ O, et par
conséquent les champs électromagnétiques vérifient les conditions (1.13), (1.16) ou (3.12) sur
00. Par ailleurs, on connait le comportement des champs dans R® \ O (sinon, on devrait les
calculer!) ou, de facon plus réaliste, dans un volume extérieur O’ inclus dans R?\ O et tel que
0N0O =00. Par conséquent, on récolte des informations utiles concernant le comportement
des champs sur la frontiere 0O.

Par exemple, supposons que le volume d’intérét O soit borné, voire partiellement borné (typi-
quement dans un direction, comme le ”guide” de la figure 3.1) et qu’il soit inclus au moins locale-
ment dans un conducteur parfait. Alors, comme on I’a vu au §3.2, les champs électromagnétiques

disparaissent hors de O. On déduit alors de la condition (1.13b) que

B - n =0 sur 00, (3.20)

4. On peut également utiliser les conditions d’interface pour représenter les champs électromagnétiques dans
R3 : on parle de représentation intégrale. Plus précisément [28, §5.5], supposons R? découpé en deux milieux
Mt et M~ dont 1'un est borné et notons ¥ l'interface les séparant. Si on cherche les champs électromagnétiques
solutions des équations homogenes (solutions harmoniques en temps) dans M™ et M™, et que I’on connait le saut
js = —[H xnyx|x (condition (1.16b)), alors on peut exprimer les valeurs E(z) et H(x) en tout point & € R*\ X
sous la forme d’intégrales sur ¥ ne dépendant que de jy. De méme pour les valeurs E* (xx) et H + (zx) en tout
point @y, € X. Dans ce formalisme, on peut généraliser ce résultat en présence d’aimantation et supposer que le
courant magnétique my = [E X ny]s est lui aussi non-nul. On aboutit alors & des formules de représentation

intégrale de E et H mettant en jeu des intégrales sur ¥ qui dépendent cette fois de jy, et msx.
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FIGURE 3.1 — Un "guide”.

ou m est le vecteur unitaire, normal a 00, et dirigé de O vers O'. A partir de la condition
(1.16a), on obtient cette fois

E xn =0 sur 00. (3.21)

On en conclut d'une part que la trace normale B-np0 du champ B disparait sur 0O, et d’autre
part que la trace tangentielle E X 150 du champ E disparait également sur 0O. On appelle les
conditions précédentes des condition aux limites de conducteur parfait. Si on raisonne de méme

a partir de (3.12), on trouve que uH - njp0 = 0 et gle X nppo = 0.

3.4 Dans un volume non borné

3.4.1 Motivation

Ces conditions aux limites sont souvent insuffisantes pour modéliser efficacemment des
problemes issus de situations pratiques. Considérons ci-dessous les équations de Maxwell, a
résoudre dans un volume Q. Si ce volume n’est pas borné, il est préférable de I'ajuster avant
de réaliser des calculs. Cette difficulté se présente pour des problemes extérieurs (diffraction,
etc.), ainsi que pour des problemes intérieurs (guides d’onde, etc.), voir les figures 3.2 (gauche)
et 3.3 (gauche). On introduit le domaine de calcul Q, égal® & O N B(O, R), avec R > 0 ”bien
choisi”. Dans ce cas, la frontiere du domaine de calcul, 0€), est décomposée en deux parties :

— une partie "physique”, au sens ou elle est incluse dans 00 : I' = 902 N 00O.

— le reste de la frontiere, notée I' 4, qui est purement ”artificielle”.

Pour un probleme de diffraction autour d’un objet borné, le rayon R est choisi de sorte que I'4
ait une intersection vide avec la frontiere "physique” 00, comme a la figure 3.2 (droite). En

d’autres termes, on fait en sorte que AT N AT 4 = (), avec ' = 9O, par exemple I'y = 9B(O, R).

5. Au lieu de la boule B(O, R), on peut choisir tout volume ”raisonnable” dans lequel on doit réaliser les

calculs, tel qu'un cube comme a la figure 3.3 (droite), etc.
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FIGURE 3.2 — Ajustement d’un probleme de diffraction.
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FIGURE 3.3 — Ajustement d’un probleme intérieur.

3.4.2 Conditions aux limites absorbantes et couches absorbantes

Il est possible de construire des conditions aux limites approchées sur I'4, que ’on regroupe
sous le vocable de condition aux limites absorbante. Par exemple, il est souvent nécessaire de
modéliser des ondes entrantes, provenant de l'infini : plus précisément, ces ondes entrantes
doivent pouvoir entrer dans le domaine de calcul €2, idéalement ”sans réflexion” au passage de
I'4. Pour décrire ces ondes, on peut utiliser des données définies sur la frontiere artificielle I'4.
Si on note (E™¢, B™) le champ électromagnétique décrivant cette onde entrante, les données

correspondantes sont
. } ) 1 .
8* — <Eznc _ CB'mc % n)|FA7 b* — (Bmc + = E'mc % n)|FA'
&

Dans un milieu homogene, on a ¢ = 1/,/2q, et on peut écrire un jeu de conditions aux limites

absorbantes pour les équations de Maxwell comme ci-dessous :

(E—cBxn)xn=e" xnsur 'y, (3.22)
ou, de fagon équivalente,

(cB+Exn)xn=cb*"xnsur 'y (3.23)

Ce jeu de condition permet de réduire tres significativement la réflexion des ondes entrantes.

De méme, on peut prendre en compte les ondes sortantes avec (3.22)-(3.23), en choisissant cette
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fois e* = b* = 0.

On peut également utiliser des couches absorbantes pour que les ondes sortent du domaine
de calcul ”sans réflexion”. Le principe est le suivant. A 'extérieur de €2, dans un voisinage de
I'4, on introduit un milieu électromagnétique artificiel, possédant les propriétés suivantes :

— toutes les ondes s’y propageant sont atténuées ;

— les ondes (planes) passent sans réflexion au travers de I'4.

Enfin, on clot ce milieu artificiel a I'aide d'une condition aux limites de conducteur parfait. On
parle de couches parfaitement adaptées pour désigner ’ensemble du milieu artificiel complété
de la condition aux limites. Il est important de noter que la solution dans ce milieu artificiel
n’est pas physique! Son role est encore une fois de simuler la sortie des ondes du domaine de

calcul "sans réflexion”. Ces couches sont tres efficaces numériquement.

3.5 Energie

Soit un milieu parfait occupant un ouvert Q de R3 & frontiere lipschitzienne et bornée, et
entouré d’un conducteur parfait. On suppose en outre que les tenseurs ¢ et p sont mesurables,
et symétriques (voir (3.25) pour la motivation). On rappelle que les lois d’Ampere (3.4) et de

Faraday (3.5) s’écrivent a l'instant ¢

g@a_lf(t) —rot H(t) = —J(t), et gaa—I;I(t) +rot E(t) = 0.

Comme on I'a dit au §1.2, on suppose que les champs a I'instant ¢ sont mesurables, et tels que
E(t),H(t),0,E(t),0,H(t) € L*(Q), et de méme pour la donnée, J(t) € L*(). D’apres les
deux lois, on a également rot E(t),rot H(t) € L*(Q), et il suit que E(t), H(t) € H(rot ;).
Enfin, d’apres la condition aux limites de conducteur parfait (3.21), on a E(t) € Hy(rot ;).

Si 'on considere la régularité en espace-temps, il est donc "naturel” de supposer que

E c L*(I; Hy(rot;Q)), E € L*(I;L*(Q))
H < [*(I; H(rot;)), H' € L*(I;L*(Q)) (3.24)
J € L*(I; L*(2)),

ou I est l'intervalle de temps sur lequel on considere les équations, et ’ est la dérivée par rapport
au temps. 6

A partir de la, on réalise les ”opérations” suivantes : le produit scalaire dans LQ(Q) de la loi
d’Ampere (3.4) par E(t), et on ajoute le produit scalaire dans L*(Q2) de la loi de Faraday (3.5)

6. On rappelle que, si on se donne un espace de Banach X, la condition v € L?(I; X) signifie que t — v(t)

est définie et mesurable sur I, & valeurs dans 'espace X, et que / lv(t)||% dt < oo.
I
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par H (t), pour établir un "bilan énergétique” :
OE
— [ Jt)-E@t)dQ) = gg(t) -E(t) —rot H(t) - E(t) | dS
Q Q \"

n /Q <:aa—1;I(t)-H(t)+rotE(t)~H(t)) 40

= [ (S0 B+ it v ao

_ %% ( /Q (B E(t) + uH(t) - H(1)) dQ). (3.25)

Ci-dessus, on a utilisé d’abord la formule d’intégration par parties ”
/ (rotu-v—wu-rotv) d2=0, Yue Hy(rot;2), Vv € H(rot;), (3.26)
Q

puis la symétrie de g (et de ), car on a :

(€00, 0(0) ) = (€500, (1) gy + (£0(0), S (0) iy = (£ 950 1) 0(0)

Afin de pouvoir définir une énergie, il faut que g et p soient d'une part bornés, et d’autre part
de "méme signe”, partout dans 2. Pour résumer § € {g, u} est tel que :

{ ¢ est un tenseur symétrique mesurable tel que (3.27)

L6 >0, VX €RP, EXP<EX X <& | X p. p. dans Q.

Sous ces hypotheses, (u,v) + (§u,v)p2q) définit dans L?*(Q) un produit scalaire, et la norme

induite est équivalente a la norme usuelle. Physiquement, on peut choisir
ts / <§E(t) CE(t) + pH(t) - H(t)) dQ
Q - =

comme définition de 1’énergie électromagnétique, et (3.25) est bien un bilan énergétique. En
particulier, si on connait la valeur des champs (E, H) a un instant donné ¢, € I, sous les
hypotheses précédentes sur les tenseurs définissant le milieu, on a I'unicité de la solution (E, H)
de régularité (3.24) qui vérifie les lois d’Ampere (3.4) et de Faraday (3.5) plus la condition aux
limites de conducteur parfait (3.21).

En effet, si on a deux couples de solutions et qu’on note (Ef, H 7£) leur différence, alors par linéarité
des équations on trouve que (E7, H7) vérifie Ampere (3.4) et Faraday (3.5) avec des seconds membres

nuls, et le ”bilan” donne

1dEF
0= de avecé'#(t):/

=30 ) (gﬁé(t) - E7(t) + pH7 (t) - H*(t)) .

7. Pour établir le résultat, on se sert de la définition de Ho(rot; ), c’est-a-dire la densité de D(Q2) dans

H(rot; (), et on passe par la dérivation au sens des distributions...
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En d’autres termes, £7 est constante sur I et, comme sa valeur est nulle & 'instant ¢y car les deux
couples de solutions ont la méme valeur & cet instant, on a £7(t) = 0 pour tout ¢ € I. Enfin, d’apres
(3.27), on a

0< / (g_E#(w CEF(t) + u_H7(t) - H?’f(t)) A0 < E4(t), Wtel,
Q

d’olt on conclut que |’E7é(t)||L2(Q) = ||H7$(t)HL2(Q) = 0 pour tout t € I. [ ]

3.6 Autres modeles

Nous décrivons brievement deux modeles ”classiques” en électromagnétisme.

3.6.1 Modeles harmoniques en temps

Nous traitons ici de solutions périodiques, ou harmoniques, en temps, des équations de
Maxwell dans un milieu parfait occupant R3. La dépendance en temps est donc de la forme
cos(wt) ou sin(wt), avec w € R. De fagon équivalente, on parle de solutions stationnaires. En
d’autres termes, apres complexification des champs, on peut écrire, par exemple pour le champ

électrique, que

E<(t,z) = e(x) exp(—wwt).

Ci-dessus, e est un champ vectoriel & valeurs dans C3.

Les solutions a valeurs réelles — les solutions physiques — s’écrivent sous la forme

E(t,z) = Re(e(x) exp(—wwt)) , (3.28)
H(t,x) = Re(h(x)exp(—wwt)) , (3.29)
D(t,x) = Re(d(z) exp(—wt)) , (3.30)
B(t,x) = Re(b(x) exp(—wwt)) . (3.31)

De maniere équivalente, on peut écrire

E(t,z) = %{e(m)exp(—zwt}+§(m) exp(wt))}, ou
= Re(e(x)) cos(wt) + Im(e(x)) sin(wt), etc.

En particulier, on peut restreindre la dépendance temporelle des champs harmoniques en temps
a des valeurs positives de w, appelé la pulsation : w > 0 dans la suite. La pulsation est reliée a

la fréquence v par la formule w = 27v.

Si les champs sont harmoniques en temps, alors p(t,x) et J(¢,x) sont également harmo-

niques en temps. Bien str, la dépendance en temps est identique, car la dérivation spatiale ou
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temporelle® des champs conserve celle-ci :

p(t,x) = Re(r(x) exp(—wt)) , (3.32)
J(t,x) = Re(j(x)exp(—wwt)) . (3.33)

Au contraire, que se passe-t-il si I'on sait uniquement que les termes sources p(t, x) et J(t, x)
sont harmoniques en temps (sans information sur les champs) ? En d’autres termes, comment
les champs, vus comme solutions des équations de Maxwell, se comportent-ils? La réponse,
beaucoup plus subtile que les calculs précédents, est connue sous le vocable principe d’ampli-
tude limite... Il est important de noter que ce principe peut-étre justifié mathématiquement,
cf. [30]. Lorsque les données p et J sont a support compact en espace, on peut en effet prouver
que la solution adopte un comportement harmonique en temps lorsque ¢ tend vers 'infini, dans
des régions bornées de R3. Le "bon sens physique” est donc correct dans cette situation : sous
réserve que p et J se comportent comme aux Egs. (3.32)-(3.33), les champs électromagnétiques

se comportent comme aux Eqgs. (3.28)-(3.31) lorsque t — +00, avec une pulsation w identique.

En égalant les facteurs spatiaux en cos(wt) et en sin(wt), on constate que les équations de

Maxwell harmoniques en temps s’écrivent

wd +roth = j, (3.34)
—wb+rote = 0, (3.35)
divd = r, (3.36)
divh = 0, (3.37)
alors que 1’équation de conservation de la charge (1.10) devient
—wr +divy =0. (3.38)

Comme le milieu est parfait, on a
d(z) = c(x)e(x) et b(xz) = p(x)h(x).

Il est possible d’exprimer les équations de Maxwell harmoniques en temps, par exemple en

fonction des champs e et b :

wee +rot (u~'b) = j, (3.39)
—wb+rote = 0, (3.40)
divee = r, (3.41)

divh = 0. (3.42)

8. Par linéarité de 'opérateur partie réelle, on a par exemple :

O D;(x,t) Or(Re(d;(x) exp(—wwt))) = Re(d;(x)) (0 exp(—wt))) = Re(—wd;(x) exp(—wt)) ;
0;Di(x,t) = Re((9;di(x))exp(—wwt)).
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Poursuivons en éliminant I'un des champs dans les Egs. (3.39) et (3.40), ce qui donne

—wzge +rot (u 'rote) = wy, (3.43)
—w’b+rot (¢ 'rot (u~'b)) = rot (e 7). (3.44)

Le systetme d’Eqs. (3.43)-(3.44) est souvent qualifié de probléme de type Helmholtz : pour?

w > 0, des sources non nulles (7,r) étant données, on doit déterminer la solution (e,d). On
parle alors de vibrations ”entretenues” du champ électromagnétique : en effet, les vibrations sont
générées et entretenues par 'excitation périodique que représentent les sources. Il est important
de noter que les conditions (3.41) et (3.42) sur la divergence des champs électromagnétiques
sont des conséquences des Eqs. (3.43)-(3.44). Il suffit en effet pour cela d’appliquer la divergence
de part et d’autre du signe égal et, dans le cas du champ électrique, d’utiliser 1’équation de

conservation de la charge (3.38), en se souvenant que w # 0.

Au contraire, on peut supposer que les densités de charge et de courant disparaissent. Les

équations s’écrivent alors

—w’ce +rot (u 'rote) =
—w’b + rot (e~ (rot (1 'b)

0
) 0
div(ce) = 0
divb = 0

— —~ —~ —
IS
~

N— N— S~— N—

On parle alors de vibrations "libres” du champ électromagnétique, puisqu’il n’y a plus d’ex-
citation dans ce cas. Comme on vient de le voir, la condition sur la divergence des champs
électromagnétiques serait implicite dans les Eqs. (3.45)-(3.46), sous réserve que w # 0. Mais
on ne fait plus cette hypothese ici. L’ensemble des Eqs. (3.45)-(3.48) est appelé un probléme
auz valeurs propres.'® 11 s’agit de déterminer les triplets (w,e,b) avec (e,b) # (0,0) vérifiant
le systeme (3.45)-(3.48).

3.6.2 Modeles statiques ou quasi-statiques

Nous considérons tout d’abord des modeles (ainsi que des solutions) indépendants du temps,
dans un milieu parfait occupant R?. En d’autres termes, nous supposons que 0, - = 0 dans les

équations de Maxwell (3.8)-(3.11), avec des densités de charge et de courant non-nulles :

£ (3.49)

rot E***" = 0, rot (u~tB*") = J,
div (¢ E*") = p, div B** = 0.

Ci-dessous, nous allons traiter séparément les cas électro-statique et magnéto-statique.

9. Pour avoir un probleme de type Helmholtz, on suppose toujours que la pulsation est non-nulle. Sinon, on

résout un modele statique, cf. §3.6.2.
10. La pulsation w n’est pas & proprement parler la valeur propre. Plus précisément, c’est son carré w? qui

est 1lié a la valeur propre.
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Remarque 3.1 Si l'on se replace dans le cadre des équations harmoniques en temps (voir

§3.6.1), les équations statiques peuvent étre formellement vues comme des équations avec w = 0.

Modele électrostatique On s’intéresse au champ électrostatique E*™. L’espace R? étant
topologiquement trivial, 'Eq. rot E*'® = ( entraine que E*'* = —V ¢ ou ¢ est appelé le
potentiel électrostatique (extraction d’un potentiel scalaire). Comme par ailleurs div (gESt“t) =

p, le potentiel ¢ est solution du modele électrostatique
—div (e Vo™™) = p .

En particulier, si I'on est dans le vide, ie. ¢ = g0 I3, et 'on aboutit au modele électrostatique
classique d’inconnue ¢*** (voir par exemple le Chapitre 3 de [19, Volume IIJ)
Attt = 2 (3.50)
€0

On reconnait 1’équation de Laplace-Poisson, mettant en jeu une EDP elliptique.

On va résoudre I’équation de Laplace-Poisson (3.50) dans un domaine de R3. Il faut dans ce cas
disposer de conditions aux limites ad hoc pour le champ électrostatique, puis pour le potentiel

électrostatique, ces conditions devant étre compatibles entre elles. On renvoie au §4.1.

Modele magnétostatique On écrit cette fois B = rot A" ot A*™ est le potentiel
magnétostatique (extraction d’un potentiel scalaire), lui-méme déterminé a un gradient pres
d’apres ce qui précede. Pour lever I'indétermination sur le choix du gradient, on fixe la divergence
du potentiel A** : div A = g, avec une fonction g donnée (possiblement g = 0). Ainsi, A**

est solution du modele magnétostatique
rot (u~'rot A*) =J , divA™ =g.

Si l'on est dans le vide, ie. 4 = pol3, on aboutit & des EDPs elliptiques, avec contrainte.
L’identité —A = rotrot — Vdiv donne en effet

—AAStat:,qu—vg,

avec la contrainte div A% = ¢ sur la divergence.

Dans un domaine de R3, il faut disposer de conditions aux limites pour le champ et pour le

potentiel magnétostatiques, compatibles entre elles.

Modeéle quasi-statique magnétique Enfin, si on repart des équations de Maxwell (3.8)-
(3.11) et si on suppose que seul O, F peut étre négligé dans la loi d’Ampere, on aboutit au

modéle quasi-statique magnétique (cf. §1.4.3 de [2]). Il s’écrit

t E*™ = B*
{ ro ’ (3.51)

div (£ ") = p.
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avec B* ~ —0,B. On va également résoudre le modele quasi-statique magnétique (3.51) dans

un domaine de R3, voir le §4.2.



Notes de cours 4

Modeles électrostatique et

quasi-statique magnétique

On s’intéresse a la résolution mathématique du modele électrostatique et du modele quasi-
statique magnétique, lorsqu’ils sont posés dans un domaine.
On note (I'y)x—o0.x les K + 1 composantes connexes maximales distinctes de 052, avec K > 0.
Par convention Iy est égale & la frontiere de la composante connexe non-bornée de R?\ Q. On
note (£;);=1,7 les coupures permettant ’extraction des potentiels scalaires dans Q= Q\Uf:1 Y.
Si I =0, alors Q = Q.
Enfin, pour un espace de Banach X, on adopte la notation ”contractée” (-, -) x pour les crochets
de dualité entre X’ et X.

4.1 Reésolution du modele électrostatique

On s’intéresse a la résolution mathématique du modele électrostatique du §3.6.2, posé dans
un domaine et composé d'un milieu homogene avec permittivité électrique ¢ > 0('), entouré

d’un conducteur parfait. On doit donc résoudre

Trouver E*** ¢ L*(Q) tel que
rot E*'* = 0 dans Q

1

div E*"" = ~p dans Q
£

E* x n =0 sur 09

(4.1)

Pour fixer les idées, on suppose que la donnée p est telle que p € L?(Q).

1. On peut réaliser la méme étude dans un milieu parfait, sous réserve que g vérifie (3.27).

40
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4.1.1 Non-unicité de la solution E*%

On suppose que K > 1, c’est-a-dire que la frontiere 0§2 n’est pas connexe. Pour 1 </ < K,

on définit ¢, solution de :
Trouver ¢, € H'(Q) telle que

Agp = 0 dans 2 . (4.2)

Ge=0sur 'y, 1<k<K
Ce probleme, avec le Laplacien et condition aux limites de Dirichlet, est bien posé. En effet, on
se place dans

H&FO(Q) = {q € Hl(Q) tel que qr, = O} ,
pour construire la formulation variationnelle équivalente. Et, d’apres 'inégalité de Poincaré-
Friedrichs [13] :
1C >0, Vq € H&,FO(Q)7 lallmi < C ||VQ||L2(Q)7

on dispose, dans Hg r (€2), de la norme q — || Vql|2(q) qui est équivalente a la norme || - || ;1(q).
Dans la suite, on munit donc H&FO (©2) du produit scalaire (g,q') = (Vq, V') 2(q)-
A partir de la, on introduit v, = Vq,, pour 1 < ¢ < K. Par construction,

v, € L*(Q); rotv, = 0 dans Q; dive, = 0 dans Q.
En outre, d’apres (2.21) appliquée sur chaque composante (I'y)x—o x, on a

wrr, (ve) = 7rr, (V) = Vi, (Yor,q:) = 0.

La trace de la composante tangentielle de v, s’annule sur 9€) ou, de fagon équivalente, on a
vy X Npgg = 0. Ainsi, (ve)1<e<x sont des solutions non-nulles de (4.1) avec données nulles. On

va montrer dans la suite que ce sont les seules.

4.1.2 Pour garantir I'unicité de la solution E*

Lorsque K > 1, on définit la matrice de capacitance
C € RF*E telle que Cpn = (V. ng)LQ(Q), 1</m<K. (4.3)

Puisque (¢,¢') = (Vq,Vq') 12 définit un produit scalaire sur HD{FO(Q), C est symétrique
définie-positive, donc inversible. A partir de la, on peut énoncer un second résultat d’existence
de potentiel scalaire. La différence avec le premier résultat d’existence de potentiel scalaire
(théoreme 2.22) est que le champ v est a trace tangentielle nulle sur 0. La démonstration est

emblématique des difficultés rencontrées lorsqu’on résout des modeles statiques.
Théoréme 4.1 Soit Q un domaine de R®. Pour tout v € L*(Q), on a l’équivalence

rotv =0 dans () et v X g =0
— (4.4)
dp € H&FO(Q) avec pr, € R, Vk =1, K, tel que v = Vp dans €.

De plus, p est unique, et [|[Vpl|p2q) = [|v] 120
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Démonstration : L’implication de bas en haut est claire, d’apres ce qu’on a vu au §4.1.1.
Pour établir la réciproque, soit v € L?(2) tel que rotv = 0 dans Q et v x njgo = 0. L'idée est de
soustraire a v des gradients de potentiels bien choisis, jusqu’a arriver a un reste nul.

Classiquement, on sait qu’il existe une solution, et une seule, a la formulation variationnelle

{ Trouver qo € H () telle que (4.5)

(Vao, V') 20) = (v, V) 2 (. Vq' € Hj(Q)
Et, si on pose v/ = v — Vqp, on a2

v' € L*(Q); rotv =0 dans Q; v x njpo = 0.

Pour calculer la divergence de v’, on raisonne au sens des distributions. Soit donc ¢ € D(Q2), on a :

(divv',¢) = —(v',Vg)
= (v, Vo)1
= —(’U7 V(b)Lz(Q) + (VQ(L v¢)L2(Q)
cf. (4.5) = 0.

Ainsi div o’ = 0 dans Q. On sait qu’il existe de tels champs & rotationnel, divergence et trace tangen-

tielle nuls, les (v¢)r=1,x = (Vq¢)e=1,x. On va donc encore ”corriger” v’, cette fois sous la forme

v = — Z vy

=1,K

Et, pour pouvoir appliquer le théoréme 2.21 (existence de potentiel vecteur) au reste v” pour prouver
qu'il est nul, il faut avoir des flux nuls au travers des composantes (I'y)z=0,x de 0€2. Comment choisir

les (a)e=1,;c 7 On pose By, = (v'-np,, 1>H1/2(Fk) pour k=1, K ; et on écrit, pour k=1, K :

<U// M, 1>H1/2(Fk) = [ — Z ag<'vg "My, 1>H1/2(Fk)
=1,K

= Be— > ao{venyr,Yordk) gz my
(=1,K

(@) T, =Okm, 0<M <K = B — Z (Ve - Mo Yodk) 11/2(96)
(=1,K

ipp (2.3) = Bk— Y au(ve, Var)r2q)
(=K

= Be— Y Ve, Var) g2y = B — Y Crea.

(=1,K (=1,K

On choisit donc & € R la solution de C& = 3. Avec ce choix, on a bien (v” - nr,, D pze,y =0

pour k = 1, K. Comme en outre divv” = 0 dans 2, on a également un flux nul sur I'y. D’apres le

2. Comme qq € H}(Q), il existe (vg)r € (D(Q))N telle que limy o0 [lg0 — vil|H1(0) = 0. Or (Vup)r €
N o
(D)), et Vg — Vol H@ot:2) = Va0 — Vurllzz@) < llgo — vkllm @) pour tout k implique que Vo €
Hy(rot;Q), et donc que Vo x njgq = 0 d’apres le théoreme 2.14.
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théoreme 2.21, il existe w € H'(Q) tel que v” = rotw dans . On peut donc calculer la norme du

reste v” & 'aide de la formule d’intégration par parties (3.26) :
”'U//Hig(g) = (v rot w) 2 = (rot v”,w)Lg(Q) =0.

On a donc v" = 0, c’est-a-dire que v — Vo — >y 5 Ve = 0.

Finalement v = Vp, avec p = qo + >_y_; x eqe : par construction, p € H} To () et pr, = o pour
k =1, K. L’unicité de p découle du fait que si on a deux potentiels scalaires, alors leur différence est
a gradient nul dans ) connexe, c’est donc une constante, dont la trace sur I'g vaut 0 : cette différence

est bien nulle. ]

1
Dans le cas général, on a donc® p € H(Q)) & Vecty—1 x(q). On remarque que si la frontiere
0f) est connexe, alors K = 0 et la démarche précédente indique que le potentiel scalaire p
appartient & Hj ().

Comme le suggere la démonstration précédente, on va compléter (4.1) en imposant des

conditions de flux au travers des composantes (I'y)r—o x de €2 pour assurer 'unicité de Estat,

4.1.3 Résolution du modele électrostatique

On complete donc (4.1) pour écrire

(

Trouver E**“* ¢ L*(Q) tel que
rot E*'* = 0 dans Q

1
div E** = ~p dans Q . (4.6)
£

E* x n = 0 sur 0N
<E8tat . 'I’I,|Fk, 1>H1/2(Fk) = Yk, Vk = 1, K

\

Les données sont p € L*(Q), et ¥ = (W )r=1.x € R¥. Comme on I'a déja remarqué, le flux de

E*' sur Ty est connu, car on a

stat stat
(B nry; 1>H1/2(F0) = (E " Myaq, 1 H1/2 a90) § Yk
k=1,K

ipp (23) = (divE™ 1)pe)— > m=-(0Dze) — Y -

k=1,K k=1,K

Remarque 4.2 Physiquement, la quantité —e ~y, représente la charge (€électrique) surfacique

totale présente sur la composante I'y, de la frontiere. En effet, si on note oy, la densité de charge

3. Pour l'orthogonalité, on sait que Vg, € H(div ;). Et, pour tout go € H{ (), on a d’apres (2.3)

(Vae, Vao) 2 (o) = —(Aqe, 90) 12() + (Vae - mjae, Qo) mi/200) = 0.
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surfacique sur Ty, on a, d’aprés la condition de saut (1.13a) et puisque les champs sont nuls
dans un conducteur parfait :
/ o, dl = / [D - n|p, dI' = / (0 — D***. np,)dl' = —¢ Estet. npp, dI' = —e ;.
Fk Fk Fk: Fk
Ci-dessus, on a écrit des intégrales plutot que des crochets de dualité. La charge surfacique

totale présente sur la composante I'y de la frontiere s’en déduit.

Pourquoi (4.6) est-il bien posé ? On va répondre a cette question en prouvant ’existence, I'uni-

cité et enfin la dépendance continue par rapport aux données, de E**.
— On cherche d’abord E*! ¢ L?(Q) vérifiant (4.6a) et (4.6¢), c’est-a-dire tel que rot ES* =0
dans Q et E®19 x npo = 0. D’aprés le second théoréme d’existence de potentiel scalaire

(théoreme 4.1), on sait que :

1
Alp € HY(Q) © Vecti—1 x(qe) tel que B = Vp dans Q. (4.7)

On décompose le potentiel scalaire en p = qo+ > ,_; i s, o1t go € HE () et (ap)e=1,x € RE.
D’une part gy € HE () est tel qu'on a :

Vg € Hy(Q), (Vao,Vd )2y = (B¥ Ve )2 — Y. a(Var, Ve 2

=1,K
cf. note bas de page 3 = (E**, Vq')Lz(Q)
ipp (2.3) = —(div E*,¢)12(q)
1
(4.6b) = —5(07 ¢)r2()- (4.8)

Ceci correspond a la formulation variationnelle d’'un Laplacien avec condition aux limites de
type Dirichlet homogene, dont la solution est qg € H&(Q) Puisqu’on sait qu’un élément de
H} () est caractérisé par la valeur de son Laplacien [13], on a donc completement défini gy a
'aide de (4.8).

Ensuite, &@ € R¥ est caractérisé par Cad = E, ou B = Y — %(p, Qk)r2(q), pour k=1= K. En
effet,

Y Crar = > a(Va, Var)pay = (D «eVar, Var) r2a)
=1,K (=1,K =1,K
(Esmt — Vo, VQk)LQ(Q)
(-Estat7 VQk)L2(Q)
1

ipp (2.3) et (4.6d) = —=(p,qr)r2(0) + M- (4.9)

cf. note bas de page 3 =

Puisque div (V(Y",; g aeqe)) = 0, B = V(qo + Y"1 ;¢ Qeqe), olt qo et @ sont caractérisés

comme ci-dessus, vérifie (4.6b). Et de plus

<E5tat "My, 1>H1/2(Fk) = <E8tat " o0, q]c)Hl/Q([)Q)
ipp (2.3) = (divE™, qx)p2(q) + (B™, Vi) 2(q)
1
cf. note bas de page 3 = g(p, Qk)LQ(Q) + Z Creae = i,

=1,K

ie. B vérifie (4.6d). On a donc ezistence de la solution du modele (4.6). ]
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— Concernant 'unicité de la solution, on remarque que la construction précédente, lorsqu’elle est
réalisée avec p = 0 et ¥ = 0, meéne a un potentiel scalaire nul, et donc & une solution nulle, ie.
la solution est unique. [ |

— Pour la dépendance continue, on écrit que pour toute norme ||-||, on a par inégalité triangulaire :

IES | < [Vaoll + > lael[Vael-
(=1,K

La partie >, ; i |ae||[Vqe|| ne pose aucune difficulté, puisque d’'une part les (g)e—1 x sont

connues, et d’autre part &@ € R est égal & a = C13, ot B = —%(p, Qk)r2(0) + Yk, Pour
k =1, K. Ainsi, quelle que soit la norme || - || choisie, il existe une constante C' > 0 telle que,
= K =
Vp e L*(Q), Vj e R, > ladllVael < € (lplla) + 171) -
(=1,K

Pour [[Vgol|, on peut choisir par exemple [[Vqo||2(q), et trouver que (¢" = go dans (4.8)) :

G

21| | Vaoll 2

1
1Va0l20y < Llol laolzzqey <
avec C), > 0 une constante obtenue via 'inégalité de Poincaré [13]. On a donc
2 = - K Gy
Vo€ LY, vV eR™, Vo2 ) < —llellzza).
On a donc bien dépendance continue de HESt“tHLz(Q) par rapport a [|p||z2(q) + [7]-
On peut faire mieux! En effet, | E*(| grot.0) = HEStatHLz(Q), et donc on a une dépendance

continue de ”EStatHH(rot;Q). Enfin, on a bien sir ||div EStat||L2(Q) = %||pHL2(Q), et donc on a

aussi une dépendance continue de || E*|| H(div;Q)- [ ]

Pour conclure, on introduit
Xn(Q) = Hy(rot; Q) N H(div; ).
Muni de la norme
2 2 . 2 /
i = (Iel3a + ot wlag, + [dive|g) .
X n(€2) est un espace de Hilbert. D’apres ce qui précede, on a démontré le

Théoréme 4.3 Dans un domaine Q) de R3, le modéle électrostatique (4.6) est bien posé. Pour

toutes les données p € L2(Q) et ¥ € RE il existe une solution et une seule E*** et de plus

1B xv@ < C (llplz2@ + ) »

avec C' > 0 indépendante des données.



46 (©Patrick Ciarlet 2021

4.2 Résolution du modele quasi-statique magnétique

On s’intéresse maintenant a la résolution mathématique du modele quasi-statique magnétique
(3.51), posé dans un domaine et composé d'un milieu homogene avec permittivité électrique
e > 0(%), entouré d’un conducteur parfait. On utilise les résultats du §4.1 pour définir directe-

ment un modele ”complet”. On doit donc résoudre

(

Trouver E*™ ¢ L*(Q) tel que
rot E¥" = B* dans ()

1
div E¥™ = —p dans (2 . (4.10)
£

E®™ x n =0 sur 0f)
<Eqsm . n|1"k, 1>H1/2(Fk) = Yk, Vk == 1, K

\

Les données sont B* € L*(Q), p € L*(Q), et 7 = (4 )k=1.x € RE.

Précisons comment choisir B*. Par définition du modele, B* € Im[H y(rot ; Q)] puisque E?*™ €
H(rot ;). Donc on doit avoir div B* = 0 dans {2 et, en particulier, B* € H(div; Q). Et
comme E®" € Hy(rot;()), on a B* = rot E*™ € H,(div;Q)(?). Enfin, B* doit vérifier
une condition de flux nuls au travers des coupures (X;);—1 1 que nous admettons (cf. remarque
3.5.2 [2]). Par ailleurs, on peut montrer que la réciproque, c’est-a-dire le passage de B* a un
potentiel vecteur de Hg(rot;(2), est vraie. Tous ces résultats sont résumés dans un second

résultat d’existence de potentiel vecteur, voir le théoreme 3.5.1. de [2].
Théoréme 4.4 Soit Q un domaine de R®. Pour tout v € L*(Q), on a I’équivalence

dive =0 dans Q, V- Npa = 0 et <’U ‘Nz, 1>H1/2(Zi) = O, Vi = 1,]
<~
divw = 0 dans €2, (4.11)

Jw € Hy(rot ;) avec
(w . n‘rk, 1>H1/2(Fk) = 07 Vk = 07 K

tel que v = rot w dans 2.
De plus, il existe C' > 0 telle que, pour tout v, on peut choisir un potentiel w vérifiant
[wl ot :0) < C[v][L2(q)-

Ci-dessus, on remarque que le potentiel vecteur w appartient a X ().

Avant de se lancer dans les calculs, on rappelle I'inégalité de Weber (voir le théoreme 3.4.3.

de [2]), qui permet de définir une norme équivalente dans X y(£2).

4. Encore une fois, on peut réaliser la méme étude dans un milieu parfait, sous réserve que ¢ vérifie (3.27).
5. Comme E?™ € Hy(rot;Q), il existe (wy)x € (’D(Q))N telle que limy o0 [[E?™ — wi || g (rot ;0) = 0. Or
N
(rotwy)r € (D(Q)) , et |[rot E?™ — rot wi| gr(aiv;0) = |[rot E?™ —rot w20y < |E”™ — wil H(rot 1)
pour tout k implique que rot E**™ € H(div; ), et donc que rot E4*™ - n5q = 0 d’apres le théoréme 2.11.
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Théoréme 4.5 Soit Q un domaine de R3. Il existe Cy > 0 telle que
Yw € XN(Q)

lw| 20y < Cw{llrot wl| g2y + [[divew|lz2@) + Y (w1, 1) gy |}
1<k<K

Remarque 4.6 Le résultat présente des similitudes avec l'inégalité de Poincaré, valable dans
H{(Q). Les deux résultats portent sur le contréle de la norme || -||12(q). Et les normes réalisant

le controle mettent en jeu des opérateurs d’ordre 1 (gradient, mtatzonnel, divergence).

La norme équivalente a || - || x () est donc

1/2
[ laaz = w s (ot w3 + [diveslfg + 3 - n.1)mae,?)
1<k<K
et on note (-,-)x ()2 le produit scalaire associé.
En d’autres termes, pour caractériser un élement de X (€2), il suffit de connaitre son rotation-
nel, sa divergence et ses flux au travers des composantes (I'y)r—1 x de la frontiere. Ce qui est
justement le cas de E?™ la solution du modele quasi-statique magnétique (4.10).
On construit maintenant la formulation variationnelle dans X x(2), équivalente a (4.10), qu’on
résout au passage, avec B* vérifiant la premiére ligne du théoreme 4.4.
— On a remarqué que E¥™ € X n(€). Soit v € X n(©2), on a

1
(rot B, rot v) 12 () = (B*, 10t v)12(qy),  (div E”™,divv)p2q) = g(p, divv)r2(q),
<Eqsm LV 1>H1/2(I‘k)<v v 1>H1/2(Fk) = ’7k<v v 1>H1/2(Fk)a VE=1,K.

Si on somme les contributions, on introduit £9°™ € (X n(€2))’ définie par

* 1 .
" (v) = (B, rot v) 2(g) + ~(p, div o) 12() + > " v myr,, 1) ey,
k=1,K

et on en déduit que E?*™ est solution de

Trouver E¥™ € X 5(Q) tel que (4.12)
(Eqsm’ v)XN(Q),Z = gqsm(,v% Vv € XN(Q) 7 '
qui est une formulation variationnelle ”standard”. [ |

— On peut appliquer le théoréme de Riesz dans X y(£2) muni de (-, ") x ()2, pour en déduire
Iexistence, 'unicité et la dépendance continue par rapport aux données de la solution E9°.

En particulier, on a [[E¥™|| x ()2 = [[€%°" | x ()2, avec

< gqsm v
165" x ()2 = sup )l
vex v Vo) 1Vl x v ()2
Et on a
sSm * ]' .
(= (o) < (B ,POtU)L2(Q)’+g\(ﬂad1V’0)L2(Q)|+ Z [Velv - ey, 1) e,y
k=1,K
< ||B* 1 di
< B2 qllrot vlipz(q) + ol o) Idivvllzz ()
+ Z el (v s 1) e,y |
k=1,K
N 1 ~o\1/2
< (IB !\2,;2(9)+;2HP||%2(Q)+|7!2)/ vl x v ()25
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ot on a utilisé successivement I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(Q), dans L?(f), et enfin

dans RZX. On a done | E™™ | x 0y < (1B[22q) + S22 + 17" =
— 1l reste a établir que si E?*™ résout (4.12), alors c’est une solution du modele quasi-statique

magnétique (4.10).

(i) Tout d’abord, on a E¥™ ¢ L?(Q), et E%*™ x njgn = 0.

(ii) Pour retrouver les conditions de flux on note que, puisque la matrice de capacitance C est

de rang maximal (égal & K), on peut construire (q,j) k=1 des éléments de Vecty—1 (qr) tels

que (Vq,;F . n|pm,1>H1/2(Fm) = Opm, pour 1 < k,m < K.% Comme on sait que ’U: = Vq,;|r €

Xn(Q), 1 <k < K, on peut les utiliser comme fonctions-test dans (4.12) : on trouve que

(E®™ ., , 1>H1/2(Fk) =~ pourk=1K.

(iii) La formulation variationnelle (4.12) se réduit a

1
(rot E?", rot v) g2 () +(div E”™, div v) 12(q) = (B", 10t v) 12y +—(p, div v) 12(q), Vv € XN ().
€
Pour traiter les deux termes séparément (en rotationnel, ou en divergence), on va d’abord
utiliser des fonctions-test & rotationnel nul. Simplement, on choisit ¢ € H}(Q2) telle que Aq =
div B4 — % p (Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet homogene). Par construction,

v =Vq € Xn(Q) et, utilisé dans la formulation variationnelle "réduite”, on trouve
: qgsm 1 : gsm 1 2
0= (div E*™ — —p, Aq)2() = [div E#™ — AR

c’est-a-dire que div E¥™ = %p dans €.

(iv) La formulation variationnelle (4.12) se réduit encore, a
(rot B, rot v) 12 () = (B*, 10t v)2(q), Vv € XN ().

C’est la qu’on utilise les hypothéses sur B*. En effet, d’apres le théoreme 4.4, il existe w* €
X n () tel que B* = rot w* dans Q. Finalement, v = E¥™ — w* € X (), utilisé dans la

formulation variationnelle ”doublement réduite”, donne
0 = (rot E¥" — B*,rot (E”" — w")) 2oy = [[rot (E*™ — w*)HiQ(Q),

c’est-a-dire que rot E?*" = B* dans (). [ |

D’apres ce qui précede, on a démontré le

Théoréme 4.7 Dans un domaine Q de R3, le modéle quasi-statique magnétique (4.10) est bien
posé. Pour toutes les données B* € L*(0), p € L*(Q) et ¥ € RE, avec div B* = 0 dans (,

6. On cherche q,‘: sous la forme q,‘: = Ze:LK agqp :

<qu_ "N, 1>H1/2(Fm) = Z GZ<VQZ : TL|Fm>’YO,FQO>H1/2(Fm) = Z ag(ng : ’n‘ag,’}/oqm>H1/2(ag)
0=1,K =1,K
ipp (2.3) = ar(Vge, Vam) 2@y = Y, Crear.
1=1,K =1,K

Id est, si on pose @ = Cley, alors q,': vérifie les conditions de flux requises.



Equations de Maxwell 49

B* - njgq =0 et (B* - nyx,, 1) giy2(s,) = 0 pour tout i = 1,1, il existe une solution et une seule
E®™ et de plus
IE“" | xy@) < C (I1B*|lL2@ + o2 + 171)

avec C' > 0 indépendante des données.
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Résolution numérique

A partir des méthodes variationnelles de résolution mathématique développées aux §4.1 et
§4.2, nous allons examiner I’approximation conforme des modeles par des techniques d’élément
fini. En d’autres termes, les sous-espaces d’approximation définis a 'aide des éléments finis sont
inclus dans ’espace fonctionnel qui apparait dans la formulation variationnelle, a savoir :

— H}(Q) é Vecty—1 k(q¢) pour le modele électrostatique ;

— Xy () pour le modele quasi-statique magnétique.

Pour cela, on fait I’hypothese ”simplificatrice” que le domaine {2 est un polyedre. On définit

une famille réguliére de maillages (7);, composés de tétracdres? :
do >0, Vh, VK € T, hg <0 pk,

ol hx est le diametre de K, respectivement pg est le diametre de la plus grande sphere incluse
dans K. Et h > 0 est le pas du maillage : h = maxger, hi. Par définition, h < diam(Q2) et, a
la limite, h tend vers 0. Lorsque h tend vers 0, on peut montrer que les nombres de tétraedres,

de faces, d’arétes et de sommets des maillages tendent vers +oo, cf. [13].

1
L’idée est de définir des sous-espaces vectoriels de dimension finie de Hg () & Vecty—y x(qr),
respectivement X y(£2), en utilisant les maillages (7;), et des fonctions régulieres (polynomiales)

par tétraedre.

5.1 Le modele électrostatique
D’apres (4.7), on sait que la solution E**® peut s’écrire sous la forme

E*' = Vp = Vo + Z aVqp, avec qo € Hy(Q), (ae)e=1,i € RE.
(=1,K

Ainsi, on peut représenter E*'® de facon équivalente par son potentiel p = gy + Y etk QG

Pour réaliser 1'approximation, on utilise (par exemple) les éléments finis de Lagrange P! sur la

1. Par convention les volumes composant un maillage, ici des tétraedres, sont fermés dans R3.

50
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famille de maillages (7). On note
My, = {qn € C°(Q) tel que g,k € P'(K), VK € T} (5.1)
I'espace discret approchant les éléments de H'(f2), ainsi que

My = M, N Hy(Q) = {gn € M), tel que gpo0 =0},

5.2
]\/[hFO = M,N H&po(Q) = {Qh € My, tel que gnr, = O} ; 52)

les espaces discrets approchant les éléments de Hg(€2), resp. de Hjp ().
— D’apres la caractérisation variationnelle (4.8) de gy, on définit son approximation g,

par

Trouver qo;, € M) telle que
(5.3)

1
(Vaor, Vau) 12 = —E(P, @)y, Va, € My
— Ensuite, on définit 'approximation (qep)e=1,x des (ge)e—1 x en discrétisant la formulation

variationnelle associée a (4.2). On trouve, pour £ = 1, K,

Trouver g, € M, ,I; ° telle que
(Vaen, Vay) 12 =0, Vg, € M) . (5.4)
Qo =Ogesur I'y, 1<k <K

— A partir de la, on définit la matrice de capacitance approchée C;, par (cf. (4.3)) :
Cj, € RF*K telle que (Cp)pm = (V@m.n, Vq&h)Lz(Q), 1</i{m<K. (5.5)

Notant que Cj, est inversible (elle est symétrique définie-positive, méme argument que
pour C), ceci permet finalement de calculer 'approximation (o ;)—1,x des coefficients

(0w)i=1,k en discrétisant (4.9) :

1

€

Z (Ch)recw, = —

(=1,K

(0s Grm) )+ VE=1,K. (5.6)

On définit 'approximation de E*** par E;'* = Vqo 5, + Y vt e V.
Par construction, E;" appartient & I'espace discret V[M,fo], ainsi qu’a l'espace fonctionnel

{w € Hy(rot ;) tel que rotw = 0}. Pour la seconde appartenance, on a utilisé le fait que
Vi (@on + D ey k epgen)r, = 0 pour k=0, K.

Afin de mener a bien I'analyse sur l'erreur, on rappelle les résultats de Grisvard [22] concer-
nant la régularité des solutions du Laplacien dans un polyedre, avec condition aux limites de
Dirichlet homogene, et second membre dans L?(2). Soit f € L?(Q2), on résout :

{ Trouver u € H' () telle que ' (5.7)

—Au = f dans ()
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En termes de régularité a priori, on s’intéresse a I'appartenance de la solution u a l’espace de
Sobolev H?*(Q) ou, & défaut, aux espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire (H*()).ej1,2f compris
entre H Q(Q) et H' (2). Avant de se lancer, on rappelle une définition possible des espaces de Sobolev
H*(Q) d’ordre fractionnaire z € R\ N, avec Q un ouvert de R?, voir par exemple [22].

Tout d’abord, pour o €]0, 1], on définit :

o) 2 v(z) —v(y)]?
Ho(Q) = {v e I2(9) tel que /Q [ = a0, de, < oo

Muni de la norme

1/2
_ 2 v(z) —v(y)
HUHHU(Q) = (||U|L2(Q) +/Q 0 Wdﬁx s, )

H? () est un espace de Hilbert. La premiere propriété importante est qu'une fonction u réguliere par
morceaux (par exemple, polynomiale par morceaux) appartient & H?(£2) pour tout o €]0,1/2[. De
plus, u appartient & H° () pour tout o € [1/2,1] si, et seulement si, u est continue sur Q.

Ensuite, pour z = m + o, avec m € N et o €]0, 1], on définit :
H*(Q) = {v e H™(Q) tel que dyv € H(Q), Va € N* avec |a| =m}.

Muni de la norme

1/2
Oav(@) — Dav(y)|?
lollnsiy = (Mol + > [ [ 10 aa, )
aeNe, |a|l=m |.CC |
H?*(Q) est un espace de Hilbert.
Enfin, la semi-norme de H*(Q2) est :
[ a0 (y)[? v
aU -
|’U 2,0 = Z / / |:L‘ — y|d+20' dQ dQ . (58)
aeN, |al=m

Pour m < 21 < 29 < m + 1, on a les injections continues
H™(Q) c H2(Q) ¢ H*(Q) c H™(R).

Dans les définitions ci-dessus, les exposants dans les intégrales doubles dépendent de la dimension d
et de la partie non-entiere de 'ordre z.
La seconde propriété importante est que, si (£,)p,=1,p est une partition de 2(?) alors, pour tout

v e H*(Q), on a v, € H?*(Q,) pour tout p =1, P et, en outre, on a la propriété de sous-additivité

2
> eylTe@,) < [0l
p=1,P

On définit comme d’habitude H*(Q2) = (H*(2))¢, etc. |

2. (2)p=1,p sont des ouverts deux a deux disjoints, inclus dans €, et tels que Up—1 p€2, = Q.
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Théoréme 5.1 Soit un domaine Q de R? polyédrique. Soit u la solution de (5.7).
Si Q est conveze, alors on a toujours u € H*(Q), et de plus il existe C{* > 0 telle que, pour
tout f € L*(Q2), on a

[ullg2@) < CT¥ (| fllL2()-

Si Q n’est pas convexe, il existe un exposant limite de régularité op €|1/2, 1] dépendant de la
géométrie de S, et tel que

— Ve L(Q), u € Nycoeo, H Q) ;

— 3f € L3(Q) telle que u € HTP(Q) ;
de plus, pour chaque s €)0,0p|, il existe CT9 > 0 telle que, pour tout f € L*(Q), on a

ul| r+s) < O || fll2()-

Lorsque v € H?(2), on dit que la solution u est réguliére. Si au contraire u ¢ H?(Q2), on dit

que la solution u est singuliére.® Si Q est convexe, on note op = 1.

On peut étendre ces résultats, avec le méme exposant de régularité, aux potentiels (g¢)e=1 x,

sachant que la condition aux limites est constante sur chaque I'y, k = 0, K, cf. (4.2).

Rappelons les résultats principaux de la théorie de 'approximation par éléments finis du
probleme (5.7) de type Lagrange (voir par exemple [13]),
Tout d’abord, d’apres les injections des espaces de Sobolev définis sur un domaine Q de R3, on sait

que, pour € > 0, on a H32T¢(Q) ¢ €°(Q), avec injection continue (cf. proposition 2.1.41 de [2]) :
Jee, Yo € H¥?H(Q), v € CO(Q) et ||”Hc0(§) < ¢ ||UHH3/2+6(Q).

Ainsi, on en déduit que la solution u de (5.7) appartient & C°(Q), ce qui permet de lui appliquer

l'opérateur ”usuel” 77,5 d’interpolation de Lagrange, défini par

Co(ﬁ) — Mh

L
7Th :
v — Trﬁv = Zi:l,N v(M;)w;

(5.9)

ol (M;)i=1,n est 'ensemble des sommets de Ty, et (w;)i=1,n est une base de Mj, constituée des fonctions
"chapeau” : pour i,j = 1, N, w; € My, et w;(M;) = d;;. On vérifie sans peine que si de plus vjan = 0,
alors w,fv € M}?. Et, pour tout ¢, € My, on a l'identité w,fqh = qp.

Ensuite, on note uy, la solution de la formulation variationnelle discrete, posée dans M ,?, du probleme

(5.7). A laide du lemme de Céa, on a l’estimation :
lu—unlli) <C inf flu—qnlm ),
Qhth
avec C' > 0 indépendante de h, et de f et u. Comme on vient de voir que Wﬁu eM ,9 , on a donc

[ — unll 1) < Cllu — 75 ull g (q)-

3. On peut facilement construire des exemples de solutions singulieres lorsque le domaine {2 n’est pas convexe.



54 (©Patrick Ciarlet 2021

Par passage a 1’élément fini de référence, comme la famille de famille de maillages (7T3); est réguliere,

on sait que si u € H'7%(Q) pour s > 1/2, on a I’estimation
lu — mhull ) < e RV ul s ),

avec ¢g > 0 indépendante de u. On a laissé la valeur 1 dans l'expression ci-dessus pour rappeler le
choix du degré polynomial de I’approximation P!.
En rassemblant les résultats qui précédent a partir du théoreme 5.1, on en conclut qu’on a ’estimation

d’erreur ”classique” pour tout s €]1/2,0p[ et pour s =1siop =1,
lw —unll @) < Cs 2| fll L2 (5.10)

avec Cy = C ¢y Cs® > 0 indépendante de f et de wu.

On a des résultats identiques pour les potentiels (qr)¢=1 k- [ |

On en déduit I'analyse d’erreur du modele électrostatique, lorsque le potentiel est discrétisé
par éléments finis de Lagrange P'. On raisonne en deux temps : on estime d’abord 1’écart entre
la matrice C~! et son approximation C;l (pour h ”suffisamment petit”), puis on estime 'erreur

entre E** et E;'™.

Lemme 5.2 Soit un domaine 2 de R? polyédrique. Alors, pour tout s €]1/2,0p| et pour s =1
si op =1, il existe hos > 0 et C<? > 0 telles que pour tout h €0, hos[, on a

IC™ = (Ch) o < G571 (5.11)

Démonstration : Pour commencer, on a vu que Cy, est inversible pour tout h.
Ensuite, I'estimation d’erreur "classique” (5.10) sur (||g¢ — qenllgr(0))e=1,x permet d’affirmer que,
d’apres la régularité a priori de (q¢)e=1x, il existe Cis, - -+ ,Cks > 0 telles que, pour tout o > 0 :

lge — aenllaro) < Cesh®, £=1, K.

(Rappel : (g¢)e=1,x ne dépend que du domaine, et pas des données du modele électrostatique.)

Si on se souvient que h < diam(€2), et si on note Cy = maxy—; g HngHLz(Q), onapour 1 </ m<K:

Com — (Cr)em| = (Vam: V) 120y = (Vamn Vaon) p2 o)
< |(Vam, Vae = Vagr) g2yl + |(Vam = Vam s Vaen) g2l
< IVamll2@)IVae = Vaerlz2 @) + 1Vam = Vamnll g2y IVaenl r2 )
< CyCuoh® + 11V = Vamal 2y (I8l 2oy + V0 = Vaealzo)
< CyCps b + Cps h* (Cy + O (diam(Q))*)
< CLh®, avec O, = (rila}(( Cs) (ch + (}Llff’;( Cis) (diam(Q))S) >0. (5.12)

On écrit pour finir

Cr=C+(C,L-C)=C(I+C}(C,-0C)).
D’apres ce qui précede, on sait qu'il existe hos > 0 tel que, pour tout h €]0, hos[, on a l'estimation
|[C1(Cj, — C)|loo < 1. L’estimation (5.11) s’en déduit via la série de Neumann. [ ]



Equations de Maxwell 55

Proposition 5.3 Soit un domaine Q de R® polyédrique. Alors, pour tout s €]1/2,0p| et pour
s =1 siop =1, on a Uestimation d’erreur suivante : il existe C% > 0 telle que, pour tout
p € L*(Q), et tout ¥ = (ye)r=1. € RE, pour tout h €]0, hos[, ot hos est défini au lemme 5.2,
on a

|E* — B} | 5ot ) < C2h® (ol 2y + |71) -

Démonstration : On reprend les mémes notations qu’a la démonstration du lemme 5.2. D’apres ce
méme lemme, on suppose que h €]0, hos[ pour garantir I'existence de (ayp)e=1,x-
Tout d’abord, on a [|[E*'™ — E3'|| g(rot.0) = | E* — Eff”tHLz(Q) ; en outre,

IE — Bi " 2y < Va0 = Vaonlpzy + Y laeVae — aenVaenl 2oy, avec
1=1,K

laeVae — cenVaenlpzi) < llaweVae — cenVael g2y + llaenVae — aenVaen

|L2(Q)

IN

lae — | [Vaell g2 + leen IVae = Va2
< Cqlow —agp| +laenl [Vae = Vaenll g2y, =1, K.

Ensuite on écrit I'estimation d’erreur ”classique” (5.10) sur [lqo — qo,nllm1 (o) ; d’apres la régularité a

priori de qg, il existe Cys > 0 telle que, pour tout h > 0 :

190 — qo.nll 1) < Cos b7 [Ipll22(0)-

Ci-dessus, on a utilisé le fait que go ne dépend que de la donnée p € L?(Q).

Il faut également estimer I'erreur commise sur les (ay)¢=1 k. On trouve, a I'aide de (4.9) et (5.6) :

L. R R R R 1
((Ch(Od — Oéh))k = ((Ch — (C)Oé + Ca — (Chozh)k = (((Ch — C)Oz)k + g(p, qk,h — qk)Lz(Q), k= 1, K.
Et, d’apres (5.12), on sait que |(C, — C)a| < ||Cy, — C|| |@] < CL h®|d| ; en outre

maxg—1,x Cks

1
|=(py @k — ak) 1200 | < ol L2y A°

e
Or ((Ch)_l)h<h0 est bornée d’apres (5.11) : il existe C” > 0 telle que, pour tout h €]0, hos|,
|G — @n| = |(Ch) " (Ch(@ = a@n))| < C"[(Ch(@ — an))I.
On en conclut qu’il existe C? > 0 telle que, pour tout h €]0, hos[, on a

lag — agp| < CIR°pll 2y, £=1,K.

Pour finir, on écrit pour £ = 1, K et h €]0, hos| :

(4.9)
laenl < o] +lae —agnl < IC oo(llpll L2y + A1) + lae — aun
< (I Yoo + € (diam(€2))*) (llpll L2(e) + 171),

et la proposition est démontrée. [ |

En conclusion, dans toutes les configurations géométriques, que le domaine €2 soit convexe ou
pas, I'approximation numérique par éléments finis de Lagrange P! du potentiel converge. La
seule différence est sur 'ordre de la convergence : 1 dans un domaine convexe, tout s < op dans
un domaine non-convexe. Par contre, la solution approchée E'* est toujours a rotationnel nul,
ce qui limite la portée de cette méthode d’approximation au cas ou la solution exacte est elle

aussi a rotationnel nul (ce qui est le cas de E*'™).
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5.2 Le modele quasi-statique magnétique

Il faut d’abord construire une approximation conforme dans X y(2) pour résoudre la for-
mulation variationnelle (4.12). En d’autres termes, en utilisant la famille de maillages (75)n
et des fonctions polynomiales par tétraédre, comment définir (X); une suite de sous-espaces
vectoriels de dimension finie de X y(€2) 7
Pour h donné, soit v, € X ;. Par définition, v, est a valeurs vectorielles, réguliere (polynomiale)
par tétraedre, et enfin v, € Hy(rot; Q)N H (div; Q). Soient deux tétraedres distincts K, K’ de

Ty, ayant une face f en commun. On peut établir que :

vy € H(rot;int(KUK')) = [v, x ngly = [(vp)r]r =0,
vy € H(le,ZTLt(KU K,)) - ['l)h . ’I’I,f]f = 0.

Montrons par exemple la nullité du saut tangentiel (la démonstration pour le saut normal est similaire).
On note Q* = int(K U K'), et ny une normale unitaire & f ; on suppose que ng = ny (et donc que
Nngr = —nf).

On considere vy, € H(rot;{*), avec vy |k et vy ks régulitres, par exemple vy, € HY(K) et vkt €
H'(K'). Par définition 7j, = rot v, € L?(Q*). Soit ¢ € D(Q*), on a :

(Th, @2y = (Th, @) = (rot vy, @) = (vp, rot @) = / vy, - rot ¢ dS2

= /vh-rot¢dQ+/ vy, - rot ¢ dS)
K !

ipp (2.11) dans K, K’

/ rot vy, - ¢ df) — / (Yo,kVn)T - (¢ X nfc) dS
K

oK
+/ rot vy, - (bdQ - / ('70,K"Uh)T . (¢ X TLIK) dS
K’ oK'

Ploo =0 = / Ty - P dQ — / ((vo,xvn)1 - (¢ X n) + (Yo, k7VR)T - (¢ X M) dS
o ¥
= (rn ) g + /f (Yokrom)r — (Youscom)r) - (6 x mp) dS.
Ainsi,
/f ((’YO,K"vh)T — ('yo,K'vh)T) (¢ xnsp)dS=0, Y¢eDQ). (5.13)

Si on suppose que la face f est incluse dans le plan {x tel que 3 = 0}, on note que tout élément
© € D(f) peut s’écrire comme la trace sur f de ¢(x1,x2,x3) = @(x1,22)((x3), avec ¢ € D(R) choisie
telle que ¢(0) = 1 et que le support de ¢ soit compact dans Q*. En d’autres termes, ¢ € D(Q*) et
@)f = . On en déduit que ¢ — ¢ X ny = £(¢2, —¢1,0) (le facteur &1 dépend de I'orientation de my)
permet d’atteindre toutes les fonctions tangentielles & f appartenant a (D(f))2. Par densité de D(f)
dans L?(f), (5.13) permet de conclure que

(Yo,i7vr)T — (Yo,Kvn)T = 0 dans (L*(f))?,

c’est-a-dire que [(vy)7]r = 0. ]
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Remarque 5.4 Ces relations de saut tangentiel, et de saut normal, nuls, sont semblables aux

relations de saut obtenues au §1.35.

En regroupant la nullité des sauts tangentiel (deux composantes) et normal (une composante),
on en déduit que [vy]; = 0 : en d’autres termes, vy, est continue au franchissement de f! Comme
c’est vrai pour toute face partagée par deux tétracdres de 7y, on en déduit que v;, est continue
dans Uger, K = Q, c’est-a-dire que v, € C°(Q). Et, comme vy, est réguliere (polynomiale) par

tétraddre, on en déduit finalement que v, € H'(2). En conclusion, on a démontré le

Théoreme 5.5 Soit un domaine Q de R? polyédrique. Alors, si les espaces discrets (X ), sont
définis a partir d’approzimations conformes dans X (), construits a l'aide des maillages (Tp)p,

et composés de fonctions réquliéres (polynomiales) par tétraédre, on a l'inclusion
X, C H'(Q)NXy(Q), VA (5.14)
Or, on peut démontrer le résultat (voir [16, §4])

Théoréme 5.6 Soit un domaine 0 de R® polyédrique. Alors, H () N X n(Q) est un sous-

espace vectoriel fermé dans X n ().

Ainsi, si on introduit X\?(2) = H'(Q) N X () le sous-espace vectoriel de X y(Q) com-
posé des solutions régulicres (de régularité H'(Q)), fermé d’apres le théoreme précédent, et
qu’on note X %™ (Q) le sous-espace vectoriel orthogonal (toujours fermé par définition), on a la

décomposition orthogonale
1 ,
Xn(Q) =X(Q) d XV). (5.15)

Remarque 5.7 Pour mener a bien l’étude ci-dessous, on peut également utiliser une décompo-

sition non-orthogonale, voir [4].

En conséquence, si X" () n’est pas réduit a {0}, c’est-a-dire §'il existe des solutions sin-
guliéeres, alors la méthode d’approximation conforme ne converge pas en général!!

En effet, on peut décomposer la solution E?*™ de (4.12) sous la forme
E®™ = E™9 4 E¥™ avec E™9 ¢ X'\9(Q) et B9 ¢ X59(Q).

Supposons que E*™ #£ 0. Pour que 'approximation conforme converge, il est nécessaire que

li inf ||[E?™ — =0
hli% <vh1£Xh H UhHXN(Q)) ’

c’est-a~dire qu’on doit pouvoir approcher la solution par une suite d’éléments de (X},)p, de sorte que
Perreur de projection (ie. la meilleure approximation) tende vers 0 quand h tend vers 0. Mais, si on

utilise (5.14) et (5.15), on trouve que pour tout h, et tout v, € X, on a
2 ; 2
BT —vplx g = IE™+E" —vlx @

= E™ —onllix o) + 1Bk 0

> B % o)
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et il suit que limy_g (infvheXh |E?™ — vh||XN(Q)) > ||Esmg||XN(Q) > 0. En conclusion, lorsque la
partie singuliere de la solution est non-nulle, 'approximation conforme dans X n(2) ne peut pas

converger vers la solution. [ |

La question & résoudre est donc : dans quel cas a-t-on X3%"(Q) = {0} ou, de maniere
équivalente, X 5 () = H'(Q) N X x(£2), condition nécessaire pour la convergence des approxi-
mations conformes dans X y(€2) ? Pour réaliser la classification, qui va dépendre de la convexité
(ou pas...) du domaine Q, on rappelle un résultat de décomposition continue des éléments de
H(rot; ), voir le lemme 2.4 de [24]. Ce résultat fondamental sera également utilisé dans la

suite du cours. On parle de décomposition de type Birman-Solomyak.*

Proposition 5.8 Soit un domaine Q de R3. Alors il existe deux applications linéaires et conti-
nues
P c L(Hy(rot;Q),H' (), Q€ L(Hy(rot;0),H;(Q)),

telles que
Vw € Hy(rot; ), w= Pw+ V(Qw). (5.16)

Un commentaire important est celui-ci : dans la décomposition continue (5.16), on a Qw €
H}(Q), et donc V(Qw) appartient & H(rot ; ), voir la note de bas de page ? de la page 42.
Par différence, Pw appartient & Hy(rot; Q)N H'(Q). Et on a 1’égalité

Hy(rot; Q)N H'(Q) = Xn(Q)NH'(Q).

En effet, comme X x(Q) C Ho(rot; ), il est clair que X x(Q) N HY(Q) C Ho(rot;Q) N HY(Q).
Soit maintenant v € Ho(rot;Q) N H'(Q) : par définition, toutes ses dérivées partielles premieres
prises au sens des distributions appartiennent & L?(f2), il en est donc de méme de divwv, et on a
v € Hy(rot; Q)N H(div; Q) = X n(Q). |

A partir de 1a, on peut facilement déterminer pour quels domaines 2 on a I’égalité X y(Q2) =
H'(Q)N X (). Pour cela, on utilise 'inclusion X x(Q2) C Hy(rot ;) qui montre qu’on peut

appliquer la décomposition continue (5.16) aux éléments de X y(€2).

Théoréme 5.9 Soit un domaine Q de R® polyédrique. Alors, X x(Q) = H'(Q) N X 5(Q) si,

et seulement si, ) est convezxe.

Démonstration : Supposons pour commencer que 2 n’est pas convexe, alors d’apres le théoréme 5.1
on peut trouver f € L?() telle que la solution u de (5.7) soit singuliere, et plus précisément u ¢
H*o0(Q), ott op €]1/2,1[. Par construction, v = Vu € Hy(rot;Q) N H(div;Q) = Xy (Q), et
Vu & H°P(Q), ce qui entraine que v ¢ H(Q). Ainsi H*(Q) N X x() est un sous-ensemble strict de
X () lorsque Q n’est pas convexe. ]

4. Par analogie avec le théoréme 3.1 de [3], d’énoncé semblable & celui de la proposition 5.8, mais ou I’ensemble
de départ Hg(rot ;) des applications linéaires P et @ y est remplacé par X y ().
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Supposons au contraire que ) est conveze. Soit v € X y(€2). On peut utiliser la décomposition (5.16) :
grace a 1’égalité entre espaces fonctionnels Ho(rot; Q)N HY(Q) = X x(Q) N HY(Q), il existe v" €
X n(Q) N HY(Q) et il existe ¢ € H}(Q) tels que v = v™9 + Vg dans Q. En outre, on a

Agq = div (Vq) = dive — dive"™ dans €,

et il suit que Aq appartient & L?(().
Ainsi, on connait la régularité a priori de ¢, voir le théoreme 5.1. En effet, comme ) est convexe, on
sait que ¢ € H%(Q), et donc que Vg € H*(Q). On a finalement v = v"9 + Vq € H'(Q). ]

En d’autres termes, dans un domaine polyédrique non-convexe, I’approximation conforme dans
X v () ne permet pas en général d’approcher la solution du modele quasi-statique magnétique. °
Ainsi, contrairement au modele électrostatique ou la vitesse de convergence est simplement
"dégradée” dans un domaine non-convexe, on n’a pas convergence pour le modele quasi-statique
magnétique. Par contre, on peut établir la convergence de la méthode dans le cas ou le domaine
polyédrique est convexe, voir par exemple [12, Annexe B].

Cette limitation ”catastrophique” de la portée de la méthode (lorsque 2 est non-convexe) a
conduit a la définition de méthodes alternatives permettant de retrouver la convergence des ap-
proximations discretes pour toutes les configurations géométriques. Parmi elles, la méthode du
complément singulier, ou de la fonction singuliere, bien adaptée lorsque les solutions singulieres
appartiennent & un sous-espace vectoriel de X x () de dimension finie, ie. dim(X5(Q)) < oo,
voir [12, Annexe A]; la relaxation de la prise en compte de la condition sur la divergence (dans
un espace fonctionnel contenant strictement L%(€2)) telle que la méthode de régularisation a

poids, voir [12, Annexe C]; 'approximation de la forme variationnelle [18]; etc.

On étudie au §6 une technique alternative de discrétisation.

5. Et, lorsque E*™ ¢ H*(Q), on peut méme prouver que les solutions discrétes convergent, vers une solution

qui est fausse! Pour cela, on utilise I'identité de Costabel [16, §4], valable dans tout domaine §2 polyédrique :
Vo € Xn(Q) NH(Q), [rotv|3:q) + [ldive|iag) = |Gradv|j2q).

ainsi que l'inégalité de Weber.
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Elément fini de Nédélec

On s’intéresse maintenant a la discrétisation des modeles étudiés au §4 a 'aide d’une
méthode d’éléments finis qui est conforme dans H (rot ; (), et Hy(rot;€2) si on tient compte
de la condition aux limite de conducteur parfait. Pour simplifier la présentation, on suppose
que € est un domaine polyédrique de R3, topologiquement trivial, et de frontiére OS2 connexe.
On s’appuie a nouveau sur une famille réguliere de maillages (73), composés de tétraedres.
On veut discrétiser le modele quasi-statique magnétique, qui s’écrit dans cette configuration
"simplifiée” :

Trouver E € Hy(rot ;<) tel que
rot E = B* dans () . (6.1)

1
div E = —p dans 2
€

D’apres ce qu’on a vu au §4 (théoreme 4.7), le probleme est bien posé pour des données telles
que B* € Hy(div; Q) avec div B* = 0 dans Q, et p € L*(Q).

6.1 Définition de I’élément fini

Lors de la conception de la méthode d’éléments finis, conforme dans H (rot ;€2), on souhaite

conserver au niveau discret les deux propriétés suivantes :

— continuité de l'opérateur gradient : Si g € H'(Q), alors Vq € H (rot ;) et, si ¢ € Hy(Q),
alors Vg € Hy(rot ; () ;

— extraction de potentiel scalaire : si v € H(rot ;) est tel que rot v = 0 dans 2, alors il
existe ¢ € H'(Q) tel que v = Vg dans Q (théoreme 2.22 dans 2 topologiquement trivial)
et, si v € Hy(rot;Q) est tel que rotv = 0 dans Q, alors il existe ¢ € H(Q) tel que
v = Vg dans Q (théoreme 4.1 dans Q2 a frontiere connexe).

Au niveau discret, on conserve la discrétisation par éléments finis de Lagrange P! pour les po-
tentiels scalaires. Pour h donné, on note M, I'espace discret approchant les éléments de H'(Q)
(voir (5.1)), et M) 'espace discret approchant les éléments de Hy(2) (voir (5.2)).

Si on note V', 'espace discret — a définir ! — approchant les éléments de H (rot ;€2), respective-
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ment V' l'espace discret — également a définir ! — approchant les éléments de H(rot ; ), on
veut donc que :
— continuité de l'opérateur gradient : Si q;, € My, alors Vg, € V7, et, si ¢) € M, alors
Van € Vi ;
— extraction de potentiel scalaire : si v, € V), est tel que rot v, = 0 dans 2, alors il existe
qn € M, tel que vy, = Vg, dans Q et, si v, € V) est tel que rot v, = 0 dans , alors il
existe g, € M} tel que v;, = V¢, dans (.
Voila pour le programme, passons a la réalisation.

Soit g, € M), : alors vy, = Vg, € H(rot;(2), rotv, = 0 dans , et, pour tout tétraedre

K € 7Ty, vy est constant. Ainsi on a 'inclusion
VM) C {vh € H(rot ;) tel que rot v, =0 et vk € P(K), VK ¢ 77L} ) (6.2)

Pour l'instant, on n’a que des champs discrets constants par morceaux, et a rotationnel nul.
Si on raisonne par analogie avec les éléments de Mj, qui sont a gradient constant (non-nul en
général) par tétraedre, une idée "naturelle” est de compléter I’ensemble défini par (6.2) a droite
par des champs discrets & rotationnel constant par tétradre. Pour cela, on note que pour b € R?,
on a rot (b x ) = 2b. En effet,

bl T bgl‘g - b3l’2 81 le’g — bgl’g b1
bxx = by X | 9y = bgfL‘l — bll'g = rot (b X CIJ) = 82 X b3£L’1 — bll'g =21 by
b3 I3 611'2 — bgl’l ag blxg — b2.’L’1 63

Ainsi, un "bon” candidat pour définir un espace discret inclus dans H (rot ; 2) est du type :
V5, = {v, € H(rot; Q) tel que vy x € P°(K)+ P°(K) x ¢, VK € T} . (6.3)

Nous allons maintenant vérifier que la définition/construction de cet espace rentre bien dans le

cadre de la méthode des éléments finis.

On rappelle (cf. [8]) qu'un élément fini dans R? est un triplet (K, 3, P) ot :

— K est un sous-ensemble fermé de R?, d’intérieur non-vide et de frontiere lipschitzienne ;

— P est un espace de fonctions définies sur K et a valeurs réelles ;

— X est un ensemble fini de formes linéaires indépendantes (¢;)i=1,n qui est P-unisolvant : pour

tout (o)i=1,n € RY il existe p € P unique tel que ¢;(p) = oy pour i = 1, N.

On appelle (¢;)i=1,n les degrés de liberté de 1'élément fini. D’apres la propriété de P-unisolvance, on
peut introduire (p;)j=1 n tels que ¢;(pj) = d;; pour i, j =1, N et en outre on peut écrire tout élément
p de P sous la forme p = 2j=1,N ©;(p)p; ; on en déduit que dim(P) = N. On appelle (p;)j=1.n les

fonctions de base de ’élément fini.

Dans notre cas, on sait déja que K est un tétraedre, et que P = R4, ou

Ri={ve P telquev(z) =a+bxxavec a,beR’}. (6.4)
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Il reste a définir .

Pour un tétraedre K, on note Ax I'ensemble de ses arétes (fermées), Fy I'ensemble de ses
faces (fermées), et nx le vecteur normal unitaire sortant a 0K. Un tétraedre contenant quatre
sommets, six arétes et quatre faces, et comme dim(R1) = 6, il est "naturel” de définir un degré

de liberté par aréte. C’est pourquoi on introduit les six degrés de liberté
M,(v) = /v -7 dl, pour a € A, (6.5)

ou T est un vecteur unitaire tangent a ’aréte a. Qu’en est-il de la Ry-unisolvance de (M, )aea, 7

Proposition 6.1 Dans un tétraédre K, on a les propriétés suivantes pour tout v € Ri(K) :

1. Soit f € F : alors les champs v X ng et vy = ng X (v X ng) s’annulent sur f si, et

seulement st, les trois degrés de liberté (M,(v))acos s’annulent ;

2. le champ v est déterminé par (M, (v))acay -

Démonstration : On écrit v(z) = a + b x x, avec a,b € R3.

1. On note que pour toute aréte a C 0f, 7 est orthogonal a (nK)|f, et ainsi v - 7y = v - Ty
Il est évident que les traces (v X n)|s et (vr)f = (N X (VX nk))|y s’annulent simultanément
sur f. Et que, si ces traces sont nulles, alors les (My(v))qcof sont également nuls.
Démontrons la réciproque. Pour fixer les idées, on suppose que la face f est incluse dans le

plan {x tel que x3 = 0}. Dans ce cas, la trace de la composante tangentielle sur f de v s’écrit :

v1(z1,22,0) a; — b3z

(vr) (21, 22) = va (21, 72,0)

az + b3xy

Ensuite, on définit le rotationnel tangentiel sur f d’un champ w € (C'(f))? par
rot W = 8111]2 — 82w1.

Si on note n le vecteur normal unitaire sortant a 0f, et t le vecteur tangent unitaire tel que

(t,n) soit directe (i.e. t; = ng, ta = —n1), on a la formule d’intégration par parties

/rot rwdS = /(81102 — Oowy)dS = (wany — wing) dl = — w - tdl.
f f af 3]

f
Dans notre cas, rot r(vr)y = 2b3, et par hypothese / (vr))p - tdl = Z /(’UT)|f ~tdl = 0.
of acaf’a
Il suit que b3 = 0, et (vr); = a, qui est donc constant. Pour les trois @ C df, on a donc

0= My(v) :/(UT)f-'rdl: laja - T.

Or, les trois vecteurs tangents engendrent toutes les directions de R2, et il suit que a = 0,

c’est-a-dire que (vr); = 0.
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2. Comme le nombre de degrés de liberté est égal a la dimension de Rq(K), démontrer que
v € R1(K) est déterminé par (M, (v))qeca, revient a démontrer, par linéarité, que si M, (v) =0
pour tout a € Ag, alors v = 0. On part donc de M, (v) = 0 pour tout a € Ag : d’apres ce qui
précede, on a (v xng)|; = 0 et (v7)); = 0 pour toutes les faces f € Fi et, comme v € CX(K),
ceci implique que (v xnk)jpx = 0 et (vr)sx = 0. Par intégration par parties (2.9) avec u = e;

pour ¢ = 1,3, et puisque rot v = 2b dans K, on trouve que

2‘K|bi:2‘K|ei'b:/

ei-rotde:—/ (v X nK)jpK - vo€; dl' =0, i=1,3,
K

oK
et il suit b = 0. On a donc v = a dans K. Comme (vr)|; = 0 pour toutes les faces f € Fk, on
en déduit que v = 0.

La Ri-unisolvance de (Mg)aea, est donc établie. |

Remarque 6.2 Observons que, lors de la démonstration de ['item 1, on a établi que la trace
tangentielle sur la face f, (v X ng)|y, €tait définie a 'aide des trois coefficients, a,as, b, et
que ceux-ci s’annulaient si et seulement si les trois degrés de liberté (M, (v))acor s annulaient.

Par linéarité, les (My(v))acoy caractérisent (v x ng)jy (ainsi que (vr)s).

Si on introduit 3, égal a ’ensemble des degrés de liberté (6.5), (K, 3, P) est bien un élément
fini, qu’on appelle élément fini de Nédélec NP, voir [27].

De plus, il est loisible de définir V', selon (6.3), et les degrés de liberté associés sont

(My(v))aea,, ot Ay est 'ensemble de toutes des arétes de Ty, ie.

En effet, si v est définie sur €2 et réguliere sur chaque tétraedre de Ty, alors v appartient & H (rot ;)
si, et seulement si, pour tout couple de tétraedres distincts (K, K') ayant une face F' en commun, on
a [v X np|rp = 0 ou, de maniére équivalente, continuité de v x np a la traversée de F.

Or, pour tout élément v;, de V'j, la trace tangentielle (vy, X mp)p est déterminée par les trois degrés
de liberté (My(vh))acor (remarque 6.2).

En conclusion, la connaissance des degrés de liberté (M,(vp))aca, permet d'une part d’assurer la
continuité de la trace tangentielle sur chaque face commune a deux tétraédres distincts, et d’autre

part de définir v;, dans chaque tétraedre (item 2 de la proposition 6.1). [

Enfin, pour une discrétisation conforme dans Hg(rot ;(2), on introduit :
V) =V,NHy(rot;Q) = {v, € V), tel que (v x n)jpo =0} . (6.7)
Et, toujours d’apres la proposition 6.1, on vérifie que pour tout v, € V, on a I'équivalence :

v, € V) <= M,(v,) =0, Vac€ {d € A, telle que a’ C 9Q}.
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En particulier, il y a un degré de liberté par aréte appartenant a {a’ € A, telle que @’ ¢ 00 }.

On note pour finir que, d’apres (6.2), on a la continuité de l'opérateur gradient au niveau
discret, puisque V[M},] C V), et V[M?] C V¥, avec injection continue.

6.2 Interpolation

On a rappelé les résultats principaux concernant l'opérateur d’interpolation de Lagrange

7L, qui permet d’interpoler le potentiel électrostatique, voir (5.9). Cet opérateur est basé sur
les valeurs aux sommets (les degrés de liberté de I’élément fini de Lagrange P'), valeurs qui
existent pour toute fonction continue sur €.
Pour pouvoir définir un opérateur d’interpolation de Nédélec [T & valeurs dans V7, il faut que
les degrés de libertés (M,(v))aca, aient un sens. On s’intéresse tout d’abord & un opérateur
d’interpolation local, c’est-a-dire défini sur un tétraedre K donné. Par définition, il est a valeurs
dans R;(K), et la question est de savoir quand les degrés de libertés (M, (v))aca, ont un sens.
On renvoie a [26, §5].

Proposition 6.3 Soient s > 1/2 et s’ > 0. Les degrés de libertés (M, (v))aca, ont un sens

pour tout
veX,q(K)= {w € H*(K) tel que rotw € HSI(K)}.

Muni de la norme
1/2
lwllx, ) = (H'wH%IS(K) + HrOth?{S/(K)) ’

X, (K) est un espace de Hilbert.

On définit 'opérateur d’interpolation de Nédélec local

Xs,s’(K) — RI(K)

6.8
v = IRv, avec M, (IT¥v) = M,(v), Va € Ak (6.8)

N
Iy - |
Pour tout v € X ¢ (K), par passage a I’élément fini de référence, comme la famille de maillages

(Tr)n est réguliere, on peut établir I'erreur d’interpolation locale

R , 1/2
[0 = 0l reotsi) < o hic™ D ([0llgeey + Irot vl ) 0 (69)

avec ¢s ¢ > 0 indépendante de v et de K (et donc de hg). On note que si rot v = cste dans K,
ona s =1et [rot vl g g = [[rot |2

Par 7agrégation” (cf. la remarque 6.2), on peut définir 'opérateur d’interpolation de Nédélec
global

7T =V,

A
" le e Y, avee (MYv)x = Y (vik), VK € Ty

(6.10)
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A partir de 'erreur d’interpolation locale (6.9), pour tout v € H (rot ; Q) tel que v|x € X, o (K)

pour tout K € Ty, on en déduit I'erreur d’interpolation globale

1/2
H’U - HhNUHH(TOtiQ) = ( Z H’U o HhNU”%-I(rot;K))

KeTy,
1/2
< s (Z h g min(es",1) (HUH%IS(K) + [[rot v||? s’(K)>>
KeTy
1/2
< Cs,s’ hmin(s,s ) (Z <||,U||%-IS(K) + ||I'Ot’U||2 ‘S/(K)>> ) (61]‘)
KeTy,

avec ¢s ¢ > 0 indépendante de v et de h.

L’étape suivante est de déterminer a partir de quel espace fonctionnel on peut affirmer que

tous les interpolés locaux de ses éléments (les (IIY (vx)) ke, dans (6.10)) sont bien définis.

Un premier choiz possible est I'espace discret V', | En effet, pour tout élément v, € Vy,, la
famille (IT} (vp, k) keT;, est bien définie, car d’apres (6.8) on a Dégalité I (vh k) = vpx pour
tout tétraedre K. Et on en déduit que

Hthh = Vp, Yv, € V7, (612)
Un second choiz possible est (toujours pour s > 1/2 et s’ > 0) :
ve X, (Q) = {w € H*() tel que rotw € H"”/(Q)} .

Par définition des espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire, pour tout élément v € X, ¢(2), on

a vu que v|x € X, (K) pour tout K, et la famille (II} (v|x)) ke, est donc bien définie.

On déduit de ce qui précede les propriétés ”basiques” d’approximabilité.

Proposition 6.4 Pour tout v € H(rot;<2), on a

li inf — : =0. 1
hlir[l) (w}th ||’U vhHH(mt ’Q)) 0 (6 3)
Pour tout v € Hy(rot;£2), on a

i (inf 10— oulror ) 0. (6.1

Démonstration : Soit v € H(rot ;) donné. Soit € > 0.
D’apres la proposition 2.12 (densité de C2°(€2) dans H (rot;(2)), on sait qu'il existe v € C2°(Q) tel

que H’U - 5HH(I‘ot;Q) < 6/2'
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Or, on a l'inclusion C°(Q) C X1,1(€), et il est donc possible d’appliquer I'opérateur d’interpolation
I & v. En outre, d’apres erreur d’interpolation globale (6.11) et la propriété de sous-additivité des
semi-normes H', on sait que limy,_,o |0 — HhN V|| H(rot;0) = 0. En particulier, il existe hg > 0 tel que,
pour tout h < hg, on a ||v — H,ZXGHH(rot;Q) <e€/2.

A T'aide de I'inégalité triangulaire, on en conclut que, pour tout h < hy,

'Uhig{/h HU - UhHH(rot;Q) < HU - HhNa”H(rot;Q) < HU - GHH(rot;Q) + H6 - HhN%HH(rot Q) <e

La limite (6.14) s’obtient de fagon similaire, en utilisant la densité de D(2) dans Hy(rot ;) et en
notant que, pour tout ¥ € D(2), on a 1o € V) par définition de IT5. [ ]

Ensuite, on a le résultat technique, voir le lemme 11 de [27].

Proposition 6.5 Soit v € H(rot ;) telle que rotv = 0 dans Q. Pour h donné, si [N v est
bien défini, alors il existe q, € My, telle que INv = Vq,. Si de plus v € Hy(rot;Q), alors
qn € M}(L)

On en déduit les résultats souhaités d’extraction de potentiel scalaire discret.

Théoréeme 6.6 Pour h donné, soit v, € V, telle que rotwv;, = 0 dans Q. Alors il existe
qn € My, telle que v, = V. Si de plus v € V), alors g, € M.

Démonstration : D’apres la proposition 6.5, comme on sait que Hfzv vy, existe, il existe g, € My, telle
que 1N v, = Vg;,. Et d’apres (6.12), on a

Vp = HhNUh = th.

Si de plus v € V9, alors vy, € Hy(rot; (), et le potentiel ¢, appartient & M. [

6.3 Pour aller plus loin

Pour lopérateur d’interpolation T3, les deux choix d’espaces fonctionnels de départ (V7 et
X+ (€2)) sont différents, au sens ot I'un ne contient pas 'autre. En effet, si les éléments de V',
sont réguliers par tétraedre, la continuité de la trace a l'interface entre deux tétraedres n’est
pas garantie (seulement celle de la trace tangentielle). Ils n’appartiennent donc pas a lespace
fonctionnel X +(§2) puisque s > 1/2 (premiere propriété des espaces de Sobolev d’ordre frac-
tionnaire). La non-inclusion de X ¢ (§2) dans V', est évidente. Ceci suggere 'introduction d’un
opérateur d’interpolation plus général. Ci-dessous, on suit [9, §4.2].
Précisément, on se place dans X ¢(2) N Hy(rot; ), avec s €]0,1/2] et s’ > 0.1
Soit donc v € X, ¢(Q2) N Hy(rot;€2), on lui applique la décomposition de type Birman-
Solomyak, voir la proposition 5.8 : il existe v" = Pv € Hy(rot; Q)N H'(Q) et ¢ = Qu €

1. D’aprés la premieére propriété des espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire, on sait que, pour tous s, s’ €
10,1/2[, on a Iinclusion V9 € X, () N Ho(rot; Q).



Equations de Maxwell 67

Hj () tels que v = v™9 4 Vg dans Q, et [0 g1 ) + lqllar@) < Cis ||V Horots0) (avec
Cps > 0 indépendante de v).

Par construction, rot v"* = rot v dans (2, et ainsi v € X ¢(£2). On peut donc lui appliquer
'opérateur d’interpolation IIY | et TIN v™ € %49

Quant & ¢, on a Vg = v—v"% € H*(Q), c’est-a-dire que ¢ € H'*5(Q), et en outre ||¢|| gr+s() <
& ([|[v|| E(rot :0)+ ||V || 5 () ), @vec ¢, > 0 indépendante de v. Comme on a supposé que s €]0,1/2],
on doit utiliser un opérateur d’interpolation plus général que I'opérateur d’interpolation de La-
grange (pour lequel on doit avoir 1 + s > 3/2 d’apres les résultats d’injections des espaces de
Sobolev, voir (5.9)). Cest le cas de I'opérateur d’interpolation 73Z de Scott-Zhang, voir [20,

§1.6.2], défini a l'aide de degrés de liberté intégraux. Ses propriétés principales sont

1. Vh, m3% € L(HY(Q), M},) et 7% € L(HL(Q), MP) ;

2. Vh, Vg, € My, 7% qn = qn ;

3. Vsg € [0,1], Fegz,s, > 0, Vh, Vu € H(Q), |lu — m%ul| o) < 57,60 B |l gresoq)-
Et on note que V(m%q) € V[M}] C V).

Si on rassemble ce qui précede, on peut définir un opérateur d’interpolation combiné :

X, o(Q) N Hy(rot; Q) — V9

Hcomb . . 6.15
h v o Tty = 1Y (Po) + V(e (Qu)) (619
Par construction, II{™ € £(X, +(Q2) N Hy(rot;Q), V7)), et de plus
comb min(s,s’) 2 2 1/2
[0 = 1070 s wot 0 < o B0 (ol + Irot vl g ) 0 (6:16)

avec ¢ ¢ > 0 indépendante de v et de h.

Pour finir, on a le résultat suivant.
Proposition 6.7 Pour tout v, € V', il existe ¢, € M) tel que 115" v, = v, + V.

Démonstration : On applique la décomposition de type Birman-Solomyak & vy, : il existe v™9 €
H' (Q) et gc H}(Q) tels que vy, = 079 + V§ dans Q. D’apres la premiére propriété des espaces de
Sobolev d’ordre fractionnaire, on a rotwv, € H* (Q) pour s’ €]0,1/2], et ainsi v™9 € X1,+(£2). On
peut donc appliquer 'opérateur HhN A v, — V"% = Vg, et la proposition 6.5 permet d’affirmer qu’il
existe G, € M) telle que IIY (V§) = V. 1 suit que TN ves = IIY (v), — V§) = v), — V.

Par définition (6.15), on en conclut que
15"y, = T v7e9 + V(1372§) = v, + V(732G — ),

c’est-a-dire le résultat souhaité, puisque 7T}S; ZG—qn e M, }? . [ |
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Estimation d’erreur

L’objet de ces notes est de construire et d’analyser la méthode d’approximation du modele
"simplifié” (6.1), posée dans V7, et en particulier de proposer une estimation d’erreur. On
se place donc dans un domaine € de R? polyédrique, & frontiére connexe et topologiquement
trivial. Lorsqu'une ou plusieurs des trois caractéristiques (polyédrique ; & frontiére connexe ;
topologiquement trivial) n’est pas nécessaire pour établir un résultat donné, ceci est précisé
dans 1’énoncé de celui-ci : par exemple s’il suffit que €2 soit un domaine pour que le résultat soit
vrai, on écrira simplement ”Soit un domaine Q de R®”, etc. Ci-dessous, on note op €]1/2,1]

Iexposant limite de régularité lorsque le domaine polyédrique €2 n’est pas convexe.

On sait déja que la solution du modele quasi-statique magnétique, et en particulier la solu-
tion E du modele ”simplifié”, (6.1) existe, qu’elle est unique, et qu’elle dépend de fagon continue

des données. C’est ce qu’on a vu au théoreme 4.7, qu’on écrit

1Bl x v < Co (1Bl p2@) + llpllzae)) - (7.1)

avec Cy > 0 indépendante des données. On rappelle que B* € H(div;€2) avec div B* = 0, et
que p € L*(Q).

Si on appelle E}, la solution de la forme variationnelle discrete — a définir! — posée dans
V% associée au modele (6.1), on souhaite in fine estimer 'erreur commise, c’est-a-dire ||E —
E}|| g (rot ;0)- Sous réserve d’avoir une condition inf-sup discrete uniforme (voire, la coercivité),
on peut appliquer le lemme de Céa, et en déduire que

|E — Ei|lg@ot ) < C vmfo | E — vallH(rot:0);
h

h

avec C' > 0 indépendante de h, de B* et p, et de E. Et si [I) E est bien définie, on a
IE — EnllH(ot0) < C|E — I} E|| Hrot ) -

L’évaluation de l'erreur d’interpolation || E — II} E|| gr(rot ;) Permet finalement d’obtenir Iesti-

mation souhaitée, par rapport a h (ou une puissance de h) et par rapport aux données.

68
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Dans la suite, on réalise le programme a rebours, en étudiant tout d’abord 'erreur d’inter-
polation, puis les outils de mesure ”fine” des champs permettant d’établir la condition inf-sup

discrete uniforme, et enfin la formulation variationnelle discrete elle-méme.

7.1 Erreur d’interpolation

7.1.1 Reégularité du champ électrique

On vérifie, pour commencer, qu’on peut appliquer I'opérateur d’interpolation au champ F
solution de (6.1) : il faut pour cela que E et rot E soient de régularité ”suffisantes”.
Que peut-on dire de la régularité de £ 7 On rappelle que, par définition, on a 'appartenance

E € X (£2). On établit ci-dessous un résultat qui compléte celui du théoreme 5.9.

Théoréme 7.1 Soit un domaine Q0 de R? polyédrique.

— 8i Q est conveze, alors X x(Q) C H'(Q), avec injection continue :
300 >0, Yo € Xn(), ol < C) lollxm (72)
— 8iQ nest pas convere, alors X n(Q) C (Nycseo, H(Q), avec injection continue :
Vs €]0,0p[, 3C, >0, Yo € Xn(Q), ||v]ms@) < CLlv|xy)- (7.3)

Démonstration : Soit v € X (). On utilise tout d’abord la décomposition de type Birman-
Solomyak, voir la proposition 5.8, qui nous dit qu'il existe v"®9 € Hy(rot;Q) N H'(Q) et ¢ € H}(Q)
tels que v = v"9 + V¢ dans 2, avec dépendance continue : il existe Cgg > 0 indépendante de v telle
que

10" g1y + lallmi@) < Cs 1ol Hrot 0)-
On sait que v™9 € H'(Q), il reste & déterminer la régularité de V¢, avant de conclure quant a la

régularité de v = v"% 4 Vq. Pour commencer, on a
Agq = div (Vq) = divev — dive"™ dans €,

et il suit que Aq appartient & L?(f2) : ¢ est solution du probleme (5.7) avec la donnée f = —divwv +
divo™. On utilise maintenant le théoreme 5.1 (dans € polyédrique) pour déterminer la régularité de
q, et donc celle de Vg.

Par construction, on a

[fllz2) < [ldivolleq) + [|div o™ || 2
< [div ol p2) + \f3HvregHH1(Q)
< ||div ol 2 + V3 Cas |10l Hrot )

< (1+3C%9)Y? vl x @)

— SiQest convexe, alors Vg € H'(Q), et IVl i) < CL N fll 2, avec 1% > 0 indépendante

de f. Si on rassemble tous les résultats, on a v € H (), ainsi que (7.2).
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— Si Q n’est pas convexe, alors Vq € (y< ., H*(©2) et, pour chaque s €]0,0p], [[Vq|lg=(q) <
Cs“ || fllr2), avec Cs® > 0 indépendante de f. Si on rassemble tous les résultats, on a
V € No<s<o, H(R2), ainsi que (7.3).

n
Appliquons ce théoreme a la solution E de (6.1). A I'aide de (7.1), on aboutit & :
— Si Q est convexe, alors E € H'(Q), et
1Bl g o) < CoCl (1B [l p2o) + loll2e) - (7.4)
— Si Q n'est pas convexe, alors E € (.,.,, H’(Q) et, pour chaque s €]0,0p,
1Bl me) < CoCy (B[l + llollz2e) - (7.5)

Que peut-on dire de la régularité de rot E 7 La réponse est beaucoup plus simple, puisque par

définition rot E = B* dans €. On fait donc une hypothése sur les données, a savoir que
3s* >0, B* € H"(Q). (7.6)
Sous I’hypothese (7.6), on a donc

si ) est convexe : Eec X,:(9);

7.7
si 2 n’est pas convexe : E € X, +(Q), Vs €]1/2,0p]. (7.7)

7.1.2 Erreur d’interpolation globale

On peut déterminer 'erreur d’interpolation globale | E—II}Y E|| gr(rot ;). En partant de (6.11)
et en utilisant la propriété de sous-additivité des semi-normes H*/H*", on note que (avec s = 1

si (2 est convexe, s €]1/2,0p| sinon) :
N min(s,s*) 2 *12 1/2
1B~ T Bllsteor oy < o B0 (| gy + 1B )

Si Q est convexe, d’apres (7.4), on conclut que :

30" > 0, V(B*, p) € H (Q) x L*(Q), Vh,

sm 3 min(1,s* * (78>
|B — 10 Bl rorey < CF 1) (1B e + loll o)) -
Si Q est non-convexe, d’apres (7.5), on conclut que :
Vs €]1/2,0p[, 3CT™ > 0, V(B*, p) € H* (Q) x L*(Q), Vh, 79)

|B = Iy Bl ot ) < C2™ ) (|1 B o) + ol o))

7.2 Mesure des champs

On passe a I'étape suivante, qui décrit comment mesurer ”finement” les champs, en vue

d’analyser la formulation variationnelle discrete au §7.3.
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7.2.1 Décompositions de Helmholtz et équivalence de norme

Tout d’abord, nous allons voir comment, pour tout champ v € Hy(rot ;{2), on peut évaluer
sa norme ||v|| H(rot;0)- Pour cela, on utilise les décompositions de Helmholtz. On raisonne en
deux temps, en décomposant successivement les éléments de L*(€2) et ceux de H(rot ; ().

Ci-dessous, on introduit ’espace fonctionnel
H (div 0;) = {v € H(div; ) tel que dive = 0} .
Proposition 7.2 Soit un domaine 2 de R3. On a la décomposition de Helmholtz
L2(Q) = V[HY(Q)] & H(div0; Q). (7.10)

Démonstration : Il est clair que V[H(Q)] + H(div0; Q) C L*(Q).

Soit maintenant v € L*(R2). On définit ¢ € HJ(Q) telle que Ap = divw dans Q (Laplacien avec
condition aux limites de Dirichlet homogene). Puis, on pose vl = V¢ € L?(Q) et v = v — vl Par
construction, on a v7 € L*(Q) et dive” = divv — A¢ = 0 dans Q, c’est-a-dire que v € H(div0; Q).

Puisque v est quelconque, on a 'inclusion
L*(Q) Cc VH}(Q) + H(div0; Q).

On vérifie pour finir que la somme est orthogonale (et donc directe) : soient v> = V¢ avec ¢ € HE(Q),

et v € H(div0;Q). Par intégration par parties (2.3), on trouve que (v, UT)Lz(Q) =0. [

Remarque 7.3 Si on utilise le théoréme 2.21 d’extraction de potentiel vecteur (cas OS2 connexe),
on sait que :
H(div0;Q) = rot [H'(Q)] = rot [H' () N H(div 0; Q)].

Ainsi, pour tout v € L*(Q), il existe ¢ € HL(Q) et w € H'(Q) N H(div0;Q) telles que
v =V¢+rotw dans ().

On introduit ensuite I'espace fonctionnel
Kn(Q) = Xn(Q) N H(div0; Q).
Proposition 7.4 Soit un domaine Q2 de R3. On a la décomposition de Helmholtz
Ho(rot; Q) = V[HL(Q)] & K (). (7.11)

Démonstration : Comme précédemment, il est clair que V[H}(Q)] + Kn(Q) C Ho(rot; Q).

Soit maintenant v € Hy(rot; ). On utilise la premiére décomposition de Helmholtz (7.10) pour
éerire v = Vo + k, avec ¢ € HY(Q), et k € H(div0;9). Comme par ailleurs rotv € L*(Q2), on a
k € Kn(Q), et Pinclusion Hy(rot;Q) C V[HL(Q)] + K n(Q) est vérifiée.

Quant & 'orthogonalité de la décomposition, soient V¢ € V[HL ()] et k € Kn(£2), on a

(ng, k)H(rot;Q) = (ng, k)LQ(Q) =0,
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ou la dernieére égalité provient encore une fois de I'intégration par parties (2.3). [

Il existe donc deux applications linéaires et continues

P e L(Hy(rot;Q), Kn(Q)), Qe L(Hy(rot;Q), H(Q)),

telles que

Vw € Hy(rot:Q), w = Pw + V(Quw). (7.12)

Corollaire 7.5 Soit un domaine Q0 de R? a frontiére connexe'. Dans Ho(rot ;(2),

~ 1/2
w = ([V(Qw)l3 ) + Irot (Pw) 32
définit une norme, qui est équivalente a || - || ot )-

Démonstration : Soit v € Ho(rot;Q), on écrit v = Vo + k, avec ¢ = Qu € HE(Q), et k = Pv e
K (). Par orthogonalité de la décomposition de Helmholtz (7.11), on a tout d’abord

1/2 1/2
lollrore) = (1Yot + IklFrwor ) = (IV613 20 + 5l eorcn)

Et comme k € Kn(Q2) C X n(Q) on sait que, d’apres l'inégalité de Weber (voir le théoreme 4.5 avec

0% connexe),

1Kl z2() < Cw [[rot k|2

ou Cy > 0 est indépendante de k. Dans K x(£2), on a donc ’équivalence de normes :

2 2 1/2 2 \1/2
Irot kll 2y < 1Kl oty = (1132 + ITot kl2zg)) < (1+C)"? rot kll ().
On a donc d’une part :
1/2
(19611220 + Irot kl220)) < I0llmrrot o)
et, d’autre part :
[l Errotso) < (1+ )" (V61220 + ot El122(q )

ce qui est le résultat souhaité. [ |

1. Si la frontiere n’est pas connexe, on peut vérifier qu’on a la norme équivalente

~ ~ ~ 1/2
w = ([V@Qw)l[3a) + vt (Pw)[3ag) + Y. [(Pw-n L) m, )
1<k<K

avec les notations habituelles. La démonstration est laissée en exercice.
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7.2.2 Décompositions de Helmholtz et équivalence de norme discretes

On se pose maintenant la question de I'obtention de résultats similaires a ceux de §7.2.1
dans le cas discret, dans un domaine €2 polyédrique. On raisonne pour h donné.
On rappelle que V, et V) sont munis de la norme || - || H(rot;02), Tespectivement que M) est
muni de la norme ||V - || 12(q).

Soit donc w;, € V. Par analogie avec ce qui précede, on résout la formulation variationnelle

discrete
{ Trouver ¢;, € M} telle que (713)
(Von, Vay) 2 = (0n, V)12 Va, € My,

Puis, on pose k;, = v, — Vo, € V?l. Par construction, on a kj € K%, ou

K = {v, € V) tel que (vi, Vd))2q) = 0, Vg, € M} (7.14)
Il est important de noter que K% n’est pas un sous-espace vectoriel de K () !
En effet, dire que vj, € V) appartient & K () signifie que :

Vv € D(Q), (v, VU) 210y = —(divop,v) = 0.
Soit, par densité de D(Q) dans H}(Q),
Vd € Hy(Q),  (vn,Vd)p2(q) =0,

ce qui est une contrainte plus forte que celle apparaissant dans la définition (7.14). [ |

On dit parfois que les éléments de K sont & divergence faiblement nulle. Ci-dessous, on établit

une décomposition de Helmholtz discreéte.

Proposition 7.6 Soit un domaine 2 de R? polyédrique. On a la décomposition orthogonale
0 0] & 70

Démonstration : D’aprés ce qui précede, on sait que V) ¢ V[MP] + K9, et I'inclusion réciproque

est évidente. Si maintenant on considere V¢, € V[MY] et kj, € K9, on trouve :

0
def. K9

(v¢h7 kh)H(rot Q) — (v¢h7 kh)LQ(Q) = 07
ce qui prouve l'orthogonalité. [ |

Puisqu’on a une décomposition orthogonale, il existe donc deux applications linéaires et conti-

nues

ﬁh S ﬁ(V%,K%), @h € E(V%,M}?),

telles que
Yw;, € V%, wy = ﬁhwh + V(@hwh) (716)
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Corollaire 7.7 Pour tout h, on a : ”f)hHE(VO k9 =1et ]\@hl\ﬁ(vg7M2) =1.

h>

Démonstration : A 'aide de la définition (7.16) et de l'orthogonalité (7.15), on obtient pour tout
wy, € V?l :
1Pl 2 ronscy + [V (Qun) ey =
HPhwhH%—I(rot;Q) + ||V(Qwh)”%-l(rot;9) = ||wh||%-l(rot;9)’

Ainsi, on a N
| Prwn || 1 (rot :0)

<1.

sup
w,€VI\{0} Hwh”H(rot;Q)

De plus, pour tout kj, € K%, on a IBhkh = ky, et on en conclut que

HPhwhHH(rot Q)

sup =1.

waev\{0} [ WhllH(xot;0)

Si on raisonne de méme pour @y, on aboutit & la méme conclusion, puisqu’on a muni M, ,? de la norme

IV g2 u
D’apres I'inégalité triangulaire, on a bien sur
|wnl|Hrot ) < |1 Prwl|Hrot ) + | V(Qnwn) || 20,

et la connaissance de ||wp || m(rot;0) est donc équivalente a la connaissance de || Prwp|| m(rot ;)

et de [[V(Qrwp)l|L2(q)- Pour compléter I'étude dans le cas discret (par analogie avec le corol-
laire 7.5), nous allons prouver que [[rot - ||p2q) définit une norme sur K " équivalente a la

norme || - || f(rot;0)- On obtient ainsi une inégalité de Weber discréte.

Théoréme 7.8 Soit un domaine 0 de R? polyédrique, a frontiére connexe. Alors,
3Ck > 1, Vh, Yk, € K}, ||knllHrot:0) < Ck [[rot k|2

Démonstration : Pour h quelconque, soit k € K 2.
On utilise la décomposition de Helmholtz (7.11) : il existe ¢ € H}(Q) et k € K () telles que

k= Vo + k.

Par construction, rot k = rot ky,.

)

D’une part, I'inégalité de Weber (théoreme 4.5) nous indique que [|k[|;2(q) < Cw [[rot kp[[2(q), d'ou

1Kl x @) = 1kl ot ) < (1+ Cii)? [[rot knll L2 (q)-

D’autre part, la régularité de k est précisée au théoreme 7.1. Pour tout tétraedre K € Ty, on en déduit
que kg € X 1(K) avec s = 1 si Q2 est convexe, et s €]1/2,0p[ sinon, puisque (rot k)| est constant.

On peut donc interpoler k sur K, avec l'erreur d’interpolation locale (6.9) :

. 1/2
L g (”k”%ﬁ(K) + [lrot k"H2L2(K>) '
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A partir de la, on peut interpoler k sur €2 a I'aide de 'opérateur d’interpolation HhN défini en (6.10),

et on a l'erreur d’interpolation globale (6.11) :

I~ I Bl ot < et ™D ([l + ot ka2 y)
Si on utilise & nouveau le théoreme 7.1, on a vu que
Il er=(0) < s Ikl x y() < Ck (14 Cf)Y? [[rot k|l 2o
Si on rassemble le tout, on a lerreur d’interpolation globale
Ik = T K| rrot ) < ha B [rot k| 2(q), (7.17)

pour ¢, ; = cs1(1+ (C7)* (1 + C2,))'/? > 0 indépendante de h et de kj,.
En application de la proposition 6.5, on peut également interpoler V¢ = kj, — k a 'aide de 'opérateur
d’interpolation HhN il existe ¢y, € M) tel que HhN(VgZ)) = Voy.

Pour résumer, on a : k, = HhN ky, = Vo + Hg k, ce qui va finalement permettre de majorer
[knllL2(q) en fonction de |rot ky| 2. Tout d’abord, on utilise I'inégalité triangulaire (et & nouveau

linégalité de Weber pour k)
Iknll2) < IkllL2) + 1k — Kl p2(q) < Cw [[rot kallp2(q) + [kn — EllL2(q)-
Il reste a estimer [|kj, — k| 2(q). On écrit

lkn = kG2 = (kn—k.kn— k)2

(kn — k,kn — Tk + 11k — k) 2 o
(Vén =kn —TIk) = (kn—k,Vén + Tk — k) 120

(kn € K, ke Kn(Q) = (kn—k, Tk —k)p2q

(inég. de Cauchy-Schwarz) < |kp — k| 12 TNk — HIFERS

On a donc |[kp — k[ g2y < IV K — k| r2(q)- Grace & (7.17), on obtient
ler, — Kll g2y < €y ROV [[rot ky| 2 () < ¢ (diam(Q))™™ ) [rot ky| 12 g
Si on revient a l'inégalité triangulaire, on a obtenu
kil z2() < (Cw + ¢y (diam(2))™D) |[rot ky| 2 g,

et le résultat souhaité suit avec une constante Cg > 0.
Enfin, puisque pour tout h et tout k; € K% \ {0}, on a

[rot thLZ(Q) < |knllE(rot;0) < Ck [|rot thL2(Q)

il suit finalement que Cx > 1. [
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7.3 Formulation variationnelle discrete

On veut construire une formulation variationnelle discrete, posée dans V', afin d’approcher
la solution E du modele ”simplifié” (6.1). Il existe plusieurs approches pour concevoir la forme
variationnelle discrete associée au modele (6.1). Outre la méthode proposée ci-apres, on renvoie
a [17, 14] pour la construction de cette forme via 'approche dite ”perturbée”.

On rappelle le modele ”simplifié”

Trouver E € Hy(rot ;<) tel que
rot E = B* dans ()

1
div E = —p dans 2
€
qui est bien posé pour des données B* € H(div0; Q) et p € L3(£2), ol on a noté

H(div 0; Q) = Hy(div; Q) N H(div0; Q).

7.3.1 Construction de la formulation variationnelle abstraite

Le but étant de construire une formulation variationnelle conforme dans Hy(rot ;{2), on
va prendre en compte la condition sur la divergence de EE comme une contrainte. En effet, en

partant de div E = %p dans Q, on obtient a l’aide de la formule d’intégration par parties (2.3)

1
Vg € Hy(9), (E,V{q') 20 = —g(p, 7)) (7.18)
Réciproquement, si (7.18) est vérifiée, on a en particulier
. (r.18) 1
Vo € D(Q)v <d1V Ea”) = —<E,VU> = _(Ev vU)LQ(Q) = g(pvv)L2(Q)7

et on retrouve la condition div £ = % p dans Q.

Quant a la condition sur le rotationnel de FE, elle entraine évidemment
Vv € Hy(rot ; ), (rot E,rot v)12q) = (B*,rot v)12(q). (7.19)

Réciproquement, supposons (7.19) vérifiée. Comme on sait que, d’apres le théoreme 4.4 d’ex-
traction de potentiel vecteur (€2 est topologiquement trivial), il existe w* € Hy(rot ; Q) tel que
B* = rotw* dans Q, on a v = E — w* € Hy(rot; ), et il suit

| B* — rot E||2LQ(Q) = (B* —rot E,rot w* —rot E)2
= (B"—rot E,rotv) 2,
@

et on a bien retrouvé la condition rot E = B* dans (.
En conclusion, on a le résultat ci-dessous, ot I’on voit que la forme variationnelle dans H(rot ; (2)

est complétée par la prise en compte de la contrainte...
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Proposition 7.9 Soit un domaine 2 de R? topologiquement trivial, a frontiére connexe. Soient
B* € Hy(div0;Q) et p € L*(Q). Alors E est solution du modéle “simplifié” (6.1) si, et

seulement si, E est solution de

Trouver E € Hy(rot ;) tel que
Vv € Hy(rot; ), (rot E,rotv)2q) = (B",rot v)2q) . (7.20)

1
Vg € Hy(Q), (B, V)20 = —E(P, 42

7.3.2 Reformulation

Avant de se lancer dans la discrétisation, on peut faire I’observation suivante. Par linéarité,
les fonctions-test sont les couples (v,q) € Hy(rot;Q) x H(), alors que la solution est
"simplement” E € Hy(rot ;). Pour symétriser les espaces de fonctions-test et les espaces
de solutions, on se propose d’ajouter une inconnue artificielle 2, notée pg ci-aprés. On modifie

(7.20) en ajoutant (v, Vpg) (o) & la premiere ligne d’équations :

Trouver (E, pg) € Hy(rot; Q) x H}(Q) tels que
Yv € Hy(rot; ), (rot E,rot v)Lz(Q) + (v,VpE)Lz(Q) = (B*,rot U)LQ(Q) . (7.21)

1
Vq' € Hy(9), (E, Vq/)ﬂ(g) = (P, d) 2@

€
Si on dispose maintenant d’'une formulation symétrique entre les solutions et les fonctions-test,
la question est de savoir quel est le rapport entre la nouvelle formulation (7.21) et la formulation

précédente (7.20) ! Une premiere observation est le...
Lemme 7.10 Soit (E,pg) une solution de (7.21) : alors pg = 0.

Démonstration : On note que v = Vpg € Hy(rot;2). On peut donc 'utiliser comme fonction-test

dans (7.21). Et, comme rot v = 0, on trouve
(7.21) ST 2
(v, VpE)2) = 0, cest-a-dire HVpEHLQ(Q) =0.
Le résultat suit. m

A partir de la, le lien entre les deux formulations variationnelles est clair.

Lemme 7.11 Soient B* € H(div0;Q) et p € L*(Q). Alors E est solution de (7.20) si, et
seulement si, il existe pg telle que (E,pg) est solution de (7.21).

Démonstration : En se basant sur la construction de la nouvelle formulation (7.21), il est clair que
si E résout (7.20), alors (E,0) résout (7.20).
Réciproquement, si (E,pg) est solution de (7.21), alors d’apres le lemme précédent, pp = 0, et il suit

que E vérifie la formulation (7.20). |

On en déduit le caractere bien posé de la nouvelle formulation (7.21) a 'aide des résultats déja

obtenus pour le modele quasi-statique magnétique (voir le théoréeme 4.7).

2. Pour qualifier pg on parle parfois de pression artificielle.
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Théoréme 7.12 Soit un domaine Q) de R? topologiquement trivial, a frontiére connewe. Pour
toutes les données B* € Hy(div0;Q) et p € L*(Q), il existe une solution et une seule (E,pg)
de (7.21), et de plus

pe =0,

HEHH(rot;Q) <C (HB*HLQ(Q) + HPHN(Q)) )

avec C' > 0 indépendante des données.

Remarque 7.13 [l existe plusieurs autres facons de démontrer le résultat. La plus classique
utilise 'approche de Babuska-Brezzi pour résoudre les problémes mixtes (cette approche est
décrite par exemple dans [21, §1.4.1]). Pour aboutir au résultat, lingrédient principal est
léquivalence de norme |rot klp2q) < ||kllawota) < (1 + C3)Y? [rot k|2, valable pour

tout k € K n(Q). Pour une méthode plus récente reposant sur la T-coercivité, on renvoie a [11].

7.3.3 Construction de la formulation variationnelle discrete

Ci-dessous, nous faisons le choix de la discrétisation dans I’espace produit V.= H(rot ; Q) x

H}(Q), comme dans [11]. Muni de la norme

(v &)llv = (v F oty + 1V 1 720) ",

V est un espace de Hilbert.

Remarque 7.14 On pourrait encore une fois utiliser ’approche de Babuska-Brezzi pour résoudre

des problémes miztes discrets (cette approche est analysée dans [1, §4.1]).
Dans 'espace produit V, on peut réécrire (7.21) sous la forme équivalente

Trouver (E,pg) € V tel que

| | * , (7.22)
V(v,¢) €V, a((E,pr), (v,q)) = (B*,rot v)p2(,

1
- g(% q/)m(g)
avec

a((u,p'), (v,q) = (rotu,rot v)r2q) + (v, VP')r2(q) + (4, V') 2

une forme bilinéaire et continue sur V x V.

On choisit comme d’habitude les espaces discrets (V7});, et (M), pour approcher les éléments
de Hy(rot; Q) et Hj (), ces espaces étant définis sur les mémes maillages (73)5. Si on introduit
VvV, = V% x M7, il est clair que les espaces discrets (V) permettent d’approcher les éléments

de V, et la formulation variationnelle discrete s’écrit

Trouver (Ej, pgn) € V), tel que
, , . 1 , (7.23)
V(’Uh, Qh) eV, a((Ehvah>7 ('Uha qh)) = (B ;rot IUh)LQ(Q) - g(pa Qh)LQ(Q)

On a le résultat ci-dessous.
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Lemme 7.15 Soit (Ey, pgp) une solution de (7.23) : alors pgn, = 0.

Démonstration : Puisque V[M?] C V), on note que vj, = Vpg, € V. On peut donc utiliser

(Vpgh,0) comme fonction-test dans (7.23). Et, comme rot v;, = 0, on trouve
(0h. VoEn) g2y = 0, cest-ddire [ Vpen|2s ) = 0.
Le résultat suit. m
On établit maintenant une condition inf-sup discréte uniforme pour la forme a(-, ) (cf. [11]).

Théoréme 7.16 Soit un domaine Q de R? topologiquement trivial, polyédrique, et & frontiére

connexe. Alors,

/ /
Elccisdu > 0, Vh'7 v(uh,p%) E Vh, Sup a((uh7ph)7 (Uh7 Qh))

Z Ocisdu ||(,u'h7p;z)||V (724)
(wna)evinN©00)  1(Vns @)llv

Démonstration : Soit i donné, et soit (up,p},) € Vj. On choisit (up, p)) # (0,0), puisque (7.24) est
évidemment vérifiée lorsque (up, pj) = (0,0). On raisonne par ”étape”.

(i) On suppose tout d’abord que w, = 0. Alors a((0,p},), (va,q,)) = (va, VP},)2(q)- Si on choisit
(v, qr) = (Vp},,0), on trouve

a((0, 1), (V5. 1)) = (Vb VL) 120 = VPRI 220y = 110, 25)I1%-
Dans la suite, on utilise la décomposition orthorgonale (7.16) pour uy, :
up = V(f)h + kih avec (kh7¢h) = (1~3huh, @huh) S K% X M;?

(ii) On suppose maintenant que pj, = 0. Alors a((un, 0), (Vs ¢;)) = (rot up, T0t v)) L2(0)+(Un, Va)) L2 (0)-
Par définition de K" (cf. (7.14)), on sait que (kp, VQ;L)LZ(Q) = 0. Et, puisque rot kj;, = rot uy, on a

a((un,0), (va,qp,)) = (rot kp,rotvp) 2oy + (Vén, Vi) r2q)-

Si on choisit (v}, qr) = (kn, ®n), on trouve cette fois, avec Cx > 1 la constante apparaissant dans le

théoreme 7.8 d’équivalence de norme dans K7 :

a((un 0), (03, )) = ot knlZa ) + IV6nll220)
(CR) 2 Rnl3rror ) + V0011320
min((Cre) 1) (16l ot s0) + IVORI1Z2(0))
min((Cx) ™2, 1) |un 1 (rot 0

=7 ”(u’hv O)H%/,

v

v

ot v = min((Cx)~2,1) = (Cx)~2 €]0, 1[.
(iii) Dans le cas "général”, I'idée est de choisir une combinaison linéaire des choix précédents, c¢’est-a-
dire (v}, q) = B1(VD),,0)+ Bo(kn, on) = (B1Vp), + Bokn, B2¢n), avec B, f2 € R. On trouve maintenant

a((uhvp;b)a (vh,q)) = Baflrot kh”%ﬁ(g) + b1 HVPIh|’i2(Q) + B2 HV%Hsz(Q)-
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Si on choisit f; = B2 = 8 > 0, on trouve
a(wnsph)s @3 a2) = B ((Cx) 2 knlBrot ) + IVPH 3200 + V60220 )

55 (lun oty + 197320
B 1 Caans ) -

V

v

En outre, on a par orthogonalité :

@k gy = (ot ) + 1V G720

= BUIVPh + EnlBrror) + [V6nl12200)"?
= B(va;z“iQ(Q) + Hth%—I(rot;Q) + ”véhH%Q(Q))UQ

= B(HVPM\2L2(Q) + [lunllzr ot )
= B (wn, pj)llv-
Ainsi, / / , .
a((up,p}), (vp, a((up, p)), (vy,
o ooy T 2 S 2
et on a établi la condition inf-sup discréte uniforme (7.24) avec Ceisqu = v = (Cx) ™2 €]0, 1]. [ ]

7.4 Analyse d’erreur

A partir de ce qui précede, on en déduit finalement le résultat de convergence attendu.

Théoréme 7.17 Soit un domaine Q de R3 polyédrique, topologiquement trivial et & frontiére
connexe. On a les estimations d’erreur ci-dessous pour le modéle "simplifié” pour s* > 0.

S1 ) est convexe :

Jey > 0, V(B*,p) € (H” () N Ho(div0;Q)) x L3(Q), Vh,

e . (7.25)
|B — Eullmgovy < im0 (1B e oy + ol )
Si Q) est non-conveze :
Vs €]1/2,0p], Jc, >0, V(B*,p) € (H* () N Ho(div0;Q)) x L*(Q), Vh, (7.26)

||E - EhHH(rot;Q) S Cs hmin(s,s*) <||B*HHS*(Q) + HIOHL2(Q))

Démonstration : On a la condition inf-sup discrete uniforme, cf. (7.24), pour la forme a(-,-), qui est
symétrique. D’apres le lemme de Céa généralisé [13], on en déduit que
(E — Ep,pe —pen)llv <C inf (B —wn,pE—q,)|v,
(Vh,q},)EVR
avec C' > 0 indépendante de h, de B* et p, et de (E,pg).
D’une part, on sait que pg = ppp = 0, d’olt |(E — Ep, pe — pen)llv = | E — EpllHrot ;0)-
D’autre part, si on choisit 'argument ¢;, = 0 dans 'infimum, on trouve :

inf (B —wvn,pp —qp)llv=inf [(E—wvp,0)lv= inf [E—vulHrot):
(Vh,q;,)EVR v,EVY v,EVY
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On a donc l'estimation ”simplifiée”

B~ EnllgEot:0) < C igf o B = vl E(rot ;0)-
Vp h

On utilise enfin U'interpolé vy, = HhN E, ainsi que l'erreur d’interpolation globale, a savoir (7.8) dans le

cas convexe, respectivement (7.9) dans le cas non-convexe, pour conclure. ]



Notes de cours 8

Modele harmonique dans un

conducteur

On propose un modele a priori un peu plus complexe que les modeles statiques, dont on va
voir qu’il est tres simple a résoudre grace aux outils introduits et développés précédemment.
Soit un milieu parfait conducteur occupant un domaine Q de R?, et entouré d’un conducteur
parfait. On suppose que les tenseurs de permittivité électrique ¢ (D = ¢ E) et de perméabilité
magnétique p (B = p H) sont mesurables, symétriques, et qu’ils vérifient (3.27). En d’autres
termes, £ € {_g, p} sont tels que

¢ est un tenseur symétrique mesurable tel que
3,6 >0, VX eR?, L XP <EX - X <& | X[ p. p. dans Q.

On résout un modele harmonique en temps (cf. §3.6.1), avec une pulsation w > 0 donnée. On

rappelle que les équations de Maxwell harmonique en temps (3.34)-(3.37) s’écrivent :

wd + rot h = 3 dans (2,
—wb + rot e = 0 dans (2,
divd = r dans €,

divb = 0 dans €.

Les conditions aux limites de conducteur parfait (3.20)-(3.21) s’écrivent :
exn=0sur 9 et b-n=0surd

Les champs électromagnétiques (e, d, h, b) sont a valeurs complexes. On complezifie donc les

espaces fonctionels. Par exemple,

L*(Q) = {v : 2 — C mesurable sur € tel que /

lv[2dQ < —i—oo} :
20

82
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ou |- | désigne le module. Muni du produit scalaire hermitien

(v, w) 20 :/UEdQ,
Q

L*(2) est un espace de Hilbert. On complexifie de méme les autres espaces fonctionnels. On

suppose que les champs électromagnétiques appartiennent tous a L?(Q) (voir §3.5).

Les données sont la densité de courant 3 et la densité de charge r, reliées par 1’équation de
conservation de la charge (3.38) :

—wwr + div g = 0 dans €.
Comme le milieu est conducteur, on écrit la densité de courant sous la forme :
J = Jew + o€ dans (), (8.1)

avec j.,, une densité de courant imposée par I'extérieur, et g le tenseur de conductivité, dont
on suppose qu’il vérifie également (3.27). On choisit d’étudier le modele pour des données
(Jews>7) dans L*(Q) x (H}(Q))'. Les données ne sont pas indépendantes d’aprés 1’équation de
conservation de la charge. En effet, si on peut déterminer e connaissant j_,,, on en déduit r
par I’équation de conservation de la charge, ou par la loi de Gauss. D’autre part, si on définit
Tewt = —w 'div J,,, € L*(Q2), on a d’apres (8.1)

Tewt = —wo 'div(j — ge)
(éq. conservation charge) = 7+ div(w™'ge)

(loi de Gauss) = div((g+w ™ 'g)e).

Notons que si le champ électrique e est connu, alors les autres champs électromagnétiques d,
b et h sont également connus. On réalise donc l'analyse (et la discrétisation) du modele sur le

champ e. D’apres ce qui précede, on sait que e appartient a Hy(rot ;(2).

8.1 Formulation variationnelle

8.1.1 Construction
D’apres (3.43), on a :
—w’(e + w ™ 'g)e + rot (u 'rot €) = wj,,, dans Q.
On trouve finalement que le champ électrique e vérifie

Trouver e € Hy(rot ;Q2) tel que
—wQ(g + zw‘lg)e + rot (,L_flrot e) = wj,,; dans Q (8.2)

div (£ + w™'g)e = 7y dans €.
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Comme pour les autres modeles harmoniques avec w > 0 donnée, la relation sur la divergence
de e dans (8.2) est redondante. En effet, elle se retrouve en prenant la divergence des membres
de gauche et de droite de I'équation du second ordre —w?*(e+w™'g)e+rot (1 'rot e) = 1wy, .
Soit v € Hy(rot ;). On prend le produit scalaire hermitien dans L?(£2) des membres de gauche
et de droite de I’équation du second ordre dans (8.2), puis on integre par parties (3.26) : ceci est

possible puisque w = H_lrot e € L*(Q) est tel que rot w = wj,,; + w2(g + Zw_lg)e c L*(Q),

et donc w € H(rot ;). On trouve :
W)y = (—(e 4w g)e+ ot (i 'rot ), v)
= (—w(e+w 'g)e,v) 2 + (1 'rot e, rot v) 2.

On en déduit que la formulation variationnelle équivalente s’écrit

, (8.3)

Trouver e € Hy(rot ;) tel que
Vv € Ho(rot;Q), a,(e,v) =1w(Jeu V)20

ou on a introduit la forme sesquilinéaire et continue sur H(rot,2) x Hy(rot ) :
g ¢ (v,w) = —w?(gv, W) 2 — W(aV, W) 12 + (1 'Tot v, rOt W) L2 ().

En effet, si e vérifie (8.3), alors e € Hy(rot;()) et, en prenant une fonction-test quelconque
dans D(2) C Hy(rot ;) on trouve facilement que

(—w’(e+w 'g)e +rot (u 'rot e),v) = (wj ..y, v).

8.1.2 Etude

L’étude de (8.3) est élémentaire, puisque la forme a, est sesquilinéaire et continue et qu’'on

a le
Lemme 8.1 La forme a, est coercive sur Hy(rot,$2) x Hy(rot, ().

Démonstration : Soit v € Hy(rot,2), on pose ¢ = rot v. Pour tout > 0, on a

o0 0) = (0] + s

—-1/2

~1/2 4
! L)

—1/2

CHi2(Q))2 + Wz”gUQUH
= Wl vl z2(q) + lIn

4 W277)||§1/2

clg20) - 2w2||£1/2”||2L?(Q) el ) + ‘*’2”21/2”"12(9)

Ol oy + (1= w2

v

(w gz + “2||21/2”||i2(9)’

ou la derniere ligne a été obtenue a l’aide de 'inégalité de Young.

Or, pour tout v € L?(Q), on a la majoration ||gl/2

’0”12(9) > 60' ”51/2/0”[]1_;2((2)7 avec ﬁo‘ = 0’35_7_2 > 0.
1l suit que

a0 (0, 0)2 2 w3(w? + o — D)IEV0] L2 + (1 — w2 a2l 2 g
A partir de 13, si on choisit 1 €]w?, w? + B[ on a 7, = min(w?(w? + B, — 1), (1 — w?n~1)) > 0, et on
en conclut que
Y _
N L P
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c’est-a-dire que la forme a, est coercive. [ |

Le théoreme de Lax-Milgram permet de conclure que la formulation variationnelle (8.3) est

bien posée.

Théoréme 8.2 Dans un domaine Q de R®, le modéle harmonique dans un conducteur (8.2)
est bien posé. Pour toute donnée j,,, dans L*(SY), il existe une solution et une seule e, et de
plus

lellzrot:0) < C'lldeatll2(@):

avec C' > 0 indépendante de la donnée.

8.2 Approximation

On se place dans un domaine €2 polyédrique.

8.2.1 Formulation variationnelle discrete

On utilise les espaces discrets (V) pour définir I'approximation. Si on fait ’hypothese que

les intégrales sont calculées exactement !, la formulation variationnelle discréte s’écrit

{ Trouver e, € V7 tel que (8.4)

\V/'Uh € V?m CLU(E, 'U) = lw(jexﬂ vh)LQ(Q)'

8.2.2 Erreur

D’apres le théoreme 8.2, le modele harmonique dans un conducteur est bien posé, et on sait
que la forme sesquilinéaire a, est coercive (voir le lemme 8.1). D’apres le lemme de Céa, on a

donc

||e - ehHH(rot;Q) < o igfo ||€ - vh||H(rot;Q)7 (85)
Vh h

avec C' > 0 indépendante de h, j,,, et e.
Sans hypothese sur la régularité du champ électrique e et de son rotationnel, on ne peut pas
utiliser I'interpolé global dans (8.5). On déduit néanmoins de la propriété d’approximabilité

(6.14) que erreur tend vers 0 :

]1111}% ||e - eh”H(rot;Q) = 0.

Pour une étude plus appofondie de la régularité du champ e et de la détermination de 'ordre

de convergence de 'erreur, on renvoie a [10].

1. C’est une hypothese, puisque les tenseurs g, p et g peuvent dépendre de .
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