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Notes de cours 1

Champs électromagnétiques et équations
de Maxwell

Nous énoncgons d’abord les équations de Maxwell. Ces équations permettent de décrire une
grande variété de phénomeénes électromagnétiques. Les diverses composantes des champs élec-
triques et magnétiques sont reliées a des termes sources par l'intermédiaire d’un ensemble
d’équations abstraites, que I'on peut écrire sous forme intégrale, ou sous la forme d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre complétées de relation de saut. Les champs et les termes

source dépendent des variables spatiales et temporelle (¢, ) € R x R?, avec & = (1, T2, x3).

Dans la premiére partie, nous allons briévement présenter la forme intégrale des équations
de Maxwell. Nous en déduirons dans une seconde partie une forme différentielle et des relations
de saut. Enfin, nous rappellerons comment on peut prendre en compte certains éléments de
nature topologique. Dans la suite, pour I'étude des équations de Maxwell, nous utiliserons

essentiellement la forme différentielle et les relations de saut.
Les champs électromagnétiques sont au nombre de quatre :

— le champ électrique (symbole E) ;
— Dinduction magnétique (symbole B) ;
— le champ magnétique (symbole H) ;

— le déplacement électrique (symbole D).
Ces champs dépendent de deux termes source :

— la densité de charge électrostatique (symbole p), non-nulle en présence de charges élec-
triques ;
— la densité de courant (symbole J), non-nulle dés lors que des charges se déplacent, c’est-

a-dire en présence d’un courant électrique.
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1.1 Equations de Maxwell sous forme intégrale

Les champs et termes source sont reliés entre eux par les équations de Maxwell (intégrales) :

(o) Lo fo
£ e
/avduD = [ au, (1.3)

oV’

Ces quatre équations sont appelées loi d’Ampére (1.1), loi de Faraday (1.2), loi de Gauss (1.3),
et loi de Gauss magnétique (1.4). Ci-dessus, on a représenté les champs par les mesures up,
L, B et pip, et les termes source par les mesures p; et p,. En outre, S, S’ sont deux surfaces
quelconques de R3, et V', V' sont deux volumes quelconques de R3.

On rappelle que si V' (resp. S, C) est un volume (resp. une surface, une courbe) de R?, alors 9V
(resp. 0S, OC) est sa frontiére, munie de la topologie induite. Et comme par construction toute
frontiere 9V d’un volume V est fermée et ouverte dans la topologie induite, on a 9(0V) = ;

on a la méme propriété 9(9S) = () pour toute surface S.

Pour un volume V quelconque de R?, si on dérive 'Eq. (1.3) par rapport au temps ¢ et
qu’on choisit S = 0V dans I'Eq. (1.1), on en déduit que les sources vérifient une équation de

conservation de la charge (intégrale) :

() e

Pour une étude mathématique des équations de Maxwell sous forme intégrale, nous renvoyons

aux travaux d’A. Bossavit, et en particulier |6, 7].

1.2 Equations de Maxwell sous forme différentielle

A partir des équations de Maxwell et de I’équation de conservation de la charge, exprimées
sous forme intégrale (1.1)-(1.5), il est possible d’en déduire une forme différentielle, valable

presque partout dans R x R3. Pour cela, on utilise les formules de Stokes et d’Ostrogradsky
/rotF~dS: F-dlet/dideV: F-ds,
s as 1% oV

valables pour toute surface S et tout volume V' de R3.

Pour un volume V', dV est sa mesure de Lebesgue. Pour une surface S, si on note dS sa mesure
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de Lebesgue, on écrit I’élément d’intégration sous la forme dS = ndS, ol n est un vecteur
unitaire, normal & la surface et d’orientation continue. Enfin, pour une courbe C', si on note dl
sa mesure de Lebesgue, on écrit 1’élément d’intégration sous la forme dl = 7 dI, ott T est un
vecteur unitaire tangent a la courbe, également d’orientation continue.

L’orientation des vecteurs est prescrite par 'orientation de 1’élément de surface ou de 1’élément
de courbe. En particulier, lorsque S est une surface fermée entourant un volume, n est dirigé
vers 'extérieur du volume. De méme, lorsque C' est une courbe fermée délimitant une surface,

le vecteur tangent 7 est orienté dans la direction donnée par la “régle de la main droite”.

AV Ie-7A0
@D Youune¥V @ @
CoOURBE
¥ 13
FroosTiCEE N . F@'{om\_ERE D% / & 2
(=eur%;cr_ %YW\GGJ { = coushe. evee ) AC

FIGURE 1.1 — Volume, surface et courbe.

On suppose que 1'on dispose des expressions suivantes des mesures, & savoir
dup = D -dS, dug = H -dl, dup = B-dS, dugp =FE -dl, du;=J -dS et du, = pdV.
avec D, H, B, E et J des éléments de (L'(R x R3))” et p un élément de LY(R x R3).! Les

champs électromagnétiques a valeurs vectorielles sont donc :

1. le champ électrique E,
2. "induction magnétique B,
3. le champ magnétique H ,

4. le déplacement électrique D.

Les deux termes souces sont J, a valeurs vectorielles, et p, & valeurs scalaires?.

1. Dans la suite, pour les études mathématiques, on fera en général I’hypothése que les carrés des champs
sont localement intégrables en espace.

2. Un choix d'unités SI est : Vm~! (Volt par métre) pour E ; T (Tesla) pour B ; Am~! (Ampére par
métre) pour H ; Cm~2 (Coulomb par métre carré) pour D ; Am~2 pour J ; Cm~?2 pour p. On a notamment
les correspondances T = Vm ™ 2s et C = As.
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A partir de 14, (1.1)-(1.5) se réécrivent :

i(/D-ds)— H.-dl — —/J-dS, (1.6)
dt \ Js a8 S

d
—( B-dS)+ E-dl = 0, (1.7)
dt S/ 85’/
D-dS = /pdV, (1.8)
ov 1%
B-dS = 0, (1.9)
ov’

(o)< oom -

Si on choisit une surface S stationnaire, on déduit de (1.6) et de la formule de Stokes que

/(a—D—rotH+J)-dS:0.
g \ Ot

Puis, si on choisit un volume V', on déduit de (1.8) et de la formule d’Ostrogradsky que

/ (div D — p) dV = 0.
\%

Ceci étant vrai pour toute surface (stationnaire) et tout volume, les intégrandes entre paren-
théses sont donc nuls presque partout. On procéde de méme pour les autres équations, pour

aboutir® aux équations de Mazwell (différentielles) (systéme SI) :

D
aa—t—rotH = —J, (1.11)

B
aa—t—i—rotE = 0, (1.12)
divD = p, (1.13)
divB = 0. (1.14)

Quant a 1'équation de conservation de la charge (différentielle), elle s’écrit

%—FdivJ:O. (1.15)

Les termes du type |, ¢ X - dS représentent le flur de X au travers de la surface S. De méme,

les termes du type | ¢ Y - dl représentent la circulation de Y le long de la courbe C'.

3. Il est intéressant de noter que I’on raisonne sur des volumes pour les Eqgs. (1.8)-(1.9), et sur des surfaces
pour les Egs. (1.6)-(1.7), cf. les travaux d’A. Bossavit [6, 7]. Quant aux conclusions, ici les Eqgs. (1.11)-(1.14),
elles sont valables (presque partout) dans R3. Il est alors pratique/tentant de considérer une approche “tout

volumique” & partir de la...
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1.3 Relations de saut

En ’état, les cinq équations sous forme différentielle (1.11)-(1.15) ne sont pas équivalentes a
leurs contreparties intégrales (1.1)-(1.5). De fait, des caractérisations des champs sont absentes
pour l'instant, caractérisations que nous détaillons ci-apreés.

Pour pouvoir affirmer la nullité des intégrandes, il faut (et il suffit) qu’ils soient réguliers,
c’est-a-dire mesurables volumiquement si on considére des intégrales volumiques, et mesurables
surfaciquement si on considére des intégrales surfaciques. En particulier, le comportement des
champs peut étre modifié, a la traversée d’une interface (surfacique) entre deux milieux ot ils
sont réguliers.

Soit donc ¥ une telle interface, située entre deux milieux M+ et M~. Dans ce qui suit, les quantités
définies dans le milieu M* (resp. M™) sont indexées par * (resp. ~). Notons ny un champ de
vecteurs unitaires, normaux a Y, orientés par exemple de M~ vers M™, que ’on suppose étre une
fonction continue, et choisissons P un point situé sur I'interface.

A partir de 14, pour 0 < € < 1 “petit”, soit V' = V, un cylindre droit, d’axe paralléle & ny(P), centré
en P, de hauteur € et de section circulaire, de rayon /2 (voir sur la figure 1.2, ou € est grand...).

La frontiére OV, est découpée en quatre parties, a savoir les sections supérieure ST et inférieure S—
€ bl

E (1 ﬁ?@e,u*}

:Z
¢ ::.IE:’:
o | i/
|

FIGURE 1.2 — Interface et notations.

(chacune d’aire e), et les deux parties de la surface latérale S;', et S, (chacune d’aire me%/2). Par

hypothése, on a dup = B-dS et les champs B et B~ sont “réguliers” au voisinage de P : par exemple,
— — =

Bt ¢ (C°(M+))3 et B~ € (C°((M7))3. Ainsi, BT sont continus dans {M € M* : |PM| < Ry} pour

Ry > 0, de sorte que l'on peut notamment écrire
B*(M) = B*(P) +n*(y),

—
avec y le vecteur PM, et n* deux fonctions de y telles que limy o nt(y) = 0. Appliquons la loi

de Gauss magnétique (1.4) sur le volume V, et estimons chaque contribution lorsque® 0 < € <

—
4. Pour € < 1, on a maxyey. |[PM| < v/2e.
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max(1, $R%, 1R?%)

0 = B+-ndS+/ BT - ndS + B~ -ndS + B~ -ndS
S+ A S- S,

= e <B+(P)~nz(P)+0( sup |77+(y)|)>+63/20(3$m)
Y, lyl<v2e

— e (B_(P) -nx(P)—O0( sup |77_(’y)!)> +20(Bpas),
Y, [y[<V2¢

—
avec B le maximum de |[B¥| dans {M € M* : |PM| < R.}. Passons a la limite® en faisant tendre

€ vers 0, apres division par we, pour éliminer les contributions d’ordre supérieur :
(BF(P)— B~ (P)) nx(P)=0.

Reprenons le méme calcul, en partant cette fois de la loi de Gauss (1.3) sur le volume V = V, en
supposant que dup = D -dS et DV € (CO(MF))3, D~ € (C°((M™))3. Avec les mémes notations que

précédemment, on trouve :

/d,up = D+'ndS+/ D" . ndS + D™ -ndS + D™ -ndS
Ve S+ A S- S

lat

= me <D+(P)-"2(P)+O( sup |77+(y)|)>+63/20(D?2m)
Y, [y[<v2e

—Te <D(P) -nx(P)—O0( sup !TI(:!DD) +20(Dygy)-
Y, [y[<V2¢e

Passons encore une fois a la limite (e tend vers 0), aprés division par e :

iy (- [ diy) = (D (P) = D7 (P)) ms(). (116

e—0 \ e

Ici, il reste & déterminer la limite (qui existe a priori, d’aprés I’égalité ci-dessus!) du terme de gauche.

Examinons tout d’abord le cas ot du, = pdV, avec p € CO(M~ UMT). On a alors

/ pdV = 620(pmax)7

€

auquel cas la limite du terme de gauche de (1.16) vaut 0. Ainsi, en présence d’une contribution volu-

mique de charges électriques réguliére, on trouve que
(D" (P) — D™ (P)) - nx(P) = 0.

Supposons maintenant que dpu, soit la somme d’une contribution volumique réguliere dpu,, ,, définie
comme précédemment, et d'une contribution surfacique du,,,,, sur 3, c’est-a-dire que du, = pdV +
ps dS®6ys, avec p € CO(M~ UMt), py € CY(X) et dS la mesure de Lebesgue de X. En d’autres termes,

5. Comme lim, ,on*(y) =0, on a limy—0(SUPyy, |y <r Int(y)|) = 0...
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pour tout volume V, fV dp, = fvpdV + fzmv pxdS, oll px; est une densité de charge surfacique®,

définie et réguliére sur X. On trouve alors :
[ o= E0ma) + [ p2dS = me(Olpnas) + p(P) + 1,(0).
Ve Nve
avec lime_,17,(€) = 0. D’oi1, en passant & la limite dans (1.16), I'identité finale
ps(P) = (D*(P) = D~(P)) - ns(P). (1.17)

Remarque 1.1 Pour le déplacement électrique, le résultat dépend manifestement des hypo-
theéses sur dpu,. Nous pouvons aussi considérer une contribution linéique sur une courbe I', ou
ponctuelle en un point Q, I' et @ étant sur ¥. On a respectivement dy,, = prdl®dr, avec

pr € COT) exprimée en C'm™*

, et dpy,,.. = pqgoq, avec pg exprimée en C. Dans ces deur cas,
le calcul précédent aboutit a une contradiction. En effet, dés lors qu’il est non nul, le membre
de gauche de (1.16) est soit en O(e~Y/?), soit en O(e™'), et le passage a la limite n'est plus
possible. Ceci implique qu’une des hypothéses doit étre revue. Nous renvoyons aux travauz de

X. Claeys [23] pour une analyse mathématique fouillée des modéles filaires.

En conclusion, nous avons établi que les Egs. (1.3) et (1.4) contiennent une information supplé-

mentaire, sur le saut de la composante normale de D et de B au travers de 'interface X :
[D . nZ]Z = Py, [B : ’I’LE]E =0. (118)

Ci-dessus, [f]s est égal au saut au travers de l'interface d’une fonction f réguliére de part et
d’autre de celle-ci. Notons que le saut est fonction de l'orientation” de la surface, elle-méme

définie par le choix de la direction de ny.

Pour obtenir les relations de saut sur les composantes normales des champs D et B, nous
sommes partis de (1.3)-(1.4) sur des volumes ad hoc. Remarquons que 'on peut raisonner de
fagon mathématiquement plus intuitive... Pour cela, on reprend la formule d’Ostrogradski, avec
F = uv. Rappelons que 'on a div (uv) = udivv + Vu - v pour u et v suffisamment réguliéres.

On trouve alors

/(udivv+Vu-v) dV:/ uv-ndS. (1.19)
v ov

Or, la trace de u sur OV — gy — est controlée par u et Vu dans V' (voir par exemple [4]). Par
voie de conséquence, la trace normale de v — v-mgy — est controlée par v et divw dans V' (voir
encore [4], ou le §2). Ici, pour les champs électromagnétiques, le saut de la composante normale

de D dépend de la régularité de la densité de charge, cf. (1.3), alors que celui de la composante

6. En unités SI, px est exprimée en Cm™2.
7. De fagon générale, pour f réguliére de part et d’autre de 'interface X, le saut de f au travers de I'interface

3 est égal a
[f]Z = fhaut - fba57

avec par convention un vecteur unitaire normal ny, dirigé du bas vers le haut.
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normale de B est toujours nul, cf. (1.4).

Partant des Egs. (1.1)-(1.2), le raisonnement est similaire, en considérant cette fois des
surfaces S perpendiculaires a 'interface, stationnaires, que 1’on fait ensuite tourner pour décrire
toutes les directions tangentielles & ¥. Notons (7x,7%) un couple quelconque de champs de
vecteurs tangents a X, tel que (7, 7, ny) forme une base orthonormale directe. On suppose
ci-dessous que dj; est la somme d’une contribution surfacique du,,,,, = J - dS avec J €
(C°((M— UM™))3, et d'une contribution linéique djuj, . Afin de définir la seconde contribution,
on introduit tout d’abord la densité de courant surfacique® Jx € (C°(2))?, qui est un champ de
vecteurs tangentiels a ¥.. A chaque couple (ny, 74 ) on associe une surface S paralléle a ces deux
vecteurs, d’élément de surface dS' colinéaire a 7%, avec la convention d’orientation dS = 7 dS.
On définit la contribution linéique sur la courbe ¥ NS par du, = Jx - 75 dl®@dsns (puisque
dS est colinéaire a 7%, la quantité Jy - 7%, correspond bien a un flux au travers de 5).

On reprend les mémes notations que précédemment. Pour 0 < € < 1 “petit”, soit donc § = S, une
telle surface, centrée en P, de hauteur € et de largeur €!/2 (voir sur la figure 1.3, ou € est grand...).

La frontiére 9S. est découpée en quatre parties, a savoir les segments supérieur CT et inférieur C—

-3 /
-

73
i

: :\I | / L riGeu {

N S— .__ii_ S, | i Y )

FIGURE 1.3 — Interface et notations (bis).

(chacun de longueur €/2), et les deux parties latérales C;t. et C, (chacune de longueur totale €). On a
dup = B -dS avec des champs B et B~ “réguliers” au voisinage de P. Si on choisit BT € (C'(MT))3

et B~ € (C'((M7))3, on peut écrire
OB* oB* L
rn (M) = ot (P)+n"(y),

avec nt deux fonctions de y telles que limy o nt(y) = 0. De méme, on a dug = E - dl avec des
champs E* et E~ “réguliers” au voisinage de P, e.g. E* € (CO°(M+))? et E~ € (C°((M™))3. Appliquons

la loi de Faraday (1.2) sur la surface stationnaire S, et estimons chaque contribution lorsque® 0 < € <

8. En unités SI, Jy est exprimée en Am™?.
—
9. Pour € < 1, on a maxsey, |[PM| < \/€/2.
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max(1,2R?,2R?%) :

B+ B~
0 = 9B 'T/Eds-i-/ 9B cT5dS + E*t.dl + E™.dl
S+ 8t 5= 8t Cltlt Cl;t
+ E+. Tsdl — E™ - rxdl
ct Cc-

= 2 (0(0Bhay) + O(0iBray)) + € (0(Bfyr) + O(Epay))
+e/2 (B*(P) - T5(P) — E~(P) - Ts(P) + ng(e)) |

avec lim._,ong(e) = 0. On passe a la limite en faisant tendre e vers 0, aprés division par el/2 pour

éliminer les contributions d’ordre supérieur :
(ET(P)— E~(P)) - T(P) =0.

Reprenons le méme calcul, en partant de la loi d’Ampére (1.1) sur la surface S = S..
Supposons que dup = D-dS et DT € (C'(M+))3, D~ € (C'((M7))?, dug = H-dl et HT € (CO(MT))3,
H~ € (C°%((M7))3. Le terme de gauche est égal 4 :

D+ D~
67 - TdS + 87 - 76dS — HT .dl — H™ -dl
S+ 8t S— (9t Cltt Cc-

lat

- H+ . TEdl + H™ . Tzdl = 63/2 (O(atD:rrLax) + O(atD;"Lam)) +e€ (O(Hrjrlax) + O(H;Lax))
C+ C-

—e2(HY(P) - 75(P) — H™(P) - ms(P) + nu(e)) .

D’autre part, duy = dpg,,,; +dpg,, = J-dS+Js - 75 dl®@dsqs et JT € (COMT))3, T~ € (CO((M))3,
Js € (C°(%))% Le terme de droite est égal a :

—/ JtordS — | J-1hdS — Is-mhdl = &2 (0 0) + Onas))
S+ 5- NS
—2 (J5(P) - T5(P) + g (e))
On conclut comme précédemment, en passant a la limite (e tend vers 0) aprés division par el/? .
(H™(P)— H™(P)) - 7s(P) = Js(P) - T(P).
Pour résumer, on aboutit aux résultats suivants sur les composantes tangentielles des champs :
[E-71sls =0, [H 15|y =J5- 7. (1.20)
En balayant toutes les directions tangentielles (75, 7%), on arrive aux conditions équivalentes

[E X ’ng]g = O7 [H X nz]z = —Jg. (121)

Cette fois, nous sommes partis de (1.1)-(1.2) sur des surfaces ad hoc pour obtenir les relations
de saut sur les composantes tangentielles des champs E et H : le saut de la composante tan-
gentielle de E est toujours nul, cf. (1.2), alors que celui de la composante tangentielle de H

dépend de la densité de courant surfacique, cf. (1.1).
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Pour la contrepartie “volumique”, reprenons maintenant la formule d’Ostrogradski avec F' =

uxwv;onadv(uxv)=rotu-v—u-rotv pour u et v suffisamment réguliéres. On trouve

/(rotu"v—uwot'v) dV = [ (uxv) -ndS= (vxn)-udS. (1.22)
1% oV ov

La trace tangentielle de v — v X nmjgy — est controlée par v et rot v dans V. Par ailleurs, on
remarque que, dans l'intégrale sur 9V, seule la composante tangentielle de u intervient, puisque
v X n est toujours orthogonal & m. On rappelle que la composante tangentielle de u est égale

adur=u—(u-n)n=n x (u x n). On peut donc écrire (1.22) sous la forme

/(rotu-v—u-rotv) dV:/ (v xn)-urdS. (1.23)
v oV
La composante tangentielle de u — ur gy — est donc controlée par u et rot w dans V.
Pour conclure sur ces conditions d’interface, si nous notons divy 'opérateur surfacique de
divergence, ’équation intégrale de conservation de la charge (1.5) fournit I’équation

dps,

E + dngJg + [J . TLE]E =0. (124)

1.3.1 Reformulation équivalente des équations de Maxwell

Nous postulons que les équations sous forme différentielle (1.11)-(1.15), ajoutées aux rela-
tions d’interface (1.18), (1.21) et (1.24), constituent une reformulation qui est équivalente aux

équations de Maxwell (intégrales) (1.1)-(1.5). Rappelons-les ci-dessous. On a tout d’abord :

oD

W —rotH = —J, (125)

B
aa—t—i—rotE = 0, (1.26)
divD = p, (1.27)
divB = 0, (1.28)
%erivJ = 0. (1.29)

Ainsi que

[D - nsls = ps, [B-ngls =0, (1.30)
[E X 'I’Lz]z = 0, [H X 'I’I,E]E = —Jz, (131)
aaitz + div E']E + [J : ng]g = 0. (132)

Dans la suite, on travaillera sur cet ensemble d’équations et de relations.
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1.4 Topologie et potentiels

Achevons cette introduction par quelques considérations de nature topologique. Notons V' le
volume étudié. Deux cas typiques peuvent se présenter, voir la figure 1.4 :
(o) V est lextérieur d’un fil résistif “épais” ;
(B) V est I'extérieur de plusieurs conducteurs.
On a respectivement les propriétés suivantes (voir par exemple [34], pp. 23-24 et pp. 18-19) :
() rotwu =0 dans V #= 3f continu dans V tel que u =V f dans V ;
(8) divu =0 dans V #= Jov continu dans V tel que u = rot v dans V.

' Z
z &

() (®)

FIGURE 1.4 — Volume non-simplement connexe, frontiére non-connexe.

Pour recouvrer I'existence de potentiels, il convient d’ajouter un nombre fini de conditions de
nature topologique sur w.

Le cas («) se produit lorsque le volume V' n’est pas simplement connezxe, et les relations addi-
tionnelles sont dérivées de la théorie de 'homologie. Au contraire, dans un volume simplement
connexe, tout champ & rotationnel nul s’écrit comme un gradient (théoréme de Stokes). Le
cas () correspond & un volume V' de frontiére OV non-connezxe. et les relations additionnelles
sont liées aux flux au travers de chaque composante connexe (maximale) de V. Au contraire,
lorsque la frontiére est connexe, tout champ a divergence nulle s’écrit comme un rotationnel. Si

V' est simplement connexe et & frontiére connexe, on dit qu’il est topologiquement trivial.



Notes de cours 2

Outils mathématiques

La dimension spatiale est notée d > 1, et on appelle (e;);—1 4 la base orthonormale de R%.
Pour un champ a valeurs vectorielles v, on écrit v = Zi:l, 4 Vi€
On reprend rapidement ici les résultats déja évoqués lors du cours traitant des méthodes va-
riationnelles pour les problémes non coercifs [4]. Le lecteur est supposé étre familier avec les
espaces de Lebesgue LP, p € [1,00], ainsi qu’avec les bases de la théorie des distributions. Les
espaces de Sobolev H™, m € N sont également supposé connus. En régle générale, on se place
dans des espaces fonctionnels dont les éléments sont a valeurs dans R. On se placera parfois
dans des espaces fonctionnels dont les éléments sont & valeurs dans C. Dans ce dernier cas, le
module remplace la valeur absolue, et les produits scalaires sont hermitiens.
Concernant I’étude des équations de Maxwell, on choisit habituellement d = 3. Par ailleurs,
on note que, par définition, les espaces de Sobolev H™ supposent un “controle” de toutes les
dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a m, au sens ot toutes ces dérivées prises au sens
des distributions appartiennent a L?. Or, pour les champs électromagnétiques (voir le §1.2), ce
sont uniquement la divergence et le rotationnel des champs qui sont “controlés”. C’est pourquoi

on va introduire d’autres espaces de Sobolev (voir [2]).

2.1 Rappels

2.1.1 Notion de domaine

On rappelle la notion de frontiére lipschitzienne ou réguliere, cf. la définition 1.2.1.1 de [33].

Définition 2.1 Soit Q un ouvert de R?, et k € N'\ {0}.
Sa frontiere OS) est lipschitzienne (respectivement de classe C*') si, et seulement si, en tout
point x de OS2, pour un systéeme de coordonnées (y, -+ ,ya) bien choisi, il existe une application

lipschitzienne (resp. de classe C*t) o : V= — R définie sur un (d — 1)-hypercube ouvert

12
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V- C ]Rg‘l x {0}, et un voisinage V' ouvert de x, tels que :

VNoQ={x' = (y,ya) €V tel que ya = p(y)} (le graphe de ¢ représente localement 0N2);
VNQ={x'=(y,ya) €V tel que ya < o(y)} (2 est localement d’un seul coté de O2).

Par extension, le cas lipschitzien correspond a k = 0. En un point « de 0¢2, 'application ¢ est
appelée carte locale. En reprenant les notations précédentes, on peut définir le vecteur normal

unitaire sortant a 02, noté n. Précisément, au voisinage d’un point & de 0€2, on a

_(=0wp(y),- s —0a—10(y), 1)
) = s )+ )

, presque pour tout y € V.

On a la

Proposition 2.2 Soit Q un ouwvert de R* a frontiére lipschitzienne, alors m appartient a
(L>=(09))2. Si de plus la frontiere est de classe C*' pour k > 1, alors n appartient a (C*~1(99))2.

Dans la suite du cours, on raisonnera généralement dans un domaine, dont on donne la définition

ci-dessous.

Définition 2.3 Un ouvert borné connexe de R® a frontiere lipschitzienne appelé un domaine.

2.1.2 Reésultats de densité et opérateur de trace

On rappelle ci-dessous des résultats de densité. En pratique, ces résultats permettent de
remplacer des objets “peu réguliers” par des fonctions réguliéres, beaucoup plus simples & ma-
nipuler. Ils permettent également d’étendre des résultats connus pour des fonctions réguliéres,

tels que la valeur, ou trace, sur la frontiére.

Définition 2.4 Soit Q un ouvert de R%. On appelle C°(Q) l'ensemble composé des restrictions
a Q de fonctions de D(R?).

Par construction, C2°*(Q) C C*¥(Q) pour tout k > 0.
A partir de 14, on a un premier résultat de densité des fonctions réguliéres dans les espaces de

Sobolev (voir par exemple le théoréme 1.4.2.1 de [33]).

Proposition 2.5 Soit m € N. Dans tout ouvert Q de R® & frontiére lipschitzienne, C°(Q) est
dense dans H™(Q2) :

Vo€ H™(9), (v € (C(@)", lim [|o = vplmm(a) = 0.

Soit un ouvert Q de R, & frontiére lipschitzienne. Pour tout v € C°(Q), on peut définir sa

valeur sur la frontiére 02, ou trace, notée vjpo. En outre,

Vign € L*(0N)) = {)\ mesurable sur 0f2 tel que / N < —i—oo} :
20
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ou dI' désigne ’élément de "surface” porté par 02 ; dI', est défini autour d’un point @ a I'aide
d’une carte locale, en partant d’un hypercube de R~ (voir la définition 2.1). Muni du produit

scalaire

(Ao, A1) z2(a0) :/ Aoy dl,
20

L?*(09) est un espace de Hilbert. Dans la suite, on identifiera L*(9€2) a son dual a 'aide du
théoréme de Riesz. On dit que 0 est bornéesi |, s AU < oo. En particulier, si {2 est un domaine,
sa frontiére OS2 est bornée.

D’apres le théoréme 1.5.1.2 de [33], on a le

Théoréme 2.6 Soit Q un ouvert de R a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, l'application
trace

Q) — L*(09)

' v YU = Vjoq

Yo

se prolonge par continuité en une application linéaire continue, toujours notée vy, de H'(Q)

dans L*(99).

Si Q est un ouvert de R? & frontiére lipschitzienne et bornée, I'application trace sur 992 peut
également étre définie & partir de extérieur de 2, noté Q,.,; = R\ Q. En effet, par définition,
Qs est également un ouvert a frontiére lipschitzienne et bornée, avec 0€.,; = 0€. Si on

introduit "application trace :

I

C> () — L2(0Q)
v

Y0,ext -
= Y0,extV = Vjon

on peut donc la prolonger par continuité en une application linéaire continue, toujours notée
Yo.exts de H'(Qeypy) dans L*(09Q). En outre, pour tout v € D(R?), on a v, = Vg € C>®(Q) et
Vet = Uy, € C°(Qext), avec I'égalité YoUine = Vjgq = Y0,eatVeat- Ce résultat s’étend par densité
a tous les éléments de H'(R?). En d’autres termes, les traces sur 9 coincident, que I'on vienne
de Q ou de Q.. : on dit qu’il y a unicité de la notion de trace sur 0S2. En régle générale, ce
résultat d’unicité est vrai pour toutes les traces introduites dans ces notes de cours, dés lors

que la frontiére (de Q ou €.,;) est lipschitzienne et bornée.

On introduit
H'2(09) = {\ € L*(99) tel que Jv € H'(Q), A =yv}, (2.1)

muni de la norme

M 172 (00) = [Vl 1@ (2.2)

inf
veHL(Q) tg yov=X

L’ensemble des traces H'/2(0) est un sous-ensemble strict de L2(952).
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Proposition 2.7 Soit Q un ouvert de R a frontiere lipschitzienne et bornée. Muni de la norme
(2.2), Uensemble des traces H'/?(0Q) est un espace de Banach. En outre, H/?(0Q) est dense
dans L*(09).

Par définition, "application trace 7, est continue de H'(2) dans H'/2(9%2), de norme égale a 1.

Soit m > 1, et  un ouvert de R%. On rappelle que I'espace de Hilbert H*(2) est défini
comme I'adhérence de D(€2) dans H™(12) :

Vo € Hi'(Q), (v € (D(Q))", lim [0 = vyllme) = 0.
D’aprés le corollaire 1.5.1.6 de [33], on a le

Théoréme 2.8 Soit 2 un ouvert de R a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors on a l'iden-
tification :
Hy () = {v e H'(Q) tel que yov =0} .

Par extension, pour des champs & valeurs vectorielles, on peut définir 'application trace

d

(H'(@)* — (L2(09)°

Yo -
v = YoV = Zi:Ld YovVi€

2.2 Nouveaux opérateurs de trace
2.2.1 Reésultats de densité et opérateur de trace normale 7,
Pour manipuler la divergence, on introduit ’espace de Sobolev
H(div;Q) = {'w € (L2(Q))d tel que divw € LQ(Q)},
ou la divergence est comprise au sens des distributions. Muni de la norme
2 . 2 Y
|wl g @ivio) = <||’w||(L2(Q))d + ||d1V’w||L2(Q)> ;

H (div ;) est un espace de Hilbert.

On a un second résultat de densité des fonctions réguliéres (théoreme 1.2.4 de [32]).

Proposition 2.9 Dans un ouvert Q de R® & frontiére lipschitzienne, (C°(Q))? est dense dans
H(div;Q) :

Vw € Hi(div:Q), 3w € (€2@)H", Jm [lw — wissea) = 0.
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Soient v € (C°(Q2))% et u € D(R). Sachant que ujp = 0, la formule (1.19) s’écrit
/ (udivo + Vu-v)dQ2 = 0.
Q
Par densité, ! on obtient facilement une premiére formule d’intégration par parties.

Corollaire 2.10 Soit Q un ouvert de R, a frontiére lipschitzienne et bornée. On a la formule

d’intégration par parties :
/ (udive +Vu-v)dQ =0, Yvc H(div;Q), Yu e Hj(Q). (2.3)
Q

A partir de la proposition 2.9, on peut étudier la trace normale des éléments de I'espace de
Sobolev H (div ;). Soit € un ouvert Q de R?, a frontiére 9 lipschitzienne et bornée. Pour
tout v € (C°(Q))* on peut définir sa trace normale sur 9 : (v - 1)pn. Lorsqu’on prolonge
par continuité aux éléments de H (div;(2), on aboutit cette fois & une application trace nor-
male & valeurs dans le dual de H'/2(9Q), noté (H'/?(9€))". On notera I’action d’un élément
de (HY2(082)) sur un élément de H'/2(9Q) a 'aide de crochets de dualité. Enfin, on peut
généraliser la formule d’intégration par parties (1.19). En effet, d’apreés le chapitre 1 de [4], on

ale

Théoréme 2.11 Soit Q un ouvert de R?, a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, l'applica-

tion trace normale

(@) = (H00)
Tn -
v = Y = (V- n)an

se prolonge par continuité en une application linéaire continue et surjective, encore notée y,, de
H(div; Q) dans (H'/?(02))". Et, pour tout v € H(div;), on a 170l 17200y < | E(aiv0)-

On a la formule d’intégration par parties :
/Q(u divv + Vu - v) dQ = (7,0, %) (117200, 11200, Y0 € H(div;Q), Vu € H'(Q). (2.4)
Puisque L*(99) est identifié a son dual, on a les inclusions strictes
HY2(0Q) C L*(09) C (H'*(09))" (2.5)

Pour un couple (g, ;) € L2(092) x HY?(9%2), on peut écrire

<>\0, >\1>(H1/2(89))’,H1/2(8Q) - ()\0, )‘I)LQ(BQ) = / )\0 )\1 dF
o0

1. Ce résultat s’obtient sans aucune connaissance sur la trace des éléments de 'espace de Sobolev H (div ; 2).
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2.2.2 Reésultats de densité et opérateur de trace tangentielle vy

Les résultats des §§2.1.2-2.2.1 ont été vus lors du cours [4]. Les résultats qui suivent sont,
au contraire, “nouveaux”. Pour les espaces fonctionnels dont les éléments sont & valeurs dans

R3 (c’est-a-dire a valeurs vectorielles), on introduit les notations

3

Q) = (1(Q)°, H™Q) = (™))", H'09) = (H"(09))°, ete.

Pour manipuler le rotationnel, on introduit ’espace de Sobolev
H(rot;Q) = {w € L*() tel que rotw € L*(Q)},

ou le rotationnel est compris au sens des distributions. Muni de la norme

1/
|w|| E(rot:0) = <||w||2L2(Q) + ||r0t'w||2L?(Q)) )

H (rot ; Q) est un espace de Hilbert. On a un nouveau résultat de densité des fonctions réguliéres
(théoreme 1.2.10 de [32]).

Proposition 2.12 Dans tout ouvert Q de R3 & frontiere lipschitzienne, C2°(Q) est dense dans
H(rot;Q) :

Vw € H(rot:Q), Iwy)i € (€)', lim [lw - will o) = 0.

Nous détaillons maintenant comment étudier la trace tangentielle. Soit Q un ouvert de R3, a

frontiére OS2 lipschitzienne et bornée.

Approche classique

Pour tout v € C°(2), on peut définir sa trace tangentielle sur 0€2, égale & (v X n)jpq. On
introduit I'application trace tangentielle
e — ?

-
v =YY = (U X n)pg

La premiére étape est de déterminer dans quel espace on peut mesurer les traces tangentielles
par rapport a la norme || - || mrrot - Soit v € C2°(Q). A l'aide de la définition (2.1) de HY/2(992),
on va montrer que X — [, (v Xm) g0 A dl' définit une forme linéaire et continue sur H 12(00),
notée (v X m)jpn. En d’autres termes, (v x n)pq € (Hl/Q(E)Q))/, et l'action de (v x n)jpq sur
X € HY?(9Q) s'écrira :

<(U X n)\an A)(H1/2(89)>I7H1/2(BQ)'
Par définition de H'Y?(0Q) = (Hl/Q(aQ))g, pour tout A € HY2(9Q), il existe u € H'(Q) =
(Hl(Q))3 tel que A = vpu, et on peut appliquer la formule d’intégration par parties (1.22) a
u,v :

/ (rotu-v —u-rotwv) d) = / (v X n)jpq - Youdl, Yu € H'(Q2), Vv € C°(Q).  (2.6)
Q o9
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A T'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(€2), puis dans R?, on en déduit que

/8 (o x w0 '7oudF' < rotullpze ol + Il sz Irot vl

N

< [lvllaroso) [wll H@ot;0)- (2.7)

Ci-dessus, on a |||/ grot.0), alors qu’on a choisi u € H'(Q). 1l faut donc borner ||| e (rot :0)
par ||u|| g1 () avant de pouvoir utiliser (2.2)...

Par définition,
el = X luillingy = Y | luillZeq) + D 105uillfe) | = lullizg + Y 105uillizg):
i=1,3 i=1,3 j=1,3 ij=1,3
Par ailleurs,
”uH%-I(rot;Q) = Hu”i2(ﬂ)+HrOtuHi2(Q)
= |lull2g) + [102us — Ozualfaq) + [95u1 — Orus|faq) + 101u2 — Bour |72y
<l + 2 (I82usll3a ) + 10suzlFe(q) + 10sur 30y +
D132 g + 10112 22y + 19201 13y )

lullZagy +2 Y 195uillzzg) < 2[ulfn q)- -
ij=1,3

IA

Alinsi,

[ @ mn- ’YOUdF‘ < V2ol ot el .
o0

Si on revient a A, on a donc établi que

/ (v xn)pq - )\dr‘ < \/EH’UHH(I-Ot;Q)||u||H1(Q), Yu € H*(Q) tel que you = .
)

A Taide de la définition (2.2) de la norme || - || 1/2(g), on en conclut que

/8 (xm)n Adr] < V20 rror 0| M | 12y YA € HY2(00), Yo € C2(@). (28)

Ainsi, on a bien (v X n)jpn € (H1/2(8§2))/, et en outre
[ (v x n)|aﬂ|\(H1/z(aQ))' < V2|v|| H@ot 0)-

On a donc construit une application trace tangentielle

Ccx(Q) — (HY*0)

Y
r v = v = (v X 'I’L)‘ag

qui est continue par rapport a la norme || - || g(rot;0)- On peut donc la prolonger par continuité
a H(rot;(), a l'aide du résultat de densité de la proposition 2.12. En conservant la méme

notation, on a construit

H(rot;Q) — (HY*(9Q))

It
v = YU = (v X N0
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Et, d’aprés ce qui précéde,
H’YTUH(Hl/z(aQ))’ < V2| v[|Eot:0), Vv € H(rot ;). (2.9)
En outre, on a la formule d’intégration par parties
/Q(rotu-'v —u - rotwv) df)
= (720, YU (g1 200 ) 20y T E H'Y(Q), Yv € H(rot;Q). (2.10)

Une différence notable avec la trace normale 7, est que, puisque par définition on n’atteint pas
la composante normale via la trace tangentielle, ’application trace tangentielle vy n’est pas

surjective de H (rot ; Q) dans (H Y 2(89))/. Pour résumer les résultats obtenus, on a le

Théoréme 2.13 Soit Q un ouvert de R3, & frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, l'applica-

tion trace tangentielle

H(rot;Q) — (HY*(0Q))

It
v = YU = (v X N0

est linéaire, continue et non-surjective. Et on a la formule d’intégration par parties (2.10).

Trace tangentielle v, “revisitée”

On peut procéder un peu plus finement, en notant que la formule d’intégration par parties

(2.6) peut étre écrite sous la forme équivalente (1.23), avec la composante tangentielle de la

trace de u, | (You)r |, dans l'intégrale sur 2. On introduit tout d’abord I’espace de Lebesgue

L7 (09) = {X € L*(99) tel que X -m = 0 presque partout sur 9Q}
et I'espace de Sobolev
H\*(0Q) = {X € L}(09) tel que Ju € H'(Q), A = (you)r}.

L’indice | est choisi pour indiquer qu’on conserve les composantes tangentielles de la trace, sans

les faire tourner (voir §2.2.3 pour un autre choix d’indice). Muni de la norme

= inf u : 2.11
e |l g o (2.11)

HAHHi/Q(BQ)
I’ensemble des traces H ﬁ/ 2(89) est un espace de Banach.

Remarque 2.14 Observons que si la frontiére est réguliere, eg. égale a une spheére, alors n est
réqulier (voir la proposition 2.2), et on vérifie simplement que, par définition de la composante

tangentielle sur 0 (ur =n x (u x n)), on a linclusion

H{*09) ¢ H;(09), ou H,*(09) = H'*(02) N L}(69).
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On repart donc de

/(rotu-'v—u-rotv) dQ
0

:/ (v x m)pe - [(ow)r [T, V€ H'(Q), Yo € C@).  (2.12)
o0

Alors on peut, en raisonnant comme pour ’approche classique, montrer qu’on a
10 X B0l 2y < VAo, Yo € Hirot:9), (2.13)
ainsi que la formule d’intégration par parties (ot on a noté a nouveau y,v = (v X n)|s0)

/(rotu-v—u-rotv) s
Q

= (Y7v,| (You)r |) (52000 11/ 00 Vu € H'(Q), Vv € H(rot; Q). (2.14)

On a le

Théoréme 2.15 Soit Q un ouvert de R3, & frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, 'applica-

tion trace tangentielle

H(rot:Q) — (Hi/Q((’?Q))/

v = v = (v X n)‘ag

Y-
est linéaire, continue et non-surjective®. Et on a la formule d’intégration par parties (2.14).

2.2.3 Trace de la composante tangentielle 7

Pour tout w € C°(€2), on peut définir la trace de sa composante tangentielle sur 02, égale

a ur =n X (uxn). On introduit maintenant 1’application trace de la composante tangentielle

e = ?

T
u = TTu = (UT)|aQ

Pour construire son prolongement & H (rot ; 2), on raisonne par analogie avec la version “revisi-
tée” de la trace tangentielle, mais en inversant les roles de u et v. Soit donc Hi/z(ﬁQ) I'espace
de Sobolev

Hi/Q(@Q) = {p € L} (9Q) tel que v € H'(2), p = (vov) X n}.

L’indice | est choisi pour indiquer qu’on conserve les composantes tangentielles de la trace en

les faisant tourner d’un quart de tour. Muni de la norme

inf [ PRI (2.15)

HUHHi/Q(aQ) - vGHl(Q) tq (vov)xn=p

I’ensemble des traces H ll/ 2(89) est un espace de Banach.

2. Puisqu’on a supprimé la composante normale, on pourrait s’attendre a ce que ’application trace tangen-

tielle soit surjective. Il n’en est rien. Pour le caractére non-surjectif, on renvoie a §2.4.
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Remarque 2.16 Par analogie avec la remarque 2.14, si la frontiére est régquliére, on a l’inclu-
sion Hiﬂ(@Q) C H;/z(ﬁQ).

Soit u € C°(Q). On montre que p Joo 1t - up dDU définit une forme linéaire et continue
sur Hi/2(0§2), notée (ur)po. En d’autres termes, (ur)jpn € (Hi/Q(OQ))/. Tous calculs faits
(reproduire ceux du §2.2.2), on aboutit a la majoration

)l sy < Vel

Comme les calculs sont valables pour tout u, on a donc construit une application trace de la

composante tangentielle
— /
cx@ - (H00)

u = Tru = (ur)pe

T .

qui est continue par rapport a la norme || - || g(rot;0)- On peut la prolonger par continuité a
H (rot ;Q), pour finalement définir

Hrot:0) — (HY 2(89))'

u = Tru = (Ur))p

T .

Et, d’aprés ce qui précéde, on a la majoration

Hﬂ-Tu”(HlL/Z(BQ))/ < V2||[ullHpot.0),  Vu € H(rot; Q). (2.16)

Au passage, on peut également établir la formule d’intégration par parties

/(rotu-v—u-rotv) <)
Q

_ , 1
= (mwru, (Yov) X n) (Hi/z(aﬂ)),7Hi/2(89)’ Vu € H(rot;2), Vv € H (). (2.17)

Pour résumer, on a le

Théoréme 2.17 Soit Q un ouvert de R3, a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, l'applica-

tion trace de la composante tangentielle

Hrot;0) — (HY*00))

u = wru = (Ur))p

™ .

est linéaire, continue et non-surjective®. Et on a la formule d’intégration par parties (2.17).

On a donc plusieurs choix (au moins trois), pour gérer mathématiquement la trace des compo-
santes tangentielles sur 02 d’éléments de H (rot;(2)...

3. Pour le caractére non-surjectif, voir §2.4.



22 (©Patrick Ciarlet 2024

2.2.4 Traces nulles

On obtient tout d’abord des formules d’intégration par parties "élémentaires", sans connais-
sance sur les traces, comme pour (2.3). On s’intéresse aussi aux noyaux des opérateurs de trace
normale 7, trace tangentielle 7y, et trace de la composante tangentielle 7. A I'instar de ce que
l'on fait dans H'(Q) pour I'opérateur de trace v, (cf. §2.1.2), une idée naturelle est de relier ces
noyaux a l'adhérence de (D(Q))? : dans H (div ;) pour la trace normale, et dans H (rot ;)
si d = 3 pour la trace tangentielle et la trace de la composante tangentielle.

L’espace de Hilbert Hy(div;€) est défini comme 'adhérence de (D(2))? dans H (div ;) :

Vaw € Ho(div;Q), 3(wi)e € (D))", lim |w — will ey = 0.

Soient v € (D(2))? et u € C°(§2). Sachant que vjgq = 0, la formule (1.19) s’écrit
/ (udive + Vu-v)dQ = 0.
Q

En raisonnant par densité, on obtient le ...

Corollaire 2.18 Soit Q un ouvert de R, a frontiére lipschitzienne et bornée. On a la formule

d’intégration par parties :
/ (udivo + Vu-v)dQ =0, Vv e Hy(div;Q), Yu e H'(Q). (2.18)
Q

Par analogie avec ce qui précede, l'espace de Hilbert Hg(rot ;) est défini comme I’adhé-
rence de D(Q2) dans H (rot ;) :

Vw € Hy(rot;Q), I(wy)x € (D(Q))N, kh_}rgo lw — wi|| f(rot ;0) = 0.
Soient u € C*(Q) et v € D(Q). Sachant que vjpn = 0, la formule (1.22) s’écrit
/ (rotu-v —u-rotwv)d2 =0.
Q

En raisonnant par densité, on obtient cette fois le ...

Corollaire 2.19 Soit Q un ouvert de R®, a frontiére lipschitzienne et bornée. On a la formule

d’intégration par parties :
/ (rotu-v—wu-rotv)d=0, VYuec H(rot;Q), YVve Hy(rot;(2). (2.19)
Q

D’aprés le théoréme 1.2.6 de [32], on a la caractérisation suivante.

Théoréme 2.20 Soit Q est un ouvert de R® a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors on a
[identification :
H(div;Q) = {w € H(div;Q) tel que y,w = 0} .
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D’aprés le lemme 1.2.4 et le théoréme 1.2.12 de [32], on a les caractérisations suivantes.

Théoréme 2.21 Soit Q un ouvert de R® a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors on a les

identifications :

Hy(rot;Q)) = {w € H(rot;Q) tel que ypw = 0}
= {w € H(rot;) tel que wrw = 0} .

2.2.5 Cas d’une frontiére non-connexe

Soit 2 un ouvert de R?, a frontiére lipschitzienne et bornée. Dans la suite, on notera (T'x) k=0 x
les composantes connexes maximales distinctes de 0€2, avec 0 < K < oo. On choisira par conven-

tion I'y égale a la frontiére de la composante connexe non-bornée de R3 \ €.

On observe que les notions de traces sur la frontiére (Yo, ¥, Y7 €t 77) qu’on a vu précédem-
ment sont purement locales, au sens ou c’est le comportement du champ dans un voisinage de
la frontiere {x € Q) tel que dist(x, 092) < €}, avec € > 0 "petit", qui détermine sa trace.

En effet, on note que si 92 posséde un nombre fini (supérieur ou égal a 2) de composantes connexes
maximales distinctes, alors en particulier elles sont & distance finie non-nulle les unes des autres. * Cette
observation a une grande importance. A partir de 1a, on peut trouver € > 0 "suffisamment petit", et
construire une fonction ¢ € C*°(R?), égale a 1 en tout = € R3 tel que dist(x, 0Q) < ¢, et égale 4 0 en
tout point & € R3 tel que dist(x, d) > 2¢ (on raisonne en régularisant par convolution). Ainsi, pour

la trace vp, on a les égalités

W[CE(Q)] = {Are L%(09) tel que Jv € C°(Q), A = Yov}
= {)Xe L2(09) tel que Fv € C°(Q), A = Y0(¢v)} -

De méme pour les autres traces. [ ]

Et il suit qu’on peut considérer ces différentes notions de trace indépendamment sur chaque
composante ['y de la frontiére.
Si on précise la construction ci-dessus, on peut trouver € > 0 "suffisamment petit" tel que, pour tout
k =0, K, on peut construire ¢ € C®(R3), égale & 1 en tout = € R3 tel que dist(x, ;) < ¢, et égale &
0 en tout point & € R3 tel que dist(x,T'y) > 2¢, et poser ( = Zk:O,K . Cette fonction est utilisable

ci-dessus et, en outre, on a les égalités, pour tout k = 0, K,
{xe L%(T'y) tel que Fv € C°(Q), A = v} ={re L%(T'y) tel que Fv € C°(Q), A = (Ckv)iry } -

Encore une fois, on procéde de méme pour les autres traces. [ |

4. Supposons au contraire que K = oo. Par exemple, que 0 est composée de sphéres (Sk)r=0,00 disjointes,
7 7
situation, on ne peut pas exhiber de parameétre € > 0, puisque la distance entre Sy et Sky1, égale a

Dans cette
=3 -1,

avec Sy de centre (%,0,0) et de rayon % et, pour k > 1, Sy de centre (+,0,0) et de rayon

17 89F
tend vers 0 quand k — oo ; en d’autres termes, la construction proposée ci-dessous ne permet pas de "séparer"

les traces entre elles...
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On peut donc définir un opérateur de trace yor, de H'(Q2) dans H/%(T'},) pour k = 0, K.
De méme pour les autres traces ...
Enfin, soient v € H(div; Q) et u € H(Q2), on a la formule d’intégration par parties :

/ (U, divw + Vu - ’U) dQ) = Z <%7pkv, /yofku)(Hl/Q(Fk))’,Hl/Q(Fk)' (220)
Q k=0,K

On peut réécrire toutes les autres formules d’intégration par parties, en découpant la contribu-

tion sur la frontiére en K + 1 composantes ...

2.3 Existence de potentiels : approche mathématique

2.3.1 Gradient tangentiel Vr

Soit Q un ouvert de R3, & frontiére lipschitzienne. On définit le gradient tangentiel V de la

fagon suivante (voir proposition 4.1.5 de [13]). Pour v € C*(f2), on pose :
Vi (vipn) = mr(Vv). (2.21)

Observons que 77(Vv) a bien un sens, car Vv € H(rot;Q). En effet, Vo € L*(Q), et
rot (Vo) = 0 au sens des distributions® entraine en particulier rot (Vo) € L*(Q). L’opéra-

teur gradient tangentiel agit donc sur des objets définis sur la frontiére (vjpo dans (2.21)), et

!/
il est a valeurs dans l’ensemble (H i/ 2(89)) , dont les éléments sont également définis sur la
frontiere. Il reste a préciser 'ensemble de départ, et a vérifier vjsq — Vr(vjsn) est bien une ap-

plication (c’est-a-dire que chaque élément de I'ensemble de départ est relié & un unique élément

/
de <H IL/ 2(89)) ). La démarche, instructive, peut étre réalisée en deux étapes.

Quel ensemble choisir pour des champs définis dans 27 D’aprés la définition (2.21) et ce

qui précéde, on agit sur Vv € H(rot;(2), pour v € C°(f2). Ainsi, on controle Vv selon :

VUl ot ) = 1VVllz29) < [[v]la@)- (2.22)
Donc, on va d’abord donner un sens a wr(Vv), pour v € H'(Q). En effet, si v € H(Q), on a

Vv € H(rot ;) puisque rot (Vv) = 0 au sens des distributions ; et, d’aprés (2.16) et (2.22) :

H?TT(VU)H( ' < V2| Vollaponi) < V2IIollai), Yo € HY(S). (2.23)

oY 2(89))

On en conclut que wr oV : v+ m7(Vv) est une application linéaire et continue de H'(£2)
/
dans (Hﬁ@@)) .

5. En effet, pour tout ¢ € D(QQ), on a :
(rot (Vv), ¢) = (Vu,rot ¢) = —(v,div (rot ¢p)) = 0,

puisque div (rot ¢) = 0 pour toute fonction réguliére.
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Quel ensemble choisir pour des champs définis sur 027 Si on revient a la définition (2.21),

le terme de droite peut-étre prolongé par continuité a tout v € H'(€2), puisque C°(2) est dense
dans H'(Q) d’apreés la proposition 2.5. On fait maintenant de méme pour le terme de gauche.
A priori, vjpo appartient a 'image par I'application trace de H'((2), c’est-a-dire H'Y2(0Q). On
va maintenant établir que p — Vrp est bien une application, avec H'/2(9€2) comme ensemble
de départ.

Soit donc € HY?(92), on choisit v*, v** € HY(Q) tels que yov* = 4v** = p. Par linéarité de
'application trace g, Yo(v* —v*™*) = 0, et donc v* —v*™* € Hg(Q2) (théoreme 2.8). Il existe donc
(zk)k € (D(Q))N telle que limj, o ||[v* — ™ — 2| g1(@) = 0. Par définition de D(€2), pour tout
k, la fonction Vz est a support compact dans 2, et on a donc w7 (Vz,) = 0. Par continuité de
7rr o V, on en conclut par passage a la limite que 7w (Vv*) = 7y (Vo™), dans (HYQ(GQ)),.

On peut donc définir 'application linéaire

H2(Q) - (Hlf(afz))'

g:
H = (Vo)

ol v, € H' () est un représentant (quelconque) de p, ie. yov, = . Enfin, puisqu'on a la

majoration (2.23), on en déduit que :
16 sy < VEltpllnca Vo € HY(@) te] que 2t =
D’aprés la définition (2.2) de la norme |[|p| y1/2(50), on en conclut que

g ()] <H1/2(89))l < \/§HMHH1/2(8Q)7

/
c’est-a-dire que g est une application linéaire et continue de H'/2(9Q) dans <H i/ 2(89)) . Pour

finir, on écrira g = Vr, puisque si on revient a (2.21), g “prolonge” V. Pour résumer, on a le

Théoréme 2.22 Soit Q un ouvert de R?, a frontiere lipschitzienne et bornée. Alors on peut

“prolonger V' par continuité”, en une application linéaire et continue Vr : HY?(0Q) —

<H1L/2(8Q)>/. De plus,

Vi(yov) = 70(Vo) dans (Hjﬂ(a@))', Vo e HY(Q). (2.24)

Remarquons que les fonctions constantes sur 0€2 sont a gradient tangentiel nul, ie. V1 = 0. En
effet, supposons pour simplifier que 2 est borné : il est évident que 1 € H'/2(92) puisqu’on peut
choisir pour représentant v; = 1 € H'(Q). 1l suit que Vv, = 0, ce qui implique w7 (V) = 0,
et finalement que Vil = 0 d’apreés (2.24).

Lorsque la frontiére 02 est non-connexe, avec (I'y)r—o x les composantes connexes maxi-
males, on peut définir un gradient tangentiel par composante ; on les note (Vr, )g—o x. Comme

ci-dessus, on a la propriété Vr,1 =0, pour £ =0, K.
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Remarque 2.23 * On note que si v € H*(Q), alors on peut considérer qu’on a wr(Vv) €
Hﬁ/Q(ﬁQ), puisque par définition cet espace est composé des traces des composantes tangentielles
des éléments de H'(Y). Qui plus est, d’aprés la définition (2.11) de la norme || -

en déduit que

HHﬁ/Q(BQ)’ on

I (V12 oy < IVl < el
ce qui permet de “prolonger Vr par continuité”, en une application linéaire et continue Vr :
Yo[H?*(Q)] — Hiﬂ(aﬁ), avec Vr(vyv) = wp(Vv) dans Hﬁ/Q(aQ) pour tout v € H?*(Q). Pour
démontrer que Vr est toujours une application, on raisonne comme précédemment, on notant
que, pour v € H*(Q), mr(Vv) € Hﬁ/z(aﬂ) N (HIL/Q(aQ))/. Pour pu € ~o[H?*(Q)], si on choisit
v v € HA(Q) tels que yov* = yv*™* = p, alors yo(v* —v**) = 0, et donc v* —v** € H(Q) :
il existe (zx)r € (D(Q))N telle que limy_,o0 [|v* — v** — 24||g1) = 0. Par passage a la limite,
on a wrp(V(v* —v*)) =0 dans (Hlf(aﬁ))/, et donc dans Hﬁ/Q(aQ) N (Hi/Q(ﬁﬁ))/. Ainsi,
wr(Vo*) = wp(Vo™) dans Hi/z(ﬁﬁ).

2.3.2 Existence de potentiel vecteur

Concernant l'existence, ou la non-existence, de potentiels vecteurs, examinons la confi-
guration suivante, ott 0 est un domaine (cf. définition 2.3) & frontiére non-connexe®. Soit

v € H(div;Q) tel que diveo = 0 dans . On se pose la question suivante :
Existe-t-il w € H'(Q) tel que v = rot w dans Q7
On va construire un exemple d’'un tel v. Pour préciser les idées, on choisit
Q={x cR’tel que 1 < |x| < 2}.
On découpe sa frontiere 02 en deux parties connexes maximales disjointes I'y et I';, avec
[y = {x € R? tel que |z| =2}, T; = {xcR3?tel que |z|=1}.
On résout le probléme de Neumann pour le Laplacien

Trouver v € H() tel que

Ay = 0 dans €2,
v _ o

g CO —_— = Cl
on |y " onr, ’

ot g, c1 € R\ {0} sont telles que |I'g|co+|I'1|c1 = 0 (c’est la condition de compatibilité sur les données
pour résoudre le probléme de Neumann) : la solution 1 existe, et est déterminée a une constante prés
[21]. Si on pose v = Vi), on a v € L*(Q), dive = div (V) = Ay = 0 dans €.

Ainsi, v € H(div; Q) avec divv = 0. |

6. Un domaine  étant connexe et borné dans R3, sa frontiére se décompose en K + 1 composantes connexes
)

maximales, avec K = (5(2) le second nombre de Betti.
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Sa trace normale v - njgq est égale a Vi) - njgq = g—;ﬁlm. Si on évalue le flux de v au travers de

I'y et 'y, on trouve respectivement

(Ynro®, Davaoyy,mremey = (0 1)irg, 1) arvzgroyy, mvery)

oY
ITo Ty

<’}/n71‘1’l), 1>(H1/2(F1))/,H1/2(F1) = / C1 dl' = ’F1’C1 # 0.
1N

Maintenant, on choisit ¢ € H*(Q) telle que ¢;r, =1 et ¢r, =0 (par exemple ¢(x) = |z| — 1),
puis on évalue fQ V¢ - vdf) de deux fagons distinctes :
— On intégre par parties selon (2.4) ou (2.20), ce qui est possible car v € H(div;{2) et
¢ e HY(Q) :

/QV¢ v dQ = (70, %9) (m1/200)y, 1H1200) = (YnLoVs 1) (1r1/2(00)y, 11/2(rg) 7 0
— On suppose que v = rotw avec w € H*(Q) et on intégre par parties selon (2.17), ce
qui est possible car Vo € H (rot ;) :
/Qng cvd§) = /QVQS ‘rotwdQ = — (7 (Vo), (vow) X n>(Hi/2(8Q)>,,Hi/2(OQ)'
Or, on a Vr,(Yor,®) = Vr,1 =0, et Vr,(70r,¢) = Vr,0 = 0. D’aprés (2.24), on en

conclut que 7r(V¢) = 0, et finalement

/V¢-de:O.
Q

On a donc une contradiction. Dans ce domaine 2 a frontiére non-connexe, il existe donc des
champs de H(div ;) a divergence nulle qu’on ne peut pas exprimer sous la forme d’un rota-
tionnel d’un champ de H'(Q).

Dans le cas général, on a le théoréme 3.4.1 de [2].
Théoréme 2.24 Soit Q un domaine de R®. Pour tout v € L*(2), on a l’équivalence

dive =0 dans Q et (v -nr,, 1) g2,y mee) =0, VE=0,K
= (2.25)
Jw € H'(Q) avec divw = 0 dans ), tel que v = rot w dans ().

De plus, il existe C' > 0 telle que, pour tout v, on peut choisir un potentiel w vérifiant
[wl @) < Cllvllezg)-

Un cas particulier important est la configuration ou la frontiére OS2 est connexe, c’est-a-dire

que K = 0. En effet, on a d’aprés la formule d’intégration par parties (2.4) :

(v 190, 1) (111/200)y,11/2(00) = / (V1-v+1dive)dQ =0,
Q

et la condition de flux est automatiquement satisfaite. Tout champ a divergence nulle admet un

potentiel vecteur dans cette configuration.
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2.3.3 Existence de potentiel scalaire

La question est ici celle de 'existence de potentiels scalaires simplement valués pour des
champs a rotationnel nul dans un ouvert connexe €. D’un point de vue topologique (théorie de
la (co)-homologie), on reprend l'argumentaire développé dans [34]. L’existence de ces potentiels
est garantie si, et seulement si, ) est simplement connexe.” Mathématiquement, cette propriété
est déterminée par la valeur du premier nombre de Betti, 51(2) : si £1(2) = 0, 'ouvert 2 est
simplement connexe et, si 51(€2) > 0, Pouvert €2 n’est pas simplement connexe.

Pour le cas de fonctions et potentiels classiques, on suppose que l'ouvert {2 appartient a I'une
des deux classes :

— [B1(Q) = 0] pour tout champ v € C*(Q) tel que rotv = 0 dans €2, il existe un potentiel

scalaire p € C1(Q) tel que v = Vp dans Q;

— [81(R2) > 0] il existe I = (1(Q2) variétés disjointes, planes par morceauz, ¥, . .., %, avec
0%; C 02 et telles que, si on définit Q=0 \ Ufil Y, alors Q est conneze et, pour tout
champ v € C°(Q) tel que rotv = 0 dans Q, il existe un potentiel scalaire p € C'(Q) tel
que v = Vp dans Q.

Lorsque I = (;(2) > 0, par définition €2 n’est pas simplement connexe, par contre Q) est
simplement connnexe. Dans ce cas, on appelle (X;);=1; les coupures.

Examinons maintenant la transposition aux espaces de Sobolev (passage des dérivées clas-
siques aux dérivées au sens des distributions). Pour préciser les idées, on choisit un domaine 2
égal & un tore, et on définit ¥ une coupure plane. On choisit ny, un champ continu de vecteurs
normaux unitaires selon la convention de la figure 2.1, et on note ¥, X% les deux faces de la
coupure.

On définit QO = Q \ X louvert privé de la coupure. Le point "subtil" ici est que o0 =

FIGURE 2.1 — domaine non-simplement connexe : exemple du tore.

9N U Y~ UXt. En effet, quand on est dans €, on peut arriver sur ¥ par le coté ~, ou par

le coté . Enfin, on note ~ : L*(Q)) — L?*(Q) 'opérateur de prolongement par 0.
Considérons ¢ € H*(2) de saut constant, non-nul,® au travers de X : [y = do+ —qx- =cCE

7. Pour rappel, tout ensemble simplement connexe est connexe par arcs, et donc connexe.
8. Un tel choix est possible. Par rapport a la configuration de la figure 2.1, on prend ¢(x) = 6, ou 0 est
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R\ {0}. En d’autres termes, ¢ n’est pas continue au franchissement de X.

Par définition, on a ¢ € L2(2), et V¢ € L*(Q), et il suit que ¢ € L(Q), et Vi € L?*(Q). Par
contre, comme le saut [¢]y est non-nul par définition, on a ¢ ¢ H'(Q), cf. [21]. On va vérifier
que rot (%) = 0 au sens des distributions, c¢’est-a-dire dans D’(12).

Soit donc ¢ € D(£2), on a :

(rot (V§),¢) = (Vd,rote)
= / Vi - rot ¢ d
Q

= /Vq'-rotq.’)dQ
Q

ipp (2.47) dans 0 = —~{mr (Vs (300) X ) 41250
i ) 1
(2.24) dans Q = _<VF(Q|aQ): (’YOCZ’) X n> (Hi/Q(aQ))/ Him(@fl)'

Pour poursuivre le calcul, on rappelle que 9Q = dQ U £~ U L. Comme on sait que a0 = 0, il reste
uniquement les contributions sur £~ et £t qui, en tant que parties de la frontiere € sont & distance

non-nulle I'une de l'autre! On peut donc découpler les contributions sur X~ et X1, cf. §2.2.5. Enfin,

on note que N, la normale unitaire sortante sur 09 est telle que : M- = Ny, et np+ = —ny. Ainsi
on trouve

rot (Vq), = —(Vr(@x-), (vo,=0) X ng) , _ "

o8] = (Tl 1029) ) sy

+(Vr(gs+ 0,5¢) X ny) , _ " .
( (Q|Z ), (Y0,29) >(Hi/2(2)) ,Hi/Q(E)
—~1/2 .
Ci-dessus, H L/ (X) est 'espace des traces tangentielles sur ¥ des éléments de H(Q) s’annulant au
voisinage de 0X. C'est le méme espace de Sobolev, qu’on vienne sur ¥ par le coté —, ou par le coté T.
Enfin, la trace tangentielle vp, 5 ¢ ne dépend pas du coté dont on vient, puisque ¢ est un champ régulier

dans 2. On trouve finalement

(rot (Vq), @) = <Vr(q'z+—d|2)a(70,2¢)xn2><~1/2 ) e

H/ (%)) H (%)
définition du saut = (Vr([d]x), (vo,=¢) x nx) , _ r =
(7 ) 7l

puisqu’on sait que le gradient tangentiel appliqué & une fonction constante (ici ¢) vaut 0. Le résultat

est donc démontré. ]

On part de v = % € H(rot;), et on se pose maintenant la question suivante :

Existe-t-il p € H*(Q2) tel que v = Vp dans Q7

l’angle dans le plan"paralléle" au tore. En effet, on note qu’en tout point & de 3, on a limg+_,, ¢(z*) =
27 + limg— 5 ¢(x ™), avec +27 si § croissant permet de passer de ¥~ a4 ¥T en restant dans ), —27 sinon.
Alnsi [¢]y = £27.
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Si tel est le cas, alors on en déduit que
Vi = Vp dans €, ie. V(§ — p) = 0 dans Q.

Or Q=0 \ 3 est conneze. Donc puisque le gradient de ¢ — p est nul dans Q, on en déduit que

G — p y est constante : notons-1a ¢. on a donc d’une part
[G—pls=(G—p)gr —((—p)g- = = =0,
alors que par ailleurs, comme [p]y; = 0 et que par définition [¢]x, = ¢ # 0,
[¢—pls =iz —[pls =c#0.

On aboutit donc & une contradiction. Dans le tore Q, il existe donc des champs de H (rot ;)

a rotationnel nul qu’on ne peut pas exprimer sous la forme d’un gradient d’un champ de H'(Q).

Introduisons I'espace fonctionnel
HL(Q) = {q € H'(Q) tel que [d]y, € R, Vi = 1,[}.
Dans un domaine quelconque, on a le théoréme 3.3.2 de [2].
Théoréme 2.25 Soit Q un domaine de R®. Pour tout v € L*(Q), on a I’équivalence

rotv =0 dans )
= (2.26)
Jp € HL(Q) tel que v = Vp dans Q.

De plus, p est unique a une constante pres, et [|Vpl| 2oy = [|v]|p2q)-

Un cas particulier important est la configuration ot {2 est simplement connexe, c¢’est-a-dire que
B1(Q) =I = 0. Dans ce cas, Q2 = Q, et le potentiel scalaire appartient & H*(£2).

2.4 x Pour aller plus loin

On peut définir d’autres opérateurs différentiels tangentiels, et compléter les théorémes de
trace 2.15 et 2.17. Pour cela, on introduit

H*2(09) = {\ € L*(09) tel que Jv € H*(Q), A =yuv}.

Muni de la norme

A = inf 2.27
H ”HS/Q(aQ) veHQ(Ql)ntq Yov=A ||U||H2(Q)’ ( )

H?32(0Q) est un espace de Banach. Qui plus est, on a H*2(0Q) ¢ HY?(98) avec injection
continue puisque, d’aprés (2.2), on a ||A|| gs/290) < [[Allg1/2(a0) pour tout A € H3/2(080).
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2.4.1 Divergence tangentielle div

A la suite de la remarque 2.23, on considére d’abord la restriction du gradient tangentiel a
H3/2(09), toujours notée V. On remarque tout d’abord que Vr : H*?(99) — H1/2(8Q) est
linéaire et continue. En effet, I'image est incluse dans H (89) puisque, pour tout v € H*(),
Vv € H'(Q), et il suit que Vr(yv) = wr(Vo) appartlent a Hi/Q(aQ), la continuité est
évidente.

On définit alors la divergence tangentielle divr comme 'opérateur dual de la restriction —Vr.
En d’autres termes, divr : (Hiﬂ((()Q))/ — (H3?(89))’ est définie par :

<d1V I‘A ,u) (H3/2(0Q)) , H3/2(9Q) — <)\ VF/L>< UQ(BQ)) 1/2 (69)’ V€ ( ﬁ/Q(aQ))/, VILL € H3/2<aQ)

/

On vérifie aisément que div r est linéaire et continue de <H ﬁ/ 2(89)) dans (H?/ 2(OQ))I.
On introduit alors

H; ' (divy,00) = {)\ € (H|*(09)) tel que divrA € (Hl/Q(aﬁ))/} .
On a le
Théoréme 2.26 Soit Q) un ouvert de R3, & frontiére lipschitzienne et bornée. Pour tout v €
H (rot;Q), on a l'égalité div r(y,v) = ya(rotv) dans (H/2(9Q))".
De plus, Uapplication trace tangentielle
H(rot;Q) — H "*(divr,0Q)

Y
v = YU = (V X )90

est linéaire et continue.

Démonstration : Soit v € H(rot ;). D’aprés le théoréme 2.15, on sait déja que y,v € (H “/2(89))
avec dépendance continue. On s’intéresse ensuite a sa divergence tangentielle div p(y,v), qui appartient
a priori a (H3/2(5Q))/. Soit donc p € H32(09), et g € H*(Q) tel que yog = p. D’une part, d’aprés
la définition de la divergence tangentielle et la formule d’intégration par parties (2.14) appliquée a
(v,Vg) € H(rot;Q) x H'(Q), on a :

(div e (y7v), 1) (3/2(00)), 13/2(09) :—<‘7TU7VF(%9))< 1/2(8Q)> 1! (00) /Vg rot v d2.

D’autre part, rot v appartient & H (div ; ), avec div (rot v) = 0. Si on applique la formule d’intégration
par parties (2.4) a (rotw, g) € H(div;Q) x H'(Q), on trouve

<din(")/T’U), M)(H3/2(8Q))’,H3/2(6Q) = <’)/n(1‘0t ’U), 'u>(H1/2(aQ))’,H1/2(8Q)' (2.28)

A partir de 14, on en déduit que

(diVF(’YTU%M>(H3/2(89))/,H3/2(39)’ = ‘<’Yn(1"0t’0)7M>(H1/2(aQ))f,H1/2(aQ)

IN

[7n (rot )| 172 o)y 11l 1172 902)
théoréme 2.11

IN

[rot | zraiv o) |1l /200

IN

[l (rot ) 112l 1/2002) - (2.29)
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L’inégalité ci-dessus est valable pour tout p € H3/2(9Q). Or, puisque H?() est dense dans H'(Q),
par continuité de I'application trace v, H%/?(99) est dense dans H'/2(9Q). D’aprés (2.29), on peut
prolonger

= {div e (Yrv), 1) (32 00) ) 137269

par continuité, en une forme linéaire et continue sur H/2(99Q) : div p(y,v) € (H1/2(8Q))l.

Puis, toujours d’aprés (2.29), on a

HdiV F(’YT’U) H (H/2(8Q)) < ||v||H(rot HOR

En conclusion, on a donc bien yrv € H F/ 2 (div p, 09), avec dépendance continue.

Enfin, d’aprés (2.28), on a div r(y7v) = v, (rot v) comme annoncé. ]

Remarque 2.27 En particulier, on a précisé les conclusions du théoreme de trace 2.15, puis-

qu’on constate que l'application trace tangentielle v, est a valeurs dans un sous-espace vectoriel

strict de (Hi/z((‘?Q))/.

2.4.2 Rotationnels tangentiels rot et rotp

Soit  un ouvert de R3, & frontiére lipschitzienne. On définit le rotationnel tangentiel rot
9

de la fagon suivante. Pour v € C°(€2), on pose :
rot r(vjpn) = vr(Vo). (2.30)
Si on raisonne comme au §2.3.1, on peut établir le

Théoréme 2.28 Soit Q0 un ouvert de R®, & frontiere lipschitzienne et bornée. Alors on peut

“prolonger rotp par continuité”, en une application linéaire et continue rotr : HY2(9Q) —
/
(HV%@Q)) . De plus,

rot r(v) = vp (Vo) dans (H1/2(0Q)>/, Yo € HY(Q). (2.31)

Ensuite, on considére la restriction du rotationnel tangentiel a H3/2(9)), toujours notée rot p,
dont on vérifie que c’est une application linéaire et continue de H3/2(9Q) dans H i/ 2(69).

Et on définit le rotationnel tangentiel scalaire rot comme l'opérateur dual de la restriction
rot p, c’est-a-dire rot p : (Hi/z((‘?ﬂ))/ — (H3/2(8(2))/ ;

(rot A, M)(H3/2(8Q))’7H3/2(8Q) = <)\,I‘Ot FM> (Hi/2(69)>/,Hi/2(8Q)’ VA € (Hi/Z(aQ))” V/A € H3/2(aQ)
On introduit enfin
H Y (vot p, 00) = {A e (H'/2(0Q)) tel que rot A € (HI/Q({?Q))/} .

On a le

9. On rappelle qu’on a lidentité vpw = (yow) x m pour tout w € H'(Q).
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Théoréme 2.29 Soit Q un ouvert de R3, a frontiere lipschitzienne et bornée. Pour tout u €
H (rot;Q), on a l'égalité rot r(mru) = v,(rot u) dans (HY*(9Q))".
De plus, Uapplication trace de la composante tangentielle

H(rot;Q) — H|"*(rotp,d0)

T .
u = U = (UT)|aQ
est linéaire et continue.

Démonstration : La démonstration est trés similaire a celle du théoréme 2.26. On en donne les étapes
principales.

Soit w € H(rot ;). D’aprés le théoréme 2.17, on sait déja que wru € (Hi/z(ﬁﬁ))’, avec dépendance
continue. On s’intéresse ensuite & son rotationnel tangentiel scalaire rotp(wpu), qui appartient a
priori a (H?’/Q(@Q))/. Soit donc pu € H3?(99), et g € H*(Q) tel que yog = p. D’aprés la définition
du rotationnel tangentiel scalaire et la formule d’intégration par parties (2.17) appliquée a (u,Vg) €
H(rot;Q) x H*(Q), on a tout d’abord :

(rot F(WTU)a/~L>(H3/2(8Q))’7H3/2(8Q) = (mru,rot F(%g»(Hj/Q(aQ))/,Hi/Q(aQ) = /Qrotu - Vg dfd.
Puis, si on utilise la formule d’intégration par parties (2.4), on en déduit que

(rot F(ﬂ'TU),M>(H3/2(ag))/,H3/2(aQ) = (n(rot u), M)(Hl/2(ag))/,H1/2(aQ)-

Ensuite, en raisonnant comme pour le théoréme 2.17, on trouve que

(rot r(wrw), 1) gs/2(a0)y,m3/200) | < vl B ot ;) |1l 17200 (2.32)
I'inégalité ci-dessus étant valable pour tout u € H3/2(9Q). Par densité de H3/2(0Q) dans H/2(0Q),
on peut maintenant prolonger
p = (rot p(mruw), 1) (gs/2(a0))y, 13/2 (90)

par continuité, en y,(rotu) € (HI/Q((‘)Q)),.

Enfin, selon (2.32), on a ||rot F(TFTU)H( ) < [[ufl g (rot ;0); €t la conclusion suit. |

H/2(0Q

Remarque 2.30 On a cette fois précisé les conclusions du théoréeme de trace 2.17, puisqu’on
constate que [’application trace de la composante tangentielle wr est a valeurs dans un sous-
espace vectoriel strict de (HY%@Q))’.

2.4.3 Surjectivité des applications et intégration par parties
On peut trouver les résultats suivants dans [12]. Tout d’abord (cf. [12, théoréme 4.1]), le ...

Théoréme 2.31 Soit Q un ouvert de R3, a frontiére lipschitzienne et bornée.

L’application trace tangentielle

H(rot;Q) — H,'/*(divr,00)

Ir -
v = YU = (V X )90
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est linéaire, continue et surjective.

De méme, ['application trace de la composante tangentielle

H(rot;Q) — H11/2(rot r, 00)

T .
u = wru = (ur)pe

est linéaire, continue et surjective.
Dans la section 5 de [12], une formule "générale" d’intégration par parties est finalement établie.

Théoréme 2.32 Soit Q un ouvert de R3, & frontiére lipschitzienne et bornée.

—-1/2

Les espaces H | (divp, 09) et Hll/z(rot r,0) sont des espaces duaux l'un de l’autre, et on

a la formule d’intégration par parties

/(rotu-v—u-rotv) s
Q

— <7T'U>7TT“>H[1/2(divp,aQ),Hf/Q(rotF,aQ)’ Vu,v € H(rot;). (2.33)

Une difficulté observée dans [12] est que la dualité, ainsi la formule (2.33), ne reposent pas sur
une caractérisation intrinséque des espaces H F/ 2(div r,o0) et H 11/ 2(1“01: r,0R2). Lorsque la
frontiére est réguliére (au sens de la définition 2.1 avec k > 1), ou lipschitzienne et polyédrique,

on peut proposer une caractérisation intrinséque, voir [10, 11].
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Quelques modéles

3.1 Relations constitutives

Les équations de Maxwell sont insuffisantes pour caractériser entiérement les champs électro-
magnétiques. Ce systéme doit étre complété par des relations décrivant les propriétés du mi-
lieu dans lequel les champs évoluent. Celles-ci sont appelées relations constitutives, reliant par
exemple D et B & E et H, c’est-a-dire

D=D(E,H) e B=B(E H). (3.1)

(On peut inverser le role de B, D d’une part, et E, H d’autre part : E = E(B, D), etc.)
Il est possible de construire des classes "générales", dans lesquelles les relations (3.1) sont

linéaires et bi-anisotropes (voir |36, 40|, pour plus de détails) :

(t,x) + (g, x E)(t,z) + (éd*H)(t,az)
(t,x) + (gd*E)(t,w) + (Hd*H)(t,a:).

(3.2)

g

{ D(t,z) = c(x)E(t,x) +
¢ ,x) +

Dans (3.2), la notation x correspond au produit de convolution par rapport aux quatre variables
de RxR3 et, d’apres le principe de causalité, ceux-ci ne mettent en jeu que E(t—s), H (t—s) pour
s> 0(1). Dapres le principe d’invariance par translation par rapport au temps, les paramétres
g, &, ¢ et p sont des fonctions de la variable d’espace @, a valeurs des tenseurs réels 3 x 3. Parmi
ceﬁes_—ci, gest appelée le tenseur diélectrique, et p est appelée le tenseur de la perméabilité
magnétique 2. Les paramétres €y éd, gd et 1 sont des fonctions des variables d’espace-temps
(t,x), a valeurs des tenseurs réels 3 x 3.

On parle de milieu chiral lorsqu’il est décrit par les relations constitutives (3.2). Néanmoins,
ces relations peuvent étre trés complexes. Nous allons nous contenter d’en étudier des versions

"simples"...

1. Pour représenter les valeurs dans R3 du champ E a l'instant ¢, on utilise la notation E(t) :  — E(t,x).
De méme pour les autres champs.
2. Un choix d’unités SI est : AV~ 'm~!s pour £; A™'Vms pour p.

35
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3.1.1 Milieux parfaits

A partir des relations linéaires (3.2), on peut faire plusieurs hypotheéses simplificatrices.

— Le milieu est non-dispersif, c’est-a-dire que sa réponse est instantanée : en d’autres
termes, £, = gd = gd = gd =0.

— Le milieu est anisotrope, c’est-a-dire qu'on peut écrire D = D(E), et B = B(H) :
§ = ¢ =0. Un milieu anisotrope est dit isotrope lorsque de plus les tenseurs ¢ et u sont
[_)rop_ortionnels a la matrice identité : ¢ = el3 et p = pl3. Les parameétres constitutifs e
et sont dans ce cas des fonctions a valeurs réelles : ¢ et 1 sont respectivement appelées
la permittivité électrique et la perméabilité magnétique du milieu.

Dans ce cours, nous nous placerons en général dans un milieu parfait, c’est-a-dire non-dispersif

et anisotrope. Dans un milieu parfait, les relations constitutives s’écrivent donc
D(t,x) =e(x) E(t,x) et B(t,x) = p(x) H(t,z), V(t,x) € R x R®. (3.3)

Dans ce cas, les équations de Maxwell sous forme différentielle (1.25)-(1.28) peuvent étre for-

mulées avec uniquement les champs E et H. Elles ont pour forme

gaa—f —rotH = —J, (3.4)
g%—}: +rotE = 0, (3.5)
div(eE) = p, (3.6)
div(uH) = 0. (3.7)

Pour écrire les Egs. (1.25)-(1.28) avec les champs E et B, on remarque que le champ de tenseurs
4 est nécessairement inversible sur R3, si l’on se souvient que les relations constitutives auraient

pu étre formulées comme H = H(B,D)... Ainsi, les Egs. (3.4)-(3.7) s’expriment de fagon

équivalente sous la forme

g%—? —rot(u'B) = —J, (3.8)
0B
- E —
BT +rot 0, 3.9)
div(eE) = p, 3.10)
divB = 0. (3.11)

On peut également rééerire les relations de saut, (1.30) avec E et H, et (1.31) avec B et D :

[gE . nE]Z = Py, [gH : nz]z = O, [g_lD X ’nz]g = O, [,u_lB X nZ]Z =—-Js. (312)

Les équations ci-dessus sont complétées de I’équation de conservation de la charge (1.29).
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3.1.2 Milieux homogénes et adimensionnement

On parle de milieu homogéne (pour faire court!) pour décrire un milieu parfait, isotrope et
spatialement homogene : e(x) = ¢ et u(x) = p pour tout x, avec € et u deux nombres constants
et positifs pour les matériaux usuels. On peut alors exprimer les relations constitutives sous la

forme
D(t,x) =¢E(t,x) et B(t,x) = pH(t,x), V(t,x) € R x R?. (3.13)

Rappelons que le vide est un cas particulier d'un milieu homogene. La permittivité électrique
et la perméabilité magnétique y sont notées respectivement gy (g9 = (367.10°)'Fm™") et pq
(o = 4m.107"Hm™1), et on a la relation c2egug = 1, avec ¢ = 3.10%ms ! la vitesse de la
lumiére 3. Les équations de Maxwell (différentielles) dans le vide s’écrivent, avec les champs E
et B:

OE 1
—_— = tB = ——J 3.14
5 € IO el ( )

B

—aat +rotE = 0, (3.15)

1
dvE = —p, (3.16)

€o
divB = 0. (3.17)

(Ci-dessus, on a utilisé le fait que rot yg' B = gy 'rot B et divegE = o div E.)
On peut vérifier que ces équations sont des EDPs hyperboliques, avec contrainte.
Si on dérive la loi de Faraday (3.15) par rapport au temps, et si on prend le rotationnel la loi d’Ampeére

(3.14), on a :

0’B OE OE 1
Wﬂmﬁ:o et rotﬁ—c%‘otrotB:—%rotJ.
Par différence, on trouve
0’B 1
W +C2r0trOtB = grOtJ

A Paide de l'identité —A = rotrot — Vdiv, on conclut a I'aide de (3.17) que

qui est une EDP vectorielle en B de type hyperbolique, avec la contrainte (3.17) sur la divergence.

On peut également choisir de dériver la loi d’Ampére (3.14) par rapport au temps, et prendre le

rotationnel la loi de Faraday (3.15) multipli¢ par ¢? :

’E B 1 B
0 2 9 Bi et chota——i—chotrotE:O.

—5 —crot — = ——
ot2 ot go Ot ot
En sommant, on trouve
782E + P rotrot E L oJ
c = ———.
ot? €0 ot

3. Les nouvelles unités SI sont : F (Farad) et H (Henry). On a les correspondances F = AV 'set H= A" Vs.
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Et on conclut a I'aide de (3.16) que

’E L /oJ
s —FAE=—— | =
oz~ ¢ 60(8t+ch>’

qui est également une EDP vectorielle en E de type hyperbolique, cette fois avec la contrainte (3.16)

sur la divergence. [ |

Lorsqu’on se trouve dans un milieu homogéne qui n’est pas le vide, on introduit habituel-
lement les permittivité, perméabilité et vitesse relatives €., u, et c., définies par € = €, ¢,
W= p, fo et c2e.p, = 1. En outre, on peut réaliser un "adimensionnement” pour normaliser
les équations. Pour cela, on conserve la variable spatiale, * = @, et on remplace la variable
temporelle ¢ par £ = ct (unités SI pour toutes les variables : m). Pour la dérivation partielle

par rapport au temps, on a la relation

o 9. 0 0

o o o Car

Puis on définit les champs "adimensionnés”

E=E, B=cB, D=c'D, H=2H, avec Zy = 2.
€0

On vérifie facilement que les quatre champs E, B , Det H s’expriment en Vm™! (unités SI),
et que les relations constitutives les liant sont : D = ¢, E et B = u, H. Les termes sources

"adimensionnés” sont quant a eux définis par
T ~ -1
J=2yJ, p=¢4p.

Ces deux termes sources s’expriment en Vm™2 (unités SI) et 1’équation de conservation de la

charge est

%erAi?fI:o.

Dans un milieu homogeéne, les équations de Maxwell (différentielles) "adimensionnées" s’écrivent :

E — = 1~
a—~—cfr0tB = ——J,
ot gy

B — -
a—N—i—rotE = 0,
ot

S, 1
p - Lo
iv P
divB = 0.

Ces relations restent bien stir valables dans le vide, avec ¢, = p, = 1 (d’ot ¢, = 1).
Enfin, on peut reprendre ces calculs dans un milieu parfait et isotrope, pour lequel € et u sont
constants par morceauz. Dans ce cas, les équations ci-dessus sont vraies dans chaque région ou

€ et u sont tous deux constants.
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3.2 Milieux conducteurs et isolants

Si le milieu est conducteur, il faut aussi décrire ses propriétés en termes de conductivité.

Ceci revient a exprimer la densité de courant J comme une réponse au champ électrique E
J=J(E).
Sous ’hypothése de linéarité du milieu, J et E sont liés par la loi d’Ohm
J=cFE+a . * E,

avec g une fonction de la variable d’espace x, a valeurs des tenseurs réels 3 x 3 : elle est appelée
tenseur de conductivité. Quant a T, c’est une fonction des variables d’espace-temps (t, x),
a valeurs des tenseurs réels 3 x 3, et le produit de convolution x est réalisé en respectant le
principe de causalité. Comme pour I'étude des relations constitutives, nous restreignons notre

étude au cas d’'un milieu conducteur parfait. Dans ce cas, la loi d’Ohm devient

J(t,x) =c(x) E(t,x), V(t,z) € R x R?. (3.18)

Si de plus le milieu est isotrope, on a ¢ = o I3, et o est appelée la conductivité. On peut préfé-
rer introduire la résistivité o~! du milieu, avec la notion de milieu résistif . Pour les matériaux

usuels, la résistivité et la conductivité sont a valeurs positives.

Dans la plupart des situations, on peut exprimer la densité de courant comme une somme, a

savolr

J:Jext+JU7

avec J ;¢ une densité de courant imposée par 'extérieur, et J, la densité de courant générée
par la conductivité du milieu, cf. la loi d’Ohm (3.18). Par voie de conséquence, il faut modifier

la loi d’Ampeére (3.4), qui devient dans un milieu conducteur parfait et isotrope

oFE
SW +o0FE — rot H = —J,,. (3.19)

Observons que dans un milieu conducteur homogéne O et en 'absence de courant extérieur (J oz =
cond ext

0), I’équation de conservation de la charge combinée a la loi de Gauss donnent

_Op .. Op . _Op . _Op o
0= aterle— athdlv(c;'E)— 0t+0leE_ 6t+€p.

Si on note /0 = 7 (unités SI : s), en supposant par exemple p réguliére sur RT x Opnq, on a, pour
tout (t,x) € RY X Ocong, p(t,x) = p(0,x)exp(—t/7); d’ott notamment la relation de décroissance

exponentielle [|p(t)[|2(0.,..) < exp(=t/7) [[p(0)||L2(0,00)- "

Ainsi, en régle générale, on considérera que p est négligeable dans un conducteur homogéne.

On dit que le milieu est isolant — 0 = 0 — lorsqu’il n’y a pas de courant généré électriquement

4. Un choix d’unités ST est : AV ~'m~?! pour a.
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dans celui-ci. Un isolant est également appelé un diélectrique. Dans ce cas, en ’absence d’un
courant externe imposé, on a J = 0.

Au contraire, nous aurons souvent & considérer un milieu parfaitement conducteur, c’est-a-
dire un conducteur parfait, dans lequel la conductivité est supposée étre "infinie” : tous les
champs électromagnétiques y sont uniformément égaux a 0(°). Discutons en quelques lignes
la validité de cette affirmation, qui est liée & la notion d’épaisseur de peau 0 dans un milieu
conducteur. Cette épaisseur est telle que les champs électromagnétiques disparaissent dans le
conducteur, sous réserve que sa profondeur soit localement beaucoup plus grande que ¢ : les
normes des champs "décroissent” lorsqu’on pénétre dans le milieu, et deviennent négligeables
dés que la distance est plus grande que quelques . Cette épaisseur 0 dépend de la fréquence
v des inputs, ainsi que de la conductivité du milieu : on a la relation de proportionnalité
§ ~ (o v)~Y/2 (voir par exemple [2, §1.2.3] pour une étude par ondes planes ; on peut également
réaliser le calcul via la transformée de Fourier, a partir du modéle harmonique en temps du
§3.6.1). Expérimentalement, dans du cuivre, pour des signaux radio dans la bande de fréquence
1-100Mhz, § varie entre 7 et 70 107%m. Au niveau macroscopique, nous ferons 1’hypothése que,
dans un conducteur parfait, I'épaisseur de peau est égale a zéro, c’est-a-dire que les champs
¢électromagnétiques y sont partout égaux a 0, cette propriété étant valable quels que soient les
inputs. Ce résultat peut étre corroboré mathématiquement ; nous renvoyons a [39, §5.6] pour
des résultats plus précis.

Notons pour finir que ce comportement est compatible avec les phénoménes d’accumulation
de charges et/ou de courants a la surface du conducteur, appelés effet de peau. Ainsi, on peut
avoir des densité de charge et/ou de courant surfaciques non-nulles 4 la surface d’un conducteur

parfait : c’est 'effet de peau infini.

3.3 Conditions d’interface et conditions aux limites

Comme on 'a déja établi, les équations de Maxwell différentielles, méme complétées de
relations constitutives, sont insuffisantes pour caractériser complétement les champs dans un
volume strictement inclus dans R3. En effet, nous avons vu que les équations de Maxwell in-
tégrales donnent des conditions d’interface, respectivement décrites par les Egs. (1.30), (1.31)

ou (3.12). Comment utiliser ces conditions® ? Appelons O le volume d’intérét, et notons 9O

5. Cette situation idéalisée est fréquemment utilisée pour modéliser les métaux.
6. On peut également utiliser les conditions d’interface pour représenter les champs électromagnétiques dans

R3 : on parle de représentation intégrale. Plus précisément [39, §5.5], supposons R? découpé en deux milieux
M* et M~ dont 1'un est borné et notons ¥ l'interface les séparant. Si on cherche les champs électromagnétiques
solutions des équations homogenes (solutions harmoniques en temps) dans M™ et M~, et que 1'on connait le
saut Jy = —[H X nygly (condition (1.31b)), alors on peut exprimer les valeurs E(x) et H(x) en tout point
x € R3\ ¥ sous la forme d’intégrales sur ¥ ne dépendant que de Jx. De méme pour les valeurs E* (zx) et
H* (zx) en tout point xx € 3. Dans ce formalisme, on peut généraliser ce résultat en présence d’aimantation

et supposer que le courant magnétique M's; = [E X ny]y est lui aussi non-nul. On aboutit alors & des formules
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sa frontiére. Bien sfir, on peut aussi voir 9O comme linterface entre O et R3\ O, et par
conséquent les champs électromagnétiques vérifient les conditions (1.30), (1.31) ou (3.12) sur
00. Par ailleurs, on connait le comportement des champs dans R® \ O (sinon, on devrait les
calculer!) ou, de facon plus réaliste, dans un volume extérieur @' inclus dans R?\ O et tel que
ON0O =9d0. Par conséquent, on récolte des informations utiles concernant le comportement
des champs sur la frontiére 00.

Par exemple, supposons que le volume d’intérét O soit borné, voire partiellement borné (typi-
quement dans un direction, comme le "guide” de la figure 3.1) et qu’il soit inclus au moins locale-

ment dans un conducteur parfait. Alors, comme on I’a vu au §3.2, les champs électromagnétiques

_____ .

FIGURE 3.1 — Un "guide”.

disparaissent hors de O. On déduit alors de la condition (1.30b) que
B - n =0 sur 00, (3.20)

ol n est le vecteur unitaire, normal & 00, et dirigé de O vers O'. A partir de la condition
(1.31a), on obtient cette fois
E xn =0 sur 00. (3.21)

On en conclut d'une part que la trace normale B-np0 du champ B disparait sur 0O, et d’autre
part que la trace tangentielle E X 150 du champ E disparait également sur 0O. On appelle les
conditions précédentes des condition auz limites de conducteur parfait. Si on raisonne de méme

a partir de (3.12), on trouve que pH - njp0 = 0 et gle X njgo = 0.

3.4 Dans un volume non borné

3.4.1 Motivation

Ces conditions aux limites sont souvent insuffisantes pour modéliser efficacemment des pro-

blémes issus de situations pratiques. Considérons ci-dessous les équations de Maxwell, a résoudre

de représentation intégrale de E et H mettant en jeu des intégrales sur ¥ qui dépendent cette fois de Jy et
Msy.
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dans un volume O. Si ce volume n’est pas borné, il est préférable de 'ajuster avant de réa-
liser des calculs. Cette difficulté se présente pour des problémes extérieurs (diffraction, etc.),
ainsi que pour des problémes intérieurs (guides d’onde, etc.), voir les figures 3.2 (gauche) et 3.3
(gauche). On introduit le domaine de calcul Q, égal” & O N B(O, R), avec R > 0 "bien choisi".

FIGURE 3.2 — Ajustement d’un probléme de diffraction.

- ﬂ
. Lo

{ Ia
r

XR

-

FIGURE 3.3 — Ajustement d’un probléme intérieur.

Dans ce cas, la frontiére du domaine de calcul, 052, est décomposée en deux parties :

— une partie "physique”, au sens ou elle est incluse dans 00 : I' = 992 N 00.

— le reste de la frontiére, notée I'4, qui est purement "artificielle”.
Pour un probléme de diffraction autour d’un objet borné, le rayon R est choisi de sorte que I' 4
ait une intersection vide avec la frontiére "physique” 0O, comme a la figure 3.2 (droite). En
d’autres termes, on fait en sorte que OI' NI 4 = ), avec I' = 9O, par exemple I'y = dB(O, R).

3.4.2 Conditions aux limites absorbantes et couches absorbantes

Il est possible de construire des conditions aux limites approchées sur I'4, que ’on regroupe
sous le vocable de condition aux limites absorbante. Par exemple, il est souvent nécessaire de

modéliser des ondes entrantes, provenant de l'infini : plus précisément, ces ondes entrantes

7. Au lieu de la boule B(O, R), on peut choisir tout volume "raisonnable" dans lequel on doit réaliser les
calculs, tel qu'un cube comme a la figure 3.3 (droite), etc.
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doivent pouvoir entrer dans le domaine de calcul 2, idéalement "sans réflexion" au passage de
I'4. Pour décrire ces ondes, on peut utiliser des données définies sur la frontiére artificielle I" 4.
Dans un milieu homogéne, on a ¢ = 1/,/ef, et on peut écrire un jeu de conditions aux limites

absorbantes pour les équations de Maxwell comme ci-dessous :

(E—cBxn)xn=e" xnsur [y, (3.22)
ou, de fagon équivalente,

(cB+Exn)xn=cb" xnsurly. (3.23)

Ot, si on note (E™, B™) le champ électromagnétique décrivant I’onde entrante, les données

correspondantes sont

. , . 1
e* — (E’L?'LC _ CB'L"IC X n)'I‘A’ b* — (BZ?'ZC _"_ - EZ’VZC X n)'l"A.
c
Ce jeu de condition permet de réduire trés significativement la réflexion des ondes entrantes.

De méme, on peut prendre en compte les ondes sortantes avec (3.22)-(3.23), en choisissant cette

fois e* = b* = 0.

On peut également utiliser des couches absorbantes pour que les ondes sortent du domaine
de calcul "sans réflexion". Le principe est le suivant. A I'extérieur de €2, dans un voisinage de
I'4, on introduit un milieu électromagnétique artificiel, possédant les propriétés suivantes :

— toutes les ondes s’y propageant sont atténuées ;

— les ondes (planes) passent sans réflexion au travers de I 4.

Enfin, on clot ce milieu artificiel & I'aide d'une condition aux limites de conducteur parfait. On
parle de couches parfaitement adaptées pour désigner I’ensemble du milieu artificiel complété
de la condition aux limites. Il est important de noter que la solution dans ce milieu artificiel
n’est pas physique! Son role est encore une fois de simuler la sortie des ondes du domaine de

calcul "sans réflexion". Ces couches sont trés efficaces numériquement.

3.5 Energie

Soit un milieu parfait occupant un ouvert Q de R? a frontiére lipschitzienne et bornée, et
entouré d’un conducteur parfait. On suppose en outre que les tenseurs ¢ et p sont mesurables,
et symétriques (voir (3.25) pour la motivation). On rappelle que les lois d’Ampére (3.4) et de

Faraday (3.5) s’écrivent a l'instant ¢

gaa—?(t) —rot H(t) = —J(t), et gaa—It{(t) +rot E(t) = 0.

Comme on 'a dit au §1.2, on suppose que les champs a l'instant ¢ sont mesurables, et tels que
E(t),H(t),0,E(t),0,H(t) € L*(Q), et de méme pour la donnée, J(t) € L*(Q). D’aprés les
deux lois, on a également rot E(t),rot H(t) € L*(Q), et il suit que E(t), H(t) € H(rot ;).
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Enfin, d’aprés la condition aux limites de conducteur parfait (3.21), on a E(t) € Hy(rot ;).

Si 'on considére la régularité en espace-temps, il est donc "naturel" de supposer que

E € L*(I;Hy(rot;9)), E' € L*(I;L*())
H < [*(I;H(rot;0)), H' < L*(I;L*(Q)) (3.24)
J € L*(I; L*(Q)),

ol I est I'intervalle de temps sur lequel on considére les équations, et ’ est la dérivée par rapport

au temps. ®

3.5.1 Bilan énergétique

A partir de ce qui précéde, on réalise les "opérations" suivantes : le produit scalaire dans
L?*(Q2) de la loi d’Ampére (3.4) par E(t), et on ajoute le produit scalaire dans L*(Q) de la loi
de Faraday (3.5) par H(t), pour établir un "bilan énergétique" :

—/QJ(t)-E(t)dQ — /Q(g%—f(w.E(zﬁ)—rotH(t).E(t)> a0

n /Q <:aa—lj(t)-H(t)+rotE(t)~H(t)) 40

= [ (50 B0+ 15 0 B0 @
_ %% (/Q (<B()- BU) + uH () - H(1)) dQ). (3.25)

Ci-dessus, on a d’abord utilisé la formule d’intégration par parties (2.19), puis la symétrie de 3

(et de p), car on a :

d ov ov
it ((i”(t)v”(t))L2(9)> = (éa(t)’v(t))ﬁ(n) + (ev(t), E(t))LQ(Q) = ((§+§t)§(t)f"(t)>L2(Q)'
Afin de pouvoir définir une énergie, il faut que € et p soient d’une part bornés, et d’autre part

de "méme signe", partout dans ). Pour résumer § = {g, 1} est tel que :

(3.26)

{ ¢ est un tenseur symétrique mesurable tel que

.6 >0, VX €RP, EXP<EX X <& | X p. p. dans Q.

En régle générale, c’est I'hypothése que 'on fera pour des milieux parfaits.
Sous ces hypothéses, (w,v) — (§u,v)p2q) définit dans L*(Q2) un produit scalaire, et la norme
induite est équivalente a la norme usuelle. Physiquement, on peut choisir

tis / (gE(t)-E(t) Y uH(®) - H(t)) 4 (3.27)

8. On rappelle que, si on se donne un espace de Banach X, la condition v € L?(I; X) signifie que t — v(t)

est définie et mesurable sur I, a valeurs dans l'espace X, et que / lv(t)]|% dt < oo.
I
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comme définition de 1'énergie électromagnétique, et (3.25) est bien un bilan énergétique. En
particulier, si on connait la valeur des champs (E,H) & un instant donné ¢, € I, sous les
hypothéses précédentes sur les tenseurs définissant le milieu, on a l'unicité de la solution (E, H)
de régularité (3.24) qui vérifie les lois d’Ampére (3.4) et de Faraday (3.5) plus la condition aux
limites de conducteur parfait (3.21).

En effet, si on a deux couples de solutions et qu’on note (E7’é7 H 7é) leur différence, alors par linéarité
des équations on trouve que (E7, H7) vérifie Ampére (3.4) et Faraday (3.5) avec des seconds membres
nuls, et le "bilan" donne

1dE7
0=~ avec EF(t) = / (§E¢(t) -E7(t) + pH7 (t) - H#(t)) d.
Q - p—
En d’autres termes, 7 est constante sur I et, comme sa valeur est nulle a Iinstant ¢y car les deux
couples de solutions ont la méme valeur & cet instant, on a & 75(15) = 0 pour tout ¢ € I. Enfin, d’aprés
(3.26), on a

0< / (E_Eﬂt) CEF(t) + u_H*(t) - H?ﬁ(t)) A0 < E7(t), Vtel,
Q
doit on conclut que [ B (1) () = | (1) 2(q) = 0 pour tout ¢ € 1. .

Si on suppose en outre que le milieu est conducteur (§3.2), on a J = Jepy + cE. Dans ce

cas, on constate que le "bilan énergétique" devient

- /Q Toalt) - E(t)dQ = %% ( /Q (sB() - B(t) + pH (1) - H(1)) dQ>

+ / oE(t) - E(t) dQ. (3.28)

Et, si € € {g, p, g} vérifie (3.26), alors (3.27) est toujours une définition de I’énergie électroma-

gnét@'q&e dans le milieu conducteur, et (3.28) correspond toujours a un bilan énergétique.

3.5.2 Lois de Gauss

Si les lois d’Ampére (3.4) et de Faraday (3.5), ainsi que la condition aux limites de conducteur

parfait (3.21), sont vérifiées sur 'intervalle de temps I, on va voir qu’on dispose d’informations
supplémentaires sous ’hypotheése (3.24).
Tout d’abord, d’aprés (3.24), pour presque tout instant ¢, on a E(t) € Ho(rot;Q2), et ud;H (t) €
L*(Q). Si on reprend la loi de Faraday (3.5), pour presque tout instant ¢, on peut donc effectuer
le produit scalaire dans L*(Q2) de cette loi par Vg, avec ¢ € H'(2). Or, on sait que Vq €
H (rot; Q) avec rot (Vq) = 0 dans 2, et d’apreés la formule d’intégration par parties (2.19), on
en déduit que (rot E(t), Vq) 2y = 0. Ainsi,

d oOH
pr ((uH(t), Vq)LQ(Q)> = @E(ﬂ’ V@) =0, Vge H'(Q), presque pour tout ¢ dans I.

Si on connait la valeur Hy du champ H & un instant donné ¢y € I, on a donc

(gH(t), Vq) L) = (gHm Vq) L)’ Vq € H'(Q), presque pour tout ¢ dans I.
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Si on fait 'hypothése que H vérifie la loi de Gauss magnétique (3.7) ainsi que la condition
aux limites de conducteur parfait (3.20), alors H(t) vérifie également ces relations presque
pour tout t. Il suffit de prendre d’abord ¢ € D(2) pour en déduire (3.7), c’est-a-dire que
pH(t) € H(div;Q) avec div (uH(t)) = 0, puis de reprendre ¢ € H'(Q) et d’intégrer par
parties selon (2.4) pour en déduire finalement que uH(t) € Ho(div;). En d’autres termes,
si elles sont vérifices & un instant donné, la loi de Gauss magnétique (3.7) et la condition aux
limites de conducteur parfait (3.20) sur tout l'intervalle I sont des conséquences de la loi de
Faraday.

On peut raisonner de méme en partant de la loi d’Ampére (3.4), les calculs initiaux étant un
peu plus complexes. Pour presque tout instant ¢, on effectue le produit scalaire dans Lz(Q) de
cette loi par Vg, avec ¢ € H}(2). On sait que Vq € Hy(rot ;) avec rot (Vq) = 0 dans €, et
d’aprés la formule d’intégration par parties (2.19), on en déduit que (rot H(t), Vq) g2 = 0.
Ainsi,

9 (B0, V) ) = €02 (1), Vo)) = ~(T (1), V) ooy

D’autre part, en utilisant 1’équation de conservation de la charge (1.29) et en se souvenant que
div € L(L*(Q), (H}(Q))) (voir [4]), on a 0yp € L*(I; (HE(Q))') et

. dp
_(J(t>7VQ)L2(Q) = <d1VJ(t>7q>(Hé(Q))/’Hé(Q) = _<E(t>7q>(Hé(Q))/’Hé(Q)'

Si on rassemble le tout, on en déduit que

d dp
0 = % <(§E(t)7 VQ)LQ(Q)> + <E(t)7 Q> (H&(Q))/7Hé(ﬂ)

d .
= = ((dng(t) — p(t), q>(H6(Q))/7H5(Q)> , Vg € Hy(S), presque pour tout ¢ dans I.

Si on connait la valeur Ey du champ E & un instant donné ¢y € I et si on fait I'hypothése que
E, vérifie la loi de Gauss (3.6) avec p(to) € (H(Q)), alors E(t) vérifie cette loi presque pour
tout ¢ dans I'espace de Sobolev (H}(Q))'. Comme précédemment, c’est une conséquence de la
loi d’Ampeére.

On peut également évaluer le flux de ¢ E(t) au travers de chaque composante connexe maximale
(Fk>k:0,K de 0f2.

Afin d’isoler le flux par composante, on se replace dans le cadre du §2.2.5 et, pour k£ donné, on introduit
e € HY(Q) telle que Ck|Ty, = Okm pour 0 < m < K. D’apres le théoréme 2.22 appliqué sur chaque
composante, on a donc 7 (V{) = 0; il suit que V(; € Hy(rot ;) d’aprés le théoréme 2.21. On
déduit par conséquent de la loi d’Ampére (3.4) que

d
En plus des hypothéses (3.24), supposons que

J € L2([; H(div;Q)), pe L3(I; L*(9)).
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D’apreés la loi de Gauss, on sait que ¢ E(t) € H(div;{2), et on peut intégrer par parties selon (2.20) &

gauche et & droite du signe =, pour trouver d’une part

d d
% ((EE(t)vka)LQ(Q)> = % <_(diV£E(t)7Ck)L2( Q) + <’Yn Ty (5E( )) >(H1/2(Fk)) ,Hl/Z(Fk)>

. d
cf. loi de Gauss = pr <—(p(t),§k)L2 @ + (i (EE®)), 1) (1720, )y ,H1/2(Fk)> ,

et d’autre part

—(J (1), V)2 = (divJ(t),C)r2) = (e (8), 1) e,y memy)
0
cf. €(Qq. cons. Charge = (a[t)( )7Ck)L2(Q) — <’)/n,FkJ(t), 1>(H1/2(Fk))’,H1/2(Fk)'

On en déduit que

d
at ((% r.(E(1)), >(H1/2(Fk))/ H1/2(I‘k)) = — (Ym0 J (1), 1>(H1/2(Fk))/,H1/2(Fk)‘

On en conclut que, pour chaque k, 'expression de flux de ¢E(t)) au travers de I'y, est égal a

t
(.1, (EE(2)), 1>(H1/2(rk))/,H1/2(rk) = Ok —/t (Ym0 I (8), 1>(H1/2(Fk))’7H1/2(Fk) ds,
0

olt on a not¢ o = (Vn,r, (EE0), 1) (grr/2(ry )y m1/2(ry)- ]

3.6 Autres modéles

Nous décrivons briévement deux modéles "classiques" en électromagnétisme.

3.6.1 Modéles harmoniques en temps

Nous traitons ici de solutions périodiques, ou harmoniques, en temps, des équations de
Maxwell dans un milieu parfait occupant R3. La dépendance en temps est donc de la forme
cos(wt) ou sin(wt), avec w € R. De fagon équivalente, on parle de solutions stationnaires. En
d’autres termes, aprés complezification des champs, on peut écrire, par exemple pour le champ
électrique, que

E‘(t,x) = e(x) exp(—wwt).

Ci-dessus, e est un champ vectoriel & valeurs dans C3.

Les solutions a valeurs réelles — les solutions physiques — s’écrivent sous la forme

E(t,x) = Re(e(x) exp(—wt)) ,
H(t,z) = Re(h(x)exp(—wt)) ,
D(t,x) = Re(d(x) exp(—wt)) ,
B(t,x) = Re(b(x) exp(—wwt)) .

3.29
3.30
3.31
3.32

o~ o~ o~ o~
~— ~— ~— ~—
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De maniére équivalente, on peut écrire

E(t,x) = %{e(m) exp(—wt) + €(x) exp(wt))}, ou
= Re(e(x)) cos(wt) + Im(e(x)) sin(wt), etc.

En particulier, on peut restreindre la dépendance temporelle des champs harmoniques en temps
a des valeurs positives de w, appelé la pulsation : w > 0 dans la suite. La pulsation est reliée a

la fréquence v par la formule w = 27v.

Si les champs sont harmoniques en temps, alors p(t,x) et J(¢,x) sont également harmo-
niques en temps. Bien str, la dépendance en temps est identique, car la dérivation spatiale ou

temporelle? des champs conserve celle-ci :

p(t,x) = Re(o(x) exp(—wt)) , (3.33)
J(t,x) = Re(j(x) exp(—wwt)) . (3.34)

Au contraire, que se passe-t-il si 'on sait uniquement que les termes sources p(t, ) et J(t, x)
sont harmoniques en temps (sans information sur les champs) ? En d’autres termes, comment
les champs, vus comme solutions des équations de Maxwell, se comportent-ils? La réponse,
beaucoup plus subtile que les calculs précédents, est connue sous le vocable principe d’ampli-
tude limite... Il est important de noter que ce principe peut-étre justifié mathématiquement,
cf. [41]. Lorsque les données p et J sont a support compact en espace, on peut en effet prouver
que la solution adopte un comportement harmonique en temps lorsque ¢ tend vers l'infini, dans
des régions bornées de R?. Le "bon sens physique” est donc correct dans cette situation : sous
réserve que p et J se comportent comme aux Egs. (3.33)-(3.34), les champs électromagnétiques

se comportent comme aux Egs. (3.29)-(3.32) lorsque ¢t — +00, avec une pulsation w identique.

En égalant les facteurs spatiaux en cos(wt) et en sin(wt), on constate que les équations de

Mazwell harmoniques en temps s’écrivent

wd+roth = j, (3.35)
—wb+rote = 0, (3.36)
divd = oy, (3.37)
divb = 0, (3.38)
alors que l'équation de conservation de la charge (1.29) devient
—wpo+divy =0. (3.39)

9. Par linéarité de 'opérateur partie réelle, on a par exemple :

O D;(x,1)
0;Di(z,t)

Or(Re(d;(x) exp(—wwt))) = Re(d;(x)) (0 exp(—wwt))) = Re(—wd;(x) exp(—wt)) ;
Re((0;d;(x)) exp(—wwt)).
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Comme le milieu est parfait, on a
d(x) = c(x)e(x) et b(x) = p(x)h(x).

Il est possible d’exprimer les équations de Maxwell harmoniques en temps, par exemple en
fonction des champs e et b :

wee +rot (u'b) = j, (3.40)
—wb +rote = 0, (3.41)
divee = p, (3.42)
divb = 0. (3.43)
Poursuivons en éliminant I'un des champs dans les Eqgs. (3.40) et (3.41), ce qui donne
—w’ce +rot (u 'rote) = wj, (3.44)
—w?b+rot (¢ 'rot (u~'b)) = rot (e 'j). (3.45)

Le systéme d’Eqs. (3.44)-(3.45) est souvent qualifié de probléeme de type Helmholtz : pour
w > 0, des sources non nulles (7, 0) étant données, on doit déterminer la solution (e,d). On
parle alors de vibrations "entretenues” du champ électromagnétique : en effet, les vibrations sont
générées et entretenues par ’excitation périodique que représentent les sources. Il est important
de noter que les conditions (3.42) et (3.43) sur la divergence des champs électromagnétiques
sont des conséquences des Eqs. (3.44)-(3.45). Il suffit en effet pour cela d’appliquer la divergence
de part et d’autre du signe égal et, dans le cas du champ électrique, d’utiliser 1’équation de

conservation de la charge (3.39), en se souvenant que w # 0.

Au contraire, on peut supposer que les densités de charge et de courant disparaissent. Les

équations s’écrivent alors

—w’ce +rot (u 'rote) =

—w’b +rot (¢! (rot (1 'b)) =
)

div (ge

o o o O
—~ —~ — —~
e~
~
S~— S— N— N~—

divb =

On parle alors de vibrations "libres” du champ électromagnétique, puisqu’il n’y a plus d’ex-
citation dans ce cas. Comme on vient de le voir, la condition sur la divergence des champs
électromagnétiques serait implicite dans les Eqs. (3.46)-(3.47), sous réserve que w # 0. Mais

on ne fait plus cette hypothése ici. L’ensemble des Eqs. (3.46)-(3.49) est appelé un probléeme

10. Pour avoir un probléme de type Helmholtz, on suppose toujours que la pulsation est non-nulle. Sinon, on
résout un modéle statique, cf. §3.6.2.
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auz valeurs propres. 't 11 s’agit de déterminer les triplets (w, e, b) avec (e,b) # (0,0) vérifiant
le systéme (3.46)-(3.49).

3.6.2 Modéles statiques ou quasi-statiques

Nous considérons tout d’abord des modéles (ainsi que des solutions) indépendants du temps,
dans un milieu parfait occupant R®. En d’autres termes, nous supposons que &; - = 0 dans les

équations de Maxwell (3.8)-(3.11), avec des densités de charge et de courant non-nulles :

= (3.50)

rot E***" = (), rot (u tB*") = J,
div (¢ E*") = p, div B** = 0.

Ci-dessous, nous allons traiter séparément les cas électro-statique et magnéto-statique.

Remarque 3.1 Si l'on se replace dans le cadre des équations harmoniques en temps (voir

§3.6.1), les équations statiques peuvent étre formellement vues comme des équations avec w = 0.

Modéle électrostatique On s’intéresse au champ électrostatique E*. L’espace R? étant
simplement connexe, 'Eq. rot E¥* = 0 entraine que E*' = —V ¢ ot ¢ est appelé le
potentiel électrostatique (extraction d'un potentiel scalaire). Comme par ailleurs div (e E**") =

p, le potentiel ¢4 est solution du modele électrostatique
—div (e V™) =p.

En particulier, si 'on est dans le vide, ie. ¢ = g¢ I3, et I'on aboutit au modele électrostatique
classique d’inconnue ¢*“ (voir par exemple le Chapitre 3 de [28, Volume II|)

~Agetat = £ (3.51)
€o

On reconnait 1’équation de Laplace-Poisson, mettant en jeu une EDP elliptique.

On va résoudre I'équation de Laplace-Poisson (3.51) dans un domaine de R3. Tl faut dans ce cas
disposer de conditions aux limites ad hoc pour le champ électrostatique, puis pour le potentiel

électrostatique, ces conditions devant étre compatibles entre elles. On renvoie au §4.1.

Modéle magnétostatique On écrit cette fois le champ magnétostatique B, a divergence
nulle, s’écrit sous la forme B*™ = rot A%, ot A** est le potentiel magnétostatique (extrac-
tion d’un potentiel vecteur), lui-méme déterminé a un gradient prés d’aprés ce qui précéde.

Pour lever I'indétermination sur le choix du gradient, on fixe la divergence du potentiel A% :

11. La pulsation w n’est pas & proprement parler la valeur propre. Plus précisément, c’est son carré w? qui

est lié & la valeur propre.



Equations de Maxwell 51

div A*"" = ¢, avec g donnée (possiblement g = 0). Ainsi, A" est solution du modéle magné-
tostatique
rot (u 'rot A*) =J , divA™ =g.

Si l'on est dans le vide, ie. p = pol3, on aboutit a des EDPs elliptiques, avec contrainte.
L’identité —A = rotrot — Vdiv donne en effet

—AASt“t:,qu—Vg,

avec la contrainte div A** = ¢ sur la divergence.

Dans un domaine de R3, il faut disposer de conditions aux limites pour le champ et pour le

potentiel magnétostatiques, compatibles entre elles.

Modéle quasi-statique magnétique Enfin, si on repart des équations de Maxwell (3.8)-
(3.11) et si on suppose que seul O, E peut étre négligé dans la loi d’Ampére, on aboutit au

modéle quasi-statique magnétique (cf. §1.4.3 de [2]). Il s’écrit

rot E¥°" = B*,
(3.52)

div (e E*™) = p,

avec B* =~ —0;B. On va également résoudre le modéle quasi-statique magnétique (3.52) dans
un domaine de R3, voir les §4.2 et §4.3.
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Modéles électrostatique et quasi-statique

magnétique en milieu homogéne

On s’intéresse a la résolution mathématique du modéle électrostatique et du modéle quasi-
statique magnétique, lorsqu’ils sont posés dans un domaine composé d’un milieu homogéne.
On note (I'y) =0 i les K +1 composantes connexes maximales distinctes de 0€2, avec K > 0. Par
convention I'y est égale & la frontiére de la composante connexe non-bornée de R\ Q. On note
(3;)i=1.1 les coupures permettant 'extraction des potentiels scalaires dans 'ouvert simplement
connexe Q = Q\ J_, %;. Si I =0, alors Q = Q.

Enfin, pour un espace de Banach X, on adopte la notation "contractée" (-,-) x pour les crochets
de dualité entre X' et X.

4.1 Reésolution du modéle électrostatique en milieu homo-
geéne

On s’intéresse a la résolution mathématique du modele électrostatique du §3.6.2, posé dans
un domaine et composé d’un milieu homogéne avec permittivité électrique € > 0(!), entouré
d’un conducteur parfait. Comme ¢ est constante, on note que div (e E**) = e div E*'*. On doit

donc résoudre
Trouver E*'* € L*(9) tel que
rot E** = ( dans Q

1

div E*"" = ~p dans Q
€

E* x n =0 sur 09

(4.1)

Pour fixer les idées, on suppose que la donnée p (densité de charge volumique) est telle que
p € L*Q).

1. On peut réaliser la méme étude dans un milieu parfait, voir le Chapitre 5.

02
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4.1.1 Non-unicité de la solution E*®

On suppose que K > 1, c’est-a-dire que la frontiére 0§2 n’est pas connexe. Pour 1 </ < K,

on définit g, solution de :

Trouver g, € H*(Q) telle que Trouver g, € H*(Q) telle que
Ag; = 0 dans Q <= (Va,,Vao) 2 =0, Voo € Hy(Q) . (4.2)
@ =0pesur 'y, 0 < k<K q=0pesurI'y, 0 <k <K

Ce probleme, avec le Laplacien et condition aux limites de Dirichlet, est bien posé.

On note que ¢, € Hyp (€2), ou?
Hyr,(Q) = {q € H'(Q) tel que g, =0} .
A partir de 14, on introduit v, = Vg, pour 1 < ¢ < K. Par construction,
v, € L*(Q); rotv, = 0 dans Q; divw, = 0 dans Q.
En outre, d’aprés (2.24) appliquée sur chaque composante (I'y)x—o x, on a

wrr,(ve) = 7rr, (Va) = Vi, (vor,.q) = 0.

La trace de la composante tangentielle de v, s’annule sur 02 ou, de fagon équivalente, on a
vy X Njgo = 0. Alnsi, (vi)1<i<i sont des solutions non-nulles de (4.1) avec données nulles. On

va montrer dans la suite que ce sont les seules.

4.1.2 Pour garantir 'unicité de la solution E**

Lorsque K > 1, on définit la matrice de capacitance
C € RF*E telle que Cp, = (V. V)2, 1 <6m < K. (4.3)

Puisque (q,¢') — (Vq,Vq')2q) définit un produit scalaire sur Hjp (©2), C est symétrique
définie-positive, donc inversible. A partir de 14, on peut énoncer un second résultat d’existence
de potentiel scalaire. La différence avec le premier résultat d’existence de potentiel scalaire
(théoréme 2.25) est que le champ v est a trace tangentielle nulle sur 0. La démonstration est

emblématique des difficultés rencontrées lorsqu’on résout des modéles statiques.

2. D’apres 'inégalité de Poincaré-Friedrichs [21] :
3C >0, Vge Hyr (), llalla ) < ClIVallr2q)-

On dispose, dans H&,FO (2), de la norme g + [|Vql|2(q) qui est équivalente a la norme || - || g1 (). Dans la suite,
on munit donc Hg , () du produit scalaire (q,q") = (Vq, V') g2(q)-
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Théoréme 4.1 Soit Q un domaine de R3. Pour tout v € L*(Q), on a léquivalence

rotv =0 dans € et v X g =0
— (4.4)
dp € H&IO(Q) avec pr, € R, Vk =1, K, tel que v = Vp dans €.

De plus, p est unique, et [ Vpll 2 = [0l z2(0.
Ci-dessus, on peut écrire que le potentiel scalaire p appartient a H}(Q), avec
H}o(Q) = {q c H'(Q) tel que qro =0, qr, € R,Vk = 1,K} )

Si la frontiére 09 est connexe, alors K = 0, 0Q = Ty, et Hjp () = Hjo(Q) = H(2).

Démonstration : L’implication de bas en haut est claire, d’aprés ce qu’on a vu au §4.1.1.
Pour établir la réciproque, soit v € L*(Q) tel que rotv = 0 dans Q et v x njpq = 0. L’idée est de
soustraire & v des gradients de potentiels bien choisis, jusqu’a arriver & un reste nul.

Classiquement, on sait qu’il existe une solution, et une seule, a la formulation variationnelle

{ Trouver go € Hg () telle que (4.5)

(Vao, Vq/)LQ(Q) = (v, VQI)LQ(Qy Vq' € Hy(Q)

Et, si on pose v/ = v — V¢, on a3

v/ € L*(Q); rotv’ =0 dans Q; v’ x njpo = 0.
Pour calculer la divergence de v’, on raisonne au sens des distributions. Soit donc ¢ € D(Q2), on a :

<diV’U’,¢> = _<vl7v¢>

= —(v,V9)r2q) + (Vao, Vo) 12 (0
of. (45) = 0.

Ainsi div v’ = 0 dans Q. On sait qu’il existe de tels champs a rotationnel, divergence et trace tangentielle

nuls, les (vg)e=1,x = (Vqr)e=1,x. On va donc encore "corriger" v’, cette fois sous la forme

v = — E Q.

=1,K

Et, pour pouvoir appliquer le théoréme 2.24 (existence de potentiel vecteur) au reste v” pour prouver

qu’il est nul, il faut avoir des flux nuls au travers des composantes (I'y) =0, x de 02. Comment choisir

3. Comme gy € HE(Q), il existe (vg); € (D(©))" telle que limg o0 g0 — vkl i) = 0. Or (Vug)y €
N o
(D(Q)) ", et Vg — Vurllarot;0) = Va0 — Vurllzz) < llgo — vkllgi (@) pour tout k implique que Vgo €
Hy(rot;Q), et donc que Vo x njgq = 0 d’aprés le théoréme 2.21.
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les (ow)e=1,x ? On pose B = (v’ - nr,, 1>H1/2(Fk) pour k=1, K ; et on écrit, pour k =1, K :

<,U// ST, 1>H1/2(Fk) = Br — Z Ozg(’vg “TYDy 1>H1/2(Fk)
=1,K
(gr)r, =1
=" Br — Z ap(vg - n\Fk7'70,Fka>Hl/2(Fk)
=1,K

(98) |0 =0km

B — Y ar(ve o0, Y00k) g1/2 (00

(=LK
ipp (2.4) = Br — Z Oée(’vz,VQk)L?(Q)
(=LK
= Br— > a(Vae, Var) g2y = Bk — Y Creau.
(=LK (=1K

On choisit donc @ € RX la solution de C& = . Avec ce choix, on a bien (v” - nry, L gze,) =0
pour k = 1, K. Comme en outre divev” = 0 dans €2, on a également un flux nul sur I'g. D’apreés le
théoréme 2.24, il existe w € H(Q) tel que v” = rot w dans Q. On peut donc calculer la norme du

reste v” a l'aide de la formule d’intégration par parties (2.19) :
2
||v”||L2(Q) = (V' rotw)psq) = (rot v", w2 = 0.

On a donc v" = 0, c’est-a-dire que v — Vo — ", g Vg, = 0.

Finalement v = Vp, avec p = ¢ + Ee:LK ayqe : par construction, p € H&FO(Q) et pr, = aj pour
k =1, K. L’unicité de p découle du fait que si on a deux potentiels scalaires, alors leur différence est
a gradient nul dans ) connexe, c¢’est donc une constante, dont la trace sur I'g vaut 0 : cette différence

est bien nulle. ]

Au passage, on a démontré la décomposition orthogonale *
I
H3o(Q) = Hy () @ Vecti—1 x (o). (4.6)

Comme le suggére la démonstration précédente, on va compléter (4.1) en imposant des condi-

tions de flux au travers des composantes (I'y)x—o x de 02 pour assurer I'unicité de Estat,

4.1.3 Résolution du modéle électrostatique

On compléte donc (4.1) pour écrire

/

Trouver E* € L*(Q2) tel que
rot E** = 0 dans Q

1
div E** = P dans € . (4.7)

E* x n =0 sur 0f)
<E$tat N n|1"k, 1>H1/2(Fk) - ’Yk, Vk - ]., K

\

4. Pour lorthogonalité, voir (4.2).
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Les données sont p € L?(Q), et ¥ = ()ke1xc € RE. On peut donner un sens physique aux
P gl gt ,

quantités (vx)r—1,x- En effet, on déduit de la condition (1.30a) que D*** - nj9q = —pr, ol pr est la

densité de charge surfacique sur 9Q2. Pour k = 1, K, la quantité (pr, 1) j1/2 (r,) €st par définition égale

a la charge surfacique totale sur I'. Et comme D% = ¢ ES' on a ), = e~ (D" . nr,, 1>H1/2(Fk) =

—e Ypr, 1) HY/2(Ty) la quantité —e vy représente la charge surfacique totale présente sur I'. [ |

Comme on I’a déja remarqué, le flux de E*** sur I'y est connu, car on a

stat stat
<E . n‘I‘O, 1>H1/2(FO) - <E n‘aﬂa I—Il/2 o) z : Tk
k=1,K

. . Sta 1
ipp (24) = (div B, D)2 — Z Ve = g(ﬂv Dr2@) — Z Tk

k=1,K k=1,K

Pourquoi (4.7) est-il bien posé ? On va répondre a cette question en prouvant 'existence, I'uni-

cité et enfin la dépendance continue par rapport aux données, de E**.
— On cherche d’abord E%* ¢ L?(Q) vérifiant (4.7a) et (4.7¢), c’est-a-dire tel que rot ES% = (
dans Q et Estot x nipo = 0. D’apres le second théoréme d’existence de potentiel scalaire

(théoréme 4.1), on sait que :
Jp € Hin(Q) tel que ES = Vp dans Q. (4.8)

On décompose le potentiel scalaire en p = gg + Zﬁ:l,K g, ot o € HE(Q) et (cy)—1.x € RX.
D’une part gy € H}(Q) est tel qu'on a :

Vg GH&(Q>7 <VQO7vq/)L2(Q) = (EStatavq/)H(Q) - Z aZ(VQE>Vq/)L2(Q)

(=1,K
cf. note bas de page * = (E*', Vq/)Lz(Q)
ipp (2.4) = —(divE"",¢) 120
1
(4.7) = —(r.d)rz ) (4.9)

Ceci correspond a la formulation variationnelle d’'un Laplacien avec condition aux limites de
type Dirichlet homogéne, dont la solution est gy € H&(Q), dont on sait qu’elle est bien posée :
on a donc caractérisé gg. Ou, puisqu’on sait qu'un élément de H&(Q) est déterminé par la
valeur de son Laplacien [21], on peut utiliser la caractérisation Agy = p/e dans Q. Puisque
div (V (3 1 i @eqe)) = 0 pour tout (ap)e=1,k, on note que Estat = V(qo+> 1 i eqe) vérifie
(4.7b) quel que soit le choix de (cay)¢=1,K-

Il reste & choisir (ay)¢=1,x pour vérifier (4.7d). On effectue le produit matrice-vecteur Ca :

Cap =Y Crar = Y oV, Var) ey = ( Y @Var, Var) 2
(=LK IK (=LK

cf. note bas de page 4 page 55 =

: 1 Sta
ipp (24) et (4.70) = —=(p, @) r2() + (B™ - mjoq, @) 12 o0

= M

= —Za)reo + (B myp, 1) ey (4.10)
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Et ainsi (Ca); = —%(p, Q) r2(0) + (Estat . nr,, 1) gz, On en déduit donc que Estt verifie
(4.7d) si, et seulement si, @ € R¥ est solution de Ca = 5, ou By = f%(p, Q) r2(0) + Yk, POUT
k=1K.

Avec ce choix pour qg et (ay)¢=1 K, on a donc existence de la solution du modeéle (4.7). [ |

— Concernant 'unicité de la solution, on remarque que la construction précédente, lorsqu’elle est
réalisée avec p = 0 et ¥ = 0, méne & un potentiel scalaire nul, et donc & une solution nulle, ie.
la solution est unique. [ |

— Pour la dépendance continue, on écrit que pour toute norme ||-||, on a par inégalité triangulaire :

IES | < Vol + > lael|Vaell-
(=1,K

La partie > ,_; x |a|||Vge| ne pose aucune difficulté, puisque d'une part les (gr)e=1,x sont

connues, et d’autre part @ € RX est égal A @ = (Cflﬁ_’, ou By = —%(p, qk)LQ(Q) + vk, pour
k =1, K. Ainsi, quelle que soit la norme || - || choisie, il existe une constante C' > 0 telle que,
= K =
Vp € L*(Q), V¥ € R, > el Vaell < € (lpllrey + 171) -
=1,K

Pour ||Vqol|, on peut choisir par exemple ||Vq0|\L2(Q), et trouver que (¢’ = g dans (4.9)) :

1 C
||VQOH?;2(Q) < EHPHLZ(Q)HQOHLQ(Q) < ?pHp”N(Q)”VQOHLQ(Q)’
avec C}, > 0 une constante obtenue via I'inégalité de Poincaré [21]. On a donc
2 5 - pK Gy
Vo€ L7(Q), V7 eRY, [IVaollpzi) < —llellzao)-

On a donc bien dépendance continue de HESt“tHLg(Q) par rapport a ||pl|z2(q) + [7]-

On peut faire mieux! En effet, | E**|| g (vot .0) = HESWHLQ(Q), et donc on a une dépendance
continue de ||E*| g (vot .0)- Enfin, on a bien sir ||div EStatHLQ(Q) = %HpHLQ(Q), et donc on a
aussi une dépendance continue de || E*"|| H(div:0)- [

Pour conclure, on introduit
Xn(Q) = Hy(rot; Q) N H(div; ).
Muni de la norme
2 2 . 2 Y
lllxvi) = (Ilwl3e) + ITob w]2sq + Idivewlg )
X n(€2) est un espace de Hilbert. D’aprés ce qui précéde, on a démontré le

Théoréme 4.2 Dans un domaine Q) de R3, le modele électrostatique (4.7) est bien posé. Pour

toutes les données p € L*(Q) et 7 € RX | il existe une solution et une seule E** | et de plus

1B xv@ < C (llplz2@ + )

avec C' > 0 indépendante des données.
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4.2 Premiére résolution du modéle quasi-statique magné-

tique en milieu homogéne

On s’intéresse maintenant a la résolution mathématique du modéle quasi-statique magné-
tique (3.52), posé dans un domaine et composé d’un milieu homogéne avec permittivité élec-
trique € > 0(®), entouré d’un conducteur parfait. On utilise les résultats du §4.1 pour définir

directement un modeéle "complété". On doit donc résoudre

Trouver E®™ ¢ L*(Q) tel que
rot E”" = B* dans

1
div E”™ = —p dans (2 . (4.11)
€

E®™ x n =0 sur 0f)
<Eqsm Uive 1>H1/2(Fk) = Yk, Vk = 1, K

Les données sont B* € L*(Q), p € L*(Q), et 7 = (1 )p=1.x € RE.

Précisons comment choisir B*. Par définition du modéle, B* € Im[H y(rot ; 2)] puisque E?*™ €
H(rot; Q). Donc on doit avoir div B* = 0 dans {2 et, en particulier, B* € H(div; Q). Et
comme E?”" € Hy(rot;)), on a B* = rot E*™ € H(div;Q)(°). Enfin, B* doit vérifier
une condition de flur nuls au travers des coupures (¥X;);=1,; que nous admettons (cf. remarque
3.5.2 [2]). Par ailleurs, on peut montrer que la réciproque, c’est-a-dire le passage de B* a un
potentiel vecteur de Hg(rot;€2), est vraie. Tous ces résultats sont résumés dans un second

résultat d’existence de potentiel vecteur, voir le théoréme 3.5.1. de [2].

Théoréme 4.3 Soit Q un domaine de R®. Pour tout v € L*(Q), on a Iéquivalence

dive =0 dans Q, v-npgg =0 et (v s, Dy, =0, Vi=1,1
<~
divw = 0 dans €, (4.12)

Jw € Hy(rot; Q) avec
<’lU “Nry, 1>H1/2(Fk) = O, Vk = O, K

tel que v = rot w dans 2.

De plus, il existe C' > 0 telle que, pour tout v, on peut choisir un potentiel w vérifiant

[l zreot:0) < Cllv]lz2q)-

5. Encore une fois, on peut réaliser la méme étude dans un milieu parfait, voir le Chapitre 5.
6. Comme E?™ € Hy(rot;Q), il existe (wy)x € (’D(Q))N telle que limy o0 [[E?”™ — wi || g (rot;0) = 0. Or
N
(rotwy)r € (D(Q)) , et |[rot E™ — rot wi|| gaiv;0) = |[rot E?™ —rot w20y < |E”™ — wi| m(rot 1)
pour tout &k implique que rot E¥°™ € H(div;), et donc que rot E””™ - n|sq = 0 d’aprés le théoréme 2.20.
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Ci-dessus, on remarque que le potentiel vecteur w appartient & X y(€2). Dans la suite, on

introduit les espaces fonctionnels

H(div0;Q) = {ve H(div;Q) tel que dive =0} ;
Hy(div0;Q) = Hy(div; Q)N H(div0;Q);
Hy(div0; Q) = {v e Hy(div0;Q) tel que (v - nys,, ey =0, Vi=1,1}.

Avant de se lancer dans les calculs, on rappelle I'inégalité de Weber (voir le théoréme 3.4.3. de

[2]), qui permet de définir une norme équivalente dans X y(£2).
Théoréme 4.4 Soit Q un domaine de R3. Il existe Cy > 0 telle que

Yw € XN(Q),
lwll g2 @) < Cw{llrot wl gz o) + divewlliz@ + Y Kw-n,1)mem,l}
1<k<K
Remarque 4.5 Le résultat présente des similitudes avec ['inégalité de Poincaré, valable dans
H{ (). Les deux résultats portent sur le controle de la norme || - ||12(q). Et les normes réalisant

le controle mettent en jeu des opérateurs d’ordre 1 (gradient, rotationnel, divergence).

Une norme équivalente a || - || x (o) est donc

. 1/2
I lxn@e @ we <‘|r0twui2(9) + ”leIwH%Q(Q) + Z [(w - n, 1>H1/2(Fk)’2> )
1<k<K

et on note (-,-)x ()2 le produit scalaire associé.

En d’autres termes, pour caractériser un élement de X n(€2), il suffit de connaitre son rotation-

nel, sa divergence et ses flux au travers des composantes (I'y)r=1 x de la frontiere. Ce qui est

justement le cas de E?™ la solution du modéle quasi-statique magnétique (4.11).

On construit maintenant la formulation variationnelle dans X y(£2), équivalente a (4.11), qu’on

résout au passage, avec B* vérifiant la premiére ligne du théoréme 4.3 : B* €¢ H §(div 0; Q).
— On a remarqué que E¥™ € X (). Soit v € X (), on a

1
(rot E®™ rot ’U)L2(Q) = (B*,rot ’U)LQ(Q), (div BT divv) 12(q) = g(p, divv)r2(q),
(B ryr D e (© - yre Dy = w0 myes Dge,), k= 1LEK

Si on somme les contributions, on introduit ¢9°™ € (X y(Q))" définie par

sm * 1 .
A (’U) = (B 7I'Ot ’U)LQ(Q) + g(p, div ’U)LQ(Q) + Z ’}/k<'U . ’rLle, 1>H1/2(Fk)7
k=1,K

et on en déduit que E9*™ est solution de

: (4.13)

Trouver E¥™ € X n(Q) tel que
(EQSTI’L?U)XN(Q)Q = EQSm(’U), Yo e XN(Q)

qui est une formulation variationnelle "standard". [ |
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— On peut appliquer le théoréeme de Riesz dans X y(2) muni de (-,-)x y(0)2, pour en déduire
I’existence, 'unicité et la dépendance continue par rapport aux données de la solution E™,

En particulier, on a [[E¥"||x ()2 = [ x y(Q),2, avec

L5 (v
ngsmHXN(Q)/72 — sup M
vex vV} 1Vl x v ()2

Et on a

sm 1 :
(e ()| < |(B*, 10t v) 2 (o] + g\(% divv) ()l + Z V(v -y 1) e,y
k=1,K

1 .
< 1B g2 llrot | g2 (o) + Zlellzz (o lldivvllzz o)
+ Z el (v s 1) e,y |
k=1,K
1 9\ 1/2
< (1B 20 + Sllolza@) + WP Tollx .2

ot on a utilisé successivement I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(£2), dans L2(Q), et enfin

dans R, On a done [ B*™|x (o2 < (IB*|2: g + Hllol22q) + 171°)*. =
— Il reste a établir que si E?™ résout (4.13), alors c’est une solution du modéle quasi-statique

magnétique (4.11).

(i) Tout d’abord, on a E¥™ € L?(Q), et E¥™ x naq = 0.

(ii) Pour retrouver les conditions de flux on note que, puisque la matrice de capacitance C est

de rang maximal (égal & K), on peut construire (g; )g=1,x des éléments de Vects—1 r(qe) tels

que (Vg “yr,,, 1) gz, = Okm, pour 1 < k,m < K.™ Comme on sait que v; = Vg; €

Xn(2),1 < k < K, on peut les utiliser comme fonctions-test dans (4.13) : on trouve que

(B¢ nyp,, 1>H1/2(Fk) =~ pour k=1K.

(iii) La formulation variationnelle (4.13) se réduit a

1
(rot E?", rot v) g2 () +(div B, div v) 12(q) = (B*, 10t v) 12y +—(p, div v) 12(q), Vv € X N ().
€
Pour traiter les deux termes séparément (en rotationnel, ou en divergence), on va d’abord uti-
liser des fonctions-test & rotationnel nul. Simplement, on choisit ¢ € H}(Q2) telle que Aq =
div B9 — %p dans Q (Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet homogeéne). Par
construction, v = Vg € Xyn(Q) et, utilisé dans la formulation variationnelle "réduite", on

trouve
, 1 : 1
0 = (div E®™ — - Aq)r2q) = [|div B¥™ — ng%P(Q)a

7. On cherche q,j sous la forme q,j = gk Wqe

(Vg -ne,, Dmee,y = Y, alVa i, Yor.dm)mem,) = P (Ve mjoa, Y00m) /200
=1,K =1,K
ipp (2.4) = ar(Vge, Vam)r2@) = Y, Creas.
=1,K =1,K

Id est, si on pose @ = Cley, alors q,': vérifie les conditions de flux requises.
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gsm

c’est-a-dire que div E¥™ = % p dans €.

(iv) La formulation variationnelle (4.13) se réduit encore, a
(rot BT, rot v) o) = (B*, 10t v)2(0y), Vv € XN ().

C’est 1a qu’on utilise les hypothéses sur B*. Puisque B* € Hp (div 0;€2), d’aprés le théoréme 4.3,
il existe w* € X n(Q) tel que B* = rot w* dans Q. Finalement, v = E¥™ — w* € X (),

utilisé dans la formulation variationnelle "doublement réduite", donne
0 = (rot E¥™ — B* rot (E9*" — 'w*))Lz(Q) = ||rot (E?™ — w*)Hi2(Q),

c’est-a-dire que rot E¥™ = B* dans (2. [ |

D’aprés ce qui précede, on a démontré le

Théoréme 4.6 Dans un domaine Q2 de R3, le modéle quasi-statique magnétique (4.11) est bien
posé. Pour toutes les données B* € Hy (div0;Q), p € L*(Q) et 7 € RE, il existe une solution

et une seule E?™, et de plus

IE*™ || xy0) < C (1Bl 52 + llpllza) + 171)

avec C' > (0 indépendante des données.

4.3 Deuxiéme résolution du modeéle quasi-statique magné-

tique en milieu homogéne

En vue d’enrichir les possibilités d’approximation numérique du modéle quasi-statique ma-
gnétique, nous allons étudier une approche différente pour le résoudre, en construisant mainte-
nant une formulation variationnelle dans H(rot ; §2). Tout d’abord, nous allons voir comment,
pour tout champ v € Hy(rot;(2), on peut évaluer sa norme ||v|| g (rot.0). Pour cela, on utilise
les décompositions de Helmholtz. On raisonne en deux temps, en décomposant successivement
les éléments de L*(Q) et ceux de Hy(rot ;). Les décompositions étant orthogonales pour
différents produits scalaires, il convient de faire un peu attention. Lorsque c’est nécessaire, on

précisera donc le produit scalaire...

4.3.1 Mesure des éléments de H(rot;?)

On construit tout d’abord des décompositions (orthogonales) d’espaces fonctionnels.

Proposition 4.7 Soit un domaine Q de R3. On a la décomposition de Helmholtz

L2(Q) = V[HY(Q)] & H(div0; Q). (4.14)
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Démonstration : 1l est clair que V[H}(Q)] + H(div0; Q) C L*(Q).
Soit maintenant v € L?*(Q). On définit ¢ € HL(Q) telle que A¢ = divw dans Q, c’est-a-dire que
(Vo, Vq)Lz(Q) = (v, Vq)Lz(Q) pour tout ¢ € H}(Q) (Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet
homogéne). Puis, on pose v = V¢ € L*(Q) et v7 = v — vl. Par construction, on a v € L*(Q) et
dive? = dive — A¢ = 0 dans Q, cest-a-dire que v? € H(div0; Q). Puisque v est quelconque, on a
I'inclusion

L?(Q) C V[H}(Q)] + H(div 0; Q).
On vérifie pour finir que la somme est orthogonale (et donc directe) : soient v* = V¢ avec ¢ € H (),

et vI € H(div0;Q). Par intégration par parties (2.4), on trouve que (v”, ’UT)Lz(Q) =0. [ ]

Proposition 4.8 Soit un domaine Q de R3. On a la décomposition

LH(aiv;0)

H(div0;Q) = Vecti.1 x (V) @  rot [H'(Q)N H(div0;Q)].

Démonstration : Tout d’abord, Vecty—1 x(Vqr) et rot [H'(Q) N H(div 0; Q)] sont tous deux inclus

dans H (div 0; ). Ensuite, soit v € H(div0;{). En raisonnant comme au théoréme 4.1, on construit
"

v =v -3, xaVg tel que (v - nr,, L gize,) = 0 pour k = 0,K. A partir de la, on peut
appliquer le théoréme 2.24 a v” pour conclure que v” € rot [H'(2) N H(div 0;£2)]. On a donc

H(div0; Q) = Vecty—1 r(Vqe) + rot [H*(Q) N H(div 0; Q)).

Enfin, pour tout v; € Vecty—1 x(Vq) et v € rot [H'(Q) N H(div0;Q)], on sait que v; € Ho(rot ;)
avec rot vy = 0. Si on écrit que vy = rotw pour w € H(rot;(2), on a par intégration par parties
(2.19)

(v1,V2) FH(div ) = (V1,V2) 2() = (V1,TOt W) 2y = 0.

La décomposition est bien orthogonale. [ |

A partir de 14, on note que rot [H'(2) N H(div 0; Q)] C rot [H'(Q)]. Puis on vérifie sans peine
que pour tout w € H'(Q), v = rot w € L*(Q) est tel que, pour tout k = 0, K, le flux sur Ty

est nul aprés une double intégration par parties :

(v-nyr,, 1>H1/2(Fk) = (v- n|Fk7Qk>H1/2(Fk) = (v- "\Fkan>H1/2(aQ)

= (v, Var)2(q) = (rot w, Vi) p2(q) = 0.

Bien siir, divv = 0. D’aprés le théoréme 2.24, on a donc v € rot [H'(Q) N H(div 0;Q)]. On en

déduit finalement que

L rraiv;0)

H(div0;Q) = Vectim1 x(Vg) @®  rot [H'(Q)).
Corollaire 4.9 Soit un domaine 2 de R®. On a la décomposition de Helmholtz

L2(Q) = V[HL ()] & rot [H'(Q)]. (4.15)
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Démonstration : D’apres (4.14) et les décompositions écrites ci-dessus, on trouve successivement que

I12(Q) = VI[HNQ) & H(div0;0)
= V[H}(Q)] & Vecty—1,x (Vaqr) & rot [H'(Q)]

L i
= V[H}(Q) & Vect—1 x(ge)]  rot [H'(Q)],
i
ce qui conduit au résultat annoncé, car H}q, () = Hg(Q) @ Vecti—1, x (qr).- |

Pourquoi cette seconde décomposition ? Si on compare (4.14) a (4.15), on note que, dans (4.15),
le sous-espace V[H2,(Q)] contient tous les champs de L*(2) & rotationnel nul et a trace tan-

gentielle nulle, voir le théoréeme 4.1. Ceci sera utile par la suite.

On introduit ensuite 'espace fonctionnel
KN(Q) = X n(Q) N H(div0; Q).
Des définitions équivalentes de K y(£2) sont :

Kn(Q2) = {k e Hy(rot;Q) tel que divk = 0}
= {k € Ho(rot;Q) tel que Vgo € Hy(Q), (k, Vo) r2(0) = 0}.

Proposition 4.10 Soit un domaine Q0 de R®. On a la décomposition de Helmholtz
J-H(ro': ;2)

Hy(rot;Q) =V[H;(Q)] @ Kn(Q). (4.16)

Démonstration : Comme précédemment, il est clair que V[HE(Q)] + Kn(Q2) C Ho(rot; Q).

Soit maintenant v € Hy(rot;€2). On utilise la premiére décomposition de Helmholtz (4.14) pour
écrive v = Vo + k, avec ¢ € HY(Q), et k € H(div0;Q). Comme par ailleurs rotv € L*(Q2), on a
k € Kn(9Q), et linclusion Ho(rot;Q) C V[HE(Q)] + K n(2) est vérifice. Quant a 'orthogonalité de

la. décomposition, c’est une conséquence immédiate de la seconde définition équivalente de K n(€2). m
Notons que Vg, € Ky(2) pour ¢ = 1, K (voir le §4.1.1). Si donc on isole Vect,—; x(Vq,), on
peut "affiner" la décomposition, et écrire :

Lxy@

KN(Q) = VeCtg:LK(qu) D K]_V(Q), ou
KLy (Q) = {k: € Hy(rot; Q) tel que Vg € Hyo(Q), (k, Vq)Lz(Q) = O} ,
car on a (v, w)x (@) = (U, W)H(rot:2) Pour tout v,w € Ky(2). Une propriété notable des

éléments k de K () est que leurs flux sont nuls au travers des composantes connexes de la

frontiére. En effet, pour tout ¢ =1, K,

<k "My, 1>(H1/2(FZ))’,H1/2(FZ) = <k “Mry, CI€>(H1/2(BQ))',H1/2(39)
ipp (24) = (divk,q)r2 + (K, V)2 = 0. (4.17)

On déduit de ce qui précede une nouvelle décomposition de Helmholtz.
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Corollaire 4.11 Soit un domaine Q0 de R3. On a la décomposition de Helmholtz

J-H(rot HY))

Hy(rot;Q) = V[H}o ()] & Kx(Q). (4.18)

On peut notamment faire deux commentaires concernant ces décompositions (orthogonales).
D’apres (4.16), V[H}(Q)] est le sous-espace vectoriel orthogonal & K x(€2) dans Hy(rot ;) :
il est donc fermé dans Hy(rot ;). Et de méme pour V[H},(Q)] d’aprés (4.18). Par ailleurs,
par comparaison de (4.16) et (4.18), le sous-espace V[H}, ()] contient tous les champs de
H(rot ;) a rotationnel nul. En outre, les champs de K () sont plus simples a mesurer que

ceuzr de K n(£2), voir la remarque 4.12 ci-dessous.

Si on repart du corollaire 4.11, il existe donc deux applications linéaires et continues
P e L(Hy(rot;Q), K5(Q), Qe L(Hy(rot;Q), H,(Q)),

telles que
Vw € Hy(rot;9), w = Pw+ V(Quw). (4.19)

Etudions de plus prés comment on peut mesurer les éléments de K (€2). Par définition, on a
K () € Xn(Q). D'aprés I'inégalité de Weber (voir le théoréme 4.4), il existe Cy > 0 telle
que, pour tout k € K (), on a

1llz2() < Cwllrot kllr2(o)
car les termes de flux disparaissent d’aprés (4.17).

Remarque 4.12 Au contraire, si on utilise la décomposition (4.16), c’est-a-dire des éléments
de K x(Q) en complément des gradient d’éléments de H} (), les termes de flur sont en général

non-nuls, et doivent apparaitre dans la majoration. Cela rend les calculs plus fastidieux.

On a donc d’une part :

9 9 1/2
el rrot o = (11320 + [r0t kll2zg)) < Ci llrot Kl g2qg. (4.20)
avec C; = (14 C%,)1/2 > 1. D’autre part, on a bien sfir
Irot kll 20y < [I¥l sror 0. (4.21)

On rappelle que, puisque H,(€2) C Hyp, (22), on peut munir cet espace de la norme ||V - || p2(q),
équivalente a la norme || - || g1(q)-

On en déduit finalement une autre mesure des éléments de H(rot ;).

Corollaire 4.13 Soit un domaine Q de R®. Dans Hy(rot ; (),

_ . 1/2
w = ([9(Qw) |30y + Irot (Pw)3:q))

définit une norme, qui est équivalente a || - || H(rot;0) -
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Démonstration : Soit v € Hy(rot;{2), on écrit v = V¢ + k, avec ¢ = Qu e H}o (), et k = Py e
K (). Par orthogonalité de la décomposition de Helmholtz (4.18), on a

1/2 1/2
lollerotsor = (IV01rot ) + Wkll3rrotic) = (IV@125(0) + I#l3r ot )

A T’aide des bornes (4.20) et (4.21), on en déduit immédiatement le résultat souhaité. [ ]

4.3.2 Résolution du modéle quasi-statique magnétique en milieu ho-

mogéne dans H(rot ;)

Le but étant de construire une formulation variationnelle du modéle (4.11) dans Hy(rot ; §2),

on va prendre en compte la condition sur la divergence de E%™ et celles sur les flux de E?*™

comme des contraintes. En effet, en partant de div E¥*" = %p dans Q et (E*"-nyp, , 1>H1/2(Fk) =

vk pour k = 1, K, on obtient a l'aide de la formule d’intégration par parties (2.4), avec des

fonctions-test dans H}, (), les relations

vq/ S HéQ(Q>7 (Eq8m7 Vq/)LQ(Q) = —(le Eq8m> qI)LQ(Q) + <Eqsm . ’n‘ag, ’}/Oq/>H1/2(8Q)
1
- —E(P; q)120) + Z Ve dpr,- (4.22)
{=1,K

Réciproquement, si (4.22) est vérifiée, on a d’abord

22) 1
Yo eD(Q),  (divE®™ v) = —(E®" Vo) = —(B*", Vo) g = ~(p, )2
et on retrouve la condition div E®"™ = %p dans . Puis, si on choisit ¢ = ¢, pour k = 1, K

dans (4.22), on trouve

1 : sm sm
Ve = 5(07 ar)r2@) + (BT V) 2 o) = (div E¥", qx) r20) + (B*", Vi) g2 (o)
ipp (24) = <Eqsm " Mo, ’Yoqk>H1/2(aQ) = <Eqsm "Nry, 1>H1/2(Fk)‘

Quant & la condition sur le rotationnel de E?°™ elle entraine évidemment
Vv € Hy(rot; ), (rot B rot v) 2y = (B*,rot v)2(q). (4.23)

Réciproquement, supposons (4.23) vérifiece. Comme on sait que, d’aprés le théoréme 4.3 d’ex-
traction de potentiel vecteur, il existe w* € Hy(rot;{2) tel que B* = rotw* dans ), on a
v=E"" —w* € Hy(rot;), et il suit

| B* — rot Eqsme.ﬁ(Q) = (B* —rot E”" rot w* —rot E*™);2
= (B" —rot E”" rot v)2q)
cf. (4.23) = 0,

et on a bien retrouvé la condition rot E*™ = B* dans ().
En conclusion, on a le résultat ci-dessous, ot I'on voit que la forme variationnelle dans Hy(rot ; §2)

est complétée par la prise en compte des contraintes...
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Proposition 4.14 Soit un domaine Q de R®. Soient B* € Hy (div0;Q), p € L*(Q) et 7 € RX,

Alors E¥™ est solution du modeéle (4.11) si, et seulement si, E?*™ est solution de
Trouver E¥™ € Hy(rot ;) tel que
Vv € Hy(rot; ), (rot E*™ rot v) 2 = (B",rot v) 2

sm ]'
Vq’ € H(%Q(Q)a (Eq 7Vq/>L2(Q) = —g(/% qI)LQ(Q) + Z Ye Q\/Fg
=1,K

(4.24)

Par linéarité, les fonctions-test sont les couples (v,q) € Ho(rot;Q) x Hlo(Q2), alors que la
solution est "simplement" E*™ € Hy(rot ;). Pour "symétriser" les espaces de fonctions-test
et les espaces de solutions, on se propose d’ajouter une inconnue artificielle®, notée pg ci-aprés.
On modifie (4.24) en ajoutant (v, Vpg)r2q) & la premicre ligne d’équations, que I'on peut voir

comme le terme "symétrique" de (E*™, V') 2 ). On aboutit & :
Trouver (E%*™ pp) € Ho(rot; Q) x Hio(Q) tels que
Vv € Hy(rot; ), (rot E*™ rot v) 2 + (v, VpE)Lz(Q) (B*,rot v)2(q)

sm 1
Vq' € HZI)Q<Q): (B vaI>L2(Q) == Pa Q) Z e Q|1“Z
=1,K

(4.25)

Si on dispose maintenant d’une formulation symétrique entre les solutions et les fonctions-test,
la question est de savoir quel est le lien entre la nouvelle formulation (4.25) et la formulation

précédente (4.24)! Une premiére observation est le...
Lemme 4.15 Soit (E”™, pg) une solution de (4.25) : alors pg = 0.

Démonstration : On note que v = Vpg € Hy(rot ;). On peut donc l'utiliser comme fonction-test

dans (4.25). Et, comme rot v = 0 dans €, on trouve

(v, VpE)2(q) =0, c’est-a-dire HVpEHiQ(Q) =0.
Le résultat suit. [ |
A partir de 14, le lien entre les deux formulations variationnelles est clair.

Lemme 4.16 Soit un domaine Q0 de R3. Soient B* € Hp(div0;Q), p € L*(Q) et 7 € RE,

Alors E®™ est solution de (4.24) si, et seulement si, il existe pg telle que (E¥™ pg) est solution

de (4.25).

Démonstration : En se basant sur la construction de la nouvelle formulation (4.25), il est clair que
si E?™ résout (4.24), alors (E?°™,0) résout (4.25).
Réciproquement, si (E?™, pg) est solution de (4.25), alors d’aprés le lemme précédent, pg = 0, et il

suit que E?™ vérifie la formulation (4.24). ]

On en déduit le caractére bien posé de la nouvelle formulation (4.25) a 'aide des résultats

précédemment obtenus (voir le théoréme 4.6 pour la résolution dans X y(£2)).

8. Pour qualifier pg on parle parfois de pression artificielle.
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Théoréme 4.17 Soit un domaine Q de R3. Pour toutes les données B* € Hp (div0;Q), p €
L*(Q) et ¥ € RE, il existe une solution et une seule (E%™ pg) de (4.25), et de plus

pe =0,
IE®™|| frrot ) < C (HB*”LQ(Q) + HPHLZ(Q) + WD )

avec C' > 0 indépendante des données.

Il existe plusieurs autres fagons de démontrer directement le résultat a partir de (4.25). La
plus classique utilise 'approche de Babuska-Brezzi pour résoudre les problémes mixtes (cette
approche est décrite par exemple dans [32, §1.4.1] ou [4, §5.2]). Pour aboutir au résultat, 1'in-
grédient principal est 1'équivalence de norme (4.20)-(4.21) dans K (£2). Nous utilisons une
méthode plus récente [17], reposant sur la T-coercivité (voir I’Annexe B pour des rappels sur
cette notion). En effet, cette approche donne de bons indicateurs quant a la méthode de dis-
crétisation a utiliser par la suite.
Nous nous plagons dans P'espace produit V = Hy(rot; Q) x H}o (). Muni de la norme

1w, ) v = ([l ot o) + 1V I 72(0)) "7,
()

V est un espace de Hilbert. Dans l'espace produit V, on peut réécrire (4.25) sous la forme

équivalente

Trouver (E**™ pg) € V tel que

(v, q) € V, (B pp), (v,)) = (B*, ot v) 1210 4.26)

- %(p, Oz + > vedr,
(=1,K
avec
a((u,p’), (v,q)) = (rot u,rot v) 2y + (v, VD) r2(q) + (4, V') 12(q)
une forme bilinéaire, continue et symétrique sur V x V. On établit ci-dessous la T-coercivité de
la forme a(+,-), qui est une condition nécessaire et suffisante pour établir le caractére bien posé

de (4.26), voir le théoréme B.12 ou son corollaire B.20.

Théoréme 4.18 Soit un domaine Q de R3. Alors,
T € L(V), 3y >0, Y(u,p) €V, a((u,p), T(u,p)) > 7 [|(w, )7 (4.27)

Démonstration : Soit (u,p’) € V. On va chercher (v*, ¢*) dépendant linéairement de (u,p’), tel que
a((u,p'), (v*,¢%)) > v |[(u,p')||3. On définira ensuite T : (u,p’) — (v*,q*).
On raisonne par "étapes successives".

(i) On suppose tout d’abord que u = 0. Alors a((0,p'), (v,q¢)) = (v, Vp’)Lz(Q). Si on choisit
(v*,q%) = (Vp',0),

on trouve
a((0, ), (v*,¢") = (V1/, V) 2 () = VP [I72(0) = 110, )%
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Dans la suite, on utilise la décomposition orthogonale (4.18) pour w :
u = V¢ +k avec (k,d) = (Pu,Qu) € K (Q) x Hiq(Q).

. . 2 2 1/2

En partlcuher, ||uHH(I‘Ot Q) = (HkHH(rot Q) + Hv¢||L2(Q)> .
(ii) On suppose maintenant que p’ = 0. Alors a((u,0), (v,¢')) = (rot u,rot v) 2 )+ (u, V¢') 2 (q)-
Par définition de K (2), on sait que (k, Vq’)Lz(Q) = 0. Et, puisque rot k = rotu, on a
a((u,0), (v,q')) = (rot k,rot v) 2 o) + (V4, V') 12
Si on choisit
(v",q") = (k, 9),
on trouve cette fois, avec C; > 1 la constante apparaissant dans (4.20),
a((u,O),(v*,q*)) = ”I‘Otk”ig(g) + ”vm‘i?(g)
(01)72’“{3”%{(1'01: Q) + HV(ﬁHiQ(Q)

min((C1) % 1) (1l et + V91320 )

2
Vel ot )
= 7ll(w, )3,

ot v = min((C1)72,1) = (C1)~2 €]0, 1].

v

Y

(iii) Dans le cas "général", I'idée est de choisir une "combinaison linéaire" des choix précédents :
('U*, q*) = ﬁl(vplv 0) + /82(k7 ¢) = (51vp/ + /82k7 B2¢)7
avec 1, f2 € R a choisir.

a((u,p’), (v*,¢*)) = (rotu,rot V") o) + (V7 Vp’)Lz(Q) + (k+ Vo, V") 2(q)
— Ballrot klZ 0 + 81 IVF2aqy + B2 V6122 0

Si on choisit 1 = B2 = 1, on trouve

a((u,p'), (v*, "))

AV

() 21k 2ot + IVP 2y + V912
v (HuH%(rot Q) + va/”i2(9))
[l (w, ) |12

v

* *

En outre, si on pose T(u,p’) = (v*,q*) = (Vp' + k, ¢), on a par orthogonalité :

T, D)E = 0 rot i) + Ve 320
= [IVP' + Kl E ot s0) + 1Vl 72
= IVD' 2 + Ikl E ot ) + IVl 720
= 1VF B2y + Il 3ot o

= (w23
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Ainsi, T est une isométrie : T € L(V), et [||T||| = 1.
Si on reprend les calculs ci-dessus, on note que
ToT(u,p) =T(Vp' + k,¢) = (Vo + k,p) = (u,p),

ce qui prouve que T est bijective, et T™! = T.
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Notes de cours 5

Modeéles électrostatique et quasi-statique

magnétique en milieu parfait

On s’intéresse a la résolution mathématique des modéles électrostatique et quasi-statique
magnétique, lorsqu’ils sont posés dans un domaine composé d’un milieu parfait. On va re-
prendre les études menées au Chapitre 4, en insistant sur les nouveautés par rapport aux
études conduites dans un milieu homogeéne.

On note (I'y)x—o0 x les K + 1 composantes connexes maximales distinctes de 052, avec K > 0.
Par convention Iy est égale & la frontiére de la composante connexe non-bornée de R?\ Q. On

note (X;);=1.r les coupures permettant 'extraction des potentiels scalaires dans 0= Q\Uf:1 >

On rappelle que, dans un milieu parfait, enfin de pouvoir définir I’énergie électromagnétique,

la permittivité électrique ¢ est telle que (cf. (3.26))

¢ est un tenseur symétrique mesurable tel que
Je_,es >0, VX €R?, e[ X <eX - X <e|X]?p. p. dans Q.

En préambule, on note que €' posséde les mémes propriétés que g, avec (e 1)_ = (e.)7!, et
p , que £ p prop que g, )

(71, = (¢.)7'. En outre, on a le résultat :

ve L*(Q) < eve L*().

5.1 Résolution du modeéle électrostatique en milieu parfait

On veut résoudre ici
Trouver E*'* € L*(9) tel que

rot E** = () dans
div (¢E*'*) = p dans
E® x n =0 sur 09
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avec une donnée p € L?(Q). Avant de se lancer les calculs, il est fondamental de noter que :

on ne peut pas "sortir" la permittivité £ de la divergence si celle-ci dépend de x!!

Pourquoi ? Prenons I'exemple d’un milieu isotrope, c’est-a-dire que ¢ = el avec une permit-
tivite ¢ € C*(Q). Alors pour tout champ v € C'(Q), on a div (ew) = Ve - v + edivw. Plus
généralement, mathématiquement parlant, la "nouveauté" dans le milieu parfait est que, méme

si DSt = gEsmt € H(div;Q) ca n’est pas automatiquement le cas pour E**!

Pour mener & bien I'analyse, on note que la forme (q,q") = (eVq, Vq')p2(q) est continue,
coercive et symétrique sur Hjo(Q) x Hjqo(€2), puisque £ est un tenseur symétrique. En effet, on
a, pour tout g € H}o(Q),

e-IVallz2(q) < €V, Va) 2oy < a4l Vallzaq).

On munit donc H}o(Q) de ce produit scalaire, noté (-, -);., et de la norme associée || - ||;. :
q—= ||£1/2VQ||L2(Q). Alinsi,

’0n ne"sort" pas non plus la permittivité du produit scalaire ou de la norme! ‘

Pourquoi ? On va le voir ci-dessous, en construisant des solutions non-nulles de (5.1) lorsque
p = 0. En effet, dans un milieu parfait, on peut prouver la non-unicité des solutions lorsque 052

n’est pas connexe, a l'aide des K solutions des problémes ci-aprés. Pour 1 </ < K :

Trouver ¢; € H'(Q) telle que Trouver ¢; € H'(Q) telle que
div (eV¢g;) = 0 dans Q = (Ve V)2 =0, Vg € Hy(Q) - (5.2)
@G =0psur 'y, 0<k<K @G =0psur 'y, 0<k <K

Sachant que HJ(Q2) C HL,(S2), ce probléme est bien posé, car la forme (g, q’) — (eVe, V)12
est en particulier coercive sur Hj(Q2) x Hg (). Par construction, (V¢f),=1 x sont des solutions

non-nulles de (5.1) avec p = 0, puisque
rot (Vg;) = 0 et div (eVqy) @2 0 dans Q mrr,(Vgg) = Vi, (Yor,.47) = 0, 0<k<K.
Afin de garantir I'unicité, on se sert d’'une matrice de capacitance, égale ici a
C* e RM*F telle que Cf,, = (eVd,,, Va7 )2y, 1 <m <K, (5.3)

qui est symétrique définie-positive (et donc toujours inversible). Et, comme précédemment, on
va vérifier par le calcul que les conditions de flux au travers des composantes (I'y)x—o x de 02

vont garantir 1'unicité.

Pour résoudre le modeéle électrostatique en milieu parfait, on passe a nouveau par les po-

tentiels scalaires (voir le théoréme 4.1). Cette fois, on utilise la décomposition

1
Hpo () = Hy () & Vecte—r,x(q7), (5-4)
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orthogonale par rapport au produit scalaire (-, -); .. Cette décomposition est différente de (4.6),

toutefois I'espace des potentiels scalaires reste le méme !

On compléte done (5.1) pour écrire

;

Trouver E*'* € L*(1) tel que

rot E* = () dans Q

div (eE*") = p : (5.5)
E5 x n =0 sur 0

<gEStat "My, 1>H1/2(Fk) =%, Vk=1,K

\
Les données sont p € L3(Q), et ¥ = (1 )r=1.x € RF. Pour 1 < k < K, 73, est égal a la charge
surfacique totale sur I'y, et on détermine le flux de gE‘St“t sur [y a I'aide de I'intégration par
parties (2.4).

Comme dans le milieu homogeéne, I'idée est d’utiliser le théoréme 4.1 d’extraction de potentiel
scalaire pour résoudre (5.5).
On commence par chercher E*% ¢ L%(Q) vérifiant (5.5a) et (5.5¢). D’aprés le théoréme 4.1, on peut

écrire E5' sous la forme (4.4) :
3lp € Hi(Q) tel que ES = Vp dans Q.

Ensuite, on décompose le potentiel selon la nouvelle décomposition (5.4) de HéQ(Q), A savoir p =

Q0 + D _p—1 i Qdy; O go € HE(Q) et (ag)o—1,x € RE.
On va prendre (5.5b) en compte, puis (5.5d). Pour commencer gy € H () est tel qu'on a :

Vg € Hy(Q), (eVao, V)2 = (EE™, V)20 — > ar(eVa;, V) 2o

(=1,K
of. (52) = (B V{q)p2q)
ipp (24) = —(div (gESMt), QI)L2(Q)
(5.5b) = —(p, Q')LZ(Q)~ (5.6)

On peut voir (5.6) comme une formulation variationnelle posée dans Hg (), dont la solution est go.
Comme la forme (¢,q¢’) — (gVq, Vq’)L2(Q) est coercive sur H}(Q) x H}(Q), qo est bien caractérisé
par (5.6), et on a div (eVqy) = p dans 2. Puisque div (eV(3_,—1 x eqr)) = 0, pour tout (ay)e=1k,
E5" =Vqo+ Y, x eVq; vérifie (5.5b).

Enfin, il reste & choisir (ay)s=1,x pour vérifier (5.5d). On effectue le produit matrice-vecteur C°a&

“a)y = Z Crea = Z (eVas, Vi) g2 o) = (g( Z Oéfvﬁ),v(li)fﬁ(ﬂ)
(=1.K (=1,K (=1.K
= (e(B = Vo), Vai) 12 ()
sym. et (5.2) = (eE Stat,VQk)LZ(Q)

€
p (2.4) et (5.5b) = —(prar)r2) + (E€E™ 1190, 67) i1/2(00)

(qi) \Fﬂ:(skm

—(prar)r2) + B - np 1) e, )- (5.7)
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Et ainsi (C°aQ)x = —(p, q)2(0) + (eE** - myp, 1) 1/2(ry)- On en déduit donc que Estt yerifie (5.5d)
si, et seulement si, @ € R est solution de CE& = 5, ou B = —(p, qk)LQ(Q) + Y, pour k=1, K.

Avec ce choix pour gg et (ayg)¢=1,K, on a donc ezistence de la solution du modéle (5.5). [ ]

L’unicité de la solution est établie comme dans I’étude menée en milieu homogéne. Pour la

dépendance continue, on note que pour toute norme || - || de L*(Q2), on a :

1B = |Vao + > Vel < [Vaol + 1| Y arVeil.

(=1,K (=1,K

L’idée est d’utiliser la formulation variationnelle (5.6) pour estimer la partie en gg. La norme

"naturelle” est | - [l1.c : ¢ = [|g"/2Vq| z2(q)- En effet, si on prend ¢’ = ¢ dans (5.6), on trouve :

Hgmv%Hia(Q) = (eVa, V)2 = — (0, 0) 2@ < ol llgol 22

Cy

Cp > 0 cste Poincare [21] < G, |lpll 20| Vaol 20y < e )i ol 22 12V 0]l 22
On a donc o
Vp 6 LQ(Q), V’? E RK7 ||£1/QVQO||L2(Q) S ﬁ ||p||L2(Q)

La partie || >,_; 2V ¢;|| ne pose aucune difficulté, puisqu’on raisonne dans un espace vectoriel

de dimension finie. Quelle que soit la norme || - || choisie, il existe une constante C' > 0 telle que,

Vpe LA(Q), Ve RN, || Y avgil < Y ladllVaill < C (ol + 17) -

(=1,K =1,K

Avec le choix de la norme "naturelle" || - ||1, on en déduit que ||g"/?V(go + Y1k V)| L2
dépend contintiment des données. Si on passe au champ électrostatique E*'* il est alors "na-
turel" de munir L*(Q) du produit scalaire (v, w) (ev, w)2(q), et de la norme associée

1/2

g/ - HL2(Q). En effet, d’aprés de qui précéde, on a établi la

dépendance continue de ||g"/2E*"|| 12y par rapport & ||p|| 20 + |7]-

A partir de 1a, on controle également le champ électrostatique dans H (rot ; €2), puisque d’aprés
(5.5a), on a rot E*** = 0. On choisit de munir H (rot ;) du produit scalaire

(v,v") = (gv, V") 2 () + (drot v, Tt V') 12,

2
L2(Q
vérifiant (3.26). Classiquement, on peut faire deux choix', a savoir § = I3, ou d = p~'. Un

et de la norme associée v — (||gl/2'u||f.42(ﬂ) + ||é1/2rot v|| ))1/2, ott § est un champ de tenseurs

point fondamental est que les propriétés d’orthogonalité sont indépendantes du choix de d, voir
§5.2.1.

Enfin, on a ||div (eE*)|| .2 = ||p]l12()- Ainsi, on a démontré le

1. Le second choix, § = H_l, est particuliérement utile pour résoudre des problémes aux valeurs propres en

milieu parfait, voir [2, §8.2]
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Théoréme 5.1 Dans un domaine Q0 de R® composé d’un milieu parfait, le modéle électrosta-
tique (5.5) est bien posé. Pour toutes les données p € L*(Q) et ¥ € RY, il existe une solution

et une seule E*' et de plus
2B | 2y + 18" Prot B || 2q) + |div (£E¥)|| 2() < C (ol + 171)

avec C' > 0 indépendante des données.

5.2 Résolution du modéle quasi-statique magnétique en
milieu parfait

On s’intéresse maintenant a la résolution mathématique du modeéle quasi-statique magné-
tique (3.52), posé dans un domaine composé d’un milieu parfait, entouré d’'un conducteur

parfait. A I'aide des résultats du §5.1 (voir le modéle "complété"), on va résoudre

;

Trouver E*™ ¢ L*(Q) tel que

rot E¥*™ = B* dans )

div (eE*™) = p dans Q . (5.8)
E®"™ x n =0 sur 0f)

(eE”™ -nyr, ) per,) = Vk=1,K

\

Les données sont B* € Hy(div0;Q), p € L*(Q), et ¥ = (V)r=1.x € R¥. Comme on 'a vu au
théoréme 4.3, les hypothéses sur B* garantissent I’existence d’un potentiel vecteur.

L’idée est de construire une formulation variationnelle dans H(rot ;€2). A I'instar du §4.3, on
va se servir de décompositions de Helmholtz, adaptées au cas du milieu parfait, ce qui permettra

ensuite de construire et d’étudier la formulation variationnelle.

5.2.1 Deécompositions de Helmholtz

On rappelle que d'une part L*(€2) est muni du produit scalaire (v, w) + (gv, w) 2 et
que d’autre part Ho(rot ;(2) est muni du produit scalaire (-, -)csrot : (v,0") = (€v,0)p2(q) +
(drot v, rot v') 12 q) (et des normes associées). Dans la suite, la notion d’orthogonalité est énon-
cée par rapport a ces produits scalaires : on la note L. dans L*(2), et L. sror dans Ho(rot ;).

On introduit I'espace fonctionnel
H(div£0; Q) = {v € L*(Q) tel que divev =0} .
Notons que H (dive0; Q) = {v € L*(Q) tel que gv € H(div0;Q)}.

Proposition 5.2 Soit un domaine 2 de R® composé d’un milieu parfait. On a la décomposition
de Helmholtz .
L*(Q) = V[H}(Q)] & H(div£0; Q). (5.9)
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Démonstration : Il est clair que V[H{ ()] + H (div£0; Q) C L*(1).

Soit maintenant v € L?(2). On définit ¢ € H}(Q) telle que div (V) = div (ev) dans Q, c’est-a-dire
que (eVo, qu)LQ(Q) = (gv,qu)lg(Q) pour tout gy € Hg(Q). Par hypothése sur g, ce probléme est
bien posé. Puis, on pose v = V¢ € L*(Q) et v = v — v’. Par construction, on a v € L*(Q)
et div (ev”) = div (ev) — div (V@) = 0 dans Q, c’est-a-dire que v’ € H(dive0;2). Puisque v est
quelconque, on a l'inclusion

L*(Q) C V[H ()] + H(div£0; Q).

On vérifie pour finir que la somme est orthogonale : soient v* = V¢ avec ¢ € HE(Q), et v €
H (div £0; Q). On note que g'UT € H(div;Q). Et, par intégration par parties (2.4), on en conclut que
(ev”, ’UL)Lz(Q) =0. [ ]

On introduit maintenant ’espace fonctionnel
Kn(Q;e) = {k € Hy(rot; Q) tel que div (k) =0} .
Remarque 5.3 On note que la définition de Kn(2;¢) est indépendante du choiz de §.

Une définition équivalente de K n(€2;¢) est :
Kn(Q;e) = {k € Hy(rot; Q) tel que Vg € Hy(Q), (ck, Vo) L) = =0}.

Proposition 5.4 Soit un domaine 2 de R? composé d’un milieu parfait. On a la décomposition
de Helmholtz

J~s,<$rot
H(rot;Q) = V[H)(Q)] & Kn(Q;e). (5.10)
Démonstration : Comme précédemment, il est clair que V[Hj ()] + K n(€;e) C Ho(rot; Q).
Soit maintenant v € Ho(rot ;2). On utilise la premiére décomposition de Helmholtz (5.9) pour écrire
v =V¢+k, avec ¢ € H}(Q), et k € H(dive0;€2). Comme par ailleurs rotv € L*(Q), on a k €
K n(Q;¢), et Iinclusion Ho(rot;Q) C V[H(Q)] + Kn(Q;¢) est vérifice. La seconde définition de

Kn(Q;¢) permet d’en déduire I'orthogonalité de la somme. [ |

Notons que Vgj € Kn(€;¢) pour £ = 1, K. A 'instar du milieu homogéne, on décompose donc
K n(92;¢) selon

J—5, rot
Ky(Qg) = Vectin (V) & Ky(Qg), on
Ky(Qe) = {ke Hy(rot;Q) tel que Vg € Hjo(Q), (ek,Vq)r2q) =0}

Par construction, pour tout k € K (€;¢), on sait que gk € H (div0;2). On déduit de ce qui
précéde que, pour tout £ =1, K,

(ek-mpr,, 1>(H1/2(F5))’,H1/2(1“2) = (k- -npr,, (J@(Hl/?(ag)y,Hl/?(aQ)
ipp (24) = (divek, g7)120) + (ek, Vag)p2q) = 0. (5.11)

On verra que les champs de K (€2;¢) sont plus simples a mesurer que ceur de K (€ ¢g).
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Corollaire 5.5 Soit un domaine Q0 de R composé d’un miliew parfait. On a la décomposition
de Helmholtz

J-5,61‘01:

Hy(rot;Q) = V[Hyo(Q)] & Ky(Qg). (5.12)

Dans un milieu parfait, il existe cette fois deux applications linéaires et continues
P" e L(H(rot;Q), Ky(Qe)), @ € L(Hy(rot;Q), Hio (),

telles que
Vw € Hy(rot;Q), w=Pw+ V(Qw). (5.13)

Remarque 5.6 Les décompositions de Helmholtz (5.10) et (5. 12) sont indépendantes du choix

de 9. Il est en donc de méme pour la définition des applications P et Qe

Parmi les propriétés notables de P et @5, on note que, par orthogonalité L. 5ot de la décom-
position de Helmholtz (5.12) :

P00 = Ly 00 Ker(P') = V[Hyo ()] et Im(P") = K (2 ¢),
Q o V|H ba(@) = ]I|H1 (Q)> Ker(Q )= K&(Q;g) et Im(Q°) = HéQ<Q)'
On rappelle l'inégalité de Weber dans un milieu parfait (voir le théoréme 6.1.4. de [2]).

Théoréme 5.7 Soit Q un domaine de R® composé d’un milieu parfait. Il existe C’%’,‘S > 0,

dépendant de g et 0, telle que

Vw € {v € Hy(rot;Q) tel que div (ev) € L*(Q)},

le' 2w g2 () 085{||51/21"0tw||L2 @ * [div (ew) [ r20) + Z (ew -, 1) gz}
1<k<K
On a des inégalités du type
Vk € Kn(Qg), llg7kl2@) < O {10 rot kll g2y + > ek - n, 1) ey},
1<k<K

vk € Ky(2), €%k 1) <0ﬂw%mwmw

avec, comme annoncé précédemment, une borne "simplifiée" pour les élements de K (2;¢).
Ceci va nous permettre d’en déduire une nouvelle mesure des éléments de Hy(rot ; (2), adaptée
a notre probléme car utilisant 1'orthogonalité L syot -

Pour récapituler, on a établi que, pour tout k € K (£;¢) :
127,12 1/2 2 1/2 &8 | 51/2
ellror = (11721220 + 18" *rot b3z ) < €57 8/ rot Kl z2(ey. (5.14)

avec C7° = (14 (C50)%)"/2 > 1. D’autre part, on a bien siir

18" rot K| 20y < [|Kll- et - (5.15)



Equations de Maxwell 7

Corollaire 5.8 Soit un domaine Q0 de R3 composé d’un milieu parfait. Dans Hy(rot ; ),

~ ~ 1/2
1/2 2 1/2 £ 2
w = (E2V(Q W) [0, + 127 rot (P7w)[}2 )
définit une norme, qui est équivalente a || - ||z srot -
Démonstration : Soit v € Hy(rot;(), on écrit v = Vo, + ke, avec ¢. = Qv € H}o (), et
k. = Pve K (). Par orthogonalité L. syot de la décomposition de Helmholtz (5.12), on a

[ollesror = (1962500t + IelZgror)* = (I€/2V0cl22 0 + IelZivor ) -

A Taide des bornes (5.14) et (5.15), on en déduit immédiatement le résultat souhaité. [ ]

5.2.2 Construction d’une formulation variationnelle équivalente

On construit maintenant une formulation variationnelle du modele (5.8) dans H(rot;(2)
prenant en compte les conditions sur la divergence et sur les flux en tant que contraintes. On
suit la méme démarche que dans le cas ou le milieu est homogéne. Pour rappel, la donnée B*
appartient a H %(div 0;2). Ainsi, d’apreés le théoréme 4.3 d’extraction de potentiel vecteur, il
existe w* € Hy(rot ; Q) tel que B* = rot w* dans (.

Tout d’abord, on note que, d’aprés (5.8a) et (5.8¢c), E¥™ appartient & Hy(rot ;<)) et on a
rot E”" = B* dans Q. Ceci implique que E*™ € Hy(rot ;) est tel que

Vv € Hy(rot;Q2), (rot E*™ rot v) 2 ) = (B*,rot v) 2. (5.16)

Réciproquement, E”™ € H(rot; (), et on peut choisir v = E?*™ — w* € Hy(rot; Q) dans

I’expression variationnelle. Il suit
|B* — rot Eqsm||2LQ(Q) = (B* —rot E”™, rot v)2q) = 0,

et on a bien retrouvé la condition rot E**™ = B* dans ().
Puis, d’aprés (5.8b) et (5.8d), e E?™ appartient a H(div;2) et on a div (¢E*™) = p dans Q
et (B -myr,, 1) iz, = v pour k=1, K. A l'aide de la formule d’intégration par parties

(2.4), ceci implique que

Vq' € HéQ(Q)a (gEqsm, Vq,)LQ(Q) = —(div (éEqsm)> q/)LQ(Q) + <§Eq5m " Moq, ’Yoq/>H1/2(aQ)
= —(p )2+ D Wl (5.17)
(=1,K

Réciproquement, si (5.17) est vérifiée :

Yo eD(Q),  (div(E®™),v) = —(EE", Vo) "2 (p,0) 120,

et on retrouve la condition div (eE?") = p dans €. Puis, si on choisit ¢’ = ¢ pour k = 1, K

dans (5.17), on trouve

Y = (a2 + EET", V)2 = (div (eE®™), )12 0) + (EE", Vi) 120

ipp (24) = <§Eqsm : n\aﬂﬁof]}i)HW(aQ) = (gEqsm “ My, 1>H1/2(Fk)a
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et on a retrouvé la derniere condition (¢ E*™ - nr,, 1) gy1/2(r,) = i pour k =1, K.

En conclusion, on a la...

Proposition 5.9 Soit un domaine Q2 de R? composé d’un milieu parfait. Soient B* € I-Ig(div 0;Q),
p € L2(2) et 7 € RE. Alors E®™ est solution du modéle (5.8) si, et seulement si, E¥™ est

solution de

Trouver E¥™ € Hy(rot ; Q) tel que

Vv € Hy(rot; ), (rot E¥™ rot v) 2y = (B*,rot v) 2 (5.18)
Vq' € HéQ<Q)7 (gEqm, Vq/)LQ(Q) = —(p, q/)m(g) + Z Ve Q\/r[
(=1,K

5.2.3 Etude de la formulation variationnelle

En préambule, dans la formulation variationnelle (5.18), on note que le produit scalaire
associé¢ dans Ho(rot; Q) est (-, -)crot 1 (v,0") = (€0,V")2(q) + (rot v, ot V') 12(q) (et la norme
| - le.rot ). En d’autres termes, s'il ne faut pas oublier g, le choix "naturel" pour § est § = I3!
Les fonctions-test sont les couples (v,q') € Hy(rot; Q) x H),(Q2), alors qu'on a uniquement la
solution E**™ € Hy(rot;2). On "symétrise" donc (5.18) en ajoutant une inconnue artificielle,

notée pg, et (gv, Vpr) r?(0) & la premiére ligne d’équations, pour aboutir a :

Trouver (E®™ pg) € Hy(rot; Q) x H},(Q) tels que
Vv € Hy(rot;Q), (rot E*™, rot v)p2(q) + (v, VPE) 2(0) = (B", T0t 0)12(0) (5.19)

Vq' € Hao(9), (B, Vq )2y = —(p: )iz + Y, Yedlr,
(STK

Comme dans le cas ou le milieu est homogeéne, on a les deux lemmes ci-dessous.

Lemme 5.10 Soit (E”™, pg) une solution de (5.19) : alors pg = 0.

Démonstration : On note que v = Vpg € Hy(rot ;) peut-étre utilisée comme fonction-test dans

(5.19). Et, comme rot v = 0 dans €2, on trouve
(v, VPE)2(0) = 0, Cest-a-dire [l£"/*Vpp| 72 o) = 0.

Le résultat suit. []

Lemme 5.11 Soit un domaine Q de R3 composé d’un milieu parfait. Soient B* € H(?(div 0; ),
p € L2(Q) et ¥ € RE. Alors E?™ est solution de (5.18) si, et seulement si, il existe pp telle
que (E*™ pg) est solution de (5.19).

Démonstration : D’aprés ce qui précede, il est clair que si E?°™ résout (5.18), alors (E?™,0) résout
(5.19). Réciproquement, si (E?™ pg) est solution de (5.19), alors d’aprés le lemme précédent, pg = 0,

et il suit que E?" vérifie la formulation (5.18). ]
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Pour conclure I’étude du modéle quasi-statique magnétique en milieu parfait, nous allons mon-
trer que la formulation variationnelle (5.19) est bien posée a 'aide de la T-coercivité (voir
I’Annexe B). Cette approche sera utile pour choisir la méthode de discrétisation.

On se place dans lespace produit V.= Hy(rot ; Q) x Hio (). C’est le méme espace fonctionnel

que dans le cas ot le milieu est homogéne, mais il est maintenant muni de la norme

1w, ) llv.e = (10112 ror, + 1" 2V 172>
()

Muni du produit scalaire associé, V est un espace de Hilbert. On peut réécrire (5.19) sous la

forme équivalente

Trouver (E*™ pg) € V tel que

Y(v,d) €V, a:((E™" pg), (v,q)) = (B*, 10t v) 20) — (0. )12y + D Yedle, (9-20)
=1,K

avec
a:((u,p), (v,q')) = (rot u,rot v)2q) + (v, VD)2 + (g8, V) 120

bilinéaire, continue et symétrique sur V x V. Etablissons la T-coercivité pour la forme a.(-, ),
condition nécessaire et suffisante pour établir le caractére bien posé de (5.20), voir le théo-

réme B.12 ou son corollaire B.20.

Théoréme 5.12 Soit un domaine Q de R® composé d’un miliew parfait. Alors,
ar. € L(V), Fv. >0, Y(u,p") €V, a.((u,p), T-(u,p’)) > . ||(u,p’)||%,7€. (5.21)

Démonstration : Soit (u,p’) € V. On cherche (v*,¢*) dépendant linéairement de (u,p’), tel que
as((w, '), (0*,q*)) > 7 |(u,p)||3 .. On définira ensuite T. : (u,p’) — (v*,¢*). On raisonne par
"étapes successives".

(i) On suppose que u = 0. Alors a.((0,7), (v,q')) = (ev, Vp’)LQ(Q). Si on choisit
(v*,q%) = (Vp',0),

on trouve
a=((0,9), (v*,0)) = VP, VD) g2y = I >V 320y = 10,0

Dans la suite, on utilise la décomposition L. ot -orthogonale (5.12) pour w :
u = Vo, + ke avec (ke, ) = (ﬁsu,éau) € Ky(Qse) x Hjo ().
T 2 1/2 2 1/2
En particulier, [[uleror = (k)2 s0r + I2/2V6cl220))

(ii) On suppose que p' = 0. Alors a-((u,0),(v,q')) = (rotu,rotv)p2o) + (€U, Vq')12(q). Par
définition de K (s ¢), (cke, Vq’)Lz(Q) =0 ; et puisque rot k. = rotu, on a

a:((u,0),(v,q")) = (rot k., rot V)2 + (qubE,Vq')Lz(Q).
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Si on choisit
(’v*a q*) = (ksv ¢E)7

on trouve cette fois, avec CT’H‘Q’ > 1 la constante apparaissant dans (5.14), et 7. = min((Cf’HS)_Q, 1) =
(CT*) 72 0,1

as((w,0), (v*,¢"))

Irot kel|72 ) + I 2 Vbel|Z2 )
(CT) 1k 12 ot + 1122V 2
e (ellZ ot + 1l Ve )

Ve H’U, ?,rot

= 7 [(u,0)]

Y

v

2
V,e*
(iii) Dans le cas "général", I'idée est de choisir une "combinaison linéaire" des choix précédents. A

I'instar du cas ol le milieu est homogéne, choisissons :

(v*,q") = (VP',0) + (ke, ¢c) = (VD' + ke, ¢c).

ac((w, ), (v",07) = (rotu, rotv") () + (20", VI p2(a) + (ke + Voe), Vo) (g
HI‘Ot kEHiQ(Q) + ”gl/QVp,Hi?(Q) + ||§1/2V¢5H22(Q)

(CT) 2Nkl vor + [1€2VD 1320 + I/ *Vell32(q

%e (Il ot + 1272V 22

= e ||(u7p/)”%/,s'

AVAR|

Vv

Maintenant, si on pose T.(u,p’) = (v*,¢*) = (Vo' + k., ¢:) ou (k.,d:) = (13€u, Qvau), on a par
L. rot -orthogonalité :
2 2 2 2
ITe (e, ) IFe = 0 vot + €2V (1720
_ v / k 2 I/QV 2
= [[Vp' + EHs,rot + Hg ¢6”L2(Q)
= ”§1/2Vp/||i2(9) + Hka”z,rot + ||§1/2v¢e”i2(g)
1/2 2 2
= Hé / VP/HLQ(Q) + HuHa,rot
= (w23

Ainsi, T, est une isométrie par rapport a la norme | - ||y : To € L(V), et ||| T[] = 1. ]
On note que

T.oT.(u,p) = Tg(IN:’e'u, +Vp, Cjau),
— (ISE(ISEu +Vp) + V(Q°u), QE(IBEU + Vp'))
= (P u+V(Qu),p) = (u,p),

ce qui prouve que T est bijective, et (T.)™* = T.. Comme la la T-coercivité est une condition
nécessaire et suffisante (théoreme B.12 ou son corollaire B.20) pour établir le caractére bien

posé de (5.20), on peut conclure par le...
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Corollaire 5.13 Dans un domaine Q de R3 composé d’un milieuw parfait, le modéle quasi-
statique magnétique (5.8) est bien posé. Pour toutes les données B* € Hy (div0;9Q), p € L*(Q)

et ¥ € RE | il existe une solution et une seule E”™, et de plus
/2B | 20y + [[rot B*™ || 120y < C (1B || z20) + llollr2) + [71)
avec C' > 0 indépendante des données.
On a bien str un controle de la divergence, puisque
[div (eE*™)||2(0) = lloll2()-

En conclusion, si

on ne"sort" pas la permittivité du produit scalaire ou de la norme

il est possible de généraliser les études menées dans le cas ol le milieu est homogéne, au cas ou

le milieu est parfait.



Notes de cours 6

Résolution numérique

A partir des méthodes variationnelles de résolution mathématique développées aux §4.1 et
§4.2, nous allons examiner I’approximation conforme des modéles par des techniques d’élément
fini. En d’autres termes, les sous-espaces d’approximation définis a I'aide des éléments finis sont
inclus dans ’espace fonctionnel qui apparait dans la formulation variationnelle, & savoir :

— H},(Q) pour le modele électrostatique ;

— X n(9) pour le modeéle quasi-statique magnétique.

Pour cela, on fait 'hypothése "simplificatrice" que le domaine 2 est un polyédre. On définit

une famille réguliere de maillages (7);, composés de tétracdres? :
E|U>O, Vh, VKEE, hKSUpK,

ou hx est le diametre de K, respectivement pg est le diamétre de la plus grande spheére incluse
dans K. Et h > 0 est le pas du maillage : h = maxger, hi. Par définition, h < diam((Q2) et, a
la limite, h tend vers 0. Lorsque h tend vers 0, on peut montrer que les nombres de tétraédres,
de faces, d’arétes et de sommets des maillages tendent vers +o0, cf. [21].

L’idée est de définir des sous-espaces vectoriels de dimension finie de H}, (), respectivement

X n(€), en utilisant les maillages (75,), et des fonctions réguliéres (polynomiales) par tétraédre.

6.1 Le modéle électrostatique
D’aprés (4.8), on sait que la solution E*'™ peut s’écrire sous la forme

E*'" =Vp=Vq + Z NV, avec qo € Hy (), (qp)e=1.x € RE.
(=1K

Ainsi, on peut choisir de représenter E*"* de facon équivalente par son potentiel p = ¢y +

D1k e € Hjo(Q). Pour réaliser approximation, on utilise (par exemple) les éléments

1. Par convention les volumes composant un maillage, ici des tétraédres, sont fermés dans R3.

82
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finis de Lagrange P! sur la famille de maillages (7). On note?
My, = {q, € H'(Q) tel que g, € P (K), VK € Ty} (6.1)
I'espace discret approchant les éléments de H'(£2), ainsi que

My = M, N Hy(Q) = {gn € M), tel que gpo0 =0},

6.2
M;?Q = M, N H}o(Q) = {qh € M, tel que gpr, =0 et gyr, € R pour 1 <k < K}, (62)

les espaces discrets approchant les éléments de Hg(€2), resp. de Hjp (Q).
— D’aprés la caractérisation variationnelle (4.9) de gy, on définit son approximation gy,

par

Trouver qo, € M) telle que

1

/ (6.3)
(Vaon: V@) 2 ) =

— Ensuite, on définit 'approximation (g )e=1,x des (g¢)e=1 x en discrétisant la formulation

variationnelle associée a (4.2). On trouve, pour ¢ = 1, K,

Trouver g, € MY telle que
(qu,}h VQ;Z)IP(Q) =0, Vq;1 € M,? . (6_4)
Qo =0 sur 'y, 1 <kE<K

— A partir de 1a, on définit la matrice de capacitance approchée C;, par (cf. (4.3)) :
Cy, € RF*E telle que (Ch)om = (Vmn, Vain)r2g), 1 <m < K. (6.5)

Notant que C,, est inversible (elle est symétrique définie-positive, méme argument que
pour C), ceci permet finalement de calculer 'approximation (ayp)s—1 x des coefficients

(0w)e=1,k en discrétisant (4.10) :

Z (Ch)recwe, =

=1,K

1

_E(Pa Qrp)rz@) o Vh=1,K. (6.6)

On définit 'approximation de E*** par E;"* = Vg, + ZE:I,K o b, Vi
Par construction, E{* appartient a l'espace discret V[M?%], ainsi qu’a P'espace fonctionnel

{w € Hy(rot ;) tel que rot w = 0}. Pour la seconde appartenance, on a utilisé le fait que
V(o + 21k @engen)ir, =0 pour k=0, K.

Afin de mener a bien Ianalyse sur l'erreur, on rappelle les résultats de Grisvard [33] concer-
nant la régularité des solutions du Laplacien dans un polyédre, avec condition aux limites de
Dirichlet homogene, et second membre dans L?(2). Soit f € L?(2), on résout :

{ Trouver u € H}(Q) telle que { Trouver u € H}(Q) telle que 67)

—Au = f dans Q (Vu, V)20 = (f.d)12e),  Vad' € Hy(Q)

2. Une définition équivalente [21] de M), est : My, = {qn € C°(Q) tel que gk € PY(K), VK € Tp}.
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En termes de régularité a priori, on s’intéresse a 'appartenance de la solution u & ’espace de
Sobolev H?*(Q) ou, & défaut, aux espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire (H*()).ej1,2f compris
entre H2(Q) et H(Q). Avant de se lancer, on rappelle une définition possible® des espaces de Sobolev
H?(Q) d’ordre fractionnaire 2 € RT \ N, avec Q un ouvert de R?, voir par exemple [33].

Tout d’abord, pour o €]0, 1], on définit :

o 2 v(x) —v(y)?

Muni de la norme de Sobolev-Slobodeckii

1/2
o o(@) — ()
|rv||Ha(m—(uvuL2(m+ | e i o, e, )

H?(Q) est un espace de Hilbert.
Ensuite, pour z € R™ \ N, on écrit z = m + o, avec m € N et o €]0, 1[, et on définit :

H*(Q) = {v e H™(Q) tel que dov € H?(Q), Yo € N* avec |a| =m} .

Muni de la norme de Sobolev-Slobodeckii

1/2
|0av(x) — Oav(y)|?
ol = | Wl + 3 [ [ a0 a0, |
a€eNd) |a|=m
H?*(Q) est un espace de Hilbert.
Enfin, la semi-norme de H*(2) est :
(& av(y) [ v
av -
pho={ ¥ / / |x ) y’mg i d0, | . (6.8)

a€eNd, |al=m

Remarque 6.1 Dans les définitions ci-dessus, les exposants dans les intégrales doubles dépendent &

la fois de la dimension 4 et de la partie non-entiére de [’ordre z.
Pour m < z1 < z3 < m+ 1, on a les injections continues
HmH(Q) C H=(Q2) C H**(Q) Cc H™(Q).
Soit z € RT \ N. L’espace de Hilbert HE(2) est défini comme 'adhérence de D(§2) dans H*(Q) :
N .
Yv € HS(Q), H(Uk)k € (D(Q)) , lim ||’U — UkHHZ(Q) = 0.
k—o0
Proposition 6.2 Soit z € R* \ N. Dans tout ouvert Q a frontiére lipschitzienne, on a l’équivalence :

H*(Q) = H§ () si, et seulement si, z €]0,1/2[.

3. On peut également définir des espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire par la méthode d’interpolation
réelle, voir le chapitre 14 de [8] : H*(Q) = (H™(2), H™"(Q)),.2, pour 2 = m + o, avec m € N et o €]0,1[ ; et
| - lz= (o) la norme correspondante. Si © = R?, ou si Q est un ouvert a frontiére lipschitzienne, les définitions

(H*(Q), [ - ll7=(0y) et (H*(2), ] - |z=()) coincident (les normes sont équivalentes).



Equations de Maxwell 85

Propriété 1. Dans un ouvert € borné, la premiére propriété importante est qu'une fonction w réguliére
par morceaux (par exemple, polynomiale par morceaux) appartient & H?(2) pour tout o €]0,1/2[. De
plus, u appartient & H°(Q2) pour tout o € [1/2,1] si, et seulement si, u est continue sur €.

Propriété 2. Pour z € RT \ N, la seconde propriété importante est que, si (£,),=1,p est une partition
de Q(*) alors, pour tout v € H*(2), on a v, € H*(Qp) pour tout p = 1, P et, en outre, on a la

propriété de sous-additivité

Z |“|Qp|§1z(szp) < |U|§1z(9)- (6.9)
p=1,P

Et, puisque > _; p ||'U|Qp||%1m(ﬂp) = ||v|]fqm(ﬂ) (m est un entier), on en déduit la seconde propriété de

sous-additivité

> Mo, i,y < lvllF: @) (6.10)
p=1,P

Proposition 6.3 Soit = € RT \ N. Dans tout ouvert Q a frontiére lipschitzienne, C°(2) est dense
dans H*(Q) :
z o0/ N .
Yve H (Q), H(Uk)k S (CC (Q)) R kli)ﬂ;o ||U — UkHHZ(Q) =0.

On définit comme d’habitude H*(Q) = (H*(2))?, etc. |

Théoréme 6.4 Soit un domaine Q de R® polyédrique. Soit u la solution de (6.7).
Si Q est convexe, alors on a toujours u € H*(Q), et de plus il existe C{* > 0 telle que, pour
tout f € L*(2), on a

ullr2) < CTY | fll 2 o)-

Si Q n’est pas convexe, il existe un exposant limite de régularité op €|1/2, 1] dépendant de la
géométrie de (), et tel que

— Ve LXQ), u € Nycyes, HT(Q) ;

— 3f € L*(Q) telle que u & H*P(Q) ;
de plus, pour chaque s €)0,0p|, il existe CT9 > 0 telle que, pour tout f € L*(Q), on a

ul| zr+s) < O fll 2

Lorsque u € H?(f2), on dit que la solution u est réguliere. Si au contraire v &€ H?(Q), on dit

que la solution u est singulicre.® Si € est convexe, on note op = 1.

Corollaire 6.5 Soit un domaine Q0 de R?® polyédrique, et (qo)e=1 x les potentiels introduits en
(4.2). Pour tout { =1,K, on a :
— qp € H?*(Q) si Q est convexe ;

— q € mogs<op H'5(Q) si Q n’est pas conveze, ot op est 'exposant limite de régularité.

4. (€)p=1,p sont des ouverts deux a deux disjoints, inclus dans €, et tels que U, p, = Q.
5. On peut facilement construire des exemples de solutions singuliéres lorsque le domaine {2 n’est pas convexe.



86 (©Patrick Ciarlet 2024

Démonstration : Soit £ fixé. On construit une fonction u, "réguliére", par exemple u, € C2(9), valant

1 dans un voisinage de I'y, et 0 dans un voisinage de 9 \ I'y. On note que :
g —ug € Hy(Q), et A(g —ug) = —Auy € L*(Q).

Ainsi, u = gy — uy est solution de (6.7) avec la donnée f = Aup, € L*(2). Comme u, € H?(Q), la

conclusion suit. []

Rappelons les résultats principaux de la théorie de I'approximation du probléme (6.7) par
¢léments finis de type Lagrange (voir par exemple [21]),
Tout d’abord, d’aprés les injections des espaces de Sobolev définis sur un domaine Q de R3, on sait

que, pour € > 0, on a H3?*¢(Q) c €°(Q), avec injection continue (cf. proposition 2.1.41 de [2]) :
Jee, Yo € H32(Q),v € C°(Q) et [vllco@y < cellvll gaare(ay-

Ainsi, on en déduit que la solution u de (6.7) appartient & C%(Q), ce qui permet de lui appliquer
l'opérateur "usuel" 71',% d’interpolation de Lagrange, défini par

7 (6.11)

v > Thv = Zi:LN v(M;)w;
ott (M;)i=1,n est 'ensemble des sommets de T, et (w;);=1,5 est une base de M), constituée des fonctions
"chapeau" : pour i, j = 1, N, w; € M, et w;(M;) = §;;. On vérifie sans peine que si v € CO(Q)NHL (),
alors Wﬁv e M?, et quesiv e CO(Q)ﬂHéQ(Q), alors Wﬁv € M;?Q. Et, pour tout ¢;, € M}, on a l'identité
THqh = Gh-

Ensuite, on note uy, la solution de la formulation variationnelle discréte, posée dans M, ,? , du probléme
(6.7). A l'aide du lemme de Céa, on a l’estimation :

lu —upllgry < C  inf

thM}? |

|U_Qh||H1(Q)7

avec C' > 0 indépendante de h, et de f et u. Comme on vient de voir que W,LLu € M?, on a donc
L
lu — wnll sy < C llu = mful s
Par passage a 1’élément fini de référence, comme la famille de maillages (73,)p, est réguliére, on sait que
siu € H(Q) pour s > 1/2, on a I'estimation

hmin(s,l

lu — 75 ull g1y < s ul s (e

avec ¢g > 0 indépendante de u. On a laissé la valeur 1 dans I'expression ci-dessus pour rappeler le choix
du degré polynomial de 'approximation P!.
En rassemblant les résultats qui précédent a partir du théoréme 6.4, on en conclut qu’on a ’estimation

d’erreur "classique" pour tout s €]1/2,0p[ et pour s =1siop =1,
lw = unll @) < Cs 2| fllz2 () (6.12)

avec Oy = C' ¢y Cs® > 0 indépendante de f et de u.

On a des résultats identiques pour les potentiels (g¢)s=1,x - [
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On en déduit I'analyse d’erreur du modéle électrostatique, lorsque le potentiel est discrétisé
par éléments finis de Lagrange P'. On raisonne en deux temps : on estime d’abord 1’écart entre
la matrice C~! et son approximation C; ' (pour h "suffisamment petit"), puis on estime l'erreur

entre E¥ et E5'

Lemme 6.6 Soit un domaine Q de R? polyédrique. Alors, pour tout s €]1/2,0p[ et pour s =1
siop =1, il existe hos > 0 et C¢? > 0 telles que pour tout h €]0, hos[, on a

IC™ = (Ca) Ml < CE7 17 (6.13)

Démonstration : Pour commencer, on a vu que Cy, est inversible pour tout h.

Ensuite, I'estimation d’erreur "classique" (6.12) sur (|lge — qenllm1(q))e=1,x permet d’affirmer que,

d’aprés la régularité a priori de (qr)e=1x, il existe Cig, -+, Cks > 0 telles que, pour tout h > 0 :
lge — qenllm) < Cesh®, £ =1, K.

(Rappel : (g¢)e=1,x ne dépend que du domaine, et pas des données du modele électrostatique.)

Si on se souvient que h < diam(2), et si on note Cy = maxy=1 x ||Vael/g2(q), on a pour 1 <£,m < K :

Com — (Ch)eml = |(Vam: Var) 2y — (Vamn, Vaen) 12|
< |(Vam, Vae = Vagn) g2yl + |(Vam = Vamh, Vaen) g2l
< IVamllpz@)lIVae = Vaerliz) + 1IVam — Vamnll 2ol Vaenl L2 o)
< CyCuh® + IVam — Vamullzz (I Vel g2 + V0 = Vaenll g2
< Oy Cps h® + Cps h¥ (Cy + Cys (diam(2))¥)
< CLh® avec CL = (Zrilla:)[(( Cys) <2Cq + (ma>1<( Cys) (diam(Q))s> >0. (6.14)

=1,
On écrit pour finir
Ch,=C+(C,—C)=C((I+C}(C,-0C)).
D’aprés ce qui précéde, on sait qu’il existe hgs > 0 tel que, pour tout h €]0, hos[, on a l'estimation
|[C~Y(Cy, — C)||oo < 1. L’estimation (6.13) s’en déduit via la série de Neumann. ]

Proposition 6.7 Soit un domaine 2 de R? polyédrique. Alors, pour tout s €]1/2,p| et pour
s =1 siop =1, on a Uestimation d’erreur suivante : il existe CF > 0 telle que, pour tout
p € L*(Q), et tout ¥ = (e)r=1. € RE, pour tout h €]0, hos[, ot hos est défini au lemme 6.6,
on a

|B — By reor < C2° (o200 + 171)

Démonstration : On reprend les mémes notations qu’a la démonstration du lemme 6.6. D’aprés ce
méme lemme, on suppose que h €]0, hos[ pour garantir 'existence de (o p)e=1 K-

tat tat _ tat tat )
Tout d’abord, on a [|[E** — E} || gt ;) = [[E™" — E}"|12(q) ; en outre,

IE* — B2y < Va0 — Vaoullpzgy + D, Ve — aenVaesll g2, avec
(=1,K
leeVae — aenVaenllpzy < llaeVae — aepVael g2y + e Vae — aenVaenll g2 o
< o —agnl Vel g2y + laen [IVae = Vaenll g2
< Cglag—agp| + laen| IVae = Vaenl g2y, £=1,K.
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Ensuite on écrit 'estimation d’erreur "classique" (6.12) sur [|go — qo,nllm1() ; d’apres la régularité a

priori de qo, il existe Cps > 0 telle que, pour tout A > 0 :

90 — qo,nll 1 (@) < Cos h* ol L2 (-

Ci-dessus, on a utilisé le fait que gg ne dépend que de la donnée p € L?(9).

Il faut également estimer l'erreur commise sur les (ay)¢=1 k. On trouve, a I'aide de (4.10) et (6.6) :

o o o o o R 1
((Ch(a — Oéh))k = (((Ch - (C)O[ + Ca — (Chah)k = (((Ch — C)a)k + g(p, dk,n — qk)Lz(Q), k= 1, K.
Et, d’aprés (6.14), on sait que |(C, — C)a| < ||Cp, — C|| |@] < CL h®|d| ; en outre

1 man:l,K Ck
(05 Qkh — Qi) 2(0)] < %HPHB(Q) h®.

Z
Or ((Ch)_l)h<h05 est bornée d’aprés (6.13) : il existe C” > 0 telle que, pour tout h €]0, hos],
|@ — an| = [(Cr) ™" (Ch(@ — @n))| < C" |(Ch(d@ — @n))|.
On en conclut qu'il existe C? > 0 telle que, pour tout h €]0, hos[, on a
lag — agn| < CIRpll 2, =1, K.
Pour finir, on écrit pour ¢ = 1, K et h €]0, hos] :

(4.10)
laenl < ol + e —aen] < IC ool 2 + 171) + loe — e
(1€ Moo + C¥ (diam(€2))*) ([l pll r2(0) + 17]),

IN

et la proposition est démontrée. [ |

En conclusion, dans toutes les configurations géométriques, que le domaine {2 soit convexe ou
pas, I'approximation numeérique par éléments finis de Lagrange P! du potentiel converge. La
seule différence est sur l'ordre de la convergence : 1 dans un domaine convexe, tout s < op
dans un domaine non-convexe. Par contre, la solution approchée E;** est toujours a rotationnel
nul, ce qui limite la portée de cette méthode d’approximation au cas ou la solution exacte est
elle aussi & rotationnel nul (ce qui est le cas de E**). Enfin, notons qu’on peut résoudre
numériquement le modéle électrostatique en milieu parfait aprés discrétisation par éléments

finis de Lagrange P!.

6.2 Le modéle quasi-statique magnétique

Il faut d’abord construire une approximation conforme dans X y(€2) pour résoudre la for-
mulation variationnelle (4.13). En d’autres termes, en utilisant la famille de maillages (75)n
et des fonctions polynomiales par tétraédre, comment définir (X); une suite de sous-espaces
vectoriels de dimension finie de X y(Q)?

Pour h donné, soit v, € X ;. Par définition, v, est a valeurs vectorielles, réguliére (polynomiale)
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par tétraédre, et enfin v, € Hy(rot ;)N H(div ;). Soient deux tétraédres distincts K, K’ de

T, ayant une face f en commun. On peut établir que :

vy, € H(rot;int(KUK')) < [v, X ngls =[(va)r]s =0,
v, € H(div;int(K UK')) < [v,-ny;=0.

Montrons par exemple le résultat pour le saut tangentiel (la démonstration pour le saut normal est
similaire). On note Q* = int(K U K'), et ny une normale unitaire & f ; on suppose que ng = ny (et
donc que ngr = —ny).

On considére vy, € H(rot ;") avec vy et vy g réguliéres, par exemple vy x € HY(K) et vp g €
H'(K'). Par définition r; = rot v;, € L*(Q2*).% Soit ¢ € D(Q*), on a :

(Th: D)2y = D) (Th: ®)Dr) = D'(0r)(TOt VL, @) D) = Dr(+) (Vh, TOL D)D)
= / vy - rot ¢ df) = / Vp | - TOt P d) +/ vp| K - TO P df)
* K K/
ipp (2.12) dans K, K/ = / rot (vp i) - ¢ dS) — /a (Yo,xVnKk)T - (@ X Mpc) dS
K K
—I—/ rot (Uh|K/) . d)dQ — / (VO,K’UMK/)T . (d) X ’I’LK/) ds
K’ OK'
cf. note bas de page ¢ = / - ddQ) — / (Yo, k)T (@ X Mpc) dS
* oK
—/ (’YO,K’vh\K’)T'(d)X nK/)dS
0K’
Plo0 =10 = /Q T @ dQ — /f ((Yo,xvn)T - (@ X 1K) + (Yo K VR)T - (@ X MR7)) dS
= (rh7¢)L2(Q*) + /f ((’YO,K/’Uh\K')T - (’Yo,K’Uh\K)T) (¢ x nf) ds.
Ainsi,
/f ((voxrvn)T — (Yo, xVRK)T) - (@ X nyp)dS =0, Ve € D(Q7). (6.15)

Si on suppose que la face f est incluse dans le plan {x tel que 3 = 0}, on note que tout élément
v € D(f) peut s’écrire comme la trace sur f de ¢(x1,x2,x3) = @(x1,22)((x3), avec ( € D(R) choisie
telle que ¢(0) = 1 et que le support de ¢ soit compact dans Q*. En d’autres termes, ¢ € D(Q*) et
@)t = . On en déduit que ¢ — ¢ X ny = +(¢2, —¢1,0) (le facteur +£1 dépend de I'orientation de ny)

6. Que vaut la restriction de 7, & K, notée 7y, i ? Pour tout ¢ € D(K), I'extension par 0 & %, notée a;,

appartient & D(Q*). A partir de cette observation, on trouve que

(Thig, Pr)rzk)y = (Thy@x)rz(es) = (rot vy, @) r2(ox)

= ‘D’(Q*)<r0t vha&;\;>’D(Q*) = D’(Q*)<vhar0t ?1_5;%3(9*)
= / vh-rot@dQ:/vh‘KmotqbKdQ
Q* K
= p/(x){(VhK,TOt @K )D(K) = D' ()) (Ot (Vh|K), P )D(K) = (YOt (Vi K )s Dic) L2 (k)

Il suit que 74 = rot (vy| k) par densité de D(K') dans L?*(K).
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permet d’atteindre toutes les fonctions tangentielles & f appartenant a (D(f))2. Par densité de D(f)
dans L?(f), (6.15) permet de conclure que

(Yo.xvn k)T — (Yo xVn )T = 0 dans (L*(f))?,

c’est-a-dire que [(vp)7r]f = 0.
Réciproquement, si le saut tangentiel est nul, alors on vérifie par le méme calcul que le rotationnel de

vy, (pris au sens des distributions) appartient a L?(2*), avec :
(rot vy, @) = / (rot (vnx)1K +rot (vh|K/)1K/) - dQ,
Q*
pour tout ¢ € D(Q*), c’est-a-dire que rot v, = rot (vj i )1k + rot (vy )1k dans L2(%). ]

Remarque 6.8 Ces relations de saut tangentiel, et de saut normal, nuls, sont semblables aux

relations de saut obtenues au §1.5.

En regroupant la nullité des sauts tangentiel (deux composantes) et normal (une composante),
on en déduit que [vp]f = 0 : en d’autres termes, v;, est continue au franchissement de f ! Comme
c’est vrai pour toute face partagée par deux tétraédres de 7, on en déduit que v;, est continue
dans Uger, K = Q, cest-a-dire que v, € C°(€2). Et, comme vy, est réguliére (polynomiale) par

tétraédre, on en déduit finalement que v, € H'(€2). En conclusion, on a démontré le

Théoréme 6.9 Soit un domaine Q de R?® polyédrique. Alors, si les espaces discrets (X,);, sont
définis a partir d’approzimations conformes dans X (), construits a l'aide des maillages (Tp)p,

et composés de fonctions régulieres (polynomiales) par tétraédre, on a l'inclusion
X, C H'(Q)NXy(Q),  Vh (6.16)
Par ailleurs, on peut démontrer le résultat (voir |24, §4])

Théoréme 6.10 Soit un domaine Q de R® polyédrique. Alors, H*(Q) N X x () est un sous-

espace vectoriel fermé dans X n(Q).

Ainsi, si on introduit X\?(2) = H'(Q) N X () le sous-espace vectoriel de X x(Q) com-
posé des solutions régulicres (de régularite H'(12)), fermé d’aprés le théoréme précédent, et
qu’on note X %™ (Q) le sous-espace vectoriel orthogonal (toujours fermé par définition), on a la

décomposition orthogonale
1 .
Xn(Q) =X(Q) e XVY(). (6.17)

Remarque 6.11 Pour mener a bien [’étude ci-dessous, on peut également utiliser une décompo-

sition non-orthogonale, voir [5].
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En conséquence, si X" (Q) n’est pas réduit a {0}, c’est-a-dire s'il existe des solutions singu-
1eres, alors la méthode d’approximation conforme ne converge pas en général!!
[ , al { thode d’ t i

En effet, on peut décomposer la solution E?*"" de (4.13) sous la forme
E®™m — Ered | Esing avec E"% ¢ X?\?Q(Q) et Esing c X}e\z[ng(Q)

Supposons que E®™ £ 0. Pour que 'approximation conforme converge, il est nécessaire que

li inf || E?™ — =0
tig (ing 1B~ il ) ) =0

c’est-a-dire qu’on doit pouvoir approcher la solution par une suite d’éléments de (X7p,)p, de sorte que
Perreur de projection (ie. la meilleure approximation) tende vers 0 quand h tend vers 0. Mais, si on

utilise (6.16) et (6.17), on trouve que pour tout h, et tout vy € X, on a

IE®™ — vl vy = 1B+ E™ — vk (o
= |E™ —vonllx o) + 1B v (0

> B, o)

et il suit que limpo (infy,ex, [|[E?" —vpllx @) = 1B x @ > 0. En conclusion, lorsque la
partie singuliére de la solution est non-nulle, I’'approximation conforme dans X x(€2) ne peut pas conver-

ger vers la solution. [ |

La question a résoudre est donc : dans quel cas a-t-on X%"(Q) = {0} ou, de manicre
équivalente, X n(Q) = H'(Q) N X x(Q), condition nécessaire pour la convergence des approxi-
mations conformes dans X y(€2) ? Pour réaliser la classification, qui va dépendre de la convexité
(ou pas...) du domaine , on rappelle un résultat de décomposition continue des éléments de
H(rot;<), voir le lemme 2.4 de [35]. Ce résultat fondamental sera également utilisé dans la

suite du cours. On parle de décomposition de type Birman-Solomyak.”

Proposition 6.12 Soit un domaine Q de R3. Alors il existe deux applications linéaires et
continues
P c L(Hy(rot;Q), H' (), Q€ L(Hy(rot;0N),H;(Q)),

telles que
Vw € Hy(rot; ), w=Pw+ V(Qw). (6.18)

Un commentaire important est celui-ci : dans la décomposition continue (6.18), on a Qw €
H}(Q), et donc V(Qw) appartient & H(rot ; ), voir la note de bas de page * de la page 54.
Par différence, Pw appartient a Hy(rot; Q) N H'(Q). Et on a 1’égalité

Hy(rot; Q)N H'(Q) = X n(Q) N H'(Q).

7. Par analogie avec le théoréme 3.1 de [3], d’énoncé semblable & celui de la proposition 6.12, mais ol
Pensemble de départ H(rot;{2) des applications linéaires P et ) y est remplacé par X y(Q).
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En effet, comme X y(Q) C Hy(rot;Q), il est clair que X n(Q) N HY(Q) € Ho(rot; Q) N H(Q).
Soit maintenant v € Ho(rot;Q) N HY(Q) : par définition, toutes ses dérivées partielles premiéres

prises au sens des distributions appartiennent & L2(€2), il en est donc de méme de divw, et on a
v e Hy(rot; Q) N H(div; Q) = X n(Q). ]

A partir de 14, on peut facilement déterminer pour quels domaines 2 on a 'égalité X () =
H'(2)N X x(9Q). Pour cela, on utilise I'inclusion X 5 (2) C Hy(rot ;) qui montre qu’on peut

appliquer la décomposition continue (6.18) aux éléments de X y(€2).

Théoréme 6.13 Soit un domaine Q de R? polyédrique. Alors, X x(2) = H'(Q) N X x(Q) si,

et seulement si, ) est convexe.

Démonstration : Supposons pour commencer que §) n’est pas convezxe, alors d’aprés le théoréme 6.4
on peut trouver f € L?(2) telle que la solution u de (6.7) soit singuliére, et plus précisément u ¢
H*o0(Q), ot op €]1/2,1[. Par construction, v = Vu € Hy(rot;Q) N H(div;Q) = Xy(Q), et
Vu ¢ H°P(Q), ce qui entraine que v ¢ H(Q). Ainsi H'(Q) N X n(Q) est un sous-ensemble strict de
X () lorsque 2 n’est pas convexe.

Supposons au contraire que €2 est conveze. Soit v € X 5(€2). On peut utiliser la décomposition (6.18) :
grace a I'égalité entre espaces fonctionnels Ho(rot; Q) N HY(Q) = X n(Q) N HY(Q), il existe v™9 €
X n(Q) N HY(Q) et il existe ¢ € H}(Q) tels que v = v"9 4 Vq dans Q. En outre, on a

Aq = div (Vq) = dive — dive"™ dans €,

et il suit que Aq appartient a L%(Q).
Ainsi, on connait la régularité a priori de q, voir le théoréme 6.4. En effet, comme §2 est convexe, on
sait que ¢ € H%(Q2), et donc que Vg € H'(Q). On a finalement v = v + Vq € H*(Q). ]

En d’autres termes, dans un domaine polyédrique non-convexe, I’approximation conforme dans
X n(9) ne permet pas en général d’approcher la solution du modéle quasi-statique magnétique. ®
Alinsi, contrairement au modéle électrostatique ot la vitesse de convergence est simplement "dé-
gradée" dans un domaine non-convexe, on n’a pas convergence pour le modéle quasi-statique
magnétique. Par contre, on peut établir la convergence de la méthode dans le cas ot le domaine
polyédrique est convexe, voir par exemple [19, Annexe B|.

Cette limitation "catastrophique" de la portée de la méthode (lorsque 2 est non-convexe) a
conduit & la définition de méthodes alternatives permettant de retrouver la convergence des ap-
proximations discrétes pour toutes les configurations géométriques. Parmi elles, la méthode du

complément singulier, ou de la fonction singuliére, bien adaptée lorsque les solutions singuliéres

8. Et, lorsque E*™ ¢ H*(Q), on peut méme prouver que les solutions discrétes convergent, vers une solution

qui est fausse! Pour cela, on utilise 1'identité de Costabel [24, §4], valable dans tout domaine Q polyédrique :
Vo € Xn(9) N H'(Q), [rotv]2ag, + [divol2sq = |Gradvls g,

ainsi que l'inégalité de Weber.
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appartiennent & un sous-espace vectoriel de X x(€2) de dimension finie, ie. dim(X (1)) < oo,
voir [19, Annexe Al ; la relaxation de la prise en compte de la condition sur la divergence (dans
un espace fonctionnel contenant strictement L?(Q)) telle que la méthode de régularisation a
poids, voir [19, Annexe C]|; I'approximation de la forme variationnelle [27]; etc. Concernant
pour finir la résolution numérique du modeéle quasi-statique magnétique en milieu parfait, les
mémes limitations sont présentes. Pour les contourner, on peut par exemple utiliser une mé-

thode de régularisation & poids, voir [20].

On étudie au §7 une technique alternative de discrétisation.



Notes de cours 7

Elément fini de Nédélec

On s’intéresse maintenant a la discrétisation des modéles étudiés aux §4 et §5 a 'aide d’une
méthode d’éléments finis qui est conforme dans H (rot;(2), et Hy(rot;(2) si on tient compte

de la condition aux limite de conducteur parfait.

7.1 Deéfinition de I’élément fini

Lors de la conception de la méthode d’éléments finis, conforme dans H (rot ;(2), on souhaite
conserver au niveau discret les deux propriétés suivantes :
— continuité de 'opérateur gradient : Si ¢ € H'(Q), alors Vq € H(rot;Q) et, si ¢ €
H}o, (), alors Vq € Hy(rot; ), avec dépendance continue ;
— extraction de potentiel scalaire : si v € Hy(rot ;(2) est tel que rot v = 0 dans €2, alors il
existe ¢ € H}o(Q) tel que v = Vq dans Q (théoréme 4.1).
Au niveau discret, on se place dans un domaine € de R? polyédrique. On s’appuie & nouveau
sur une famille réguliére de maillages (75,),, composés de tétraédres. On conserve la discrétisa-
tion par éléments finis de Lagrange P! pour les potentiels scalaires. Pour h donné, on note M},
I'espace discret approchant les éléments de H'(Q2) (voir (6.1)), M} 'espace discret approchant
les éléments de Hi(Q), et MY espace discret approchant les éléments de H2o(€2) (voir (6.2)).
Si on note V', espace discret — a définir ! — approchant les éléments de H (rot ;€2), respective-
ment V7 I'espace discret — également a définir ! — approchant les éléments de Hy(rot ;2), on
veut donc que :
— bonne définition, et continuité de I'opérateur gradient : Si q;, € My, alors Vg, € V), et,
si gn € MP9, alors Vg, € V), avec dépendance continue ;
— extraction de potentiel scalaire : si v, € V' est tel que rot v, = 0 dans €2, alors il existe
qn € MP tel que v, = Vg, dans Q.
Voila pour le programme, passons a la réalisation. Ci-dessous, on note (ej, ey, €3) un repére
orthonormal de R?, et (1, 22, z3) le systéme de coordonnées associé. De méme, on note (e;, es)

un repére orthonormal de R?, et (1, 72) le systéme de coordonnées associé.

94
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Soit g, € M), : alors v, = Vg, € H(rot;(2), rotv, = 0 dans Q, et, pour tout tétraédre

K € Ty, vk est constant. Ainsi on a I'inclusion
VM) C {v, € H(rot; Q) tel que rot v, = 0 et vy x € P°(K), VK € Tp,}. (7.1)

Pour l'instant, on n’a que des champs discrets constants par morceaux, et a rotationnel nul.
Si on raisonne par analogie avec les éléments de M), qui sont & gradient constant (non-nul en
général) par tétracdre, une idée "naturelle" est de compléter 'ensemble défini par (7.1) a droite
par des champs discrets a rotationnel constant par tétradre. Pour cela, on note que pour b € R3,
on a rot (b x x) = 2b. En effet, on a

bl T bQQfg — bgl‘g 81 bgl‘g — bgfL'Q bl
bxx= by X | x9 =| bsxry —bix3 = rot (b X CC) = 82 X | bgxy —bixg = 2 bo
bs T3 b1y — bawy 03 b1y — baty b3

Ainsi, un "bon" candidat pour définir un espace discret inclus dans H (rot ;) est du type :
Vi, = {vy € H(rot; Q) tel que vy x € P*(K)+ P*(K) x @, VK € T} . (7.2)

Nous allons maintenant vérifier que la définition/construction de cet espace rentre bien dans le

cadre de la méthode des éléments finis.

On rappelle (cf. [14]) qu'un élément fini dans R? est un triplet (K, X, P) o :

— K est un sous-ensemble fermé de R3, d’intérieur non-vide et de frontiére lipschitzienne ;

— P est un espace de fonctions définies sur K ;

— X est un ensemble fini de formes linéaires indépendantes (¢;);—1,n qui est P-unisolvant : pour

tout (a;)i=1.n € RY, il existe p € P unique tel que ¢;(p) = a; pour i = 1, N.

On appelle (¢;)i=1,n les degrés de liberté de 1'élément fini. D’apres la propriété de P-unisolvance, on
peut introduire (p;);j—1,n tels que ¢;(pj) = d;; pour 4, j = 1, N et en outre on peut écrire tout élément
p de P sous la forme p = Zj:LN @;(p)p;j ; on en déduit que dim(P) = N. On appelle (p;)j—1,n les

fonctions de base de I'élément fini.

Dans notre cas, on sait déja que K est un tétraedre, et que P = Ry, ol
Ri = {v € P tel que v(x) =a+bx x avec a,b € R*} . (7.3)

Il reste & définir X.

Pour un tétraédre K, on note Ax l'ensemble de ses arétes (fermées), F I'ensemble de ses
faces (fermées), et nx le vecteur normal unitaire sortant & 0K. Un tétraédre contenant quatre
sommets, six arétes et quatre faces, et comme dim(R;) = 6, il est "naturel" de définir un degré

de liberté par aréte. C’est pourquoi on introduit les six degrés de liberté

M,(v) = /'v -1 dl, pour a € A, (7.4)
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oll T est un vecteur unitaire tangent a ’aréte a. Qu’en est-il de la Ry-unisolvance de (M, )aca, 7

Proposition 7.1 Dans un tétraédre K, on a les propriétés suivantes pour tout v € Ri(K) :

1. Soit f € Fg : alors les champs v X ng et vr = ng X (v X ng) s’annulent sur f si, et

seulement si, les trois degrés de liberté (M, (v))acar s annulent ;

2. le champ v est déterminé par (M, (v))acay -

Démonstration : On écrit v(z) = a + b x x, avec a,b € R3.

1. On note que pour toute aréte a C df, T est orthogonal & (nf)s, et ainsi v - 7|p = v - 7|4
Il est évident que les traces (v X nf)|s et (vr)f = (P X (v Xnk))|f s’annulent simultanément
sur f. Et que, si ces traces sont nulles, alors les (M,(v))qcof sont également nuls.
Démontrons la réciproque. Pour fixer les idées, on suppose que la face f est incluse dans le plan
{zx tel que x5 = 0}. Dans ce cas, ng|; = tes, et la trace de la composante tangentielle sur f

de v s’écrit :

vi(x1, 22,0) a; — baxo

avec b3 = b - es.
va(21,72,0)

v T1,x2) =
( T)|f( ! 2) a2+b3x1

Ensuite, on définit le rotationnel tangentiel * sur f d’un champ w € (C1(f))? par
rot rw = 01wy — dowy.

Si on note n le vecteur normal unitaire sortant & 0f, et t le vecteur tangent unitaire tel que

(t,n) soit directe (i.e. t; = ng, to = —ny), on a la formule d’intégration par parties

/rot rwdS = /(81w2 — Ogwy) dS = (wony — wing) dl = — w - tdl.
f f of of

Dans notre cas, rot r(vr)|; = 2b3, et par hypothése / (vr))p - tdl = Z (vr))y-tdl =0.
of acof @
Il suit que b3 =0, et (UT)‘ ¢ = a, qui est donc constant. Pour les trois a C 9f, on a donc

0 = My(v) :/(vT)f-sz: lala - 7.

Or, les trois vecteurs tangents engendrent toutes les directions de R?, et il suit que a = 0,

c’est-a-dire que (vr)y = 0.

2. Comme le nombre de degrés de liberté est égal a la dimension de Ri(K), démontrer que
v € R1(K) est déterminé par (M, (v))qea, revient a démontrer, par linéarité, que si M, (v) =0
pour tout a € Ak, alors v = 0. On part donc de M, (v) = 0 pour tout a € Ak : d’aprés ce qui
précede, on a (v x ngk )|y = 0 et (vr); = 0 pour toutes les faces f € Fi et, comme v € CX(K),

1. Si on assimile w a la trace de la composante tangentielle d’'un champ volumique régulier, on note que
rot r coincide avec le rotationnel scalaire tangentiel introduit au §2.4.2 si ng |y = e3. En effet, soit v € C>(K),
alors, d’aprés le théoréme 2.29 : rot p(w7v)|; = yn(rotv)|y = rotv - ng |y = rotv - ez = (J1va — dav1). Si on
pose W = (T7v)|, les deux définitions sont identiques. Par abus de notation, on conserve la méme notation.
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ceci implique que (v x nk)jpx = 0 et (vr)gx = 0. Par intégration par parties (2.10) avec
u = e; pour ¢ = 1,3, et puisque rot v = 2b dans K, on trouve que

2\K|b; = 2|K|e; - b= /

ei-rotde:—/ (v X nK)ok - Yo dl' =0, i=1,3,
K

oK
et il suit b= 0. On a donc v = a dans K. Comme (v7); = 0 pour toutes les faces f € Fi, on
en déduit que v = 0.

La Ri-unisolvance de (M,)qca, est donc établie. ]

Remarque 7.2 Observons que, lors de la démonstration de l’item 1, on a établi que la trace
tangentielle sur la face f, (v X ng)|y, €tait définie a U'aide des trois coefficients, a, as, b, et
que ceux-ct s’annulaient si et seulement si les trois degrés de liberté (My(v))acas s annulaient.

Par linéarité, les (Mq(v))acos caractérisent (v X ng)y (ainsi que (vr)s).

Si on introduit 3, égal a ’ensemble des degrés de liberté (7.4), (K, 3, P) est bien un élément
fini, qu'on appelle élément fini de Nédélec N°, voir [38].

De plus, il est loisible de définir V', selon (7.2), et les degrés de liberté associés sont

(My(v))aea,, ot Ay est 'ensemble de toutes des arétes de Ty, ie.

En effet, si v est définie sur Q et réguliére sur chaque tétraédre de 7Ty, alors v appartient & H (rot ;{2)
si, et seulement si, pour tout couple de tétraédres distincts (K, K’) ayant une face F' en commun, on
a [v X np|p =0 (voir le §6.2) ou, de maniére équivalente, continuité de v x np a la traversée de F.
Or, pour tout élément vy, de V'y, la trace tangentielle (vj, X np)|p est déterminée par les trois degrés
de liberté (My(vp))acor (remarque 7.2).

En conclusion, la connaissance des degrés de liberté (M,(vp))aca, permet d’une part d’assurer la
continuité de la trace tangentielle sur chaque face commune & deux tétraédres distincts, et d’autre part

de définir vy, dans chaque tétraédre (item 2 de la proposition 7.1). [ |

Enfin, pour une discrétisation conforme dans Hy(rot ;(2), on introduit :
V) =V, N Hoy(rot;Q) = {v, € V), tel que (v x n)jpn =0} . (7.6)
Et, toujours d’aprés la proposition 7.1, on vérifie que pour tout v, € V', on a I’équivalence :
v, € V) <= M,(v,) =0, Vac€ {d € A, telle que a’ C 9Q}.

En particulier, il y a un degré de liberté par aréte appartenant a {a’ € A, telle que a’ ¢ 00 }.

On note pour finir que, d’aprés (7.1), on a la bonne définition, et la continuité de ’opérateur

gradient au niveau discret, puisque V[My] C V), et VIMP®] C V7, avec injection continue.
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7.2 Interpolation

On a rappelé les résultats principaux concernant l'opérateur d’interpolation de Lagrange
7l qui permet d’interpoler le potentiel électrostatique, voir (6.11). Cet opérateur est basé sur
les valeurs aux sommets (les degrés de liberté de I’élément fini de Lagrange P'), valeurs qui
existent pour toute fonction continue sur €.

Pour pouvoir définir un opérateur d’interpolation de Neédélec 1Y a valeurs dans V7, il faut
que les degrés de libertés (M,(v))qea, alent un sens. On considérera tout d’abord un opérateur
d’interpolation local, ¢’est-a-dire défini sur un tétraédre K donné. Par définition, il est a valeurs
dans R (K), et la question est de savoir quand les degrés de libertés locaux (M, (v))aea, ont un
sens. Plus précisément, la démarche repose sur la généralisation de ces degrés, cette généralisa-
tion redonnant I’expression (7.4) lorsque le champ-test v est suffisamment régulier?. Le §7.2.1
est consacré aux outils mathématiques nécessaires, et il peut étre omis en premiére lecture. De
méme que la démonstration de la proposition 7.11. On passera ensuite & 'opérateur d’interpo-
lation global. On étudiera également les capacités d’interpolation (erreur d’interpolation locale ;

erreur d’interpolation globale).

7.2.1 * Compléments sur les traces

Soit o €]0,1/2]. On se place dans un ouvert O de R?, avec d > 2, a frontiére lipschitzienne

et bornée, et on introduit les sous-espaces vectoriels de I'espace L*(90) :

2
H?(00) = {)\ € L*(90) tel que /a /ao |:13 — |d 1+2| dl'y dl'y < oo} .

Pour des champ a valeurs vectorielles, on définit H?(00) = (H?(90))".
L’espace de Sobolev d’ordre fractionnaire H?(0O) est un espace de Hilbert, lorsqu’il est muni

de la norme de Sobolev-Slobodeckii

/2
()P 1
Wl = (oo + [ [ B2 ar,ar, )

et son injection dans L?(00) et continue et compacte. Et, pour 0 < 0y < 0y < 1/2, I'injection
de H2(00) dans H?' (00) et continue et compacte.

A partir de 1a, on peut généraliser la notion de trace (cf. le théoréme 1.5.1.2 de [33]).

Théoréme 7.3 Soit un ouvert O de R a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, pour tout
o' €]1/2,1], Vapplication trace v — vjpo est linéaire continue et surjective de H?'(0O) dans
H7'=2(00). En outre, on a lidentification :

HS (0) = {v € H?'(0) tel que vjpo = 0}.

2. On renvoie a [1] ou a [37, §5] pour l’approche "historique".
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A Taide de la proposition 6.3, on note que 'ensemble des traces des éléments de C°(O) est
dense dans (H?(00), || - || w=(90)) pour o €]0,1/2]. On peut s’'intéresser & la trace sur une partie
de la frontiére, et notamment aux éléments & trace nulle sur cette partie. Soit O un ouvert de
R4 & fronticre lipschitzienne et bornée. Soit I" un sous-ensemble ouvert de 9O, non-négligeable

(Jp dI' > 0) et a frontieére lipschitzienne. On introduit
°3(0) = {v € C*(0) tel que v =0 dans un voisinage de I'} .
Soit ¢’ €]1/2,1]. On définit HJ(O) comme I'adhérence de C2%(0) dans H7'(0).

Proposition 7.4 Soit un ouvert O de R? a fronti¢re lipschitzienne et bornée, et soit I' C 0O

ouvert, non-négligeable et & frontiére lipschitzienne. Soit o' €]1/2,1], on a lidentification :
&/F(O) = {v e H? (O) tel que o = 0} .

On a un résultat important (cf. [31]), qui permet de relier H/2(90) tel que défini ci-dessus, &
I'espace des traces des éléments de H'(O) donné par (2.1).

Théoréme 7.5 [Aronszajn-Babich-Slobodeckii] Soit un ouvert O de R® a frontiere lip-
schitzienne et bornée. Alors, la définition de (H?(00), || - |- (00)) avec o = 1/2 coincide avec
celle de l'espace de Banach des traces des éléments de H'(O), voir (2.1)-(2.2). En particulier,

les normes sont équivalentes.

Ainsi, en suivant la procédure décrite au §2.2.1, on peut généraliser la définition de 'application
trace normale v, : H(div;O) — (HY?(00))" comme ci-dessous. Soit & €]0,1/2[, on définit

H’(div;0) = H(div;0) N H’(0).
Muni de la norme y
0l 250y = (10133 0 + v wlEa0))
H’(div; O) est un espace de Hilbert.

Théoréme 7.6 Soit un ouvert O de R a frontiére lipschitzienne et bornée. Soit § €]0,1/2].
L’application trace normale, v — v-no, est linéaire et continue de H®(div; O) dans (H'/*7%(90))’.
En outre, soient v € H°(div;0) et u € H'(0), on a la formule d’intégration par parties

généralisée’
/ udivo dO + <VU, U)(H‘S(O))’,H‘;(O) = <’U : ’I’L‘ao, U|8O>(H1/2—5(8O))’,H1/2—5(80)- (77)
[0

Ensuite, on considére une partition de dO en sous-ensembles (I'%),—; 7, ouverts, connexes et a
fronticre lipschitzienne, et deux a deux disjoints : 00 = U, zI't ; s NI, =0 si z # 2. Pour

z=1,7 et o €]0,1/2], on étend la définition des espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire a I'}

2
Ho(T%) = {)\ € L*(T?) tel que / / |d Hi' dly dly, < oo}.

3. On parle de formule "généralisée" car une intégrale volumique y est remplacée par des crochets de dualité.
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Propriété 3. Pour o €]0,1/2] donné, a l'instar de la propriété 1 pour les espaces de Sobolev
d’ordre fractionnaire définis sur O (voir page 85), on peut établir qu'une fonction A € L?(00)
telle que A\rs € H?(I';) pour tout z = 1, Z, appartient & H?(00), et réciproquement. Par contre,
le résultat est faux pour o = 1/2 (ce dernier résultat est a rapprocher de la proposition 6.2).

Alors, on a les résultats suivants.

Lemme 7.7 Soit un ouvert O de R* a frontiére lipschitzienne et bornée, et (I'}),—1 7 une
partition de 0O comme ci-dessus. Soit 6 €]0,1/2[. Pour tout z = 1,7, Uapplication trace
normale sur I't, v — v - myps, est linéaire et continue de H(div; O) dans (HY*7°(I'%))".

De plus, pour tout v € H°(div; O) et tout u € H'=°(0), on a lidentification

(v - 190, Wo0) (111/2-5 90y m1/2-5(00) = D, (U TPy, UILs) (s11/2-5 ey pr1/2-5 (1) (7.8)
2=1,7
Pour conclure sur les traces, on va établir une formule d’intégration par parties généralisée dans
un polygone. Pour cela on a besoin d’un résultat sur la régularité des solutions du Laplacien, avec
conditions aux limites de Dirichlet homogéne, et donnée faiblement réguliére, voir le théoréme
18.13 et les remarques 18.17 de [25]. Pour s € [0,1] et f € (H{(O))’, on résout ici :

{ Trouver u € H}(O) tq — { Trouver u € Hj(O) tq (7.9)

—Au = f dans O (Vu, V) 120y = (f- @) ug0)y.1300). Y4 € HY(Q)

Théoréme 7.8 Soit un domaine O de R? a frontiére polygonale. Soit u la solution de (7.9).
Alors il existe un exposant limite de régularité o, €]1/2, 1] tel que pour chaque s €]1 —ap, 1]\
{1/2}, et pour s=0siop, =1 :

— Vf € (H3(0)), ue H*™(0) ;

— 3C, > 0 telle que, pour tout f € (H5(0))', on a |[ullg2-s0) < Cs || f|l 0y -

En particulier, o, =1 st O est convexe.

On rappelle que, dans O un ouvert de R?, on définit le rotationnel 2D au sens des distributions
par rot w = Jyw e; — O1w e,, respectivement le rotationnel scalaire 2D au sens des distributions
par rotw = Ojwy — Ohw;. On observe que Aw = —rotrotw. On note n le vecteur normal
unitaire sortant a 00, et t le vecteur tangent unitaire tel que (t,n) soit directe (i.e. t; = no,

tg = —’I'Ll).

Lemme 7.9 Soit un domaine O de R? convexe, a frontiére polygonale. Soit a une aréte de
00. Soient 6,8 €]0,1/2[ donnés. Alors, pour w € H?(O) tel que rotw € (HY/?>9(0)) et

z € H&B‘SO\G(O), on a la formule d’intégration par parties généralisée :

<I'0t Z, W>(H5(O))’,H5(O) — <I'Ot W, Z>(H1/2_5/(O))’,H1/2_5/(O) = <W . t‘a, Z‘&>C“L. (710)

Remarque 7.10 D’aprés la proposition 6.2, on observe que H°(O) = HJ(O) puisque § €
10,1/2[ ; et de méme que HY?*=9(0) = Hé/z_al(O), puisque 1/2 — 6" €]0,1/2[. En utilisant la
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méthode d’interpolation réelle, on peut vérifier que l'opérateur de dérivation rot est continu de
H'7%(0) dans (H}(O))', et par conséquent le premier crochet de dualité de (7.10) a bien un
sens ; d’autre part, comme H'=%(0) C HY>*7%(0) avec injection continue car 1/2—48 < 1/2 <
1 — 0, le second crochet de dualité a également un sens. Pour justifier la formule (7.10), nous

proposons ci-dessous une démonstration "classique”, en raisonnant par densité.

Démonstration : Introduisons ’espace
W;.5(0) = {W € H°(O) tel que rotw € (HI/Q_JI(O))'} ,

qui est un espace de Hilbert muni de la norme

1/2
Iwlw, 0y = (1wl i0) + 106 w1505 0y )

Etablissons que I’ensemble des fonctions régulieres C2°(O) est dense dans Wy 5(O). Pour cela, on
passe par une décomposition de Helmholtz de w € Wy 5(O) : on résout d’abord le probléme (7.9),

avec la donnée faiblement réguliére rot w € (Hé /2 (0))', c’est-a-dire

Trouver v € H}(O) tq
—Ay =rotw dans O.

Puisque le domaine O est convexe, on a ) € H 3/ 2+5/(0> d’aprés le théoréme 7.8.

On note que roty € H1/2+5/(O) C H’(O) puisque § < 1/2 < 1/2 + §'. D’autre part, si on introduit
v =w —rot¢y € H°(0), il vérifie rot v = rot w — rot rot ¢» = rot w + At = 0. Comme le domaine O
est convexe, il est simplement connexe et, & I'instar du théoréme 2.25, il existe ¢ € H'(O), unique a
une constante prés, tel que v = V¢ dans O (voir le théoréme 1.2.9 de [32]). Puisque v € H®(O), on a
en outre ¢ € H'19(0). Ainsi,

w = V¢ +rot i), avec ¢ € H'T°(0) et v € HY>T(0).

D’aprés la proposition 6.3, il existe (¢x)k, (V)r € (Cgo(ﬁ))N, telles que limg o0 | — @kl grvs(0) =

limg o0 [|10 — '(/}k”H3/2+5/(O) = 0. Si on introduit wy, = V¢;, + rot ¢, € CX(0), on a

lw — Wk”%vm,(o) = V(¢ — éx) +rot (¢ — vr)|I3ss o) + Ilrot (rot (3 — 7/%))”?}]1/2—5’(0))/

2/|V(¢ — 603150y + 2llrot (¥ — i) [3gs(0) + ot (xot (v = ) 17125 0
2016 — 0kl Fris(0) + 201% = Ykl sy + Crot X0t (¥ — i) l3210 o)

2||¢ — ¢1<:||12ql+5(o) + 2 — ¢k||?{1+a(o) + Crot || — 11%“23/2”/(0),

IN N

IN

01l Chot est le module de continuité de Popérateur de dérivation rot de HY/2t9(0Q) dans (HY/279(0)Y
(on raisonne par la méthode d’interpolation réelle). Et on en déduit que limy_, ||W — wk||w676,(o) =0,
ce qui est le résultat de densité cherché.
Afin d’obtenir (7.10), on peut maintenant raisonner par densité. On introduit,
— cf. définition de Hy 52, (0) : (2m)m € (C50,(0))"" telle que limyp o0 |2 = 2m|| 1-50) = 0 ;
— (W) € (Cgo(ﬁ))N, telle que limy,o0 |W — Wi[lw, ,(0) = 0.
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Puisque 290\ = 0, on a la formule d’intégration par parties :

/ (rot z,, - Wi — rot Wy 2, ) dx = /wk t 2, dl, vk, m.
(0] a

A partir de 14, on étudie la limite lorsque m — oo (a k fixé) :
/ rot zp, - Wi dX = (rot 2, Wi) (1 (0))y, 1 (0) — (YOt 2, Wi) (15 (0)y 1o (0) (continuité rot ) ;
0]

rot wi, 2, dx = (rot wy, zm>(H1/2*5'(O))’ H1/2-8"(0) (rot wy, Z>(H1/2*5/(O))’,H1/2*5'(O) )
O )
/w;C t 2y dl — /Wk “t 25 dl (continuité trace sur a).
a a
Ainsi,
<I'Ot z, Wk)(H‘s(O))’,Ha(O) — <I‘Ot Wi, Z>(H1/2—5/(O))/,H1/2—5'(O) = / W - tz dl, Vk‘
a
On étudie ensuite la limite lorsque k — oo des termes de gauche :
<I'Ot z, Wk> (H%(0)),H%(0) — <I'Ot z, W> (H5(0))',H5(0) s
(rot wy, z)(HI/Q_(;/(O)),’HI/Q_&,(O) = (rot w, z>(H1/2_5/(O)),,Hl/g_éz(o).

On en déduit que limy_, f& Wy, - t z dl existe. Enfin, cette limite est indépendante des suites (2, )m et
(wg)r choisies : en effet, le passage m — oo (& k fixé) donne les mémes termes par continuité, puis le

passage k — oo donne également les mémes termes de gauche. Si on note
(W tja, 2806 = lim | wyg -t zdl,
k—oo Jg

la formule d’intégration par parties généralisée (7.10) suit. ]

7.2.2 Définition de l'interpolation

En préambule, donnons une idée de la démarche pour l'interpolation locale. Placons-nous

dans un tétraédre K € T;, donné. On veut évaluer une intégrale le long d’une aréte, cf. (7.4) :

/W-le, pour a € Ag.

Une idée "naturelle" est de reprendre I'approche utilisée pour établir I'item 1 de la proposi-
tion 7.1 : on choisit une des deux faces f € Fk telle que a C Jf. On se place dans 'ouvert
f= int(f) C R? et, pour un champ w défini dans f, on utilise le lemme 7.9 pour remplacer
I'intégrale ci-dessus par

M (w) = (W - Tja, 1)a, (7.11)

ou le crochet de dualité est compris au sens de (7.10). On note que, si le champ w est suffisam-

ment régulier, on retrouve M¢*(w) = [ w -7 dl (voir la démonstration du lemme 7.9).
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Proposition 7.11 Soit K € T,. Soients > 1/2 et s’ > 0. Les degrés de libertés (M (V7)) acay

ont un sens pour tout
ve X, y(K)= {w € H*(K) tel que rotw € HSI(K)}.

Démonstration : % Soit v € X ¢(K). Explicitons les propriétés du champ v, de son rotationnel, et
de leurs traces. Sans perte de généralité, on suppose que s s’écrit s = 1/2 + 4, avec § €]0,1/2], et de
méme on choisit s = ¢, avec ¢’ €]0,1/2[. Soit f € Fg telle que a C 9f.

D’aprés le théoréme 7.3, on sait que vjgx € H?(dK). En particulier, VoK € L*(0K), et v} € H5(f)
pour toute f € Fi. Et puisque § €]0,1/2[, si on "isole" la trace de la composante tangentielle vy =
n X (v x n) sur 0K, il suit d’aprés la propriété 3 page 100 que vy € H‘s(aK). D’autre part, on
a par hypothése r = rotv € H‘SI(K)7 et on sait que r € H(div; K) puisque divr = 0. Ainsi,
re HY (div; O) et, d’aprés le théoreme 7.6, 7 - njgx € (HY2=9(9K))'. Or, d’aprés le théoréme 2.29,
on sait que 7 - n = rot p(vr) dans (H'/2(9K))', et ainsi rot p(vy) € (HY/279(9K))’. On a donc

vp € HY(0K) et rotp(vr) € (HY*79(0K))'.

Pour a € Ak, on choisit f € F telle que a C df. Alors, d’aprés la propriété 3 page 100 et le lemme 7.7,
on sait que w = (’UT)“; € Ho(f) et rot pw € (HY/279(f)). Grace a ces régularités "améliorées", on va
montrer qu’on peut définir MJ“" (w).

En effet, on note que, comme la fonction oy = 1 définie sur @ appartient & H1/2_5(&), son prolonge-
ment par 0 & 8f, noté aw, appartient a H1/2_5(8f), toujours d’aprés la propriété 3 page 100. Puis,

par surjectivité de l'application trace (théoréme 7.3), il existe z € Hégfg\a( f) telle que Zpf = Q2.
Toutes les hypothéses du lemme 7.9 sont vérifiées et, a l'aide de la formule d’intégration par parties
généralisée (7.10), on peut donc assembler les éléments définis ci-dessus, pour trouver (on rappelle que

T = +t) :

(rotrz, W>(H5(f°))',H6(f) — (rot pw, z>(H1/2_5/(fv)),’Hl/Q_a/(j;) =+(w- T3, Da- (7.12)

Les degrés de libertés (MI“"(vr))aca, ont bien un sens, par définition de w.

Il reste a vérifier que ’on obtient la méme valeur si on a choisi 'autre face f’ € Fi telle que a C 9f’.

En définissant w’ = (vT)\f’ € HY(f"), respectivement 2’ € H&g‘}/\a(f’) avec 2'|; = 1, on aboutit a
(rot FZ/’W/>(H5(f’))’,H5(f’) — (ot pw’, Z/>(H1/2—5’(f/))/,H1/2—6’(f°/) = F(w - Tiar Das (7.13)

puisque 7 = £t = Ft’.

Soit R une rotation autour de l'aréte a telle que I'y, = int(fUR(f’)) soit incluse dans un plan. On vérifie

facilement que si on se place dans Iy, alors 2" € L?(T) et w” € L2(T',) respectivement définies par
2(y)=zy)siyef, 2(y)=2@®"y)siyeR(f),
w(y)=w(y)siyef, w(y)=r(W{®&'y) siy €R(/),

sont telles que 2" € Hi79(T,), resp. w” € HY(T,,).

De méme rotw” € (H'/279(T,)Y, avec pour tout v/ € H'/2>=9(T,) :

(rot W, ") (gasa-s (0, oo (0, = (rot vw, v i) pasast (fyy mve-s ()
+ <1“Ot [‘W/, V"o R\f’>(H1/2—5'(f’))’,Hl/Q_‘sl(f’)’ (714)
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puisque U”\j’ € H/270(f)y et v o Rij € H/2=8'(f1.
D’aprés la définition de Hi =% (T,) : il existe (2/)m € (D(Fa))N, telle que limy, o0 [|2” — 277, | g1 -or,) = 0.

Pour m fixé, on note que

— d’une part, puisque w € H5(f) et w' e Hé(f’), on a

/ rot 2! -w'dy = /’rotz;;-w”dy+/ rot 2! - w" dy
a f R(f")

f
= (rOt 2, W) gy s () T (PO 20y W) s (fryy o (o)

chgts de variable x = y et x’ = Ry = /rot [Zm - Wdx + / rot pz,’n -w dx’

/

Y/ 1o L.
avec Zm = Zpy f, et z,, = zmoR|f, ;

— d’autre part, puisque 2/, € D(T) et rotw” € (HY/>=9(T,))’, on a d’aprés (7.14)

/ rot 2! -w"dy = (w' rotzl)= (rotw” 2!)= (rot WH?ZZL>(H1/2*5’(Fa))ﬁHl/?*&’(Fa)

a

- <I‘Ot 'w, 2m>(H1/2—6’(f))/’H1/2—6’ (f) + <I‘Ot FW/J Z;n> (Hl/Q*‘V(fB’))/,Hl/?*‘V (f') .

On passe a la limite lorsque m — oo :
— puisque I'opérateur de dérivation rot p est continu de H'=9(f) dans (H?(f))’, resp. de H=0(f")
dans (H*(f")), on a

B J. ot 2 W dy = (r0t 2, W) sy mo( ) (0082 W) s oy s oy 5

— puisque lim,, o ||z — zxLHHl/g,y(Fa) =0,o0na

. " 1! / !
n%gnoo . rot z,, - w'" dy = (rottw, Z>(H1/275/(f))/71{1/275'(f) + (rottw’, 2 >(H1/2*5’(f’))/,H1/2*5’(f/)'

Enfin, en faisant la différence, on trouve a l'aide de (7.12)-(7.13) que
0= (02, Whggs(fyy s () (0062 guas (s 1)

—<r0t rw, Z>(H1/2—5’(f))',H1/2—5’(f) - <1"0t leu Z/>(H1/2—5/(f"/))/’Huz_a/(f/)
= :|:<W-T‘&,1>&:F<W,-T‘&,1>&.

Les deux valeurs sont égales comme annoncé. [ |

Corollaire 7.12 Sous les mémes hypothéses qu’a la proposition 7.11, soit fo € Fi une face

telle que v x n =0 ou vy =0 sur foo. Alors, on a M9 (vy) = 0 pour toute aréte a C O fy.

Démonstration : Il suffit de reprendre la démonstration de la proposition 7.11. Par construction,

W= (vT)Ifo = 0. D’apreés (7.12), on en déduit le résultat. ]

Muni de la norme
2 2 /2
lwllx, ) = <||w||HS(K) + |[rot w]] s’(K)> ’

X ¢ (K) est un espace de Hilbert.
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7.2.3 Erreur d’interpolation et approximabilité

Soient s > 1/2 et s’ > 0. On définit I'opérateur d’interpolation de Nédélec local

Xs,s’(K) — RI(K)

S
K v = IIRv, avec M, (II¥v) = M,(v), Va € Ak

(7.15)

Pour tout v € X, ¢(K), par passage a I'élément fini de référence *, comme la famille de maillages

(Tr)n est réguliére, on peut établir I'erreur d’interpolation locale

) , 1/2
v — H%”“H(rot;K) < cso hi (551) (HUH%{S(K) + ||r0tv||iIs,(K)> ) (7.16)

avec ¢; ¢ > 0 indépendante de v et de K (et donc de hg). On note que si rot v = cste dans K,
alors on a s' =1 et |[rot v|| g ) = [[rot v|[ L2k

Par "agrégation", en partant d’un tétraédre, puis en parcourant les autres en passant par les
faces communes (cf. la remarque 7.2), on peut définir 'opérateur d’interpolation de Nédélec
global

7?7 =V,

oy
" le e Y, avee (Vo) x = N (vik), VK € Ty,

(7.17)

L’étape suivante est de déterminer & partir de quels espaces fonctionnels, définis sur €2, on peut
affirmer que tous les interpolés locauz de leurs ¢léments v (les (I} (v|x)) ke, dans (7.17)) sont

bien définis.

Un premier choix possible est I'espace discret V5, ! En effet, pour tout élément v, € V7, la
famille (IIY (vp)x)) ke, est bien définie, car d’apres (7.15) on a Uégalité I} (v, k) = vpx pour

tout tétraedre K. Et on en déduit que
N, = vy, Yo, € V. (7.18)
Un second choiz possible est (toujours pour s > 1/2 et s’ > 0) :
ve X, y(Q)= {w € H*(Q) tel que rotw € HS/(Q)}.

Muni de la norme

1/
Jwllx, .o = (0l + Irotwl g )

4. Pour cela, on effectue un changement de variables vers le tétraédre de référence, noté K, dont les sommets
sont lorigine, et les 3 points de coordonnées (1,0, 0), (0,1,0) et (0,0, 1). Pour un tétraédre K, on note F : K —
K la transformation affine transformant K en K, et on utilise le changement de variables 2 = Fr(x) = Aga+
bi, avec Ax € R3*3 et by € R3. Le jacobien de la transformation vaut Jp, (&) = det(dFk(2)) = det(Ak),
et on a de = |Jr, ()| dZ ; notons que det(Ax) = +2mes(K), selon orientation des sommets de K. A une
fonction v définie sur K, on associe alors © définie sur K telle que #(&) = ALv(x) (on parle de transformation
covariante) pour tout & € K, et on a rot d(&) = det(Ax)(Ax) 'rotv(x).
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X+ (€) est un espace de Hilbert. Par définition des espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire,
pour tout élément v € X, (), on a vu que vjx € X,y (K) pour tout K : la famille
(ITY (v )) keT,, est donc bien définie. De plus, les degrés de liberté sont définis de maniére
unique sur toute face f commune a deux tétraédres distincts K et K'. En effet, ces degrés
de liberté sont définis a l'aide de traces sur f (cf. démonstration de la proposition 7.11). Et,
d’apreés 'unicité de la trace, elles sont identiques, qu’on considére que f C 0K ou que f C 0K'.
En outre, a partir de I'erreur d’interpolation locale (7.16), on en déduit I’erreur d’interpolation

globale

1/2
H’U — H;LV'U”H(rot;Q) = (Z ||U - HhNUH%-I(rot;K))

KeTy,
1/2
< oy (Z h g2 min(s:s'D) (Hfuuiﬁm + |[rot v S,(K))>
KeTy,
1/2
S L (Z (HvH%,S(K) + |[rotv|? sm)) . (7.19)
KeTy,
avec ¢;y > 0 indépendante de v et de h. D’aprés la propriété de sous-additivité (6.10) des
normes || - || gs(q) et || - || HY () (ou d’additivité si s ou s’ sont entiers), on a finalement
[0 = TN 0| B rot ) < Coer AR (HvHHsm) + HrothHsf(m) : (7.20)

En particulier, on a 1T} € £(X (), V}), pour chaque s > 1/2 et s’ > 0.

On en déduit également les propriétés "basiques" d’approzimabilité ci-dessous.

Proposition 7.13 Pour tout v € H(rot;Q), on a

li inf — : =0. 21
Pour tout v € Hy(rot;$2), on a
i (inf o = o) =0 (722

Démonstration : Soit v € H(rot ;) donné. Soit € > 0.

D’aprés la proposition 2.12 (densité de C2°(Q2) dans H (rot ; 2)), on sait qu'il existe v € C2°(Q) tel que
HU - 6”H(rot:;Q) < 6/2'

Or, on a linclusion CX(Q) C X11(Q), et il est donc possible d’appliquer I'opérateur d’interpola-
tion H}]ZV a v. En outre, d’aprés 'erreur d’interpolation globale (7.20), on en déduit que limy_,¢ ||v —
H;_LVEHH(I.Ot;Q) = 0. En particulier, il existe hg > 0 tel que, pour tout h < hg, on a Hﬁ—HhNﬁHH(rot ) <
€/2.

A Tl’aide de I'inégalité triangulaire, on en conclut que, pour tout h < hyg,

vhig‘f/h v = vl Erot:) < v = TRl H(rot:0) < 1V — D)l H(rot i) + 10 = T 0l H(rot ) < €
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La limite (7.22) s’obtient de fagon similaire, en utilisant la densité de D(£2) dans Hy(rot;Q) et en
notant que, pour tout v € D(Q), on a [I¥v € V) par définition de I1Y. [ ]

Pour Popérateur d’interpolation IT}, les deux choix d’espaces fonctionnels de départ (V7 et
X ;,5(£2)) sont différents, au sens ot I'un ne contient pas l'autre. En effet, si les éléments de V',
sont réguliers par tétraédre, la continuité de la trace a l'interface entre deux tétraédres n’est
pas garantie (seulement celle de la trace tangentielle). Ils n’appartiennent donc pas a l’espace
fonctionnel X, o(£2) puisque s > 1/2 (propriété 1 page 85 des espaces de Sobolev d’ordre
fractionnaire). La non-inclusion de X +(€2) dans V', est évidente. En pratique, on applique

donc l'opérateur d’interpolation ITY a des éléments de
X5(Q) = {'v € L*(Q) tel que 35 > 1/2,5' >0, I(vp,v) € Vi, x X, 4(Q), v =, +y}.

Enfin, on note que, si v € X (Q) N Hy(rot;Q), alors IINv € V.

D’une part, la famille (H%(vu{))KeTh existe. A partir de la, pour chaque face fy C 91, il existe un
tétraédre Ky tel que fy € Fi,. Et, par hypothese, v|x, = va |k, + V|, € X 5,5 (Kp), avec (vT)|f°0 =0.
D’apres le corollaire 7.12, on a ((Hév v)T)| i, =0 Le résultat étant vrai pour toutes les faces de 0€2, on

a bien IIv € V) comme annoncé. [ ]

7.3 Existence de potentiel scalaire discret

A partir de 1a, on peut établir des résultats d’existence de potentiel scalaire discret, pour
les interpolés de champs a rotationnel nul, et pour les champs discrets a rotationnel nul. On

pourra omettre de lire la démonstration du théoréme ci-dessous en premiére lecture.

Théoréme 7.14 Pour h donné :
(1) soit v € Hy(rot; Q) N X, (Q) tel que rot v =0 dans Q, alors U v € V[MP?] ;
(2) soit v, € V?L tel que rot vy, = 0 dans €, alors il existe q, € MP? tel que vy, = V.

Démonstration : % (1) Par hypothese, il existe s > 1/2, s > 0 tels que v € V), + X (), et on
sait d’aprés ce qui précéde que Hflv v existe.

Premiére étape : on va montrer que rot (HhN v) = 0 dans Q.

D’aprés le théoréme 4.1, il existe ¢ € H},(Q) tel que v = Vg dans Q.

On choisit K € T, : on note v = ¥v = ax + bk X x, et g = q k- Par hypothése, v x € H*(K),
et donc qx € H'™(K).

Reprenons ’approche développée dans la proposition 7.1. Soit f € Fk, on note n le vecteur normal
unitaire sortant a df, et t le vecteur tangent unitaire tel que (t,n) soit directe. Supposons que f C

{z tel que 3 = 0} ; en particulier, b - n|y = +b3 car n|y = +e3. On a vu que
2b3|f=/T0tF’UKdS=—/ 'UK’tdl:—Z vi - tdl
f of acof’a

On choisit 6 €]0, 1/2[tel que § < s—1/2. Et, comme Vqx € H*(K),onaw = (Vrqx) s € Hs1/2(f) c
H(f) (d’apres le théoreme 7.3), avec rot pw = v, (rot (Vgx)) = 0 (d’aprés le théoréme 2.29). Par
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définition de l'interpolation locale (7.15), de qx et de w, on en déduit que

2s|fl == > (vr-tia, a=— Y (Vg tiz 1)a=— > (Wt Da

aCof aCof aCof

Pour conclure le calcul, on rappelle que, par construction, w € H?(rot p; f) = H(rot ; f) N H5(f). Par
analogie avec le théoréme 7.6 et le lemme 7.7 dans f C R? (le rotationnel scalaire tangentiel est la
divergence 2D "tournée"), on a les propriétés :

i) vev: t 57> est linéaire et continue de HY(rot r; f) dans (HY279(8f)) ;

(ii) v = v - t}4, est linéaire et continue de HY (rot r; f) dans (HY/27%(4))’, pour chaque aréte a ;
De plus, pour tout v € H(rot r; f) et tout u € Hl_‘s(fo), on a les égalités

DVt wade-say me-s@ = Vo bap W) sy s
aCof

= <r°tF“’V>(H5(f°))/,H5(f) —/furotpvdS.

Par conséquent, si on choisit v =w, et u = 1, on déduit finalement de ce qui précéde que

2b3] f| = — Y (W bjas Lia) (rras2-s(ayy m1/2-s(a) = 05
aCof
et ainsi +b3 = bg - |y = 0. En raisonnant sur toutes les faces de K, on trouve que bx = 0 et, en
d’autres termes, que

rotvg = 0.

Le résultat étant valable pour tout K € 7, on a donc établi que rot (IINv) € L?*(2) est égal a 0
presque partout dans €2. On en conclut que rot (HhN v) = 0 dans Q.

Deuxiéme étape : puisque v € H(rot ; Q) ﬁX;{(Q), on sait que H,];['U € V9. Ainsi, l'interpolé global
HhN v est un élément de V% C Hy(rot;Q), tel que rot (HhN v) = 0 dans Q. Si on applique & nouveau
le théoréme 4.1, on en déduit cette fois qu’il existe gy € HéQ(Q) tel que HhN'v = Vgn dans 2. De
plus, pour tout K € Ty, (Vqn) i est constant : gy est affine, c’est-a-dire que gn|x € PY(K). On en
conclut que gy € MP%, et on a bien Hth € V[M,‘?Q].

(2) Soit maintenant v;, € VY tel que rotwv;, = 0 dans Q. D’aprés (1), il existe g, € M;?Q tel que
H;]lV’Uh = Vg Et d’aprés (7.18), on a

v, = Y vy, = Vap,

ce qui est le résultat demandé. [ |

7.4 * Pour aller plus loin

7.4.1 Opérateur d’interpolation généralisé

Intuitivement, 'estimation (7.20) suggére qu’on pourra obtenir une vitesse de convergence

en O(h?) a l'aide d’'un lemme de Céa, avec z > 0 lorsque s et s’ sont strictement positifs (et,
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pour s, sous la condition "restrictive" s > 1/2). D’autre part, si s ou s’ sont égaux a 0, la
proposition 7.13 garantira la convergence. On va voir ci-dessous qu’on peut introduire un opé-
rateur d’interpolation plus général pour couvrir le cas non-traité jusqu’a présent. Précisément,
on se place dans X, ¢ (Q) N Hy(rot;Q), avec s €]0,1/2] et s’ > 0.° Ci-dessous, on reprend [17,
Definition 1] (voir aussi |15, §4.2|).

Soit donc v € X;4(Q) N Hy(rot;€2), on lui applique la décomposition de type Birman-
Solomyak, voir la proposition 6.12 : il existe v™9 = Pv € Hy(rot;Q) N H'(Q) et ¢ = Qu €
H3(Q) tels que v = v™ + Vq dans Q, et [[v"|g1q) + gz < Casl|vl|lH@rot:0) (avec
Cps > 0 indépendante de v).

Par construction, rot v"* = rot v dans (2, et ainsi v"*9 € X ¢(£2). On peut donc lui appliquer

'opérateur d’interpolation II, et TN v"™9 € V%. De plus, (7.20) permet d’obtenir I’estimation
o7 = 10 rxeon ) < e B ([0l + 1708 w1l )

avec cy > 0 indépendante de v et de h.
Quant a ¢, on a Vg =v — v" € H*(Q), c’est-a-dire que ¢ € H'™*(Q), et en outre

gl zr+s) < & (vllE=@) + V]| H@rot :0))

avec ¢, > 0 indépendante de v. Comme on a supposé que s €]0,1/2], on doit utiliser un
opérateur d’interpolation plus général que I'opérateur d’interpolation de Lagrange (pour lequel
on doit avoir 1+ s > 3/2 d’aprés les résultats d’injections des espaces de Sobolev, voir (6.11)).
C’est le cas de l'opérateur d’interpolation 74 de Scott-Zhang, voir [29, §1.6.2|, défini a laide

de degrés de liberté intégraux. Ses propriétés principales sont

1. Vh, m3% € LIHY(Q), My,), 37 € L(H}o (), M) et 727 € LIHL(Q), M) ;

2. Yh, ¥, € My, 7 %qn = qn ;

3. Vso € [0,1], Fesz,s, > 0, VR, Vu € HT0(Q), ||u — 75 ul| ) < sz R0 u rivso (.-
Si on revient & la décomposition v = v" + Vg, on note que V(73%q) € VM| C V7.

Ainsi, si on rassemble ce qui précéde, on peut définir un opérateur d’interpolation combiné :

X.o(Q)NHy(rot; Q) — V)

Hcomb . . 7.23
h v o Ty = TY(Po) + V(xi%(Qu)) (723

Par construction, II{*™ € £(X, +(Q) N Hy(rot;Q), V?}), et de plus
[0 = T 0| frpot ) < Coor BT <||’U||HS(Q) + [[rot v||Hsf(Q)) : (7.24)

avec ¢ ¢ > 0 indépendante de v et de h.

Pour finir, on a le résultat suivant.

5. D’aprés la propriété 1 page 85 des espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire, on sait que, pour tous s, s’ €
10,1/2[, on a Iinclusion V9 € X, () N Hy(rot; Q).
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Proposition 7.15 Pour tout v, € V', il existe ¢, € M tel que 115w, = v, + V¢,

Démonstration : On applique la décomposition de type Birman-Solomyak a vy, : il existe v™¢9 €
H'(Q) et ¢ € H}(R) tels que vy, = 079 + V§ dans Q. D’aprés la propriété 1 page 85 des espaces de
Sobolev d’ordre fractionnaire, on a rotwv, € H* (Q) pour tout s’ €]0,1/2[, et ainsi v € X »(Q).
On peut donc appliquer 'opérateur H,];[ A vy — v = Vg, et le théoréme 7.14 permet d’affirmer qu’il
existe gy, € M,‘?Q tel que 1Y (V§) = V. 1l suit que Hth?e/g = I (vy, — V§) = vj, — Vi

Par définition (7.23), on en conclut que
1157wy, = I 079 + V(7,7 §) = vi + V(73,74 — Gn),

c’est-a-dire le résultat souhaité, puisque ﬂf ZG—qgneM ,?Q. [ |

Remarque 7.16 On retrouve une approche similaire dans [26, §6]. Pour s,s" > 0, un opéra-
teur d’interpolation y est défini implicitement (sous forme variationnelle), avec la méme capa-
cité d’interpolation (7.24), de Y . 4(2) N Ho(rot; Q) dans V). Toutefois, dans [26], Y ()
est un sous-espace vectoriel strict de X, (). Il contient des champs v peu réguliers (v &
Ueso H*(Q) est possible), mais pas tous les éléments de X ;4(9)...

7.4.2 Propriétés de ’élément fini de Nédélec dans H (rot ;(2)

Certains des résultats obtenus précédemment n’ont été établis que pour des champs de
H(rot; (), c’est-a-dire pour des champs a trace tangentielle nulle. Examinons briévement ce
qu’il se passe pour des champs de H (rot;(2).

Tout d’abord, on note que I’ensemble des propriétés d’interpolation de §7.2.3 restent valables,
puisqu’on n’utilise nulle part la condition de trace tangentielle nulle.

Ensuite, pour l'extraction de potentiel scalaire : on rappelle que si v € H (rot ;) est tel que
rot v = 0 dans (2, alors il existe ¢ € Hé(Q) tel que v = % dans Q (théoréme 2.25). Pour passer
a la version discréte du résultat, il faut une famille de maillages "conformes" aux coupures,
c’est-a-dire des maillages formés de tétraédres n’intersectant pas les coupures. Précisément,

respectant la condition :
Vh, VK €T, KN (U3 =0.
Ainsi, on introduit
M, = {qh € HL(Q) tel que gk € PY(K), VK € Th} .

A partir de la, par analogie avec le théoréme 7.14, on peut établir le

6. D’apreés [34, Chapitre 6], on peut construire des coupures planes par morceaux, en partant d’un maillage
constituant une approximation "grossiére" du domaine de calcul. La condition de "conformité" peut donc

facilement étre réalisée en pratique.
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Théoréme 7.17 Pour h donné :

(1) soit v € H(rot;Q)N X, (Q) tel que rotv = 0 dans Q, alors il existe ¢, € M), tel que
H}]LV,U = VQh ;

(2) soit v, € V', tel que rot vy, =0 dans 2, alors il existe ¢, € My, tel que vy, = V.

Pour finir, on note qu’en principe, on peut définir un opérateur d’interpolation généralisé a
partir de X «(Q)NH (rot; ), avec s €]0,1/2] et s > 0. Celui-ci est différent de celui proposé
dans §7.4.1, car il repose sur une autre décomposition de type Birman-Solomyak pour les
champs de H (rot ;) ; en revanche, la définition de 'opérateur d’interpolation généralisé sera
toujours réalisée a 'aide de I'opérateur d’interpolation ITY sur la partie réguliére d’une part, et

de 'opérateur de Scott-Zhang sur la partie gradient d’autre part.
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Estimation d’erreur

Dans un milieu homogene, étant données B* € L*(), p € L*(Q) et § = (1 )p=1.x € RE,

on rappelle le modéle quasi-statique magnétique a discrétiser :
Trouver E € Hy(rot ;<) tel que
rot E = B* dans ()
1
div E = —p dans
€
<E “ My, 1>H1/2(Fk) = Yk, Vk = 1, K

(8.1)

D’aprés ce qu’on a vu au §4 (théoréme 4.6), le probléme est bien posé pour des données B* €
Hy(div0;Q), p € L*(Q) et ¥ € RX. La solution E existe, est unique, et dépend de facon

continue des données :

IElxy@ < Co (I1B*llp2) + ol + 171) (8.2)

avec Cy > 0 indépendante des données B* € Hp (div0;Q), p € L*(Q) et ¥ € RE.

L’objet de ces notes est de construire et d’analyser la méthode d’approximation de (8.1),
posée dans V(,)L, et en particulier de proposer une estimation d’erreur. On se place donc dans un
domaine Q de R? polyédrique. Ci-dessous, on note op €]1/2, 1] 'exposant limite de régularité
lorsque le domaine polyédrique €2 n’est pas convexe.

Si on appelle Ej la solution de la forme variationnelle discréte — a définir! — posée dans
V), associée au modéle (8.1), on souhaite in fine estimer 'erreur commise, c’est-a-dire || E —
E,| H(rot;0)- D’aprés I'annexe C, sous réserve d’avoir une condition inf-sup discréte uniforme

(voire, la coercivité), on peut appliquer le lemme de Céa, et en déduire que
|E — Eyl|mrot;0) < C vhiél‘f/% | E — v H(rot :02),
avec C' > 0 indépendante de h, de B*, p et ¥, et de E. Et si [I)' E est bien définie, on a
”E - Eh“H(rot;Q) <C ||E - HhNE”H(rot;Q).

112
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L’évaluation de l'erreur d’interpolation |[E — IIY E|| H(rot;0) Permet finalement d’obtenir I'esti-

mation souhaitée, par rapport a h (ou une puissance de h) et par rapport aux données.

Dans la suite, on réalise le programme & rebours, en étudiant tout d’abord I'erreur d’inter-
polation, puis les outils de mesure "fine" des champs permettant d’établir la condition inf-sup

discréte uniforme, et enfin la formulation variationnelle discréte elle-méme.

8.1 Erreur d’interpolation

8.1.1 Reégularité du champ électrique

On vérifie, pour commencer, qu’on peut appliquer 'opérateur d’interpolation au champ E
solution de (8.1) : il faut pour cela que E et rot E soient de régularité "suffisante".
Que peut-on dire de la régularité de 27 On rappelle que, par définition, on a I’appartenance

E € X n(9). On établit ci-dessous un résultat qui compléte celui du théoréme 6.13.

Théoréme 8.1 Soit un domaine Q0 de R3 polyédrique.

— Si Q est convexe, alors X x(Q2) C H'(Q), avec injection continue :
301 >0, Vo € Xn(Q), [[v]lg ) < O vl xy@)- (8.3)
— 8iQ nest pas convexe, alors X n(Q) C (ycseo, H(Q), avec injection continue :
Vs €]0,0p[, 3C, >0, Yo € Xn(Q), ||v]ms@) < CLlv|xy@)- (8.4)

Démonstration : Soit v € X x(2). On utilise tout d’abord la décomposition de type Birman-
Solomyak, voir la proposition 6.12, qui nous dit qu’il existe v"9 € Hy(rot; Q)N H(Q) et g € H} ()
tels que v = v"% + Vq dans 2, avec dépendance continue : il existe Cgg > 0 indépendante de v telle
que

10" g1y + lallmi) < Cs 1ol Hrot 10)-
On sait que v™9 € H'(Q), il reste & déterminer la régularité de Vg, avant de conclure quant a la

régularité de v = v"%Y 4+ Vq (on reprend la démarche du théoréme 6.13). Pour commencer, on a
Ag = div(Vq) = dive — divo"™ dans ,

et il suit que Aq appartient & L?(f2) : ¢ est solution du probléme (6.7) avec la donnée f = —divwv +

divv". Notons que || f||12(q) dépend continiment de ||v||x (). En effet, par construction, on a

1fllz2) < (divollpeq) + |div o™ r2q)
< divo|z2) + \/guvreg”Hl(Q)
< |ldivolrz@) + V3 Cas 1o Hrot )
< (14+3CE) Y vl xy9)-

On utilise maintenant le théoréme 6.4 (dans €2 polyédrique) pour déterminer la régularité de ¢, et donc
celle de Vq.
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— SiQest convexe, alors Vg € HY(Q), et 1Vl i) < C1 N fll 2, avec O > 0 indépendante
de f. Si on rassemble tous les résultats, on a v € H (), ainsi que (8.3).

— Si Q2 n'est pas convexe, alors Vg € (Ny<,,, H*(2) et, pour chaque s €]0,0p], [[Vq|l =) <
Cs | fll 220y, avec Cs® > 0 indépendante de f. Si on rassemble a nouveau tous les résultats,

on av € gy, H(Q), ainsi que (8.4).

u
Appliquons ce théoréme a la solution E de (8.1). A Iaide de (8.2), on aboutit a :
— Si Q est convexe, alors E € H'(Q), et
1Bl ) < CoCr (1B [l p2o) + o) - (8.5)
— Si Q n’est pas convexe, alors E € (., H*(Q2) et, pour chaque s €]0,0p],
1B ms (@) < CoCy (1Bl 2 + llpllz2e)) - (8.6)

Que peut-on dire de la régularité de rot E 7 La réponse est beaucoup plus simple, puisque par

définition rot E = B* dans 2. On fait donc une hypothése sur les données, a savoir que
3s* >0, B* € H"(Q). (8.7)
Sous I’hypothése (8.7), on a donc

si Q est convexe : EecX,:(9);

. (8.8)
si 2 n’est pas convexe : FE € X +(Q), Vs €]1/2,0p].

D’aprés le §7.2.3, on en conclut que I} E existe.

8.1.2 Erreur d’interpolation globale

On peut déterminer Uerreur d’interpolation globale || E — I E|| gr(rot;0). D’apreés (7.20), on

note que (avec s = 1 si 2 est convexe, s €|1/2,0p[ sinon) :
|B = 1Y Bl ot o) < cose R ((1Bll ey + 1B |z o) -
Si Q est convexe, d’aprés (8.5), on conclut que :

0™ > 0, V(B*, p) € H (Q) x L*(Q), Vh,

sm 1 min(1,s* * (89>
|B = 1Y Bll oty < CE™ B0 (1B g o) + lollzecen )
Si Q est non-convexe, d’aprés (8.6), on conclut que :
Vs €]1/2,0p[, 3C*™ > 0, ¥(B*,p) € H* (Q) x L*(2), Vh, (8.10)

|B — 10 Bl ot o) < C2™ W) (|1B| gy + ol o))
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8.2 Mesure des champs discrets

On passe a ’étape suivante, qui décrit comment mesurer "finement" les champs discrets, en
vue d’analyser la formulation variationnelle discréte au §8.4. Pour ce faire, on se pose la question
de l'obtention de résultats similaires a ceux de §4.3 dans le cas discret, dans un domaine ¢
polyédrique. On raisonne pour h donné.

On rappelle que V' est muni de la norme || - || H(rot .0), Tespectivement que M7 est muni de la
norme ||V - || z2(q)-

Soit donc w;, € V. Par analogie avec ce qui précéde, on résout la formulation variationnelle

discrete
{ Trouver ¢y, € MP? telle que (8.11)
(Vo Vai) 2 = (0n, Vi) 2@, Va, € M"

Puis, on pose k;, = v, — Vo, € V(,)l. Par construction, on a k;, € K, , ou

K;, = {v, € V) tel que (v, Vq;) 2 = 0, Vqj, € M} (8.12)
Il est important de noter que K, n'est pas un sous-espace vectoriel de K () !
En effet, dire que vj, € V9 appartient a K ~ (£2) signifie que :

Vg € Hjn(Q), (vh, VC]/)LQ(Q) =0,

ce qui est une contrainte plus forte que celle apparaissant dans la définition (8.12). [ |

On dit parfois que les éléments de K, sont a divergence faiblement nulle. Ci-dessous, on établit

une décomposition de Helmholtz discrete.

Proposition 8.2 Soit un domaine 2 de R? polyédrique. On a la décomposition orthogonale

0 00 & po—
Démonstration : D’aprés ce qui précéde, on sait que V% C VIM ,‘?Q} + K, et I'inclusion réciproque
est évidente. Si maintenant on considere Vg, € V[M;?Q} et k, € K, , on trouve :

def. K},

(Von kn)rot;0) = (Von, kn)p2q) =" 0,
ce qui prouve l'orthogonalité. [ |

Puisqu’on a une décomposition orthogonale, il existe donc deux applications linéaires et conti-

nues

P, e L(VY K;), QneL(V) M),

telles que
Yw,, € V%, wp = f’hwh + V(@hwh) (8.14)

Corollaire 8.3 Pour tout h, on a : HPhH,C(VgL,K;) =1 et |Qnll v non) = 1.
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Démonstration : A laide de la définition (8.14) et de l'orthogonalité (8.13), on obtient pour tout
wyp € V?l :
IPrwnl ot ) + 1V(Qwa) 72 =
HPhwhH%—I(rot;Q) + ||V(Qwh)H%-I(rot Q) = ||whH%-I(rot;Q)’

Ainsi, on a N
| Prwhl g (rot ;0)

<1.

sup
w,eVI\{0} ”whHH(rot;Q)

De plus, pour tout k, € K, , on a INJhk:h = ky, et on en conclut que

I Prwnl m(rot:) )

sup
waevi\{o} | WhllH(xot;0)

Si on raisonne de méme pour (Jy, on aboutit & la méme conclusion, puisqu’on a muni M ;?Q de la norme

IV - L2 u
D’apres I'inégalité triangulaire, on a bien sir
|whlzrot:0) < (| Prwhl|m@rot0) + |V (Qnwr) | L2(),

et la connaissance de ||wp || H(rot;0) est donc équivalente & la connaissance de ||13hwh|| H(rot ;)
et de [|[V(Qrwp)l|g2(q)- Pour compléter I'étude dans le cas discret (par analogie avec le corol-
laire 4.13), nous allons prouver que [rot - ||z2) définit une norme sur K, équivalente a la

norme || - || g(rot;0)- On obtient ainsi une inégalité de Weber discrete.
Théoréme 8.4 Soit un domaine Q de R? polyédrique. Alors,
HCWd > 1, Vh, th € K}:, HthH(rot;Q) < OWd ||I‘0t kh”L?(Q)-

Démonstration : X Pour h quelconque, soit kj € K .
On utilise la décomposition de Helmholtz (4.18) : il existe ¢ € H},(2) et k € K y(€2) telles que

k, =Voé+ k.

Par construction, rot k = rot kj. Si on utilise I'inégalité triangulaire, ainsi que 'inégalité de Weber

(théoreme 4.4) qui nous indique que [[k[|z2(q) < Cw [[rot kp| 12 (q), on a
Iknll2) < IkllL2) + 1k — Kl p2(q) < Cw [[rot kallp2q) + [kn — EllL2(q)-
Il faut donc estimer [|kj, — k| ;2 (q). Puisque k € Ky (€2) et kj € K, on a d’apres (4.18) et (8.12),

lkn — k||i2(g) = (kn—k,kn—k)r2(q)
= (kn—k,kn—k—Van) 2y, Van € M7

A Taide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc

[k — kHLQ(Q) < |lkn — k- thHLQ(Q)a Van € MI?Q' (8.15)
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Comment choisir g, pour pouvoir controler ||k, — k|2 par |[rot kp|p2q) ?

Etudions k. Pour commencer, si on reprend 'inégalité de Weber, on a
1kl x x (@) = Ikl EEot ) < (14 Cii)"? [rot kil r2q)

En outre, la régularité de k est précisée au théoréme 8.1. Pour tout tétraédre K € Ty, on en déduit
que ki € X5 1(K) avec s =1 si ) est convexe, et s €]1/2,0p| sinon, puisque (rot k) est constant.

On peut donc interpoler k sur K, avec l'erreur d’interpolation locale (7.16) :

min(s 1/2
e = TE] Ereon ) < o1 ™™ (1Kl iy + Irot ka2 e)) -

A partir de 14, on peut interpoler k globalement sur 2 a I'aide de 'opérateur d’interpolation Hflv défini

n (7.17), et on a l'erreur d’interpolation globale (7.19) :
N min(s,1) 2 2 1/2
e = Bl (oot ) < o1 A (1B 3720y + [rot knl2q) ) -
Si on utilise & nouveau le théoréme 8.1, on a vu que
Il rr+() < oIkl x () < Ca (14 Cf) 2 [rot kal g2q
Si on rassemble le tout, on a 'erreur d’interpolation globale
Ik — HhNkHH(rot;Q) < C;,1 proin(s ) [rot kh||L2(Q)v (8.16)

pour ¢, ; = co1(1+ (C5)* (1 + C2,))'/? > 0 indépendante de h et de ky,.

Rappelons que kp — k = V¢. En application du théoréme 7.14, on peut donc également interpoler
V¢ = k, — k a Daide de II)Y : de plus, il existe ¢), € M,?Q tel que 11 (V¢) = V¢y,. Ainsi, on a :
ky = Vk, = Vo, + IV E.

Si on choisit g, = ¢ dans (8.15), on a donc obtenu que

1kn — Ell g2y < kn =k = Voul g2y = Ik — T k| 120
Grace a (8.16), on arrive a
i, — Kll g2y < oy B2 ot kyll g2 < by (diam(Q))™ D [rot knll 2. (8.17)
Si on revient a I'inégalité triangulaire, on a obtenu
enll 2 () < (Cw + ¢4y (diam(2)™ V) [rot kyl| 2 q),

et le résultat souhaité suit avec une constante Cyygq > 0.

Enfin, puisque pour tout h et tout kj, € K, \ {0}, on a
[rot knll20) < [knllH(rot;0) < Cwa llrot kpl|g2(q)

il suit finalement que Cyg > 1. [ |
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8.3 + Pour aller plus loin

On peut faire quelques commentaires additionnels concernant les éléments de K, :
— Puisque par construction on a rot k = rot k;, on déduit de (8.17) I'estimation en norme

|| - ||H(rot;g), uniforme en h,

Vh, Vk, € K, inf ||k — k||l m@otse) < by KO [[rot ky | 2 (-

keK (2

— Puisque l'application divergence est continue de L*(2) dans (H}(€2)) et de norme 1 (on

a muni H;(Q2) de la norme ||V - || 12(g)), on déduit en outre de (8.17) que
\V/h, \V/kh € K}:, ||le th(H(%(Q))’ S C;,l hmin(s,l) ||I‘Ot kh||L2(Q)7

c’est-a-dire que les éléments de K, sont "presque a divergence nulle". Attention : en un
sens faible, la norme || - [|g1(q))y étant moins précise que la norme || - || 2o !

— Enfin, si on utilise & nouveau (8.17), on note qu’on peut choisir Cyy4 dépendant de h, a
savoir Cyq(h) = Cw + ¢, hmin(s:D) "ot I'on en déduit que la constante de Weber discréte

Cwa(h) tend vers la constante de Weber Cy, quand h tend vers 0.

8.4 Formulation variationnelle discréte

On veut construire une formulation variationnelle discréte, posée dans V7, afin d’appro-
cher la solution E du modéle quasi-statique magnétique (8.1). Il existe plusieurs approches
pour concevoir une forme variationnelle discréte associée a (8.1). Outre la méthode proposée
ci-aprés, on renvoie a [26, 22, 18] pour la construction de cette forme via 'approche dite "per-
turbée". Nous avons vu au §4.3 comment construire la formulation variationnelle abstraite dans
H (rot ; Q). Nous avons introduit une pression artificielle pg, et nous avons construit la formula-
tion variationnelle équivalente (4.25) ; en particulier, nous avons établi que 'on a toujours pp =
0. Nous nous sommes placés dans 1'espace produit V = Hy(rot ; Q) x H},(Q2). La formulation
variationnelle abstraite est (4.26). Muni de la norme [|(v,¢')|lv = (|[v[13rot.0) + ||Vq’||2Lg(Q))1/2,
V est un espace de Hilbert.

On choisit comme d’habitude les espaces discrets (V) et (M2?);, pour approcher les éléments
de Hy(rot;Q) et H}o(Q), ces espaces étant définis sur les mémes maillages (7). Si on in-
troduit V;, = V) x M?? il est clair que les espaces discrets (V}), permettent d’approcher les

éléments de V, et la formulation variationnelle discréte s’écrit

Trouver (Ej, pen) € V), tel que
Y(vn, q,) € Vi, a((En, pen), (Vn, @) = (8.18)

1
(P, qh)r2 ) + Z Ve Ghiry

(B*, rot 'Uh)L2(Q) — g
(=1,K
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ou on rappelle que
a((’u’vp/)v (’Uv q,)) = (I‘Ot u,rot 'U)LQ(Q) + (’U, vpl)L2(Q) + (’U,, Vq,)LQ(Q)'
On a le résultat ci-dessous.

Lemme 8.5 Soit (Ej, pgn) une solution de (8.18) : alors pgp = 0.

Démonstration : Puisque V[M,‘?Q] c VY on note que v, = Vpg, € V(,)L. On peut donc utiliser

(Vpgn, 0) comme fonction-test dans (8.18). Et, comme rot v;, = 0, on trouve
(8.18) s 9
(”havPEh)L2(Q) =0, c’est-a-dire HvPEh”H(Q) =0.
Le résultat suit. m

On établit maintenant une condition inf-sup discréte uniforme pour la forme a(-, -), voir la
définition C.3 et le théoreme C.5.

Théoréme 8.6 Soit un domaine Q de R? polyédrique. Alors,

/ /
By >0, Wh, Wunp,) €V, sup 2 Ph) (0:d))

> (s o) llv. (8.19)
(wna) eV {00} (s a)llv h

Démonstration : Soit & donné, et soit (up,p},) € Vj. On choisit (up, p),) # (0,0), puisque (8.19) est
évidemment vérifiée lorsque (up, p),) = (0,0). On raisonne par "étape".

(i) On suppose tout d’abord que uj, = 0. Alors a((0,p},), (va,q;,)) = (Vn, VD)) p2(q)- Si on choisit
(v, qr) = (Vp},,0), on trouve

Dans la suite, on utilise la décomposition orthogonale (8.14) pour uy, :

up, = Vop + kyp, avec (khad)h) = (IBhuh, @huh) S K]: X M;?Q

L 1/2
Bn particulior, [[un] ot ) = (153t + 170022 0,

(ii) On suppose maintenant que pj, = 0. Alors a((us, 0), (V5. ¢,)) = (rot un, rot vp) p2q)+(un, Vay,) L2(q)-
Par définition de K, (cf. (8.12)), on sait que (kj, Vq;L)Lz(Q) = 0. Et, puisque rot kj, = rot uy, on a

a((up,0), (vn,q;)) = (rot ky, rot vn)p2() + (Von, VqL)LQ(Q).
Si on choisit (v}, qy) = (kn, ¢n), on trouve cette fois, avec Cyq > 1 la constante apparaissant dans le
théoréme 8.4 d’équivalence de norme dans K :
a((un 0), (v5,08)) = vt knlZaiey + [Von 20,
(CWd)_QHth%I(rot;Q) + HVCbhH%?(Q)
min((Cwa) % 1) (116 z(eot ) + 1V I32(0) )
= 7 Hu’h”%{(rot Q)

Ya || (wn, 0)[13,

v

v
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ot 74 = min((Cwq)~2,1) = (Cwa) 2 €]0,1].
(iii) Dans le cas "général", on choisit une combinaison linéaire des choix précédents, c’est-a-dire

(i, ar) = (VD},,0) + (kp, o) = (Vp}, + En, ¢r). On trouve maintenant par orthogonalité

a((unph), (W}, 07) = rotknl3ziq) + [VPLII32 ) + 1V8nI132 )
= (CWd)_2||th%I(rot Q) + ||VP;1||%,2(Q) + quShHiQ(Q)

V

v

0 (s ot ) + 1985 )
= all(un, 2 I

En outre, on a, toujours par orthogonalité :

@R @)l = vhllrwori) + Va2
= IVDh + knllF ot ) + Vnll720)
= IVBhIIG 20y + IEnlFrror i) + IVRI1520)

- ||vp/h||%,2(§2) + ||'u’hH%-I(rot Q)

= ) 2.
o (w1, 5}), (o) — ol ), (0h )
a((up, ), (vp, a((wn,py ), (V7
o) (007 ol 2~ Tohaly 2 1l
et on a établi la condition inf-sup discréte uniforme (8.19) avec 4 = v4 = (Cwa) ™2 €]0, 1. |

Remarque 8.7 Pour h donné, si introduit Tj,(un,p,) = (Vp), + kn, ¢n), alors T, € L(VY). A
Uaide de (Tp)n on vérifie sans peine que la forme a(-,-) est uniformément Tj-coercive au sens
de la définition C.4. De fagon remarquable, l’expression de Ty est trés proche de celle obtenue

au théoréeme 4.18 pour l'application linéaire T "exacte”.

8.5 Analyse d’erreur

A partir de ce qui précéde, on en déduit finalement le résultat de convergence attendu. !

Théoréme 8.8 Soit un domaine Q de R3 polyédrique et s* > 0. On a les estimations d’erreur
ci-dessous pour le modéle quasi-statique magnétique.

S7 ) est convexe :

Jei > 0, Y(B*, p,7) € (H* () N Hy(div0; Q) x L2(Q) x RE, Vh,

min(1,s* * (820)
|B = Enllsoviy < 1 im0 (1B g oy + Iloll iy + 111 -
Si Q est non-conveze :
Vs €]1/2,0p[, Jcs >0, V(B*, p,¥) € (H* () N Hy(div0;Q)) x L*(Q) x RE, Vh, (5.21)

HE - Eh”H(rot;Q) < cs hmin(s,s*) (”B*”HS*(Q) + HpHLZ(Q) + h/|> :

1. On peut également utiliser ’approche "historique" de Babuska-Brezzi pour résoudre des problémes mixtes

discrets (cette approche est analysée dans [1, §4.1]).
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Démonstration : On a la condition inf-sup discréte uniforme, cf. (8.19), pour la forme a(-,-), qui est
symétrique. D’aprés le lemme de Céa (théoréme C.6), on en déduit que

|(E - Enpe —pen)llv<C inf |[(E—wvnpe—q,)|v,
(Vh,q})EVR

avec C' > 0 indépendante de h, de B* et p, et de (E,pg).
D’une part, on sait que pg = ppn = 0, d'ott [(E — En,pp — pen)llv = | E — EpllH(rot 0)-
D’autre part, si on choisit I'argument ¢j, = 0 dans I'infimum, on trouve :

inf (B —vn,pp—dy)llv=inf [(E—=vy0)lv=inf [|E—vulHrots):

(Vh,q})EVR v EVY v, VY

On a donc 'estimation sur le champ électrique

IE = EpllHrot;0) <€ inf [[E = val H(rot;0)-
vREV
On utilise enfin 'interpolé vy, = H,]ZV E | ainsi que l'erreur d’interpolation globale, a savoir (8.9) dans le

cas convexe, respectivement (8.10) dans le cas non-convexe, pour conclure. ]

On peut procéder de méme dans un milieu parfait. Comme on I’a observé au §5, il ne faut
"sortir" la permittivité ni de la divergence, ni de la définition des produits scalaires et des
normes. Si 'on prend en compte cette remarque, I'analyse numérique peut étre réalisée selon
les mémes étapes que dans un milieu homogeéne. Il y a une difficulté supplémentaire liée au fait
que la régularité du champ électrique peut étre "faible" lorsque la permittivité présente des
sauts : on peut avoir E ¢ |J,., o H *(€2), méme pour des données régulicres. Ainsi, 11} E peut
ne pas étre définie, et il faut appliquer & E Popérateur d’interpolation combiné II§°™ défini en

(7.23), ce qui complique un peu certaines démonstrations (voir [17| pour les détails).
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Modéle harmonique dans un conducteur

On propose un modele a priori un peu plus complexe que les modéles statiques, dont on va
voir qu’il est trés simple a résoudre grace aux outils introduits et développés précédemment.
Soit un milieu parfait et conducteur occupant un domaine Q de R?, et entouré d’un conducteur
parfait. On suppose que les tenseurs de permittivité électrique ¢ (D = ¢ E) et de perméabilité
magnétique p (B = p H) sont mesurables, symétriques, et qu’ils vérifient (3.26). En d’autres

termes, § € {_g, My sont tels que

¢ est un tenseur symétrique mesurable tel que
6 >0, VX eR?, L XP <EX - X <& | X[ p. p. dans Q.

On résout un modéle harmonique en temps (cf. §3.6.1), avec une pulsation w > 0 donnée. On

rappelle que les équations de Maxwell harmonique en temps (3.35)-(3.38) s’écrivent :

wd + rot h = 3 dans (2,
—wb + rot e = 0 dans (2,
divd = p dans (),

divb = 0 dans €.

Les conditions aux limites de conducteur parfait (3.20)-(3.21) s’écrivent :
exn=0surd2 et b-n=0surd.

Les champs électromagnétiques (e, d, b, b) sont a valeurs complexes. On complezifie donc les

espaces fonctionels. Par exemple,
L*(Q) = {v : 1 = C mesurable sur (2 tel que /a [v|?d§) < —I—oo} :
Q
ou |- | désigne le module. Muni du produit scalaire hermitien
(v,w)r2(0) = / v dSQ,
Q

122
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L*(2) est un espace de Hilbert. On complexifie de méme les autres espaces fonctionnels. On

suppose que les champs électromagnétiques appartiennent tous a LQ(Q) (voir §3.5).

Les données sont la densité de courant j et la densité de charge p, reliées par ’équation de

conservation de la charge (3.39) :
—wp + divy = 0 dans €.
Comme le milieu est conducteur, on écrit la densité de courant sous la forme :
J = Jewm + ce dans (2, (9.1)

avec j.,, une densité de courant imposée par l'extérieur, et g le tenseur de conductivité, dont
on suppose qu’il vérifie également (3.26). On choisit d’étudier le modeéle pour des données
(Jeut> 0) dans L*(Q) x (H}(2))'. Les données ne sont pas indépendantes d’aprés 1’équation de
conservation de la charge. En effet, si on peut déterminer e connaissant j,,,, on en déduit o
par I’équation de conservation de la charge, ou par la loi de Gauss. D’autre part, si on définit
Ocxt = —w M div j,,, € (H3 (), on a d’apres (9.1)

OQext = _Zwildiv (-7 _ge)
(éq. conservation charge) = o+ div (zw’lge)

(loi de Gauss) = div((g+ w 'g)e).

Notons que si le champ électrique e est connu, alors les autres champs électromagnétiques d,
b et h sont également connus. On réalise donc l'analyse (et la discrétisation) du modele sur le

champ e. D’aprés ce qui précéde, on sait que e appartient a Hy(rot ;€2).

9.1 Formulation variationnelle

9.1.1 Construction
D’aprés (3.44), on a :
—w’(e +w ™ 'g)e + rot (g_lrot e) = wj,,, dans €.
On trouve finalement que le champ électrique e vérifie

Trouver e € Hy(rot ;) tel que
—w?(g + w'g)e + rot (u 'rot e) = wj,,, dans O (9.2)

div (g + w'g)e = geye dans Q.

Comme pour les autres modéles harmoniques avec w > 0 donnée, la relation sur la divergence

de e dans (9.2) est redondante. En effet, elle se retrouve en prenant la divergence des membres
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de gauche et de droite de I’équation du second ordre —w2(g +aw?

o)e+rot (p'rot e) = 1wy, ..
Soit v € Hy(rot ;). On prend le produit scalaire hermitien dans L(€2) par v des membres de
gauche et de droite de I’équation du second ordre dans (9.2), puis on intégre par parties (2.19) :
ceci est possible puisque w = i~ 'rot e € L*(Q) est tel que rot w = wj ., + w (e +w 'o)e €

L?*(), et donc w € H(rot ;). On trouve :
Wlu )@y = (—w%(z+wlg)e + rot (5 'rot e),v) 2 o
= (—w*(e+w'g)e,v)r2q + (g_lrot e, 1ot v) 2o

On en déduit que la formulation variationnelle équivalente s’écrit

{ Trouver e € Hy(rot ;) tel que : (9.3)

Vv € Ho(rot;Q), a,(e,v) =1w(Jep V)20
ol on a introduit la forme sesquilinéaire et continue sur Ho(rot,2) x Hy(rot, <) :
(v, w) = —w?(gv, W) p2ig) — W(gV, W) 12 + (1 'Tot v, rOt W) L2 ().

En effet, si e vérifie (9.3), alors e € Hy(rot ;€2) et, en prenant une fonction-test quelconque v
dans D(2) C Hy(rot ;) on trouve facilement que

1

(—w’(e +w 'g)e +rot (u 'rot e),v) = (wj .4y, v).

9.1.2 Etude

L’étude de (9.3) est élémentaire, puisque la forme a, est sesquilinéaire et continue et qu’on

ale
Lemme 9.1 La forme a, est coercive sur Hy(rot ,$2) x Hy(rot, ().

Démonstration : Soit v € Hy(rot,2), on pose ¢ = rot v. Pour tout > 0, on a

|a0('va"’)‘2 = (_W2‘|§1/2")Hi2(9) + ”gil/zc”%ﬂ(g)f + W2||gl/2v”i2(g)

W 20l g2y + i 2ellpagq) = 2071 *0llT2 o) 2

4 1/2 12(9) + (1 _w2n—1)Hg—1/2 12(9)

CHQL?(Q) T “’2”21/2””%2(9)

Vv

(wh = w?n)|"?v|| el 12 + P lg ol Lz )

ol la derniére ligne a été obtenue a ’aide de I'inégalité de Young.

V2|4, ) > Bo |l€/?v]|4 avec B, = 02e? > 0.

Or, pour tout v € L*(£2), on a la minoration ||o L2(9) L)’

Il suit que

’aa(va)‘Q > WQ(WZ + Bs — 77)”5/2””%2(9) + (1 - w27771)||g71/2c||422(9).
A partir de 14, si on choisit 7 €]w?,w? + B,[ on a 7, = min(w?(wW? + Bs — ), (1 —w?y71)) > 0, et on
en conclut que

Yo _
]aa(’v,v)|2 > 7(”%1/2””%2(9) + ”g 1/201@,2(9))27

c’est-a-dire que la forme a, est coercive. [ |

Le théoréme de Lax-Milgram permet de conclure que la formulation variationnelle (9.3) est

bien posée.
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Théoréme 9.2 Dans un domaine Q2 de R®, le modéle harmonique dans un conducteur (9.2)
est bien posé. Pour toute donnée j.,, dans L2(Q), il existe une solution et une seule e, et de

plus
||e”H(l‘0t§Q) S C ||jext||L2(Q)7

avec C' > 0 indépendante de la donnée.

9.2 Approximation

On se place dans un domaine €2 polyédrique.

9.2.1 Formulation variationnelle discréte

On utilise les espaces discrets (V) pour définir I'approximation. Si on fait ’hypothése que

les intégrales sont calculées exactement !, la formulation variationnelle discréte s’écrit
)

{ Trouver e, € V) tel que (9.4)

Yoy, € V?w aa(ev ’U) = Zw(jexta vh)Lz(Q)'

9.2.2 Erreur

D’apreés le théoréeme 9.2, le modéle harmonique dans un conducteur est bien posé, et on
sait que la forme sesquilinéaire a, est coercive (voir le lemme 9.1). D’aprés le lemme de Céa

(théoréme C.6), on a donc

le — enllrpotio) < €' inf |le — vallHgot;0), (9.5)
vpeEV
avec C' > 0 indépendante de h, j_,, et e.
Sans hypothése sur la régularité du champ électrique e et de son rotationnel, on ne peut pas
utiliser 'interpolé global dans (9.5). On déduit néanmoins de la propriété d’approximabilité

(7.22) que erreur tend vers 0 :
li - ) = 0.
lim [le — en || mr(rot:0) = 0

Pour une étude plus approfondie de la régularité du champ e et de la détermination de I'ordre

de convergence de 'erreur, on renvoie a [16].

1. C’est une hypothése, puisque les tenseurs g, p et g peuvent dépendre de x.



Annexe A

Notations et rappels

La dimension spatiale est notée d > 1, et on appelle (e;);—14 la base orthonormale de R,
et (2;)i=1,4 le systéme de coordonnées associé.

Soit f une fonction de (xy,--- ,xq). Sa dérivée partielle d’ordre a (si elle existe) est notée

olel f

= aq Qg ?
Ox{" - - Oxg

Oaf

N .. . d
olt a = (ay,- -+ ,aq) de N* est un multi-indice, de longueur |af =7, aj.

A.1 Opérateurs différentiels usuels

On a les définitions :

— le gradient, opérateur a valeurs vectorielles qui agit sur une fonction a valeurs scalaires :

ov

——ei;
i=1,d 0z;

Vv =
— la divergence, opérateur a valeurs scalaires qui agit sur une fonction a valeurs vectorielles :

dive = Z g;z ;

i=14d

— le Laplacien, opérateur a valeurs scalaires qui agit sur une fonction a valeurs scalaires :

0%v

Av = 8_1'127

i=1,4d

— le rotationnel (cas d = 3), opérateur a valeurs vectorielles qui agit sur une fonction a

valeurs vectorielles :

rotv = %_% e + %_% ey + %_% ex:
n 8x2 8%3 ! 8%3 81'1 2 al’l 8112 3
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— le Laplacien vectoriel (cas d = 3), opérateur a valeurs vectorielles qui agit sur une

fonction a valeurs vectorielles :

Av = Z Aviei.

i=1,3

On a les relations suivantes : Av = div (Vv), et —Av =rotrotv — Vdivw.

On écrit parfois que divvo =V - v, et rotv =V x v.

A.2 Autour des fonctions

Une fonction f : Xy = Y (avec Xg C X et X, Y deux espaces vectoriels normés) est

lipschitzienne si :
In >0, Va2’ € Xo, [[f(z) = f@@)ly <nlle—2'x.

Soit un ouvert 2 de R%. Pour une fonction v € C°(Q), le support de v, noté supp(v), est le

complémentaire dans 2 du plus grand ouvert ' tel que vjo = 0.



Annexe B

Espaces de Banach et de Hilbert

Ci-dessous, (X, || - ||x) est un espace vectoriel normé sur K € {R,C}. Le symbole | - |
représente la valeur absolue (K = R) ou le module (K = C) et, lorsque K = C, les produits

scalaires sont hermitiens.

B.1 Définitions

— L’espace (X, || - ||x) est séparable s’il contient un sous-ensemble dénombrable et dense.

— L’espace (X, |- ||x) est un espace de Banach s'il est complet, c’est-a-dire que toute suite
de Cauchy converge. Dans un espace de Banach séparable, ! il existe une famille dénom-
brable (€,)m>0 qui en constitue une base de Schauder : pour tout v € X, il existe une
famille dénombrable unique (o, )m>0 de K telle que limps_,o0 ||[v =D g cpnens @memllx =0,
et on écrit v =12~ nen. o

— L’espace (X, || - ||X)_est un espace de Hilbert si c’est un espace de Banach, et si la norme
| - [|x dérive d’un produit scalaire (hermitien si K = C), noté (-, -)x.

— Soient X et Y deux espaces de Banach : une application linéaire A de X dans Y est
continue si SUP,e x\ [0y % < 00. Sa norme est

| Avlly

veX\{0} ||U||X '

Al = (B.1)

On note £(X,Y) 'ensemble des applications linéaires et continues de X dans Y, respec-
tivement £(X) 'ensemble des applications linéaires et continues de X dans lui-méme.
Une application linéaire A de L(X,Y') est compacte si, de toute suite bornée de X,
on peut extraire une sous-suite dont 'image par A converge dans Y. On vérifie que la
composition d’une application linéaire continue par une application linéaire compacte

(ou vice versa) est compacte. Soit X un espace de Hilbert et A € £(X) : on dit que

1. Il existe des contre-exemples d’espaces de Banach séparables dans lesquels il n’existe pas de base de

Schauder ; toutefois, ils sont difficiles & construire, voir [9, page 146]!

128



Equations de Maxwell 129

A est positive si (Av,v)x > 0 pour tout v € X ; on dit que A est auto-adjointe si
(Av,w)x = (v, Aw)x pour tout v,w € X.

— On note X' 'espace vectoriel des formes linéaires et continues sur X (K = R), respective-
ment des formes antilinéaires et continues sur X (K = C). On appelle le dual de X. Par
définition, une forme (anti)linéaire £ € X' est continue si sup,ex\ oy [€(v)|/|lv]|x < oc.

On munit X’ de la norme :

[l = sup [€(v)]/][v]|x- (B.2)
veX\{0}
Pour /(v), on utilise généralement la notation avec crochets de dualité, c’est-a-dire
(l,v)x x ou (€,v)x. Si (X,]| -|x) est un espace de Banach, alors (X', | - || x/) est éga-
lement un espace de Banach. On a la propriété X C (X')’, et on dit que l'espace X est
réflexif si (X’) = X. Un espace de Hilbert est toujours réflexif.

— Soient X et Y deux espaces de Banach : une forme a(-, ), bilinéaire sur X x Y (K =R),

resp. sesquilinéaire sur X XY (K = C), est continue si sup,e y\ (o}, wey\ {0} % < 00.
Le module de continuité de a est égal a
|a(v, )]
llalll = sup TTPTRT (B.3)

veX\{0}, weY'\{0} vl x|lwlly

B.2 Premiers résultats a connaitre

B.2.1 Cadre Banach

On rappelle trois résultats "pratiques" a connaitre absolument.

— [Injection et dualité| Soient X et Y deux espaces de Banach tels que X est un sous-
espace vectoriel de Y, dense dans Y, avec injection continue (3Cx_,y > 0 telle que pour
tout v € X, ||lv]ly < Cx_yllv|lx). Alors on a l'injection "duale"? Y’ C X’ et, pour
tout &y € Y, on a |[ly]lxr < Cx_y|[lyl|ly’, ce qui entraine que 'injection "duale" est
continue. Si de plus Y est réflexif, alors Y’ est dense dans X'.

— [Prolongement par continuité| Soient X et Y deux espaces de Banach, et X' un
sous-espace vectoriel de X, dense dans X. On suppose que A est une application linéaire
de Xt dans Y pour laquelle il existe une constante C4 > 0 telle que, pour tout v+ € X+,
on a |[Avtly < Cy|lvT||x. Alors on peut prolonger par continuité A en une application
linéaire et continue de X dans Y, appelée prolongement de A, et ce prolongement est
unique. En pratique, si on conserve la notation A pour le prolongement, on obtient Av
pour tout v € X par passage a la limite dans Y : Av = limy_, 1o Av;", ot (v}) est une

suite (quelconque) d’éléments de X convergeant vers v dans X . De plus, on a l'inégalité
IIA[ll < Ca.

2. Lorsque X n’est pas dense dans Y, 'inclusion de Y’ dans X’ n’est pas injective.
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— Théoréme B.1 (isomorphisme de Banach) Soient X etY deux espaces de Banach,
et A€ L(X,Y) bijective. Alors A~ € L(Y, X).

B.2.2 Cadre Hilbert

Soit X un espace de Hilbert séparable. On appelle base hilbertienne une base de Schauder
(ém)m>0 de X telle que (e, €,)x = Iy pour tout m,n > 0. Pour tout v € X, on a limp . ||[v—

> 0<m<nr (Vs €m)xem|x = 0, ainsi que I'égalité de Parseval :

vl x = (Z (v, em)XP) 1/2.

m>0
On rappelle ci-dessous deux propriétés essentielles des espaces de Hilbert.

La premiére propriété concerne la caractérisation de certaines projections.

Théoréme B.2 (projection) Soient X un espace de Hilbert, et K un ensemble conveze, fermé
et non vide de X. Alors pour tout v € X il existe un unique vg € K, tel que ||v — vkl||x =

min,er ||v — w||x. De plus, vi est Uunique élément de K tel que
Ywe K, (v—vg,w—vg)x <0.
En outre, Uapplication linéaire Pk : v — vg est une contraction.

Lorsque K est un sous-espace vectoriel fermé de X, pour tout v € X, vk est caractérisé comme

étant I'unique solution de

Trouver vix € K tel que
Vwe K, (v—vg,w)x =0

Dans ce cas, on appelle Px la projection orthogonale de X sur K, et on introduit le sous-espace

vectoriel K+ défini par
K+ ={ve X tel que (v,w)x =0, Vw € K},
appelé orthogonal de K.

Corollaire B.3 Soient X un espace de Hilbert, et K un sous-espace vectoriel fermé de X.
Alors, K+ est un sous-espace vectoriel fermé de X, et on a la décomposition orthogonale X =
K @ K*+. Enfin, on a la propriété (K+)* = K.

La seconde propriété est un théoréme de représentation, qui repose sur la réflexivité des espaces
de Hilbert.

Théoréme B.4 (Riesz) Soit X un espace de Hilbert.

Pour tout £ € X', il existe une unique solution u € X de

Trouver u € X telle que
Yoe X, (u,v)x = ({,v)x.

En outre, |lullx = [[£]|lx.

Par conséquent, un espace de Hilbert X et son dual X’ sont liés par une isométrie.
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B.3 Reésolution de formulations variationnelles

Soient 3 :
— X et Y deux espaces de Banach définis sur C ;
— a(+, ) une forme sesquilinéaire et continue sur X x Y.

Pour ¢ € Y’ donné, on étudie la formulation variationnelle,

{ Trouver u € X tel que (BA)

VweY, a(u,w)= ({,w)y.

Définition B.5 (Hadamard) La formulation variationnelle (B.4) est bien posée si, et seule-

ment si, pour tout { € Y', (B.4) admet une solution et une seule u, avec dépendance continue :
3C >0, Ve eY’', |ullx <)y
On appelle C' la constante de stabilité.
Soit A € L(X,Y") associée a af(-,-), et définie par :
V(v,w) e X xY, (Av,w)y = a(v,w). (B.5)
Par définition || Al = |||all|-

Proposition B.6 Soient X,Y deux espaces de Banach, et a(-,-) une forme sesquilinéaire et
continue sur X x Y. Alors la formulation variationnelle (B.4) est bien posée si, et seulement
si, Uinverse de A défini par (B.5) existe et est continu : A~ € LY, X).

B.3.1 Existence et unicité, cadre Banach

On peut établir des conditions nécessaires et suffisantes pour que la formulation variation-
nelle (B.4) soit bien posée. Il s’agit de la condition de stabilité, également appelée la condition

inf-sup, et de la condition de solvabilité, voir le théoréme 25.9 de [30].

Définition B.7 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur X xY. Alors a(-,-) vérifie une condi-
tion inf-sup si, et seulement st,
|a(v, w)]

da’ >0, Vo€ X, sup

> d||vl|x. (B.6)
weY\{0} l|wlly

Définition B.8 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur X xY. Alors a(-,-) vérifie une condi-

tion de solvabilité si, et seulement si,

{w €Y tel que a(v,w) =0, Vv € X} = {0}. (B.7)

3. On se place dans des espaces vectoriels sur C. L’adaptation aux espaces sur R est élémentaire.
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Exprimée par rapport a Uapplication linéaire A € L(X,Y”) associée a a(-,-), la condition (B.6)
signifie que ker(A) = {0} et Im (A) fermée dans Y. La condition (B.7) signifie que Im (A) est

dense dans Y’. On en déduit alors le...

Théoréme B.9 (Banach-Necas-Babuska) Soient X un espace de Banach et'Y un espace
de Banach réflexif, a(-,-) une forme sesquilinéaire et continue sur X xY . La formulation varia-

tionnelle (B.4) est bien posée si, et seulement si, les conditions (B.6) et (B.7) sont satisfaites.

B.3.2 Existence et unicité, cadre Hilbert

Dans le cadre Hilbert, on peut enrichir la panoplie des outils de résolution du §B.3.1.

Cas V#W

Soient :
— V et W deux espaces de Hilbert définis sur C ;
— af(+,-) une forme sesquilinéaire et continue sur V' x W.

Pour ¢ € W’ donné, on étudie la formulation variationnelle,

Trouver u € V tel que (B.8)
Ywe W, a(u,w) = ({,w)y. '
Soit A € L(V,W) associée & a(-,-), et définie par :
V(v,w) e Vx W, (Av,w)y = a(v,w). (B.9)

Par définition, [|[A]] = [la]]-

Proposition B.10 Soient V,W deux espaces de Hilbert, et a(-,-) une forme sesquilinéaire et
continue sur V- x W. Alors la formulation variationnelle (B.8) est bien posée si, et seulement
si, linverse de A défini par (B.9) existe et est continu : A=t € L(W, V).

Dans le cadre Hilbert, on peut définir une condition nécessaire et suffisante pour que la formu-

lation variationnelle (B.8) soit bien posée.

Définition B.11 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur V-.x W. On dit que a(-,-) est T-

coercive si, et seulement st,
3T € L(V, W), bijective, 3a > 0, Yv € V, |a(v,Tv)| > allv||}. (B.10)

Dans la définition ci-dessus, il suffit de trouver une application linéaire, continue et bijective T

de V' dans W pour assurer la T-coercivité. Cette application T n’est pas unique !

Théoréme B.12 (T-coercivité) Soient VW deux espaces de Hilbert, et a(-,-) une forme

sesquilinéaire et continue sur V- x W. Les trois assertions ci-dessous sont équivalentes :
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(i) la formulation variationnelle (B.8) est bien posée ;
(i) la forme a(-,-) vérifie une condition inf-sup et une condition de solvabilité ;

(iii) la forme a(-,-) est T-coercive.

Corollaire B.13 (T-coercivité - Stabilité) Sous les hypotheses du théoreme B.12, lorsque
la formulation variationnelle (B.8) est bien posée, pour chaque T € L(V,W) et a > 0 réalisant
(B.10), on a lestimation de stabilité :

T
vee w’, ully < 1 jg),.

Cas V=W

Soient :
— V un espace de Hilbert défini sur C ;
— af(+,-) une forme sesquilinéaire et continue sur V' x V.

Pour ¢ € V' donné, on étudie la formulation variationnelle,

{ Trouver u € V tel que (B.11)

YVweV, a(u,w) = ({,w)y.

Définition B.14 (coercivité) Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur V-x V. On dit que la

forme sesquilinéaire a est coercive sur V' si, et seulement si :
Ja >0, YWweV, |a(v,v)>alv|?. (B.12)
On peut établir une caractérisation équivalente (voir |9], page 336).

Lemme B.15 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire et continue sur V x V. Alors a est coercive

sur'V' si, et seulement si :
Ja>0, FeR, YveV, R(exp(fa(v,v)) > alvl;. (B.13)

Dans le cas réel, la situation est plus explicite (on étudie le signe de la fonction quadratique et

continue v — a(v,v)).

Lemme B.16 Soient V' un espace de Hilbert sur R, et a(-,-) une forme bilinéaire et continue

sur' V-x V. Alors a est coercive surV si, et seulement si :
Jee {-1,+1}, Ja >0, Vv €V, ea(v,v) > alv|3. (B.14)

Théoréme B.17 (Lax-Milgram) Soient V' un espace de Hilbert, et a(-,-) une forme sesqui-

linéaire, continue et coercive sur V. Alors la formulation variationnelle (B.11) est bien posée,

1

et on peut choisir o~ comme constante de stabilité.
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La forme a est de plus hermitienne si pour tout v,w € V, a(v,w) = a(w,v).* Dans ce cas, on
peut d’une part revoir la notion de coercivité dans le cas complexe (on a I’équivalent du lemme
B.16), et d’autre part simplifier I’énoncé du théoréme de Banach-Necas-Babuska ainsi que la

définition de la T-coercivité.

Corollaire B.18 (Banach-Necas-Babuska - Cas hermitien) Soient V' un espace de Hil-
bert, et a(-,-) une forme sesquilinéaire, continue et hermitienne sur V- x V. La formulation

variationnelle (B.11) est bien posée si, et seulement si, la condition inf-sup (B.6) est satisfaite.

Définition B.19 Soit a(-,:) une forme sesquilinéaire et hermitienne sur V x V. On dit que

a(-,-) est T-coercive si, et seulement si,
3T € L(V), Ja >0, Yo €V, |a(v,Tv)| > a|v|}. (B.15)

En d’autres termes, lorsque la forme a(-, ) est hermitenne, la bijectivité de T n’est plus néces-

saire.

Corollaire B.20 (T-coercivité - Cas hermitien) Soient V un espace de Hilbert, et a(,-)
une forme sesquilinéaire, continue et hermitienne sur V x V. Les trois assertions ci-dessous
sont équivalentes :

(i) la formulation variationnelle (B.11) est bien posée ;

(1 )herm la forme a(-,-) vérifie une condition inf-sup ;

(15 )herm la forme a(-,-) est T-coercive au sens de la définition B.19.

Enfin, dans le cas ou la forme a est égale au produit scalaire, on peut choisir d’appliquer le
théoréme de Riesz B.4.

B.3.3 Cadre Banach et T-coercivité

Lorsque les espaces de Banach X et Y sont définis sur R, la notion de T-coercivité sous-tend
une structure d’espace de Hilbert. En effet, supposons que la forme bilinéaire et continue af(-, -)
sur X X Y est T-coercive au sens de la définition B.11, étendue au cadre Banach. Alors en
reprenant la démonstration du lemme B.16 qui fonctionne également dans le cadre Banach (on

utilise uniquement la continuité de v — a(v, Tv)), on en conclut que

3T € L(X,Y), bijective, Ja >0, Je € {—1,+1}, Ywe X, ealv,Tv) > alv|.
A partir de cette observation (voir la proposition C.59 de [30]), on introduit la forme bilinéaire
sur X x X :

(v1,v2) — % (a(vy, Tvg) + a(ve, Ty)) ,

et on vérifie sans peine qu’elle définit un produit scalaire sur X x X, dont la norme associée,
v (ea(v,Tv))"/?, est équivalente & || - ||x : I'espace de Banach X est "hilbertisable", avec la
méme topologie.

Ainsi, dans un espace de Banach sur R non-"hilbertisable", il n’existe pas de forme T-coercive.

4. Dans le cas réel, la forme a est symétrique si pour tout v,w € V, a(v,w) = a(w, v).
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B.4 Théorie spectrale élémentaire

Soit X un espace de Banach, et A € £(X). On dit que A € K est valeur propre de A
il existe u € X \ {0} tel que Au = Au. On appelle u un vecteur propre associé a \, et
dim ({v € X tel que Av = Av}) la multiplicité de .

Dans un espace de Hilbert, on peut construire des bases hilbertiennes a 'aide d’applications

linéaires compactes.

Théoréme B.21 (spectral) Soit V' un espace de Hilbert de dimension infinie. Soit A € L(V)
auto-adjointe, compacte, injective et positive. Alors :
— les valeurs propres de A sont toutes de multiplicité finie, et constituent une suite de réels
strictement positifs qui tend vers 0 ;

— il existe une base hilbertienne de V' formée de vecteurs propres de A.

Dans un espace de Hilbert non séparable, il n’existe donc pas d’application linéaire possédant
toutes les propriétés énumeérées au théoréeme B.21.

A partir du théoréme spectral, on peut résoudre des problémes aux valeurs propres exprimés
sous forme variationnelle. Soient V' et H deux espaces de Hilbert, et a(-,) une forme sesquili-

néaire et continue sur V' x V. On introduit le probléme aux valeurs propres :

{ Trouver (u, ) € (V '\ {0}) x K tels que (B.16)

YweV, a(u,w)=\(u,w)q.
Un couple (u, A) solution de (B.16) est composé du vecteur propre u et de la valeur propre A.

Corollaire B.22 (spectral) Soit V' un espace de Hilbert de dimension infinie, et a(-,-) une
forme sesquilinéaire, hermitienne, continue et coercive sur V -x V. Soit H un second espace de
Hilbert tel que V C H, V' est dense dans H, et linjection de V dans H est compacte. Alors :
— il existe une base hilbertienne (ey,)m>0 de H formée de vecteurs propres de (B.16) ;
— si on note (Ap)ms>o les valeurs propres associées @ (em)m>0, ((Am) Y 2€m)m>0 est une

base hilbertienne de V.



Annexe C

Approximation

On s’intéresse & la résolution des formulations variationnelles de I’Annexe B, dans le cadre
Hilbert. On calcule donc une approximation de la solution du probléme (B.8), qu’on suppose
bien posée, et on étudie le comportement de I'erreur entre la solution "exacte", et la solution

"approchée".

C.1 Approximation du probléme exact

On introduit (Vj)s et (Ws)s deux suites d’espaces vectoriels de dimensions finies, avec Vs C V/
et W5 C W pour tout § (approximation conforme) ; on munit Vs de la norme || - ||y, respecti-
vement Wy de la norme || - ||w. Par convention, le paramétre ¢ prend des valeurs strictement
positives, et on a lims_, (dim(Vs)) = 400, avec la propriété d’approximabilité rappelée ci-

dessous.
Définition C.1 La famille (Vs)s vérifie la propriété d’approzimabilité de V' si, et seulement si

dV* s.e.v. dense de V', Yo, drs . V* — Vjs tels que

Yo e V*,  lims ||lv — rsv||y = 0.

(C.1)

En particulier, on peut avoir V' = W et choisir des espaces (Vs)s d’approximation des solutions
différents des espaces (Ws)s d’approximation des fonctions-test. Plus généralement, lorsqu’on
choisit (Vs)s # (Ws)s, on parle d’approximation de Petrov-Galerkin.

L’approximation du probléme (B.8) s’écrit

{ Trouver us € Vs tel que (C.2)

Yws € Wy, as(us, ws) = (Us, ws)w;,

avec des formes sesquilinéaires (as)s, ou as est définie sur Vi x Wy, et antilinéaires (¢5)s, ou s
est définie sur W;, qui peuvent étre différentes des formes exactes ajy;xw; et £;w,. Pour prendre

en compte les écarts entre formes approchées et exactes, on introduit, pour tout 6 > 0 et tout
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vs € Vs, les termes de consistance

(-1
Consps = sup I o w5>W5|, (C.3)
ws€Ws\{0} ||w5HW
Consg 5(vs) = sup |(a — as)(vs, ws)| (C.4)
wsEW5s\{0} Hw5||W
En termes de normes, on a respectivement
Conses = [[jw, — &;HW(;, et
Consgs(vs) [(avyxw; — as)(vs, ws)|
sup ————— = sup = |Ha|véxwé—a5m.
vsevs\oy  llvsllv vs€Vi\ {0} ,ws W5\ {0} |vs]|v [|ws]|w
En régle générale, on écrira £ au lieu de £y, et de méme a au lieu de ay;xw;.
On peut aussi reformuler le probléme approché (C.2) sous une forme équivalente
Trouver us € Vs tel que (C.5)
Asus = £5 dans Wi, '

aprés introduction de A; € L(Vs, W) et £5 € W tels que

V(Ug,w(;) € V;; X Wg, (A(;Ug,w(;)w = ag(v5,w5), et Vw(; c W(s, (f(;,w(;)w = <£5,’LU5>W5.

C.2 Caractére bien posé et stabilité des problémes appro-
chés
A partir de 1a on peut étudier le caractére bien posé des problémes approchés (C.2), ainsi

que l'erreur u — ug, en prenant notamment en compte les termes de consistance.

Pour commencer, pour avoir une solution unique de (C.2), il est nécessaire que :

dim(Vs) = dim(W5s) |,

et on fait cette hypothése (pour tout §) a partir de maintenant. Sous cette hypothése, comme
les problémes aprochés sont posés en dimension finie, on note que le probléme discret (C.2) ou
(C.5) est bien posé si une condition inf-sup est vérifiée (ce qui signifie que As est injective), ou
si une condition de solvabilité est vérifiée (ce qui signifie que As surjective). On énonce donc la

condition inf-sup discréte :

V6 >0, das >0, Yvs € Vs,  sup M > agl|vs|v- (C.6)
w5€W5\{0} ||'LU§||W
On rappelle que, pour tout z5 € Wy, on a
| (25, ws)| |(ws, 25)|

l|lzsllw = sup —F—— = i
wsews\{0} Nwsllw — wsews\toy llwsllw
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Ainsi, la condition (C.6) est vérifiée si, et seulement si,

Vo >0, Jas > 0, Yus € Vs, ||Asvs||lw > asllvs|v.
On introduit la transconjuguée A} € L£(W;, V) définie par :

V(vs,ws) € Vs x Wy, (v, Ajws)y = as(vs, ws).
On a le méme type d’estimation sur Aj.

Corollaire C.2 On suppose la condition inf-sup discréte (C.6) vérifiée : A; est bijective, et
Vo > Oavwé € W57 HA;LU(;HV > OCCSHU)(SHW'

En régle générale, on suppose que la condition inf-sup discréte, ou de stabilité discréte, est
uniforme.

Définition C.3 La famille des formes (as)s vérifie une condition inf-sup discréte uniforme si,

et seulement si

Say >0, V5> 0, Yo €V, sup 120l

> o lvsllv- (C.7)
ws€Ws\{0} [|ws[w

D’aprés le théoréeme B.12; si (C.7) est vraie, alors les problémes approchés sont bien posés dans

Vs x W pour tout §. On énonce une condition de T-coercivité discréte.
Définition C.4 La famille des formes (as)s est uniformément Ts-coercive si, et seulement si

da*, p* >0, V6 >0, dTs € E(‘/(;, Wg),

(C.8)
ITs]l| < B* et Yus € Vs, |as(vs, Tsvs)| > o*||vsl[3-

On peut établir I’équivalence entre la condition inf-sup discréte uniforme, et I'uniforme Tjs-
coercivité des formes (as)s.

Théoréme C.5 (Caractére bien posé) Soit une famille (as)s de formes sesquilinéaires,
continues et uniformément bornées. Les trois assertions ci-dessous sont équivalentes :
(i) les problemes discrets (C.2) sont bien posés pour tout &, et les applications linéaires
(A51)s sont uniformément bornées ;
(i) la famille des formes (as)s vérifie une condition inf-sup discréte uniforme ;
(#ii) la famille des formes (as)s est uniformément Ts-coercive.

C.3 Etude d’erreur

A partir de ce qui précéde, on obtient en outre une estimation de Uerreur si (C.7) ou (C.8)

est vraie, incorporant les termes de consistance.
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Théoréme C.6 (Lemme de Céa) Sous les hypothéses du théoreme C.5, on a l’estimation d’er-

reur
AC >0, V6, |lu—wuslly <C {C’onsm + 125 <||u — vsllv + COnSa7§(U5)>} : (C.9)
v 8

Corollaire C.7 Sous les hypothéses du théoréme C.5, on a convergence de [’approximation
pour toute donnée £ € W', c’est-a-dire que limgs . ||u — us||y =0, si :

— d’une part les termes de consistance tendent vers O :
lim Consgs =0 et liml/a—as)| =0;
6—0 0—0
— d’autre part, la famille (Vs)s vérifie la propriété d’approximabilité (C.1).

Remarque C.8 Si les termes de consistance sont nuls, on aboutit a (C.9) avec C' = @ + 1.

Et pour la convergence, on a uniquement besoin de la propriété d’approximabilité (C.1).

Si as = a pour tout § > 0, Papproche historique est d’utiliser le résultat (voir [32])

Théoréme C.9 (Lemme de Fortin) On suppose la condition inf-sup (B.6) vérifiée. Alors la

forme a vérifie une condition inf-sup discréte uniforme si, et seulement si

35 >0, Vo, Ins € LW, Ws) tels que

(C.10)
Vo, Imsll| < 8 et Y6, Yw € W, Vs € Vs, a(vs, msw — w) = 0.

On revient maintenant a ’approche utilisant la T-coercivité. Par hypothése, le probléme (B.8)
est bien posé. Selon le théoréme B.12, il existe une application linéaire T € L(V, W) telle que
la forme a(-, ) est T-coercive. On utilise la connaissance d’une telle application linéaire T dans

les deux résultats ci-dessous.

Corollaire C.10 Soit T € L(V,W) réalisant la T-coercivité. On suppose que TVs C W5 pour
tout 0, et que lims_y |||la — asl|| = 0. Alors il existe 69 > 0 tel que la famille (as)s<s, vérifie la

T-coercivité discrete, et on a l’estimation d’erreur
AC > 0,60 > 0, V6 < by, |Ju—usllv < C{C’onsm + in‘f/ <||u —vs|lv + Consa,g(v5)> } (C.11)
vsEVs

On note que, puisque ker(T) = {0} et dim(Vs) = dim(Wj), la condition TVs C W est équivalente
a la condition TVy = Wy d’aprés le théoréme du rang.
Enfin, si on ne peut pas utiliser directement ’application T pour obtenir la T-coercivité discréte,

on peut utiliser le résultat plus général ci-dessous.

Corollaire C.11 Soit T € L(V, W) réalisant la T-coercivité. On suppose qu’il existe une famille
d’applications linéaires et continues (Ts)s avec Ts € L(Vs, Ws), telle que H|T|V5 — T5|H — 0, et
que lims_yg |||la — as||| = 0. Alors il existe 69 > 0 tel que la famille (as)s<s, vérifie la T-coercivité

discrete, et on a l'estimation d’erreur (C.11).



Annexe D

(Glossaire

Soit un ouvert Q de R? a frontiere 9N lipschitzienne et bornée. Le vecteur normal unitaire

sortant & J) est noté n. Si Q) n’est pas simplement conneze, on note (3;)1<;<r les coupures, et
on définit Q = Q\ Ule %;. Soit I' un sous-ensemble ouvert de 9 non-négligeable ([, dI" > 0),

a frontiére lipschitzienne.

D.1

Traces

Soit v un champ a valeurs scalaires, défini dans {2 :

Sa trace sur d€1, si elle existe, est notée vjpqn, et on nomme vy I'application associée ;

Sa trace sur I, si elle existe, est notée v|r.

Soit v un champ a valeurs vectorielles, défini dans €2 :

D.2

sa trace sur 02, si elle existe, est notée vjgq, et on nomme ~ I'application associée ;
sa trace normale sur J€2, si elle existe, est notée (v - n)9q, et on nomme ~, I'application
associée ;

sa trace tangentielle sur €2, si elle existe, est notée (v X n)jsq, et on nomme -y, 'appli-
cation associée ;

sa trace de la composante tangentielle OS2, si elle existe, est notée n x (u x n)jgq, et on

nomme 7t ’application associée.

Espaces fonctionnels

On rappelle ci-dessous les définitions des principaux "nouveaux" espaces fonctionnels in-

troduits dans les notes de cours. Les éléments de ces espaces fonctionnels sont & valeurs dans
K € {R,C}. Le symbole | - | représente la valeur absolue (K = R) ou le module (K = C).
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D.2.1 Espaces fonctionnels définis sur (2

Pour des éléments de L*(Q2), le rotationnel et la divergence sont a priori considérés au sens

des distributions.

= {qGHl(Q tel que qr, = 0, qr, ER,szl,K};

) = {q€ H' Q) tel que gr =0} ;
)
HL(O) = {q' e H' () tel que [g]y, € R, Vi = 1,1}.
) = {we L*) tel que divw € L*(Q)} ;
) = adhérence de D(f2) dans H (div ;)
= {w € H(div;Q) tel que y,w =0} ;
) = {v e H(div;Q) tel que dive =0} ;
) = Hy(div; Q)N H(div0;Q);
Hy(div0;Q) = {ve Hy(div0;Q) tel que (v-nys,, 1) gjem,) =0, Vi=1,1}.
) = {we L*Q) tel que rotw € L*(Q)} ;
) = adhérence de D({2) dans H (rot ;)
= {w € H(rot;) tel que v,w = 0}
= {w € H(rot;) tel que wrw =0} ;
Xn(Q) = Hy(rot;Q) N H(div;Q).

D.2.2 Espaces fonctionnels définis sur 0f)

L*(0Q) = {)\ mesurable sur 0f) tel que /
o0N

H'7209Q) = {)e L*(09) tel que Jv € H'(Q), A =yv}

_ 2
= {)\ € L*(09) tel que / / M) )\(3” dl'y dl'y, < oo} ;
a0 J o0 T — y|

NdD < +oo} :

H¥2(0Q) = {\e H'2(09) tel que Jv € H*(Q), A =yv}.

L}(09) = {)\ c L*(09) tel que A - n = 0 presque partout sur aQ} ;
H/?00) = {XeL}09) tel que Ju € H'(Q), A= (you)r} :
Hlf(asz) = {p € L} (00) tel que v € H'(Q), p = (yov) x n} ;

)
)

- {A € (H,*(09))' tel que divpA (HW(@Q))’} :
= {)\ € (Hi/Q(aQ))’ tel que rotr A € (Hl/Q(GQ))/} :
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support, 127

forme
coercive, 133
continue, 129
hermitienne, 134
symétrique, 134
T-coercive, 67, 79, 132, 134, 138

formulation variationnelle
bien posée, 131

formule
d’Ostrogradsky, 2
de Stokes, 2

fréquence, 40

frontiére, 2
bornée, 14
connexe, 11
lipschitzienne, 12
non-connexe, 11, 23
réguliére, 12

vecteur normal, 13
gradient tangentiel, 24

identité de Costabel, 92

induction magnétique, 1, 3

inégalité de Weber, 59, 76
discrete, 116

injection de Sobolev, 86

intégration par parties, 16, 19-22, 24, 34, 96
généralisée, 99, 100

lemme
Céa, 139
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Fortin, 139
loi d’Ampere, 2, 4, 10, 36
loi d’Ohm, 39
loi de Faraday, 2, 4, 10, 36
loi de Gauss, 2, 4, 10, 36
loi de Gauss magnétique, 2, 4, 10, 36

maillage
famille réguliere, 82
matrice de capacitance, 53
milieu
anisotrope, 36
chiral, 35
conducteur, 39
conducteur parfait, 40
homogene, 37
isolant, 39
isotrope, 36
non dispersif, 36
parfait, 36
résistif, 39
modele
électrostatique, 50
magnétostatique, 50
quasi-statique magnétique, 51
modéle mathématique

bien posé (au sens de Hadamard), 131

nombre de Betti, 26, 28
norme de Sobolev-Slobodeckii, 84, 98

opérateur d’interpolation
combiné, 109
de Lagrange P!, 86
de Neédélec N° (global), 105
de Nédélec N° (local), 105
opérateur de dérivation
divergence, 126
gradient, 126
Laplacien, 126

Laplacien vectoriel, 127



Equations de Maxwell

rotationnel, 126

perméabilité magnétique, 36
permittivité électrique, 36
potentiel

scalaire, 28

vecteur, 26
potentiel électrostatique, 50
potentiel magnétostatique, 50
principe d’amplitude limite, 48
probléme aux valeurs propres, 50, 135
probléme de type Helmholtz, 49
projection, 130

orthogonale, 130
prolongement par continuité, 129

pulsation, 48

régularité des solutions, 83
relations constitutives, 35
résistivité, 39

rotationnel 2D, 100
rotationnel 2D scalaire, 100
rotationnel tangentiel, 32, 96

rotationnel tangentiel scalaire, 32

saut, 7
semi-norme H?, 84
simple connexité, 11, 28
solution
réguliére, 85, 90
singuliére, 85, 91

théoréme
Banach-Necas-Babuska, 132
de projection, 130
de trace, 14, 16, 19-21, 31, 33, 98, 99
existence de potentiel scalaire, 30, 54
existence de potentiel vecteur, 27, 58
gradient tangentiel, 25
isomorphisme de Banach, 130
Lax-Milgram, 133
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Riesz, 130

rotationnel tangentiel, 32

spectral, 135
topologiquement trivial, 11
trace, 13, 98, 99

composante tangentielle, 20

normale, 16, 99

tangentielle, 18, 21

unicité, 14

valeur propre, 135
multiplicité, 135
vecteur propre, 135

vitesse de la lumiere, 37



