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Résumé.

Abstract.

Dans le cadre de la mécanique non linéaire, grâce à la cinématique du contact introduite 
par A. Curnier, Q.C. He et J.J. Téléga, nous proposons une formulation thermodynamique 
eulérienne, conduisant à un problème aux limites couplant le contact unilatéral, le 
frottement et l’adhérence entre deux solides hyperélastiques, l’adhérence étant décrite par 
une variable d’état interne introduite par M. Frémond. Dans le cas particulier du contact 
sans frottement entre un solide hyperélastique et un support rigide plan on établit un 
résultat d’existence pour le problème de minimum associé, quand l’évolution de l’intensité 
d’adhérence est donnée par une loi « statique ».

contact unilatéral / frottement / adhérence / grandes déformations

Formulation of contact between two continuous bodies with adhesion in
finite deformations

Within the framework of finite deformations and using an approach to the kinematics of 
contact due to A. Curnier, Q.C. He and J.J. Téléga, we propose a spatial thermodynamic 
formulation for the problem coupling unilateral condition, friction and adhesion. The 
adhesion is characterized by its intensity introduced by M. Frémond. In the case of 
frictionless contact between an hyperelastic body and a plane rigid support, with a 
particular ‘static’ law for the evolution of the intensity of adhesion, the problem can be 
reduced to a minimization one for which we can show the existence of a solution.  

unilateral contact / friction / adhesion / finite deformations

Abridged English version

We propose a thermodynamic formulation of a quasistatic problem coupling unilateral contact, friction
and adhesion between two hyperelastic bodies within the framework of finite deformations. According to
M. Frémond [4] the adhesion is characterized by its intensityβϕ which may vary from 1 (perfect adhesion)
to 0 (no adhesion).

The present work extends the results of M. Raous et al. [6,7] which were established for a model of
unilateral contact with friction and adhesion between two deformable bodies under the assumption of small
deformations.



In the framework of finite deformations we define the contact vector distance dϕ, following A. Curnier 
et al. [1], Q.C. He et al. [2], A. Klarbring [3], by (2) via the orthogonal projection of a point belonging 
to one of the candidate potential contact surfaces onto the other one. Using the above construction, we 
are able to construct a frame, depending on the deformations of both bodies, with respect to which the 
quantities will be decomposed. This local approach is suitable for defining the condition of impenetrability 
via a signed contact distance vector. Another approach, proposed by P.G. Ciarlet and J. Nečas [5], consists 
in adopting a global formulation by considering an unilateral contact condition under the constraint to stay 
within a set. This does not seem to be helpful for a numerical investigation, so that we prefer to follow 
this local approach [1,2]. Using the distance dϕ we define an objective relative velocity by (3) and as we 
are able to deduce the contact behaviour for one surface with respect to the other one from the generalized 
action-reaction principle [1], it is sufficient to characterize the contact on one of the surfaces.

After employing the two principles of thermodynamics in any isothermal evolution of the system and 
choosing the Hencky’s tensor as strain tensor to study the hyperelastic bodies, we obtain the Clausius–
Duhem inequalities (7) for two solids and for one surface. With a particular choice of the surface density 
of free energy and according to the state laws (9) the unilateral contact condition (i.e. the penetration 
of two solids is excluded in compression situation) is obtained. The hyperelastic constitutive equation is 
deduced from the specific density of free energy which depends on the Hencky’s tensor. We assume the 
pseudo potential of dissipation Φϕ

1 
given by (10) to depend, among its variables, on the relative tangential 

velocity. By differentiating Φϕ
1 

in the complementary laws we are conducted to the Coulomb’s friction law 
with adhesion (17) and to the evolution law for the evolution of the intensity of adhesion (15). We only 
consider situations where the dissipative phenomena are due to both friction and adhesion.

The complete formulation of this spatial quasistatic problem is given by problem PE (12) to (15). Finally, 
when one of the bodies is a plane rigid support, we propose a Lagrangian variational formulation, coupling 
unilateral contact condition, friction law and a differential inclusion for the intensity of adhesion. In the case 
of frictionless contact problems with a particular ‘static’ law for the intensity of adhesion, the corresponding 
variational problem can be reduced to the minimization problem (20) for which, using the approaches of 
J.M. Ball [8], P.G. Ciarlet and J. Nečas [5] and A. Curnier et al. [1], one can show an existence result.

1. Introduction

On considère un problème quasi statique couplant contact unilatéral, frottement de Coulomb et adhérence 
en grandes déformations entre deux solides hyperélastiques. Nous proposons, grâce à la cinématique du 
contact des grandes déformations introduite par A. Curnier et al. [1], Q.C. He et al. [2], A. Klarbring [3], 
une formulation thermodynamique eulérienne de ce problème nous conduisant à un problème aux limites 
couplant les équations d’équilibre, les conditions de contact unilatéral et de frottement de Coulomb et une 
inclusion differentielle caractérisant l’évolution de l’intensité d’adhérence [4]. Cette cinématique semble 
être la plus appropriée pour définir la condition de non interpénétration. L’approche alternative de P.G. 
Ciarlet et J. Něcas [5] suivant laquelle la condition de contact unilatéral est donnée par une restriction 
ensembliste semble difficilement exploitable numériquement.

Il nous a semblé nécessaire de donner cette formulation dans la configuration actuelle, configuration 
dans laquelle les lois de comportement surfacique trouvent une expression naturelle. Dans le cas particulier 
de l’hypothèse des petites perturbations on retrouve les résultats obtenus dans les travaux de M. Raous et 
al. [6,7] pour un modèle couplant adhérence et frottement entre deux solides déformables.

Dans le cas du contact unilatéral sans frottement entre un solide hyperélastique et un support rigide plan 
et d’une loi « statique » pour l’intensité d’adhérence βϕ, une formulation par rapport à la configuration de 
référence du problème précédent nous permet d’étudier le problème aux limites par l’intermédiaire d’un 
problème de minimum. Cette démarche conduit à un problème classique de minimisation dans le cas de



matériaux dissipatifs. On montre l’existence d’une solution de ce problème. Ce résultat étend ceux de
J.M. Ball [8] et A. Curnier et al. [1] au contact adhésif.

2. Formulations du modèle thermodynamique et du problème aux limites

Dans ce qui suit, la variableα prend successivement les valeurs 1 et 2. On considère deux solides
déformables etΩα ∈ R3 leur configuration de référence de normales extérieures unitairesnα. On note
Ωϕ

α

les configurations actuelles des solides ayant subi la déformationsϕα et nϕ
α

leur normale extérieure
unitaire. On décompose les frontières deΩα etΩϕ

α

, supposées régulières, en des parties ouvertes disjointes
notées respectivementΓα et Γϕ

α

= ϕα(Γα, t) telles que :

Γα = Γ
α

D ∪ Γ
α

T ∪ Γ
α

C , Γϕ
α

= Γ
ϕα

D ∪ Γ
ϕα

T ∪ Γ
ϕα

C (1)

Les corps sont soumis à des densités de forces volumiques et surfaciques :fα, Tα définies dansΩα

et respectivement surΓαT et fϕ
α

, Tϕα données dansΩϕ
α

et respectivement surΓϕ
α

T . Les partiesΓαC ,

Γϕ
α

C = ϕα(ΓαC , t) sont les surfaces potentielles de contact des deux solides dans les deux configurations
où les corps peuvent être en contact unilatéral. SurΓαD et Γϕ

α

D on impose des déformations. On désigne

partα, tϕ
α

les densités de forces exercées le long des surfacesΓαC , Γϕ
α

C . On introduit une applicationϕp
permettant de relier un point deΓϕ

1

, notéxϕ
1

, à son projeté surΓϕ
2

C notéxΠϕ . On noteXϕ
p l’application

(ϕ2)−1◦ϕp◦ϕ1 etXΠϕ = Xϕ
p (X1) [1]. On considère une paramétrisation de la surfaceΓϕ

2

C et on définitξϕp
comme étant le point correspondant àxΠϕ dans l’espace de paramétrisation, ainsi qu’un repère(nϕ,τϕ) en
ce point, oùnϕ = nϕ

2

(xΠϕ) etτϕ = (τϕ1 ,τ
ϕ
2 ), τϕα sont des vecteurs linéairement indépendants et tangents

à la surfaceϕ2(Γ2
C , t) au point considéré. On définit le vecteur distance de contact par :

dϕ
(
xϕ

1

, t
)

= xϕ
1

− xΠϕ
(
xϕ

1

, t
)

= dϕ
(
X1, t

)
= ϕ1

(
X1, t

)
− ϕ2

(
XΠϕ

(
X1
)
, t
)

(2)

que l’on peut décomposer endϕ = dϕnϕnϕ. On définit la vitesse relative généralisée suivante :

Vϕ
re = ḋϕnϕnϕ + ξ̇

ϕ

pkτ
ϕ
k = ḋϕnϕnϕ + ξ̇

ϕ

τϕ (3)

qui satisfait l’axiome d’indifférence matérielle. Cette définition de la distance privilégie un solide par
rapport à l’autre et se place donc dans le contexte de l’approche ‘maître/esclave’. On choisit ici les surfaces

Γ1
C , Γϕ

1

C comme surfaces maîtres et on déduit le comportement deϕp(Γ
ϕ1

C ) grâce à la loi d’action–réaction
généralisée de A. Curnier et al. [1].

On considère le cas de matériaux hyperélastiques, homogènes (pour simplifier) et isotropes et l’on choisit
d’exprimer la densité d’énergie libreψϕ

α

en fonction du tenseur de HenckyHϕα = LnVϕ (oùVϕ provient
de la décomposition polaire deFϕ) qui permet naturellement d’exprimer le tenseur contrainte de Cauchy
comme la dérivée d’une énergie par rapport à cette variable [9]. Soit l’expression suivante de la dissipation
intrinsèque volumique :

dϕ
α

=−ρϕα ψ̇ϕα +σϕ
α

: Ḣϕ
α

dansΩϕ
α

(4)

oùρϕ
α

est la densité volumique des solides. Soit la densité surfacique d’énergie libreΨϕ1

:

Ψϕ1

= Ψϕ1(
dϕnϕ ,ξ

ϕ
τϕ , β

ϕ
)

=
1

ρϕ
1

S

(
IdK

(
dϕnϕ
)

+ IdP (βϕ)
)

+ Ψϕ1

0

(
dϕnϕ ,ξ

ϕ
τϕ , β

ϕ
)

surΓϕ
1

C (5)

oùK = {dn; dn > 0},P = {γ; 06 γ 6 1}, IdK , IdP sont les fonctions indicatrices des ensemblesK, P ,

etρϕ
1

S est la densité surfacique du premier solide. Le termeΨϕ1

0 est donné surΓϕ
1

C
, convexe en  (dn

ϕ
ϕ , ξτ

ϕ
ϕ ) 



et en βϕ et fini (ce sera par exemple une énergie élastique caractérisant une élasticité endommageable du 
contact, voir M. Raous et al. [6,7], sous l’hypothèse des petites déformations).

La dissipation intrinsèque surfacique s’exprime de la façon suivante :

Dϕ1

=−ρϕ
1

S Ψ̇ϕ1

− tϕ
1

nϕ ḋ
ϕ
nϕ − tϕ

1

τϕ ξ̇
ϕ

τϕ surΓϕ
1

C (6)

Les deux premiers principes de la thermodynamique conduisent aux inégalités de Clausius–Duhem pour
toute évolution isotherme du système :

ρϕ
α

ψ̇ϕ
α

= σϕ
α

: Ḣϕ
α

dansΩϕ
α

et ρϕ
1

S Ψ̇ϕ1 6−tϕ
1

nϕ ḋ
ϕ
nϕ − tϕ

1

τϕ · ξ̇
ϕ

τϕ surΓϕ
1

C (7)

qui permettent de vérifier la positivité des dissipations intrinsèques.
En décomposant les forces thermodynamiques en parties réversibles et irréversibles on postule les lois

d’état suivantes : (
σϕ

α)R
= ρϕ

α ∂ψϕ
α

∂Hϕα
dansΩϕ

α

(8)

−
(
tϕ

1

nϕ
)R ∈ ρϕ1

S ∂dϕ
nϕ

Ψϕ1

, −
(
tϕ

1

τϕ
)R ∈ ρϕ1

S ∂ξϕ
τϕ

Ψϕ1

, −Gβ ∈ ρϕ
1

S ∂βϕΨϕ1

surΓϕ
1

C (9)

où ∂y désigne le sous-differentiel par rapport à la variabley. On choisit un potentiel de dissipation
surfacique de la forme :

Φϕ
1

= Φϕ
1(
ξ̇
ϕ1

τϕ , β̇
ϕ;χ

)
=

µ

ρϕ
1

S

∣∣∣∣tϕ1

nϕ + ρϕ
1

S

∂Ψ1
0

∂dϕnϕ

∣∣∣∣∥∥ ˙ξϕτϕ
∥∥+ Φϕ

1

0

(
β̇ϕ; tϕ

1

nϕ , β
ϕ
)
, χ=

(
tϕ

1

nϕ , d
ϕ
nϕ ,ξ

ϕ
τϕ , β

ϕ
)

(10)
où Φϕ

1

0 est une fonction donnée objective, convexe et finie, son choix caractérisera le mode d’évolution de
l’intensité d’adhérence. On peut ainsi formuler les lois complémentaires suivantes :(

σϕ
α)IR

= 0 dansΩϕ
α

et(
tϕ

1

nϕ
)IR

= 0, −
(
tϕ

1

τϕ
)IR ∈ ρϕ1

S ∂ξ̇ϕτϕ
Ψϕ1

, Gβ ∈ ρϕ
1

S ∂β̇ϕΦϕ
1

surΓϕ
1

C

(11)

On déduit alors le problème quasi statique sous la forme générale suivante où l’on a noté par ‘*’ la
transformée de Legendre–Fenchel par rapport à la variableβ̇ϕ :

ProblèmePE . – Trouverϕα, βϕ telles queϕα(0) = ϕα0 dansΩϕ
α

et βϕ(0) = βϕ0 sur Γϕ
1

C vérifiant

les équations d’équilibre, la loi constitutive (8), les conditions aux limites surΓϕ
α

D et Γϕ
α

T et les conditions
suivantes pour toutt ∈ ]0, T [ etα= 1,2 :

tϕ
1

nϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂dϕnϕ
> 0, dϕnϕ > 0,

(
tϕ

1

nϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂dϕnϕ

)
dϕnϕ = 0 surΓϕ

1

C (12)∥∥∥∥tϕ1

τϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂ξϕτϕ

∥∥∥∥6 µ∣∣∣∣tϕ1

nϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂dϕnϕ

∣∣∣∣ surΓϕ
1

C (13)

et


∥∥∥∥tϕ1

τϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂ξϕτϕ

∥∥∥∥< µ

∣∣∣∣tϕ1

nϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂dϕnϕ

∣∣∣∣⇒ ξ̇
ϕ

τϕ = 0∥∥∥∥tϕ1

τϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂ξϕτϕ

∥∥∥∥= µ

∣∣∣∣tϕ1

nϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂dϕnϕ

∣∣∣∣⇒∃λ> 0, ξ̇
ϕ

τϕ = λ

(
tϕ

1

τϕ + ρϕ
1

S

∂Ψϕ1

0

∂ξϕτϕ

) (14)

β̇ϕ ∈ ∂Gβ
(
ρϕ

1

S Φϕ
1)∗

, −Gβ ∈ ρϕ
1

S ∂βϕΨϕ1

surΓϕ
1

C (15)



3. Résultat d’existence dans un cas particulier : contact sans frottement avec un obstacle plan

Dans le cas du contact entre un solide hyperélastique et un support rigide plan en contact à l’instant
initial, les variables d’état du système écrit par rapport à la configuration de référence, se réduisent aux
variablesξϕτϕ = uϕτ + c, c constante,dϕnϕ = uϕn, β = βϕ ◦ ϕ1 où uϕ(X, t) = ϕ(X, t)−X et uϕn(0) = 0.
Dans ce cas,Ψ0 = Ψ̂0(uϕτ , u

ϕ
n, β) et pour simplifier l’expression, on a éliminé les indices correspondant à

α= 1 (α= 2 étant l’indice du plan). En utilisant le tenseur non symétrique de Piola–Kirchhoff et la densité
d’énergieŴ = ρψ, le problèmePE est ramené au problème suivant :

ProblèmePL. – Trouverϕ, β telles queϕ(0) = ϕ0 dansΩ, β(0) = β0 surΓC et vérifiant les équations
d’équilibre, la loi constitutive, les conditions aux limites surΓD et ΓT et les conditions suivantes pour tout
t ∈ ]0, T [ :

tn + ρS
∂Ψ̂0

∂uϕn
> 0, uϕn > 0,

(
tn + ρS

∂Ψ̂0

∂uϕn

)
uϕn = 0 surΓC (16)∥∥∥∥tτ + ρS

∂Ψ̂0

∂uϕτ

∥∥∥∥6 µ∣∣∣∣tn + ρS
∂Ψ̂0

∂uϕn

∣∣∣∣ surΓC (17)

et


∥∥∥∥tτ + ρS

∂Ψ̂0

∂uϕτ

∥∥∥∥< µ

∣∣∣∣tn + ρS
∂Ψ̂0

∂uϕn

∣∣∣∣⇒ u̇ϕτ = 0∥∥∥∥tτ + ρS
∂Ψ̂0

∂uϕτ

∥∥∥∥= µ

∣∣∣∣tn + ρS
∂Ψ̂0

∂uϕn

∣∣∣∣⇒∃λ> 0, u̇ϕτ = λ

(
tτ + ρS

∂Ψ̂0

∂uϕτ

) (18)

β̇ ∈ ∂Gβ (ρSΦ̂)∗, −Gβ ∈ ρS∂βΨ̂ surΓC (19)

En considérant le problème sans frottement, avec une loi « statique » oùβ est une fonction seulement
deϕ, on retrouve alors le problème de minimisation classiquement étudié :

inf
ψ∈Q

{
I(ψ) + J(ψ)−L(ψ)

}
(20)

où :

Q= {ψ ∈W 1,p(Ω,R3); Cof∇ψ ∈ Lq(Ω,R9), det∇ψ ∈ Lr(Ω), det∇ψ > 0 p.p. dansΩ,

= ϕD p.p. surΓD, u
ψ
n > 0 p.p. surΓC}

etp, q, r convenablement choisis :

I(ψ) =

∫
Ω

Ŵ
(
∇ψ(X)

)
dX, J(ψ) =

∫
ΓC

ρSΨ̂0

(
uψ
)

dA, L(ψ) =

∫
Ω

f .ψ dX +

∫
ΓT

T.ψ dA

Sous des hypothèses de faible semi-continuité inférieure pourJ et de polyconvexité sur̂W et si
mes(ΓD)> 0, on établit, un résultat d’existence pour ce problème.
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