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Résumé. Dansle cade de la mécaniquenon linéaire,gracea la cinématiquedu contact introduite
par A. Curnier,Q.C. He et J.J.Téléga,nous proposonsune formulationthermodynamique
eulérienne,conduisanta un probléeme aux limites couplant le contact unilatéral, le
frottementet 'adhérenceentre deux solideshyperélastiqued;adhérenceétantdécrite par
une variable d'état interre introduite par M. Frémond.Dansle casparticulier du contact
sansfrottemententre un solide hyperélastiqueet un supportrigide plan on établit un
résultatd’existencepour le problemede minimum associéguandl’évolution de l'intensité
d'adhérenceestdonnéepar une loi «statique».

contact unilatéral / frottement / adhérence/ grandesdéformations

Formulation of contactbetweerntwo continuousbodieswith adhesionin
finite deformations

Within the frameworkof finite deformationsand using an approach to the kinematicsof
Abstract. contact due to A. Curnier, Q.C. He and J.J. Téléga,we proposea spatial thermodynamic
formulation for the problem coupling unilateral condition, friction and adhesion. The
adhesionis characterizedby its intensity introduced by M. Frémond.In the case of
frictionless contact betweenan hyperelasticbhody and a plane rigid support, with a
particular ‘static’ law for the evolution of the intensity of adhesion,the problemcan be
reducedto a minimizationone for whichwe can showthe existenceof a solution.

unilateral contact/ friction / adhesion / finite deformations

Abridged English version

We propose a thermodynamic formulation of a quasistatic problem coupling unilateral contact, friction
and adhesion between two hyperelastic bodies within the framework of finite deformations. According to
M. Frémond [4] the adhesion is characterized by its intensgityvhich may vary from 1 (perfect adhesion)
to 0 (no adhesion).

The present work extends the results of M. Raous et al. [6,7] which were established for a model of
unilateral contact with friction and adhesion between two deformable bodies under the assumption of small
deformations.



In the frameworkof finite deformationave definethe contactvectordistanced?, following A. Curnier
etal. [1], Q.C.He etal. [2], A. Klarbring [3], by (2) via the orthogonalprojectionof a point belonging
to one of the candidatepotentialcontactsurfacesonto the otherone.Using the aboveconstructionwe
are ableto constructa frame,dependingon the deformationsof both bodies,with respectto which the
quantitieswill bedecomposedrhislocal approachs suitablefor definingthe conditionof impenetrability
via a signeccontactdistance vectornotherapproachproposedy P.G.CiarletandJ. NeCas[5], consists
in adoptinga globalformulationby consideringanunilateralcontactconditionunderthe constrainto stay
within a set. This doesnot seemto be helpful for a numericalinvestigation so that we preferto follow
this local approacH1,2]. Using the distanced¥ we definean objectiverelativevelocity by (3) andaswe
areableto deducethe contactbehaviourfor onesurfacewith respecto the otheronefrom the generalized
action-reactiomprinciple[1], it is sufficientto characterizéhe contacton oneof the surfaces.

After employingthe two principlesof thermodynamicén any isothermalevolutionof the systemand
choosingthe Hencky’stensoras straintensorto study the hyperelastidodies,we obtainthe Clausius—
Duheminequalities(7) for two solidsandfor onesurface With a particularchoiceof the surfacedensity
of free energyand accordingto the statelaws (9) the unilateral contactcondition (i.e. the penetration
of two solidsis excludedin compressiorsituation)is obtained.The hyperelastiaconstitutiveequationis
deducedrom the specificdensityof free energywhich dependn the Hencky’'stensor.We assumehe
pseudgotentialof dissipationd)*"1 givenby (10) to dependamongits variablesonthe relativetangential
velocity. By dif'ferentiating(I)‘P1 in thecomplementarjawswe areconductedo the Coulomb’sfriction law
with adhesion(17) andto the evolutionlaw for the evolution of the intensity of adhesion(15). We only
considersituationswherethe dissipativgphenomenaredueto bothfriction andadhesion.

Thecompleteformulationof this spatialquasistatigroblemis givenby problemP (12)to (15).Finally,
whenoneof thebodiesis a planerigid supportwe proposea Lagrangiarnvariationalformulation,coupling
unilateralcontactcondition friction law andadifferentialinclusionfor theintensityof adhesionln thecase
of frictionlesscontactproblemswith aparticularstatic’ law for theintensityof adhesionthecorresponding
variationalproblemcanbe reducedo the minimizationproblem(20) for which, usingthe approachesf
J.M.Ball [8], P.G.CiarletandJ. NeCas[5] andA. Curnieretal. [1], onecanshowan existencaesult.

1. Introduction

Onconsidérainproblémeguasistatiquecouplantcontactunilatéral frottementde Coulombetadhérence
en grandesdéformationentredeux solideshyperélastiquesNous proposonsgracea la cinématiquedu
contactdesgrandesiéformationsntroduitepar A. Curnieretal. [1], Q.C.Heetal. [2], A. Klarbring[3],
uneformulationthermodynamiqueulériennele ce problemenousconduisang un probléme auimites
couplantles équationgd’équilibre,les conditionsde contactunilatéralet de frottementde Coulombet une
inclusiondifferentielle caractérisantévolution de I'intensité d’adhérencg4]. Cettecinématiquesemble
étrela plus appropriéepour définir la condition de non interpénétrationl’approchealternativede P.G.
Ciarlet et J. Néas|[5] suivantlaquellela conditionde contactunilatéralest donnéepar unerestriction
ensemblistsembledifficilementexploitablenumériquement.

Il nousa semblénécessairele donnercetteformulation dansla configurationactuelle,configuration
dandaquelleleslois decomportemensurfaciqudrouventuneexpressiomaturelle Dansle casparticulier
de'hypothésedespetitesperturbation®n retrouvelesrésultatsobtenusdanslestravauxde M. Raouset
al.[6,7] pourun modelecouplantadhérencet frottemententredeuxsolidesdéformables.

Dansle casdu contactunilatéralsansfrottemententreun solidehyperélastiquetun supportrigide plan
etd’une loi «statique»> pourl'intensité d’adhérences®, uneformulationparrapporta la configurationde
référencedu problémeprécédennouspermetd’étudierle problémeaux limites par l'intermédiaired’un
problémede minimum. Cettedémarcheconduita un problémeclassiquede minimisationdansle casde



matériaux dissipatifs. On montre I'existence d’'une solution de ce probléme. Ce résultat étend ceux de
J.M. Ball [8] et A. Curnier et al. [1] au contact adhésif.

2. Formulations du modéle thermodynamique et du probléme aux limites

Dans ce qui suit, la variable prend successivement les valeurs 1 et 2. On considere deux solides
déformables ef2* € R? leur configuration de référence de normales extérieures unitaire©n note
0¥ les configurations actuelles des solides ayant subi la déformatior$n®” leur normale extérieure
unitaire. On décompose les frontierestieet2¢”, supposées réguliéres, en des parties ouvertes disjointes
notées respectivemenit etT'¥" = (I, ¢) telles que :

re =T, uThuTs, ¢ =T% uThH UT? @)

Les corps sont soumis a des densités de forces volumiques et surfacifue®® définies dan$)“
et respectivement surg. et £¢°, T¥" données dan®¢" et respectivement sur?. . Les partiesl's,,
Fﬁa = o*(T'&,t) sont les surfaces potentielles de contact des deux solides dans les deux configurations
ou les corps peuvent étre en contact unilatéral.ISuret 'Y, on impose des déformations. On désigne
part®, t¥° les densités de forces exercées le long des surfégsifg. On introduit une applicatiop,,
permettant de relier un point d&', notéx*’, ason projeté sury, notéx'”. On noteX I'application
(p?) topyop! etX” = X#(X') [1]. On considére une paramétrisation de la surféijtfeet on définitg;
comme étant le point correspondant’® dans I'espace de paramétrisation, ainsi qu’un repéfer?) en

ce point, oln® = n*’ (x") etre = (7%, 7%), 7¢ sont des vecteurs linéairement indépendants et tangents
ala surfaces?(I'Z,, t) au point considéré. On définit le vecteur distance de contact par :

d?(x# 1) =x¢ —x" (x? 1) = d? (X1, 1) = o (X1, 1) — % (X7 (X)), 1) @)
que 'on peut décomposer @ = d;.n¥. On définit la vitesse relative généralisée suivante :
Vi = dﬁ¢ n” + Ei Tf = drfv’ n” + éfvﬂ (3)

qui satisfait I'axiome d’indifférence matérielle. Cette définition de la distance privilégie un solide par
rapport a I'autre et se place donc dans le contexte de I'approche ‘maitre/esclave’. On choisit ici les surfaces
rs, rgl comme surfaces maitres et on déduit le comportemepj, dégl) grace a laloi d’action-réaction
généralisée de A. Curnier et al. [1].

On considere le cas de matériaux hyperélastiques, homogénes (pour simplifier) et isotropes et 'on choisit
d’exprimer la densité d’énergie libig?” en fonction du tenseur de HencKir” = LnV¥ (ou'V¥ provient
de la décomposition polaire d&) qui permet naturellement d’exprimer le tenseur contrainte de Cauchy
comme la dérivée d’'une énergie par rapport a cette variable [9]. Soit I'expression suivante de la dissipation
intrinséque volumique :

d?" = —p?" " + 0" . HP dans?” 4)
ol p#” est la densité volumique des solides. Soit la densité surfacique d'énergi@fibre
1
U =0 (dfe, €5, 07) = — (Idkc (dfe) + 1dp(89)) + 9§ (d5..€5.,87) surTE  (5)
Ps

OUK ={d,; d, >0}, P={v; 0< v <1}, Idg, Idp sontles fonctions indicatrices des ensemiiesP,
1 1 1
etpf estla densité surfacique du premier solide. Le tetrfje est donné sury, , convexe en (., £7.)



eten 37 etfini (ce seraparexempleuneénergieélastiquecaractérisantineélasticittendommageabléu
contactyoir M. Raousetal. [6,7], sous’hypothésedespetitesdéformations).
La dissipation intrinséque surfacique s’exprime de la fagon suivante :

1 1. 1 1 . 1 X% 1
D¥ = —pf 0¥ —19,.d%, —t2.€7, surT?, (6)

Les deux premiers principes de la thermodynamique conduisent aux inégalités de Clausius—Duhem pour
toute évolution isotherme du systeme :

p? ¥ =% . HY" dans¥” et pgl\iﬂ’l < —t9,d%, —t2, €7 surF@1 (7)

T

qui permettent de vérifier la positivité des dissipations intrinseques.

En décomposant les forces thermodynamiques en parties réversibles et irréversibles on postule les lois
d’état suivantes :
oo 0¥

OH»™

1 R 1 1 1 R 1 1 1 1 1
_<t'rf¥’) S pg 8di9’ [Ag , - (tfgp) S pg 8£fv e s —Gﬂ S pg 8599 LAg SuI’Fg (9)

ou 9, deésigne le sous-differentiel par rapport a la variapleOn choisit un potentiel de dissipation
surfacique de la forme :

dansQ¢” (8)

(0°) " =p

1 1 .Lpl . 7 1 1
DY =¥ (£1..0%;x) = ——|the + PG

. 1 . 1 1
? ||£f9’”+®g <ﬁ¢;ti¢7ﬁ¢)7 X = (t£¢,d£¢,£f¢,ﬁ¢)
Ps
(10)
1
ou®/ estune fonction donnée objective, convexe et finie, son choix caractérisera le mode d’évolution de
l'intensité d’adhérence. On peut ainsi formuler les lois complémentaires suivantes :

ow}
odz,

(6) =0 dans®” et
e\ IR o\ IR o 1 o 1 ol (11)
(th.)" =0, —(tZ.) " €p§ Oge WP, Gp€p§ 03,97 surly
On déduit alors le probleme quasi statique sous la forme générale suivante ou I'on a noté par *' la
transformée de Legendre—Fenchel par rapport a la vari#ble

Probléeme PZ. — Trouvery®, 3¢ telles quep®(0) = ¢ dansQ¢” et 69"((1) = ﬂg’wsurl“g1 vérifiant
les équations d’équilibre, la loi constitutive (8), les conditions aux limite§'$uretI'?. et les conditions
suivantes pour toute |0, T eta=1,2:

1 1
1 1 OUY¥ 1 1OUY¥ 1
tie + 05 5o 20, die >0, (tﬁo + 05 57 >div =0 surl’¢ (12)
1 1
1 1 OUY¥ 1 1007 1
ez 408 G| < et + o G| surr (13)
1 1
1 1 OUY¥ 1 1007 .
tfv""‘ﬁ? gg <Mtﬁ¢+P§ gg :>€fsa:0
857’@ 86{”@
. ows' 0wy A
1 1 1 1 . 1 1
‘t*” f =2 |l=plti, +pf —=2-|=3IA>0, £f¢—k<tfw+ % O>

™ TP5 ez, adz. P5 Bez.

B2 €, (pf ®°')", —Ggepf 9p. 09 surlé (15)



3. Résultat d’existence dans un cas particulier : contact sans frottement avec un obstacle plan

Dans le cas du contact entre un solide hyperélastique et un support rigide plan en contact a I'instant
initial, les variables d’état du systéme écrit par rapport a la configuration de référence, se réduisent aux
variables¢?, = u? + c, c constanted?, = u¢, 3= 3% o p! ouu?(X,t) = p(X,t) — X etuf(0) = 0.

Dans ce casyg = @O(uﬁ, uf, 3) et pour simplifier 'expression, on a éliminé les indices correspondant a
a =1 (a =2 étant'indice du plan). En utilisant le tenseur non symétrique de Piola—Kirchhoff et la densité

d'énergie\/Z\\/’ = pv, le problémeP” est ramené au probléme suivant :
ProblemePL. —Trouvery, 3 telles ques(0) = ¢, dans?, 5(0) = B, surl¢ et vérifiant les équations

d’équilibre, la loi constitutive, les conditions aux limites $us etI'r et les conditions suivantes pour tout
t€]0,T:

o o
tn'i‘pSWg }0, Uﬁ >0, (tn+ps 8u£>u2‘; =0 surl'¢ (16)
n n
0T BT
tr — || < pltn —| surl 17
trsgEl| SHie TPy c (17)
ov ov ,
t7—+PSaT§ <th+p5’aT£ :>uf:0
~ " A (18)
0¥ A . ¥y
tT+pS@uf Z,Utn-i‘pSm =3\ >0, uf_A(tr-i-pSW
B S 8@, (ps‘i’)*, -G € psag(f/ surl'c (19)

En considérant le probleme sans frottement, avec une loi « statiqué&»estiune fonction seulement
de ¢, on retrouve alors le probléme de minimisation classiquement étudié :

int L1() +T() = L)} (20)
ou:
Q= {¢ e WhP(Q,R3); Cof Vop € LI(Q,R?), det Vip € L"(Q), det Vi) > 0 p.p. dang?,
= p p.p.sulp, u? >0p.p.sulc}
etp, ¢, convenablement choisis :

I(w)_/QW(Vz/J(X))dX, J(w)—/rcpgllfo( ) dA, L(v) /Qf¢<1>(+/F T.4pdA

T

Sous des hypotheses de faible semi-continuité inférieure goet de polyconvexité SUW et si
mes(I'p) > 0, on établit, un résultat d’existence pour ce probléme.
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