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La fonction de Möbius à la rencontre des systèmes

dynamiques

Thierry de la Rue

mai 2016

On désigne par P l’ensemble des nombres premiers, et on note #A le
cardinal d’un ensemble fini A.

1 Des conjectures sur le caractère aléatoire de la
fonction de Möbius

La fonction de Möbius µ est définie sur l’ensemble des entiers strictement
positifs par

µ(n) :=


0 si n est divisible par le carré d’un nombre

premier,
(−1)m si n est le produit de m nombres pre-

miers distincts.

C’est un cas particulier de fonction multiplicative, ce qui signifie que µ(n1n2) =
µ(n1)µ(n2) à chaque fois que n1 et n2 sont deux entiers premiers entre eux.

Déjà utilisée par Euler et Gauss, c’est August Ferdinand Möbius qui
l’étudia de manière systématique en 1832. Cette fonction apparâıt en effet
de manière naturelle dans différentes branches des mathématiques. On men-
tionnera notamment ici son importance en théorie analytique des nombres :
le comportement de la fonction de Möbius se révèle étroitement lié à la
répartition des nombres premiers. Ainsi, il est possible de montrer de manière
� élémentaire � l’équivalence du théorème des nombres premiers, selon lequel
le nombre π(x) de nombres premiers inférieurs à x est asymptotiquement
équivalent à x/ ln(x), avec le fait que les 1 et les −1 dans la fonction de
Möbius se compensent asymptotiquement :

1

N

∑
1≤n≤N

µ(n) −−−−→
N→∞

0. (1)
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Figure 1 – August Ferdinand Möbius (1790–1868)

(Voir par exemple [17].)
La vitesse à laquelle cette compensation s’effectue est actuellement incon-

nue. Une conjecture raisonnable serait que l’ordre de grandeur de la somme
des N premiers termes de la fonction de Möbius se comporte asymptotique-
ment comme si les signes de ses termes non nuls étaient tirés indépendamment
à pile ou face, et serait donc de l’ordre de

√
N . Ainsi, on aurait

∀ε > 0,
1

N1/2+ε

∑
1≤n≤N

µ(n) −−−−→
N→∞

0, (2)

ce qui constitue un énoncé équivalent à l’hypothèse de Riemann [21].
Mais ce sont d’autres aspects du caractère apparemment aléatoire de

la fonction de Möbius qui nous intéressent ici. La loi de l’aléa de Möbius,
énoncée informellement par exemple par Iwaniec et Kowalski [13, p. 338],
stipule que la fonction de Möbius est si chaotique qu’à chaque fois que l’on
considère une suite bornée de nombres complexes ξ =

(
ξ(n)

)
n≥0 � raison-

nablement simple �, il n’existe aucune corrélation entre µ et ξ, au sens où
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l’on a l’orthogonalité suivante :

1

N

∑
1≤n≤N

ξ(n)µ(n) −−−−→
N→∞

0. (3)

Notons que (1) fournit déjà l’orthogonalité de µ à toute suite constante. Il
s’agit maintenant de préciser ce que l’on entend par une suite ξ � raison-
nablement simple �. C’est précisément ce qu’a fait Peter Sarnak en 2010,
dans des notes mises en lignes sur sa page web [19]. (Voir aussi une ver-
sion postérieure de ces notes [20], publiée en 2012.) Il y propose un énoncé
mathématiquement précis, en se plaçant dans le cadre des systèmes dyna-
miques : selon Sarnak, la bonne façon de définir la complexité d’une suite
dans ce contexte est de la mesurer par la complexité du système dynamique
� le plus simple � qui la produit.

1.1 Suites produites par un système dynamique

Les systèmes dynamiques considérés ici sont ce que l’on appelle des
systèmes dynamiques topologiques, qui sont définis par l’action d’une trans-
formation continue T sur un espace métrique compact X. Voyons dès main-
tenant une classe importante d’exemples de tels systèmes : on part d’un
ensemble fini A (appelé alphabet), et on considère l’ensemble AN des suites
infinies d’éléments de A, qui est un compact pour la topologie produit. Sur
AN, la transformation S :

(
x(n), n ≥ 0

)
7→
(
x(n + 1), n ≥ 0

)
, qui décale les

suites d’un cran vers la gauche, est continue. On la nomme usuellement le
décalage, ou shift. On appelle sous-shift un sous-ensemble fermé Y ⊂ AN qui
est stable par S. Chaque sous-shift Y fournit alors un système dynamique
dit symbolique (Y, S).

Une suite ξ =
(
ξ(n)

)
n≥0 est dite produite par un système dynamique

(X,T ) s’il existe un point x ∈ X et une fonction f continue sur X telle
que pour tout n, ξ(n) = f(Tnx). Sarnak note que ce n’est pas restreindre
le problème que de considérer uniquement des suites ξ produites par de tels
systèmes dynamiques. En effet, si par exemple ξ est une suite dont les termes
ne prennent qu’un nombre fini de valeurs, disons ξ(n) ∈ A pour un sous-
ensemble fini A ⊂ C, il suffit de prendre le système symbolique (AN, S), la
fonction f qui à une suite associe sa coordonnée d’indice 0, et la suite x ∈ AN

définie par x(n) := ξ(n) pour tout n ≥ 0 : on a alors ξ(n) = f(Snx) pour
tout n ≥ 0. (Le cas général où ξ est une suite bornée de nombres complexes
n’est pas plus difficile, puisque la construction du système fonctionne encore
si l’on remplace l’ensemble fini A par un compact de C.)
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Il existe une façon naturelle de mesurer la complexité d’un système dy-
namique, en considérant son entropie topologique htop(X,T ). Sans entrer
dans les détails pour le cas général (pour lequel on renvoie le lecteur par
exemple à [22]), on peut en donner la définition dans le cas d’un système
symbolique (Y, S). On introduit d’abord, pour chaque entier ` ≥ 1, l’en-
semble B`(Y ) ⊂ A` des blocs de longueur ` dans Y : B`(Y ) est l’ensemble
des w = w0w1 · · ·w`−1 dans A` pour lesquels il existe une suite y ∈ Y et un
entier k ≥ 0 tels que y(k) = w0, . . . , y(k + ` − 1) = w`−1. Alors l’entropie
topologique de (Y, S) est donnée par

htop(Y, S) = lim
`→∞

1

`
log2 #B`(Y ).

(Voir par exemple [15].)
La suite ξ est dite déterministe si elle est produite par un système dyna-

mique d’entropie topologique nulle. Par exemple, toute suite ξ appartenant
à un sous-shift d’entropie topologique nulle est déterministe, et le choix de
ce terme se justifie dans ce contexte par l’argument suivant : le nombre de
blocs de longueur ` dans la suite crôıt avec ` de manière sous-exponentielle.
Donc si ` est grand, la plupart des blocs de longueur ` qui apparaissent dans
la suite se prolongent (à droite) de manière unique en un bloc de longueur
`+ 1, i.e. déterminent le symbole suivant dans la suite.

1.2 La conjecture de Sarnak

C’est précisément cette notion de suite déterministe qui est proposée par
Sarnak pour jouer le rôle de suite � raisonnablement simple �. En remontant
le fil, on arrive donc à cet énoncé :

Conjecture 1.1 (Conjecture de Sarnak). Pour tout système dynamique
(X,T ) d’entropie topologique nulle, pour toute fonction f : X → C continue
sur X, pour tout x ∈ X,

1

N

∑
1≤n≤N

f(Tnx)µ(n) −−−−→
N→∞

0. (4)

Ce type de résultat était déjà connu bien avant 2010 pour certaines
suites déterministes. Comme on l’a déjà souligné, le cas des suites constantes
revient au théorème des nombres premiers. Sarnak note également que le cas
d’une suite ξ périodique (autrement dit, produite par un système dynamique
fini), est lui-même équivalent au théorème des nombres premiers le long des
suites arithmétiques. En fait, l’estimation suivante, prouvée par Davenport
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en 1937 [8], permet de traiter une classe plus générale de suites : pour tout
A > 0, il existe une constante CA > 0 telle que, pour tout N ≥ 2,

sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤n≤N
ei2πntµ(n)

∣∣∣∣∣∣ ≤ CA N

(lnN)A
. (5)

La relation d’orthogonalité (3) s’en déduit dès que ξ est un polynôme tri-
gonométrique, c’est-à-dire de la forme ξ(n) =

∑
1≤j≤k zje

i2πntj , puis s’étend
immédiatement au cas où ξ est une limite uniforme de tels polynômes tri-
gonométriques, ce qui correspond à la classe des suites presque périodiques.
Or, les suites presque périodiques sont exactement celles qui sont produites
par des systèmes dynamiques particuliers, appelés systèmes de Kronecker
([9], Théorème 1.9). Les systèmes de Kronecker sont ceux pour lesquels l’es-
pace est un groupe métrisable compact, et la transformation correspond à la
multiplication par un élément fixé du groupe. Ces systèmes sont d’entropie
topologique nulle, et la conjecture de Sarnak est donc valide pour eux.

Beaucoup plus récemment, un résultat prouvé par Green et Tao en 2008
étend la validité de (3) pour les suites produites par des nilsystèmes [11].
Dans le cas des nilsystèmes, l’espace est un groupe de Lie nilpotent quotienté
par un sous-groupe discret cocompact, et la transformation est encore la
multiplication par un élément fixé du groupe.

Après la publication des notes de Sarnak, la conjecture 1.1 a été vérifiée
dans de nombreuses autres classes de systèmes dynamiques, incluant des
exemples beaucoup moins structurés que ceux décrits ci-dessus. L’un des
travaux les plus importants dans ce domaine, dû à Bourgain, Sarnak et
Ziegler [6] concerne les flots horocycliques. Outre le fait qu’il prouve pour la
première fois la conjecture de Sarnak pour un système mélangeant, ce travail
fournit également un critère fondamental pour prouver l’orthogonalité de la
fonction de Möbius (en fait, de n’importe quelle suite multiplicative bornée)
à une suite donnée. On reviendra sur ce critère dans la section 3.3.

1.3 La conjecture de Chowla

Mais l’argument le plus marquant avancé par Sarnak en faveur de sa
conjecture vient du rapprochement avec une autre conjecture formulée par
Chowla en 1965, et qui traite des corrélations multiples de la fonction de
Möbius. (En fait, Chowla formula cette conjecture pour la fonction de Liou-
ville, qui vaut 1 ou −1 suivant la parité du nombre de diviseurs premiers de
n, comptés avec multiplicité.)
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Conjecture 1.2 (Conjecture de Chowla). Pour tout entier s ≥ 1, pour
tout choix d’entiers 1 ≤ a1 < . . . < as, et pour tout choix des exposants
i0, i1, . . . , is ∈ {1, 2} avec au moins l’un d’entre eux égal à 1,

1

N

∑
1≤n≤N

µ(n)i0µ(n+ a1)
i1 · · ·µ(n+ as)

is −−−−→
N→∞

0. (6)

Sarnak donne une interprétation dynamique de la conjecture de Chowla,
qui sera présentée dans la section 2.3. Puis il explique que la validité de la
conjecture de Chowla entrâınerait celle de la conjecture 1.1. On donnera dans
la section 3.1 les grandes lignes d’une preuve ergodique de cette implication,
et en section 3.2 un argument en faveur de la conjecture de Chowla.

2 Des systèmes symboliques liés à la fonction de
Möbius

Au-delà de la conjecture 1.1, Sarnak suggère plus généralement d’étudier
la fonction de Möbius du point de vue des systèmes dynamiques, en intro-
duisant notamment deux systèmes symboliques liés à la fonction de Möbius.

2.1 Système dynamique engendré par une suite et généricité

On a expliqué ci-dessus que toute suite ξ à valeurs dans un ensemble
fini A est produite par un système dynamique symbolique, ce qui revient à
considérer la suite comme un point d’un sous-shift particulier. Parmi tous
les sous-shifts contenant la suite ξ, il en existe un plus petit, qui est donné
par

Xξ := {Snξ : n ≥ 0}.

Ainsi, l’action du décalage sur le sous-shift Xξ peut être considérée comme
le système dynamique � le plus simple � produisant la suite ξ.

Ce système peut être étudié du point de vue topologique, et sous cet
angle les questions soulevées relèvent essentiellement de l’identification des
blocs de longueur finie apparaissant dans la suite ξ (par exemple, l’entropie
topologique de (Xξ, S) est obtenue à partir du nombre de blocs de longueur
finie donnée). Mais un point de vue complémentaire consiste également à
envisager (Xξ, S) sous l’angle des systèmes dynamiques mesurés, c’est-à-
dire en munissant Xξ d’une mesure de probabilité invariante par l’action
du décalage, et qui soit naturelle dans ce contexte. Ce sont cette fois les
fréquences avec lesquelles les blocs apparaissent dans la suite ξ qui sont
déterminantes, et la notion essentielle est ici celle de généricité.
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Dans un système dynamique topologique (X,T ), un point x est dit
générique (sous l’action de T ) pour une mesure de probabilité ν sur X si

la suite des mesures empiriques
(

1
N

∑
1≤n≤N δTnx

)
N≥1

converge faiblement

vers ν, autrement dit si pour toute fonction f continue sur X,

1

N

∑
1≤n≤N

f(Tnx) −−−−→
N→∞

∫
f dν.

Si l’on sait seulement que la convergence a lieu le long d’une suite d’entiers
(Nk) tendant vers l’infini, on dit que x est quasi-générique pour ν le long de
(Nk). On notera que si x est quasi-générique pour une mesure de probabilité
ν, alors celle-ci est automatiquement T -invariante : pour toute fonction f
continue sur X, on a

∫
X f dν =

∫
X f ◦ T dν. Observons également que, par

compacité de l’ensemble des mesures de probabilités muni de la convergence
faible, tout point x ∈ X est quasi-générique pour au moins une mesure de
probabilité (ce qui au passage prouve l’existence de mesures de probabilités
T -invariantes).

Dans le cas d’un système symbolique, dire qu’une suite ξ est générique
sous l’action du décalage pour une mesure de probabilité ν revient à dire
que, pour tout bloc fini w = w0 · · ·w`−1 ∈ A`, la fréquence avec laquelle
on observe w dans la suite ξ est égale à la mesure ν du cylindre Cw :={
x = (xn)n≥0 ∈ AN : x0 = w0, . . . , x`−1 = w`−1

}
:

1

N

∑
1≤n≤N

1Cw(Snξ) −−−−→
N→∞

ν(Cw).

En partant de ξ = µ 1, on obtient le système dynamique (Xµ, S), qui
est le plus simple produisant la fonction de Möbius. La proposition de Sar-
nak consiste à étudier pour lui-même ce système dynamique, appelé flot
de Möbius. En particulier, identifier la (ou les) mesure(s) de probabilité
pour laquelle (lesquelles) la fonction de Möbius est (quasi-)générique serait
extrêmement intéressant, mais comme on va le voir, cela reviendrait essen-
tiellement à résoudre le problème posé par la conjecture de Chowla.

La compréhension de la dynamique engendrée par la fonction de Möbius
passe d’abord par l’étude d’un système symbolique plus simple, lui-même
naturellement lié à la fonction de Möbius.

1. Pour que la construction fonctionne, on doit pouvoir considérer µ comme un point
de {−1, 0, 1}N, ce que l’on peut faire en prolongeant naturellement en 0 par µ(0) := 0.
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2.2 Le flot des sans-carré

Introduisons la suite η définie comme le carré de la fonction de Möbius :

η(n) := µ2(n) =

{
0 si n est divisible par le carré d’un nombre premier,

1 sinon.

Sarnak nomme le système symbolique (Xη, S) le flot des sans-carré, et
énonce un certain nombre de résultats précis sur ce système, dont on donnera
une esquisse de preuve un peu plus loin.

Tout d’abord, il est possible de caractériser précisément les suites ap-
partenant au sous-shift Xη. Remarquons que si A est une partie finie de N
telle que η(n) = 1 pour tout n ∈ A, et si p est un nombre premier, alors il
n’existe aucun entier n ∈ A tel que n = 0 mod p2 (c’est la définition de η).
En particulier, le nombre

t(A, p2) := #
{
q ∈ {0, 1, . . . , p2 − 1} : ∃n ∈ A, n = q mod p2

}
de classes de congruence modulo p2 que l’on voit dans A vérifie toujours

t(A, p2) < p2. (7)

On dit qu’un ensemble A est admissible s’il vérifie l’inégalité ci-dessus pour
tout p premier. De même, un bloc fini w = w0 · · ·w`−1 ∈ {0, 1}` est dit
admissible si {j : wj = 1} est admissible, puis qu’une suite ξ à valeurs dans
{0, 1} est admissible si chacun de ses sous-blocs finis l’est. C’est le cas de
η, et comme l’ensemble des suites admissibles est visiblement stable par le
décalage et fermé, toute suite de Xη est admissible. Or, il se trouve que
cette condition nécessaire est également suffisante : une suite ξ à valeurs
dans {0, 1} appartient à Xη si et seulement si elle est admissible.

En comptant le nombre de blocs admissibles de longueur ` donnée, on
peut en déduire que l’entropie topologique du flot des sans-carré est donnée
par

htop(Xη, S) =
∏
p∈P

(
1− 1

p2

)
=

6

π2
. (8)

De plus, η est générique pour une mesure de probabilité νM qui peut
être caractérisée par la formule suivante : pour toute partie finie A de N, si
l’on note

CA :=
{
x ∈ {0, 1}N : ∀n ∈ A, x(n) = 1

}
,
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alors

νM (CA) =
∏
p∈P

(
1− t(A, p2)

p2

)
. (9)

On appelle νM la mesure de Mirsky, car elle apparâıt implicitement dans un
travail de Mirsky de 1949 [16] (en fait dans un cadre un peu plus général où
les carrés des nombres premiers sont remplacés par les puissances r-ièmes
de nombres premiers pour un certain r ≥ 2).

Enfin, Sarnak identifie un facteur particulier du système mesuré (Xη, S, νM ) :
considérons le groupe compact Ω :=

∏
p∈P Z/p2Z, sur lequel agit la trans-

lation T définie par l’addition de (1, 1, . . .). Alors (Ω, T ) est un système de
Kronecker, qui de plus est minimal : toutes les orbites sont denses dans
Ω (ce qui découle du fait que les p2 sont premiers entre eux, en utilisant le
théorème chinois). La mesure de Haar (normalisée) sur Ω, que l’on note P, est
l’unique mesure de probabilité sur Ω invariante par T (on dit que (Ω, T ) est
uniquement ergodique). Remarquons que cette mesure est particulièrement
simple à décrire. Écrivons les points de Ω sous la forme ω = (ωp)p∈P , avec
ωp ∈ Z/p2Z. Alors sous P, les coordonnées ωp sont indépendantes et uni-
formément distribuées dans chaque Z/p2Z. Sarnak annonce que le système
mesuré (Ω, T,P) est un facteur mesurable de (Xη, S, νM ), ce qui signifie qu’il
existe une application mesurable ψ, définie sur une partie de Xη de mesure
1 et à valeurs dans Ω, la mesure image de νM par ψ étant ψ∗(νM ) = P, et
telle que T ◦ψ = ψ ◦S. Autrement dit, on � voit � le système de Kronecker
(Ω, T,P) dans le système symbolique (Xη, S, νM ) en observant ψ(x).

Quelque temps après la parution des notes de Sarnak, Cellarosi et Si-
nai [7] sont parvenus à montrer qu’en fait, les deux systèmes mesurés (Ω, T,P)
et (Xη, S, νM ) sont même isomorphes, c’est-à-dire que l’on peut construire
un ψ comme ci-dessus qui soit de plus inversible sur une partie de Ω de me-
sure 1. Ainsi les propriétés � mesurables � du flot des sans-carré sont exac-
tement celles du système de Kronecker (Ω, T,P). Leur méthode est basée
sur l’analyse spectrale du système (Xη, S, νM ) : en utilisant notamment les
résultats de Mirsky [16], on montre que l’espace L2(νM ) admet une base hil-
bertienne de vecteurs propres pour l’opérateur de Koopman US : f 7→ f ◦S.
(On dit alors que le système a spectre discret.) De plus, les valeurs propres
sont précisément les ei2πj/p

2
, p ∈ P, 0 ≤ j < p2. Or ces propriétés spec-

trales sont partagées par (Ω, T,P), et il suffit alors d’ invoquer un fameux
théorème dû à von Neumann : si deux systèmes ergodiques à spectre discret
ont le même spectre, alors ils sont mesurablement isomorphes [12].

Il existe une méthode plus directe pour prouver l’isomorphisme entre
(Ω, T,P) et (Xη, S, νM ), qui de plus fournit explicitement un isomorphisme,
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une interprétation naturelle de la mesure de Mirsky, et des preuves dyna-
miques des propriétés du flot des sans-carré annoncées par Sarnak. Elle est
exposée dans [4] dans un cadre plus général, où les carrés des nombres pre-
miers peuvent être remplacés par une famille B = {bk : k ≥ 1} d’entiers
deux-à-deux premiers entre eux et satisfaisant

∑
k≥1

1
bk

< ∞. Un entier
qui n’est divisible par aucun des éléments de B est dit B-libre, et tous les
résultats exposés ci-dessus se généralisent au cas où la suite η est remplacée
par la suite ηB, indicatrice des entiers B-libres. On se contentera cependant
de rester dans le cadre des entiers sans facteur carré pour exposer rapidement
les grandes lignes de l’argument.

On commence par remarquer que la suite η elle-même peut être observée
le long d’une orbite du système de Kronecker (Ω, T ) : en effet, en partant
du point 0 := (0, 0, . . .) ∈ Ω, et en considérant la fonction f : Ω → {0, 1}
définie par

f(ω) :=

{
0 si ∃p ∈P : ωp = 0,

1 sinon,

on vérifie que pour tout n ≥ 0, η(n) = f(Tn0). (Notons toutefois que η
n’est pas produite par (Ω, T ) au sens défini précédemment, car la fonction f
utilisée ici n’est pas continue.) De manière équivalente, on peut aussi écrire
η = ϕ(0), en définissant la fonction mesurable ϕ : Ω→ {0, 1}N par

ϕ(ω) :=
(
f(Tnω)

)
n∈N.

Par construction, on a évidemment ϕ ◦ T = S ◦ ϕ. L’image ϕ∗(P) de la
mesure de Haar sur Ω, qui est l’unique mesure de probabilité T -invariante,
est alors S-invariante sur {0, 1}N, et on peut facilement calculer ses valeurs
sur les cylindres de la forme CA : on constate qu’elles cöıncident avec les
expressions données en (9), et ainsi ϕ∗(P) n’est autre que la mesure de Mirsky
νM . La généricité de η pour νM se déduit ensuite du fait que, dans (Ω, T ),
0 est générique pour P (conséquence de l’unique ergodicité). Le passage à la
généricité de η serait direct si ϕ était continue. Mais ϕ n’est pas continue,
et on a besoin d’un argument d’approximation qui utilise la convergence
de la série de terme général 1

p2
pour conclure. Enfin, la caractérisation du

sous-shift Xη s’obtient par le raisonnement suivant. On sait déjà que toute
suite de Xη est admissible. À partir de (9), on montre que le support de νM
est précisément constitué de l’ensemble des suites admissibles. Mais comme
η est générique pour νM , le support de νM doit être contenu dans Xη.
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Figure 2 – La suite η produite par le système (Ω, T )

2.3 Le flot de Möbius, et une interprétation de la conjecture
de Chowla

On a donc une bonne compréhension du flot des sans-carré, ce qui four-
nit déjà une connaissance partielle sur le flot de Möbius (Xµ, S). En effet,
considérons l’application π qui à une suite ξ ∈ {−1, 0, 1}N fait correspondre
la suite

(
ξ2(n)

)
n∈N, de sorte que η = π(µ). Alors π est continue sur Xµ,

π ◦S = S ◦π , et π(Xµ) = Xη. On dit que (Xη, S) est un facteur topologique
de (Xµ, S), et le flot de Möbius en hérite un certain nombre de propriétés.
Notamment, l’entropie topologique du flot de Möbius vaut au moins celle du
flot des sans-carré, donc elle est strictement positive. C’est la moindre des
choses, sinon µ serait elle-même une suite déterministe, ce qui contredirait la
conjecture de Sarnak. En effet, µ ne peut pas être orthogonale à elle-même,
car par généricité de η = µ2 pour la mesure νM , et par application de (9)
lorsque A = {1}, on obtient la formule suivante qui donne la densité des
termes non nuls de µ :

1

N

∑
1≤n≤N

µ2(n) −−−−→
N→∞

∏
p∈P

(
1− 1

p2

)
=

6

π2
.

On sait aussi que toute mesure de probabilité ν pour laquelle µ est
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quasi-générique doit vérifier π∗(ν) = νM , par généricité de η pour νM . Mal-
heureusement, ce que l’on sait du flot de Möbius s’arrête essentiellement à ce
que le flot des sans-carré lui apporte, et aller plus loin nécessite de retourner
dans le domaine des conjectures.

Parmi toutes les mesures de probabilité invariantes par le décalage sur
{−1, 0, 1}N et qui se projettent sur νM , Sarnak considère l’extension complè-
tement aléatoire de νM . C’est la loi d’une suite aléatoire ξ ∈ {−1, 0, 1}N
obtenue de la façon suivante : on tire d’abord une suite de 0 et de 1 suivant
νM , qui fixe la place des symboles 0 dans ξ, puis on détermine le signe
de chaque position restante par une suite de tirages indépendants à pile
ou face (un tirage par position). Plus formellement, on définit l’opération
�, � produit terme à terme � de {0, 1}N × {−1, 1}N dans {−1, 0, 1}N, et on
munit {−1, 1}N de la mesure de probabilité produit β := (1/2, 1/2)⊗N. Alors
l’extension complètement aléatoire de νM est la mesure image de νM ⊗ β
par l’application (η, ρ) 7→ η � ρ. Dans la suite, on l’appellera la mesure de
Sarnak, et on la notera νS .

Conjecture 2.1 (Conjecture de Sarnak-Chowla). La suite µ est générique
pour la mesure de Sarnak νS , extension complètement aléatoire de νM .

En fait, Sarnak explique que la conjecture ci-dessus est équivalente à
la conjecture de Chowla. On trouve dans [4, théorème 6.1] une preuve
élémentaire de cette équivalence, valable dans un cadre plus général que
le contexte de la fonction de Möbius. L’essentiel de l’argument se résume
ainsi : prouver la généricité de µ pour la mesure de Sarnak revient à vérifier
la convergence

1

N

∑
1≤n≤N

f(Snµ) −−−−→
N→∞

∫
f dνS (10)

pour toute fonction f : {−1, 0, 1}N → C qui est un polynôme en les variables
ξ(j), j ∈ N (par densité des polynômes dans l’espace des fonctions conti-
nues). Or, (6) n’est rien d’autre que (10) exprimée pour une fonction f qui
est un monôme de la forme f(ξ) = ξ(0)i0ξ(a1)

i1 · · · ξ(as)is , dans lequel les
exposants i0, . . . , is ne sont pas tous pairs. Par ailleurs, le cas d’une fonction
monôme pour laquelle les exposants sont tous pairs découle de la généricité
de η = µ2 pour la mesure de Mirsky.
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3 Le point de vue ergodique, et l’utilisation de la
théorie des couplages

Le but de cette section est d’apporter l’éclairage de la théorie ergodique,
en particulier de la théorie des couplages de systèmes dynamiques mesurés
initiée par Furstenberg [9], sur les différentes conjectures exposées ci-dessus.
En particulier, on va donner les idées principales d’un argument ergodique,
déjà esquissé dans les notes de Sarnak [19], prouvant que si la conjecture
de Chowla est vraie, alors celle de Sarnak est vraie également (voir aussi [1,
section 4.3]).

3.1 Pourquoi Chowla implique Sarnak

On suppose donc ici la validité de la conjecture de Chowla, que l’on
interprète dynamiquement par la généricité de la suite µ pour la mesure
de Sarnak νS . Considérons un système dynamique (X,T ) d’entropie topo-
logique nulle, une fonction f : X → C continue, et un point x ∈ X. Il s’agit
d’établir la convergence (4). Pour cela, on écrit

1

N

∑
1≤n≤N

f(Tnx)µ(n) =

∫
X×{−1,0,1}N

f ⊗ F0 dσN ,

où σN est la mesure de probabilité empirique

σN :=
1

N

∑
1≤n≤N

δ(Tnx,Snµ),

et F0 la fonction qui à une suite associe son terme d’indice 0. Par compacité
de l’ensemble des mesures de probabilité sur X × {−1, 0, 1}N muni de la
topologie de la convergence faible, il suffit de vérifier que si, pour une suite
d’entiers (Nk) tendant vers l’infini, σNk

converge faiblement vers une mesure
de probabilité ν, alors ν vérifie

∫
X×{−1,0,1}N f ⊗ F0 dν = 0. Supposons donc

que le point (x,µ) est quasi-générique, le long de la suite (Nk), pour une
mesure de probabilité ν. La transformation sous-jacente est ici T×S, et donc
ν est T ×S-invariante. Quitte à remplacer si nécessaire la suite (Nk) par une
sous-suite, on peut supposer également que le point x lui-même est quasi-
générique, le long de la même suite (Nk), pour une mesure de probabilité
νx sur X, qui est T -invariante. En rappelant que µ est supposée générique
pour νS , on obtient donc que ν est une mesure de probabilité invariante sous
l’action produit T × S sur X × {−1, 0, 1}N, dont les marginales respectives
sur X et {−1, 0, 1}N sont νx et νS . On dit que ν est un couplage de νx et νS .
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Par ailleurs, rappelons que νS est la mesure image de la mesure pro-
duit νM ⊗ β par l’opération produit terme à terme de {0, 1}N × {−1, 1}N
dans {−1, 0, 1}N. En formant ce que l’on appelle un couplage relativement
indépendant au-dessus de

(
{−1, 0, 1}N, S, νS

)
(voir par exemple [10], p. 126),

on obtient un couplage γ des deux systèmes mesurés

(X,T, νx) et
(
{0, 1}N × {−1, 1}N, S × S, νM ⊗ β

)
,

qui vérifie∫
X×{−1,0,1}N

f ⊗ F0 dν =

∫
X×{0,1}N×{−1,1}N

f(y) η(0) ξ(0) dγ(y, η, ξ). (11)

Appelons ν ′ la marginale de γ sur X×{0, 1}N : ν ′ est elle-même un couplage
de (X,T, νx) et

(
{0, 1}N, S, νM

)
, et la mesure de probabilité γ peut être vue

comme un couplage des deux systèmes(
X × {0, 1}N, T × S, ν ′

)
et
(
{−1, 1}N, S, β

)
. (12)

L’argument se termine en établissant que γ est nécessairement la mesure pro-
duit ν ′⊗β : alors l’intégrale à droite de (11) se factorise par

∫
{−1,1}N ξ(0) dβ,

qui vaut 0.
Il reste à expliquer pourquoi le couplage γ est le produit de ses deux

marginales. Cela découle du fait que les deux systèmes mesurés présentés
en (12) sont si différents qu’il n’existe pas d’autre couplage possible que le
couplage produit : on dit qu’ils sont disjoints. La notion de disjonction a été
introduite par Furstenberg [9], qui donne les premiers exemples de classes
de systèmes disjoints parmi lesquels se trouve celui utilisé ici.

On a besoin pour l’exposer d’utiliser la notion d’entropie de Kolmogorov-
Sinai, ou entropie métrique qui est l’analogue pour les systèmes dynamiques
mesurés de l’entropie topologique pour les systèmes dynamiques topolo-
giques (historiquement, elle fut d’ailleurs introduite par Kolmogorov en 1959
six ans avant l’entropie topologique par Adler, Konheim et McAndrew). À
nouveau, on renvoie le lecteur à un ouvrage de référence (par exemple [5])
pour la définition générale de l’entropie de Kolmogorov-Sinai, et on se limi-
tera ici à ce dont on a besoin dans ce contexte.

D’une part, dans le cadre d’une transformation continue sur un espace
métrique compact, l’entropie métrique associée à une mesure de probabilité
invariante est toujours majorée par l’entropie topologique. (En fait, l’entro-
pie topologique est même le supremum des entropies métriques sur toutes
les mesures de probabilité invariantes : c’est le principe variationnel. Voir
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par exemple [18, théorème 3.10].) Puisque (X,T ) est supposé d’entropie to-
pologique nulle, le système (X,T, νx) est donc d’entropie métrique nulle.
De même, l’entropie du système mesuré

(
{0, 1}N, S, νM

)
cöıncide, par iso-

morphisme, avec celle de l’addition de (1, 1, . . .) sur
∏
p∈P Z/p2Z muni de

la mesure de Haar, qui est nulle également (rappelons qu’un système de
Kronecker est d’entropie topologique nulle).

D’autre part, l’entropie métrique d’un système obtenu comme un cou-
plage de deux autres systèmes est toujours majorée par la somme des entro-
pies métriques des deux systèmes couplés. Ici, on en déduit que le système(
X × {0, 1}N, T × S, ν ′

)
est d’entropie métrique nulle.

Enfin, rappelons que, sous β, les termes successifs d’une suite aléatoire
de −1 et de 1 sont identiquement distribués et indépendents. On dit que
le système dynamique

(
{−1, 1}N, S, β

)
est un schéma de Bernoulli. Les

schémas de Bernoulli sont toujours d’entropie strictement positive et, dans
l’univers des systèmes mesurés, ils sont aussi loin que possible des systèmes
d’entropie nulle. Ainsi, Furstenberg prouve qu’un schéma de Bernoulli est
toujours disjoint d’un système d’entropie métrique nulle [9, théorème 1.2].

3.2 Chowla à la limite

En se basant sur l’interprétation dynamique de la conjecture de Chowla
donnée en 2.3, et par des arguments de couplages très similaires à ceux
exposés dans la section précédente, on peut aussi apporter un élément en
faveur de cette conjecture. Pour tout entier ` ≥ 1, considérons l’approxima-
tion µ` de la fonction de Möbius, obtenue en ne comptant que les nombres
premiers jusqu’à ` :

µ`(n) :=

{
0 si n possède un facteur carré,

(−1)m`(n) sinon,

où m`(n) est le nombre de facteurs premiers de n inférieurs ou égaux à `. Par
les mêmes techniques que celles exposées dans [4] pour établir la généricité
de η, on peut montrer que µ` est générique pour une certaine mesure de
probabilité ν`, invariante par le décalage sur {−1, 0, 1}N. On peut aussi écrire
µ` = η�π`, où π`(n) := (−1)m`(n) (pour les entiers n divisibles par un carré,
m`(n) est ici compté sans multiplicité). De même, on prouve aussi que π` est
générique pour une mesure de probabilité ρ`, invariante par le décalage sur
{−1, 1}N. Il s’en suit, comme en 3.1, que ν` est la mesure image d’un couplage
γ` de νM et ρ` par l’application produit terme à terme. Or, d’après [4,
théorème 6.4], on a la convergence de ρ` vers β quand `→∞. Ainsi, toute
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mesure de la forme limk→∞ ν`k pour une suite d’entiers `k tendant vers
l’infini doit provenir d’ un couplage de νM et de β. Mais par disjonction,
un tel couplage ne peut être que la mesure produit, d’où l’on conclut que la
suite de mesures de probabilités (ν`) converge vers la mesure de Sarnak.

3.3 Couplages de puissances de T et conjecture de Sarnak

On présente enfin une autre application de la théorie des couplages, utile
pour prouver la validité de la conjecture de Sarnak dans certains systèmes
dynamiques. Cette méthode fut initiée par Bourgain, Sarnak et Ziegler [6], et
reprise dans de multiples autres travaux sur la conjecture de Sarnak. Le point
de départ est un critère d’orthogonalité à toutes les fonctions multiplicatives
bornées [6, Théorème 2], dont une version avait déjà été obtenue par Kátai
en 1986 [14]. On en donne ici une reformulation.

Critère de Kátai-Bourgain-Sarnak-Ziegler. Si ξ est une suite bornée
de nombres complexes qui satisfait

lim sup
p1,p2→∞

p1,p2∈P, p1 6=p2

lim sup
N→∞

∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
1≤n≤N

ξ(p1n) ξ(p2n)

∣∣∣∣∣∣ = 0, (13)

et si m est une fonction multiplicative bornée, alors ξ et m sont orthogo-
nales, i.e. on a

1

N

∑
1≤n≤N

ξ(n)m(n) −−−−→
N→∞

0.

Si l’on veut appliquer ce critère pour prouver la conjecture de Sarnak
dans un système donné (X,T ), donc pour une suite ξ de la forme ξ(n) =
f(Tnx), on est amené à contrôler

lim sup
N→∞

∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
1≤n≤N

f(T p1nx) f(T p2nx)

∣∣∣∣∣∣
pour deux nombres premiers distincts et assez grands p1 et p2.

Par compacité, il suffit de voir ce qui se passe pour une suite (Nk) ten-
dant vers l’infini, le long de laquelle le couple (x, x) est quasi-générique sous
l’action de T p1 × T p2 pour une mesure de probabilité γ sur X × X. On a
alors

lim
k→∞

1

Nk

∑
1≤n≤Nk

f(T p1nx) f(T p2nx) =

∫
X×X

f ⊗ f dγ. (14)
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Maintenant, supposons par exemple que le système (X,T ) est unique-
ment ergodique, et soit ν l’unique mesure de probabilité invariante par T .
Alors x est automatiquement générique pour ν sous l’action de T . Si de plus
on sait que le système dynamique mesuré (X,T, ν) est totalement ergodique
(ce qui en gros signifie que l’on n’observe aucun phénomène périodique dans
ce système), on peut en déduire que pour chaque k 6= 0, ν est aussi la seule
mesure de probabilité invariante par T k. Alors x est aussi générique pour ν
sous l’action de chaque T k, k 6= 0, et donc γ est un couplage de (X,T p1 , ν)
et (X,T p2 , ν).

À ce stade, si l’on arrive à montrer que ces deux systèmes sont disjoints,
alors γ est la mesure produit et la limite dans (14) est

∣∣∫
X f dν

∣∣2. Or, en
ce qui concerne l’orthogonalité à la fonction de Möbius, on peut toujours
grâce à (1) retirer une constante à la fonction f , donc remplacer f par
f −

(∫
X f dν

)
. Cela revient à supposer que

∫
X f dν = 0, et grâce au critère

de Bourgain-Sarnak-Ziegler on obtient (4). C’est par exemple la méthode
appliquée dans [2] pour montrer la conjecture de Sarnak dans une classe de
systèmes symboliques dits de rang un, où la disjonction des puissances de T
s’obtient de manière spectrale.

Mais la méthode peut aussi fonctionner quand les puissances de T ne sont
pas disjointes, et même dans certains cas où elles sont toutes isomorphes !
En effet, il arrive que l’on connaisse suffisamment les façons de coupler les
puissances T p1 et T p2 pour pouvoir contrôler l’intégrale

∫
X×X f⊗f dγ. C’est

ce qui est fait dans [3], pour la classe des sytèmes dits à spectre quasi-discret
(généralisation des systèmes à spectre discret).

L’utilisation du critère de Bourgain-Sarnak-Ziegler connâıt toutefois une
limitation inhérente à la puissance du résultat qu’il permet de démontrer :
si la méthode s’applique à un système donné, elle permet d’obtenir l’ortho-
gonalité d’une suite produite par le système non seulement à la fonction de
Möbius, mais également à toute fonction multiplicative m pour laquelle

1

N

∑
1≤n≤N

m(n) −−−−→
N→∞

0.

Or, pour tout entier ` ≥ 2 il existe une fonction multiplicative non nulle, de
période `, et qui satisfait la propriété ci-dessus : pour ` = 2, on peut prendre
m(n) := (−1)n+1, et pour ` > 2 on peut prendre pour m un caractère de
Dirichlet non principal. Le système auquel on applique le critère ne peut donc
pas produire une telle suite. On en déduit alors que la condition demandée
par le critère n’est jamais satisfaite pour un système capable de produire
une suite périodique non constante.
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